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Resolution of Linear Systems obtained from discretized
Nayvier Stokes Equations

Abstract: We study the resolution of a linear system which is obtained from the model
of eutrophication of a basin. Block iterative methods such as Jacobi and Gauss-Seidel are
compared to Conjugate Gradient like methods. The considered preconditioners are based on
Incomplete Cholesky Factorisations.

Key-words: Block Jacobi, Block Gauss-Seidel, Conjugate Gradient, Conjugate Residuals,
Bi-Conjugate Gradient, Incomplete Cholesky Factorisation, linear systems, Navier-Stokes.
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1 Position du probléme

1.1 L’eutrophisation

L’eutrophisation est définie comme ’enrichissement de 1’eau en matiéres nutritives (prin-
cipalement ’azote et le phosphate) qui sont & la base de la chaine alimentaire et qui stimulent
la croissance des organismes vivants. C’est un phénomeéne naturel de vieillissement des lacs
qui s’étendait jadis sur des millénaires. Le phénomeéne se trouve actuellement accéléré & cause
du rejet des déchets urbains et industriels dans les riviéres. Il a de graves conséquences aux
plans écologiques, économiques et sanitaires. Les techniques de restauration de ’eau sont
nombreuses et dans cette application on s’intéresse & ’oxygénation qui consiste & injecter de
I’air au fond du lac pour entrainer ’eau vers le haut afin de ’oxygéner par contact avec les
eaux de surface.

1.2 Modélisation

Dans cette section on s’intéresse & la modélisation des mouvements de I’eau. Comme ’air
occupe un volume négligeable par rapport au volume de ’eau, on suppose un écoulement
monophasique. Cette approche ne tient pas compte de la présence de I’air dans I’eau mais
elle tient compte de la quantité de mouvement qu’elle apporte sous la forme de conditions
aux limites particuliéres. Dans ce cas, on résout les équations de conservation de masse,
de quantité de mouvement et d’énergie dans un domaine homogéne. Dans le cadre de ce
travail, on se limite au modéle incompressible s’appuyant sur les équations de Navier-Stokes
décrivant le mouvement d’un fluide incompressible

U + (UV)U —vAU+VP=F, Vze€Qt>0 1)
V.U =0, Vo € 0t >0

ou U est la vitesse d’écoulement, P la pression, F' est la force par unité de masse et v la
viscosité cinématique du fluide.

La formulation (1), dite vitesse-pression, permet l’utilisation de conditions aux limites
prenant bien en compte la situation physique. Pour mieux controler la dynamique du fluide
dans le domaine {2, on utilise souvent la formulation fonction courant-vorticité. On obtient
cette formulation & partir du systéme (1), en passant en notations ¢ — w avec le changement
de variables :

w=VxUetU=Vx1

ou la fonction courant 9 et la vorticité w sont solutions de:

% + (UV)w —vAw=VxF, Yz€t>0
w+ A =0, Ve € Ot >0

Une étude compléte de cette formulation et de ses propriétés numériques est exposée dans

[6] (pages 352-357) et dans [7, 8, 9, 10, 11]. Pour résoudre le systéme d’équations 1.2, on doit
introduire les conditions aux limites. Puisque la vorticité est inconnue sur les bords, nous
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4 D. Mezher et B. Philippe

utilisons des conditions de Dirichlet explicites et des conditions de Neuman implicites sur 1
sans imposer des conditions sur w. Ces conditions traduisent des conditions aux limites sur
la vitesse.

2 Le systéme issu de la discrétisation

A partir de cette formulation, la discrétisation de ’espace est obtenue par éléments finis
du type P1 [6, 13]; la méthode des caractéristiques est utilisée pour traiter I’évolution en
temps [14].

Sans intégration des conditions aux limites de Dirichlet, le systéme linéaire obtenu a une

matrice de la forme
A B
~B' -AB @

ou A et B sont des matrices carrées de méme dimension définies comme suit:
A = [a; 4]

avec

a,; Z/Q¢i¢de+Z|77aﬂ|/ 0" ;0" p;dl

Nag Nap

ol les fonctions ¢; sont les fonctions tests, 743 est le coté commun aux deux triangles Ty, et
Tp et 0™¢; est la dérivée normale de ¢; définie par:

8"(17 = V¢\Ta .ﬁTa + V¢|Tg 'ﬁTE
avec ﬁTa vecteur normal sortant du triangle 7.

B = [b; ;] (matrice de rigidité)

avec bi,]’ = / V¢1V¢Jd5
Q

La constante A est définie par:

ou At est le pas de discrétisation en temps.

2.1 Propriétés des matrices A et B

Les matrices précédentes ont les propriétés suivantes:

— A est une matrice symétrique définie positive.
— B est une matrice symétrique.

INRIA
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— Les valeurs propres de B sont négatives ou nulles.

— B est singuliére (cette singularité est éliminée en introduisant les conditions aux limites
de Dirichlet).

L’introduction des conditions aux limites de type Dirichlet modifie le systéme; on se
rameéne au probléme de résolution d’un systéme de la forme:

A C
—Ct —\B'

ou C est obtenue & partir de B en annulant les colonnes correspondantes aux points de la
frontiére correspondant & une condition aux limites de type Dirichlet et ot B’ est ensuite
obtenue & partir de C' en remplagant les lignes [; correspondantes aux conditions aux limites
par —e! (e; désigne le iéme vecteur canonique) ce qui rend définie négative la matrice obtenue.

Lemme 2.1 La matrice B"~1C? est celle d’un projecteur.

Preuve. On suppose qu’on a ordonné les inconnues de maniére que sont d’abord énumérées
les inconnues ne correspondant pas aux conditions de Dirichlet puis celles de Dirichlet alors:

[ B, B [B 0
B=|p 5| o« =[5 o)
, [ B 0
p=| 0 Y]
d’ou
=1 ~t I 0
B C—[—Bs o]

ce qui prouve que B’ ~1Ct est un projecteur de noyau engendré par les vecteurs de la base
canonique [e;], définis par ¢ € E ensemble des inconnues qui correspondent aux conditions
aux limites du type Dirichlet. O

Dans la suite, la matrice B’ sera simplement notée B. Aprés introduction des conditions
aux limites de Dirichlet, la matrice introduite en (2) est donc:

a=| e Ss ®

2.2 Expérimentations

Nous allons dans la suite étudier différentes méthodes itératives de résolution en analysant
leur comportement. On comparera leur efficacité sur un cas test défini par:

— une coupe verticale d’un bassin cubique maillée suivant une grille 2-D réguliére

RR n~°3777



6 D. Mezher et B. Philippe

— chaque carré élémentaire est divisé en deux triangles

— des conditions aux limites du type Dirichlet explicite sur
— des conditions aux limites du type Neuman implicite sur ¢
— pas de condition sur w

Trois tests correspondent & trois niveaux de maillages. Les caractéristiques des matrices
obtenues sont rassemblées dans le tableau 1.

Propriété Test T1 Test To Test T3
Grille 21 x 21 41 x 41 81 x 81
Matrices A, 441 x 441 1681 x 1681 | 6561 x 6561

BetC
N, (A) 5,241 20,881 83,361
N.(B) 1,809 9,747 39,879
N, (C) 1,805 9,849 40,018
Dimension A, | 882 x 882 3261 x 3261 | 13122 x 13122
N.(Ay) 10,660 50,326 203,276
A 250,000 250,000 250,000
IlAllF 2.9717 x 10% | 6.0295 x 10° | 1.2146 x 10*
|| Bl » 8.4994 x 10 | 1.7137 x 10% | 3.4930 x 10?
ICIlF 8.4970 x 10 | 1.7115 x 10% | 3.4925 x 10?

TAB. 1 — Caractéristiques des matrices de test

A partir du systéme linéaire

Az =b

3 Les méthodes de relaxations par bloc

INRIA



Systémes linéaires issus de Navier-Stokes 7

on définit une méthode de relaxation par une décomposition de la matrice A, en deux
matrices M et N telles que
Ag=M-N

et le procédé itératif associé par:
Mz*+) = Nz®) 4 p,
En notant z,, la solution du systéme, on en déduit que:
2D — g = (MTIN) (@™ — z.p)

ce qui prouve que le taux de convergence d’un tel procédé est caractérisé par le rayon spectral
de la matrice M~!N.
Dans la suite, on partagera les vecteurs du systéme (4) en deux sous vecteurs de taille

moitié :
To b2

avec I1, T2, by et ba de méme dimension.

3.1 Meéthode de Jacobi par bloc

Pour cette méthode, les matrices M et N sont:

A4 o0 [o -C
M—[o —,\.B] N_[Ct 0]

et les itérations sont définies par:

iy A=L(by — Cz) (5)
mgkﬂ) = —%B_I(Ctmgk) + bo)

et la matrice de réduction d’erreur est:

_ 0 —-A-1C

1ar —

M~ N = [ —%B_lct 0

Proposition 3.1 Le tauz asymptotique de convergence de litération de Jacobi par bloc (5)

est égal a :
1
r=— A-1CB-1(CY).
\/va( )

Preuve. La convergence de deux itérations est caractérisée par le rayon spectral de la
matrice LT A-lop-10t
—CB~ 0
—1a7\2 _ +
(MZN)” = A 0 B-lctA-1lC

RR n~°3777



8 D. Mezher et B. Philippe

Comme les deux sens de multiplication des matrices A~1C et B~'C* donnent des produits
de méme rayon spectral, le taux de convergence de deux itérations est donné par:

Daiter. =  max(p(A~ 0B~ C%),p(B~' C*A7'C)) = + p(A~'CB~'C")

et donc rapporté & une itération

1
Tiiter = ﬁ p(A-1CB-1CY)

L’algorithme de la méthode est décrit dans la figure 1.

iter=0

tant que (iter < MaxIter)
Résoudre Axgk’q) =b — Cmgk)
Résoudre —ABz{ V) = Ctzh + b2
r1 = |4z + ozl — ]|

ry = || = Ctz{F ) — ABzFY — )|
res = \/r7 +13

No = llaf+0 2 + 1o+

si res/Nz < € sortir

iter=iter+1

fin tantque

Fic. 1 — Algorithme de Jacobi

Un avantage de cette méthode est de permettre un calcul indépendant de mgkﬂ) et xékﬂ),

ce qui permet de résoudre en paralléle les systémes en A et en B.

3.2 Meéthode de Gauss-Seidel par Bloc

Deux possibilités de subdivision sont possibles; 1a premiére consiste & prendre une matrice
M supérieure par bloc et N strictement inférieure par bloc, alors que la deuxiéme méthode
consiste & prendre M inférieure par bloc et N strictement supérieure par bloc. Nous appe-
lerons la premiére méthode méthode de Gauss-Seidel supérieure tandis que la seconde sera
dite inférieure. C’est en fait cette derniére qui est la forme habituelle de Gauss-Seidel.

3.2.1 M est triangulaire supérieure par bloc

Dans ce cas, on prend M et N comme suit:

INRIA
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A C 0 0
M:[o —/\.B] et N:[ 0]

Les itérations sont alors définies par:

x§k+1) _ A_l(bl_cmgk-i-l))
20— _1p=1(cteM) 4 p,)

et la matrice de réduction d’erreur est:

1

st —11t
M—1N=——[ A'CB-ICt 0

A B71Ct 0
Proposition 3.2 Le tauz asymptotique de convergence de l’itération de Gauss-Seidel par
bloc (6) est égal a:

r= ip(A_IC'B_ICt).

Preuve. Evidente. O

Cela prouve qu’un pas de Gauss-Seidel par bloc a un taux de convergence équivalent & celui
de deux pas de Jacobi par bloc, alors que le cott des pas des deux méthodes sont de méme
ordre (multiplication par C et C? et résolution de deux systémes de matrices A et B).

05 T T T T T T 05 T T T T T
_+ Valeurs propores de A™*C 1
+ +  Valeurs propres de A icgict
04F b 0.4 1
03F b 03f
02t g 02F
01 b 01
+
oF A Ak - oF + + + R S ——
+
-01 -01
-02 -02
-03 -03
-0.4 -0.4
“0s . . . . . . . . . —0s5 . . . . . . .
-1 -09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -01 0 -1 -09 -08 -07 -06 -05 -04 03 -02 -01 0
Dimension=441x441 Dimension 441x441

FI1G. 2 — Spectres de A~1C et A=*CB~'C?, test Ty.

L’algorithme de Gauss-Seidel supérieur par bloc est décrit dans la figure 3.

RR n~°3777
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iter=0

tant que (iter < MaxIter)
Résoudre —ABz{ Y = ¢tzl®) + b,
Résoudre Amgkﬂ) =b - Ca:ng)

ry = | Az 4+ calEtY) — |

ry = || — Ctz* D _ ABzF+Y _ )|
No = /llaf )2 + 1o+

si res/Nz < € sortir

iter=iter+1

fin tantque

Fia. 3 — Algorithme de Gauss-Seidel avec M triangulaire supérieure par bloc

3.2.2 M est triangulaire inférieure par bloc

A 0 0 -C
we[ b La] o e[l )

Les itérations sont alors définies par:

oY = A1y - 02)
oD = _1p-1(otg{Ft 4 p,)

Dans ce cas,

et la convergence est caractérisée par le rayon spectral de

0 —-A-1C
-1 _
MTN = [ 0 lp-icta-ic ]
d’ot la valeur du taux 1

r= Xp(B‘lCtA‘IC)

Les deux méthodes de Gauss-Seidel sont donc équivalentes. Dans la suite, nous ne re-
tenons que la méthode supérieure. La figure 2 représente le spectre des matrices A71C et
A~ICB~1C" dans le cas du test T;. On peut y remarquer L’effet de la multiplication de la
matrice A~1C par le projecteur B~1C?. En réduisant le pas de temps At, les valeurs de A
seraient plus élevées et donc le taux de convergence meilleur.

3.3 Décomposition SOR par bloc

Dans ce cas, M et N sont définies & partir d’'un parameétre w € [0,2] comme suit:

_ A 0 | A-w)A —wC
M‘[—wct —)\B] et N‘[ 0  -A1-w)B

INRIA
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Le schéma itératif est donné par:

Amgkﬂ) (1- w)Amgk) - owgk) + wby
—ABz{Y = wotaFTY — (1 — w)BalP + wh,

La convergence est caractérisée par le rayon spectral de

(1—w)I —wA~IC

-1 _ A
M= [ w(i—j\w)B_lct (1 —w)[+ WTB—lctA—lc

A la figure 4, on a représenté les variations du rayon spectral de M ~'N en fonction de
w variant de 0 & 2 dans le cas de test T;.

Rayon Spectral de MIN
T T T

F1G. 4 — Rayon spectral de M~ N en fonction de w, test T;

On voit clairement que le minimum correspond au cas w = 1. Dans ce cas, la méthode
SOR est réduite a la méthode Gauss-Seidel par bloc (inférieure).

3.4 Résolutions des systémes en A et B

Chaque itération des méthodes précédentes, conduit & résoudre deux systémes linéaires
en A et B.

Les matrices A et B étant symétriques définies, positive pour A et négative pour B, nous
utiliserons la méthode du Gradient Conjugué qui est considérée comme la meilleure méthode
itérative sous ces hypothéses. L’algorithme du Gradient Conjugué est donné dans la figure
5.

RR n~°3777



12 D. Mezher et B. Philippe

ro = b— Azo,po = 1o

Pour j =0,1,...,jusqu’a la convergence faire
o = (rj,r;)/(Ap;,p;)

Tjr1 = Tj + a;pj

Tit1 =715 — aAp;

Bj = (rjp1,mia)/(rjr;)

D1 = Tjt1 + fip;

Fin faire

Fia. 5 — Algorithme du Gradient Conjugué

4 Reésultats numériques pour les méthodes de relaxation

4.1 Sans préconditionnement

Dans cette partie, nous illustrons les résultats numériques obtenus pour les cas tests du
tableau 1.

Test | Itération Amgk’q) =b — Cmgk) —)\Ba:gkﬂ) = Cta:gk) + by %
T, 1 289 55 5.4639 x 10~
2 306 27 1.1744 x 106
3 191 28 8.2910 x 10~°
Total 786 110
T, 1 768 86 1.8894 x 10~°
2 548 68 8.9048 x 10~
3 326 49 8.3170 x 10~°
Total 1642 203
T 1 1525 164 3.4768 x 10~°
2 1472 145 2.0215 x 10~5
3 718 103 9.6016 x 10~°
Total 3715 412

TAB. 2 — Convergence de la méthode de Jacobi par bloc (sans préconditionnement)
Les tableaux 2 et 3 donnent les performances de la méthode de Jacobi par bloc et Gauss

Seidel par bloc respectivement, ainsi que le nombre d’itérations du Gradient Conjugué pour
la résolution des deux systémes en A et B.

INRIA
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Test | Itération A$§k+1) =b — Ca:ékﬂ) —)\Bxékﬂ) = Ctxgk) + b2 %
T; 1 173 55 9.6208 x 1077
Ty 1 752 86 8.8286 x 10~°
2 307 86 9.3618 x 1079
Total 1059 172
Ts 1 1529 164 1.9585 x 10~°
2 645 140 9.3686 x 10~?
Total 2174 304

TAB. 3 — Convergence de la méthode de Gauss-Seidel par bloc (sans préconditionnement)

Nous constatons ce qui avait été prédit & savoir que la méthode de Jacobi présente
une convergence plus lente que la méthode de Gauss-Seidel. Donc bien qu’elle soit plus
parallélisable, nous allons opter pour cette derniére.

Nous remarquons aussi que la méthode du Gradient Conjugué nécessite un grand nombre
d’itérations pour converger d’oti la nécessité de recourir & un préconditionnement des deux
systémes.

4.2 Avec préconditionnement

Dans cette partie, nous décrivons les préconditionneurs choisis ainsi que les résultats
numériques obtenus. Plusieurs préconditionneurs ont été testés (diagonal, décomposition
incompléte en LU avec et sans remplissage, décomposition incompléte de Choleski avec
et sans remplissage,...) Les meilleurs résultats sont donnés ici. Ils ont été obtenus pour la
factorisation incompléte de Choleski [2]:

Cas de la matrice A: la décomposition incompléte de Choleski sans remplissage de la
matrice A translatée a donné des résultats prometteurs. En pratique, la décomposition
de toute matrice de la forme A+al (ou I est la matrice identité) donne de bon résultats
pour a > 9. Sans décalage, on peut aboutir & un échec de la factorisation.

Cas de la matrice B: la décomposition incompléte de Choleski sans remplissage de B a
donné des résultats acceptables, mais le bénéfice est moins sensible car la convergence
était déja meilleure pour ce systéme que pour le précédent.

L’efficacité des préconditionnements des Gradients Conjugués pour une valeur o = 10
est décrite dans les courbes des figures 6 et 7 et les tableaux 4 et 5.

RR n~°3777
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o O B sans prec.
—=  Aavec prec
6——=o B avec prec.

10* I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Effets des preconditionneurs sur la méthde de Jacobi

F1G. 6 — Nombre total d’itérations de Gradient Conjugué pour la méthode de Jacobi par bloc
(Tests Ty, Ty et T3).

10

Nombre total de résolutions
=
Ou
T
fod
L

=
o
T

A sans prec.
o O B sans prec.
— Aavec prec
e—o B avec prec.

I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Effets des preconditionneurs sur la méthde de Gauss Seidel

F1G. 7 — Nombre total d’itérations de Gradient Conjugué pour lo méthode de Gauss-Seidel
par bloc (Tests Ty, Ty et Ts).
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Test | Itération Aazgkﬂ) =b — Cmgk) —)\Bxng) = Ctxgk) + by %
T 1 54 20 5.4639 x 10~
2 63 9 1.1744 x 10~
3 32 9 7.0566 x 10~
Total 149 38
T 1 99 33 1.8894 x 10~°
2 98 19 8.9045 x 10—
3 43 16 8.6234 x 109
Total 240 58
Ts 1 181 65 3.4768 x 10~°
2 177 37 2.0215 x 1075
3 84 32 8.4543 x 10~°
Total 442 134

TAB. 4 — Résidus de la méthode de Jacobi par bloc avec préconditionnement du Gradient
Congjugué

Test | Itération Axgk“) =b — Ca;;kﬂ) —/\Ba:ng) = Ctxgk) + by %
T 1 57 20 5.0215 x 1079
T, 1 98 33 8.8286 x 10~
2 42 18 7.9537 x 10~°
Total 140 51
T; 1 176 65 1.9585 x 10~
2 75 36 9.5223 x 10~?
Total 251 101

TAB. 5 — Résidus de la méthode de Gauss-Seidel par bloc avec préconditionnement du Gra-
dient Conjugué

RR n~°3777



16 D. Mezher et B. Philippe

4.3 Diminution du coit de la résolution pour la méthode de Gauss-
Seidel

Nous venons de voir que la méthode de Gauss-Seidel est celle que 'on doit considérer.
On peut encore en diminuer le coidit en remarquant que puisque la convergence se produit en
deux itérations, il semble suffisant & la premiére itération de résoudre les systémes en A et
en B 4 une précision inférieure. Si 7 représente la tolérance finale demandée, nous proposons
d’imposer un seuil de convergence en /7 & la premiére itération et en 7 aux suivantes. Pour
montrer le gain obtenu, on applique cette technique sur les trois cas tests, avec T = 1078,
Les résultats sont donnés dans le tableau 6: on y indique le nouveau nombre d’itérations
avec entre parenthéses ’ancien nombre qui était indiqué dans le tableau 5. On constate,
qu’en dehors du cas test 77 ou la stratégie impose une deuxiéme itération qui n’existait pas
avant, ’amélioration est nette. Nous I’adoptons donc car pour les problémes de grande taille
il est peu probable que la convergence soit obtenue en une itération.

Tests A B
Ty 72 (57) 25 (20)

Ts 104 (140) | 41 (51)

T3 186 (251) | 70 (101)

TAB. 6 — Diminution des coits en itérations dans la méthode de Gauss-Seidel

5 Méthodes de projection
Nous considérons maintenant ’approche qui consiste a résoudre le systéme
Az =10

par une méthode itérative de type gradient conjugué sur la matrice entiére, donc de di-
mension double des matrices précédemment manipulées. Dans cette partie, nous mesurons
les performances de trois méthodes appliquées au grand systéme : la méthode du gradient
conjugué, des résidus conjugués!, du gradient biconjugué. Pour une présentation détaillée
des algorithmes, le lecteur peut consulter [1, 5, 12]. Les algorithmes sont présentés sous leur
version préconditionnée dans les figures 8, 9 et 10

Le gradient conjugué, peut ne pas converger car la matrice est non définie. La méthode
des résidus conjugués est assurée de converger mais malheureusement cette méthode est
généralement plus lente que la méthode du gradient conjugué quand celui-ci converge. Le
gradient bi-conjugué peut échouer et il entraine deux multiplications de matrices par itéra-
tion.

1. Pour appliquer la méthode du gradient conjugué ou celle des résidus conjugués, on multiple le bloc
inférieur du systéme par —1 et on se raméne alors 4 la résolution d’un systéme symétrique, mais non défini.

INRIA
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Calculer rg = b— Azg, 20 = M~ rg et pg = 20
Pour j=0,1,...

aj = (r5,25)/ (Ap;.p;)

Tj+1 = Tj + a;p;

rj+1 =15 — ajAp;

Zig1 = M7lrjp

Bi = (rj+1,2j41)/(r5,25)

Pj+1 = Zj+1 + B;p;
Fin Pour

Fi1c. 8 — Algorithme du Gradient Conjugué préconditionné ([12] page 247).

Calculer ro = b — Az, choisir r} (par exemple r§ = rg)
Pour i=1,2,... jusqu’a la convergence
Résoudre Mz;_1 =r;_1
A t % ok
Resoudrei Mz}, =r;,
_ *
Pi-1 = T;_1T;1

Si pi;—1 =0, Echec

Si 1=1
Di = Zi—1
X ok
pb; =21
sinon

Bi—1 = pi—1/pi—2
Di = Zi—1 + Bi—1Pi—1
p; =21 + Bic1Pi,

FinSi
q; = Ap;
q; = Alp}

Q; = pi—l/pftlh'

Ti = Ti—1 + QiP;

Ti =Ti-1 — ®ig;

ri =T T gy
Fin Pour

F1a. 9 — Algorithme de BICG préconditionné ([1] page 22)

Sans préconditionnement, ces méthodes ne donnent pas des résultats satisfaisant comme
le montrent les figures 11, 12 et 13 pour le test T5.
Le préconditionnement par les décompositions incomplétes sans remplissage des matrices:

RR n~°3777
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Calculer rg = b — Axo,po = 7o
Pour j=1,2,... jusqu’a la convergence

o = (rj,Ar;) [(Ap;,Ap;)

Tjr1 = Ty + ap;

’I"j+1 = ’I"J' — OéApj

Bj = (rj1,4r541)/ (rj,Ar;)

pit1 =1 + 1= Bp;

Calculer Apji1 = Arji1 + B;Ap;

Fin Pour

F1a. 10 — Méthode des résidus conjugués non préconditionnée ([12] page 183)

2

10

10

10

100

10

107°

10

10

AIGC = AICR = |: Ot \.B

ou

"

"o _
GC — “ACR —

4

‘ ——  GCnon preconditionnegl

Il Il Il
500 1000 1500 2000 2500
Dimension 13122

Fic. 11 - % pour GC non préconditionné, test Ts.

A+al

A+ al C '
ABICG = _Ct

A+al

" _
BICG — 0

A+al 0
0 A.B

C
—-\.B

0
—-A.B
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10 T

—— BICGnon preconditionneé

[rl/lb]
-
o

T
.

10 °F E

-4

107 E

-5 I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500
Dimension 13122

10

FiG. 12 - % pour BICG non préconditionné, test Ts.

TestT,
10 T

T T T T
—— Résidus Conjugués non preconditionné \

Iri/Ib]

-5
10 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Iterations

||

FiG. 13 - ] pour RC non préconditionné, test Ts.
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accélére la convergence. Les essais des méthodes avec les deux types de préconditionnements
sont rapportés dans les courbes des figures 14, 15, 16, 17 et 18. Comme la convergence
est comparable entre les deux préconditionnements, nous optons pour les décompositions
incomplétes de A, ALg et A% oo puisque la construction de ces précondutionnements
est moins cotiteuse. Ce choix correspond bien aux préconditionnements étudiés par Elman
dans [3, 4]. Une étude de la sensibilité des valeurs propres de ces préconditionnements en
fonction de la viscosité et du maillage est faite dans [4].

10° T T T T T

T T
‘ ——  BICG preconditionnee par LUinc([A+1OI,C;—C’,—I"‘B)

Inibl
=
o

10 I I I

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Dimension 13122

10

Fic. 14 - % pour le BICG préconditionné par la décomposition de A'gro, test Ts.

6 Comparaison de l'efficacité des méthodes

Une étude comparative des cotits de la méthode de Gauss-Seidel par Bloc, Gradient
Conjugué, Résidus conjugués et Gradient Bi-Conjugué peut se faire pour sélectionner la
meilleure méthode pour la résolution du systéme (3).

6.1 Complexités des procédures mises en ceuvre dans les méthodes

Gradient biConjugué: Une itération de BICG comporte:
— la résolution de deux systémes creux pour le préconditionnement.
— 5 opérations SAXPY 2
— 2 opérations SDOT 3

2. opération du type y = a X  + y ou z et y sont des vecteurs et a est un réel.
3. Produit scalaire.
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10° T T T

——  GC preconditionnee par LUinc([A+10I,C;C’,I*B‘])

1070 I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Dimension 13122

Fic. 15 - pour le GC préconditionné par la décomposition de Ay, test Ts.

=

10 T T T T T T T T
——  BICG preconditionnee par [LUinc(A+10I),O;O,Iuinc(—l*$)

10 I I I

I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Dimension 13122

10

FiG. 16 - % pour BICG préconditionné par la décomposition de A5, test Ts.
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10° T T T T

——  GC preconditionnee par [LUinc(A+lOI),O;O,Iuinc(I*E#)]

10 I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Dimension 13122

Fic. 17 - = pour le GC préconditionné par la décomposition de A, test Ts.

TestT,
10° . : : ; :
\ —— Résidus Conjugués préconditionné \
10° —
o
10° b ,
10 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Iterations

Fic. 18 - % pour la methode CR préconditionné par la décomposition de Al.g, test Ts.
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— 2 multiplications avec la matrice creuse du systéme (dont une avec sa transposée).
Gradient Conjugué: Chaque itération comporte:
— la résolution d’un systéme creux pour le préconditionnement.
— 3 opérations SAXPY.
— 2 opérations SDOT.
— 1 multiplication avec la matrice creuse du systéme.
Résidus Conjugués: Chaque itération comporte:
— la résolution d’un systéme creux pour le préconditionnement.
— 4 opérations SAXPY.
— 2 opérations SDOT.
— 1 multiplication avec la matrice creuse du systéme.

Gauss Seidel par bloc: Dans chaque itération de la méthode Gauss Seidel par bloc, nous
sommes amenés 3 résoudre par la méthode du gradient conjugué deux systémes en A
et B et & multiplier par les matrices C et C?.

6.2 Coit total et comparaison des méthodes

Les préconditionnements choisis se basent sur une décomposition incompléte (LU ou
Choleski) sans remplissage. Nous sommes donc amenés a résoudre des systémes de la forme:

LUz=r

avec L triangulaire inférieure & diagonale unitaire et U triangulaire supérieure. On peut

approcher le nombre d’opérations nécessaires pour une descente - remontée du systéme &

2N, opérations, out N, est le nombre d’éléments non nuls dans la matrice préconditionnée.
En supposant que les blocs A, B, C sont d’ordre n et respectivement de nombres d’élé-

ments non nuls nf, nB, n¢, les complexités pour les méthodes sont données par les formules

suivantes (I, I4 et Ip y représentent respectivement le nombre d’itérations de la méthode,

le nombre total d’itérations pour la résolution des systémes en A et le méme nombre pour

les systémes en B):

Gauss-Seidel par bloc (GSB): 4nST + (4n2 + 10n)I4 + (4nP + 10n)I5.

Bi-gradient conjugué préconditionné (BICG): [8(n? +nP + n¢) + 28n]I.

Gradient conjugué préconditionné (CG): [4(n? +nZ +n?) + 20n]I.

Résidus conjugués préconditionné (CR) : (24n + 4n2 + 4nB +4no)I

(On a choisi comme indiqué précédemment le préconditionnement bloc diagonal pour les

méthodes BICG, CG et CR.)
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On applique maintenant ces formules au cas du test T3 (systéme d’ordre 2n = 13122).
Les constantes sont donc: n = 6561, nf = 83361, n? = 39879, nzc = 40018, ce qui aboutit
au résultat suivant :

Méthode | I | I | Ip | Nombre d’opérations (en millions)
GSB 2 | 186 | 70 90.3
BICG | 173 | - - 257.8
CG 160 | - - 125.4
CR 430 | - - 348.5

Les méthodes BICG et CR sont nettement plus cotiteuses que les deux autres. Cela
s’explique par le fait que BICG ne tire pas bénéfice de la symétrie du systéme et que la
convergence de la méthode des résidus conjugués est plus lente car le produit scalaire sur
laquelle est basée la méthode est défini par le carré de la matrice au lieu de la matrice
comme dans le cas du gradient conjugué. Les méthodes GSB et CG ont des performances
plus proches avec cependant un net avantage a la premiére. Comme d’autre-part, nous avons
vu que la méthode de Gauss-Seidel est assurée de converger rapidement dés que le pas de
temps est assez petit et que par contre la méthode GC peut échouer puisque le systéme n’est
pas défini, nous conseillons ’emploi de la premiére méthode.

7 Conclusion

Dans ce rapport, on a recherché un algorithme efficace pour résoudre un systéme linéaire
issu de la discrétisation d’une équation de Navier-Stokes. Le systéme est partagé en quatre
blocs carrés de méme dimension. On y a mené une étude compléte de la convergence des
méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel par blocs. Il apparait que la convergence de l’itération
de type Gauss-Seidel est asymptotiquement deux fois meilleure que sa correspondante de
type Jacobi. Pour résoudre les systémes linéaires de dimension moitié que ces résolutions
entrainent, on montre qu'un préconditionnement défini par une factorisation incompléte de
Choleski est efficace. La comparaison des algorithmes obtenus & ceux du gradient conjugué,
des résidus conjugués ou du bi-gradient conjugué, algorithmes appliqués a la matrice entiére
avec un préconditionnement comparable & celui des méthodes de relaxations sur un probléme
test, est ensuite menée afin de déterminer une procédure efficace de résolution.

En conclusion, la méthode la plus rapide est la méthode de Gauss-Seidel combinée avec
I’application du gradient conjugué préconditionné. La méthode du gradient conjugué précon-
ditionné par un préconditionnement diagonal par blocs a aussi donné de bons résultats, mais
cette approche a "inconvénient de pouvoir échouer car on 'applique 4 un systéme non défini.
La méthode du bi-gradient conjuqué préconditionné a donné de moins bons résultats puis-
qu’elle entraine deux multiplications de matrices par itération au lieu d’une pour les autres
méthodes. De méme la méthode des résidus conjugués est cotliteuse car sa convergence, bien
que garantie, est plus lente que celle des autres méthodes.
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