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Résumé : Nous proposons une généralisation de 'analyse de concepts formels (ACF) dans laquelle les
ensembles d’attributs sont remplacés par des expressions d’une logique presque arbitraire. Nous prouvons que
toute I’ACF peut étre reconstruite sur cette base. Nous montrons qu’a partir de toute logique utilisée a la place
des ensembles d’attributs, on peut dériver une logique contextualisée qui prend en compte le contexte formel
et qui est isomorphe au treillis de concepts. Nous comparons ensuite la généralisation de I’ACF aux extensions
qui y ont déja été apportées. Enfin, nous présentons nos perspectives d’application aux systémes d’information.
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A Logical Generalization
of Formal Concept Analysis

Abstract: We propose a generalization of Formal Concept Analysis (FCA) in which sets of attributes are
replaced by expressions of an almost arbitrary logic. We prove that all FCA can be reconstructed on this basis.
We show that from any logic that is used in place of sets of attributes can be derived a contextual logic that
takes into account the formal context and that is isomorphic to the concept lattice. We then compare the
generalization of FCA to existing extensions. Endly, we present our perspectives of application to information
systems.

Key-words: concept analysis, concept lattice, logic, context, information systems, querying, browsing.
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1 Introduction

Etant donné un contezte formel (O,A,I), ou O est un ensemble fini d’ objets, A est un ensemble fini d’ attributs,
I est une relation entre les objets et les attributs (c-a-d., un sous-ensemble de O x A), I’ Analyse de Concepts
Formels (ACF [Wil82, GW99a], Chapitre 11 dans [DP90]) définit des concepts comme des ensembles maximaux
d’objets partageant les mémes attributs. Plus formellement, un concept est un couple (0,A) ou O est un sous-
ensemble de O, A est un sous-ensemble de A, tel qu’on a la relation suivante:

c(0)=Aet7(A)=0
o, 0:29 =24 ¢(0):={a€ AVo€ O: (0,a) €I}
et, 71:24-529 71(A):={o€O|Va€ A: (0,a)€ I}

La fonction ¢ donne pour tout ensemble d’objets ’ensemble des attributs partagés par ces objets. La fonc-
tion 7 donne pour tout ensemble d’attributs ’ensemble des objets qui possédent tous ces attributs. La com-
posante O d’un concept est appelée son extension, et la composante A est appelée son intention. Le théoréme
fondamental de ’ACF est que I’ensemble de tous les concepts qui peuvent étre construits sur un contexte formel
donné forme un treillis complet quand il est ordonné par l'inclusion ensembliste des extensions de concept. En
fait, la paire o — 7 constitue une connection de Galois. Rappelons que deux applicationso : P - Q et 7: Q — P,
ot (P;<p) et (Q; <o) sont des ensembles partiellement ordonnés, forment une connection de Galois® si

p<pT7(q) <= a(p) Zq ¢

L’ACF est connue pour ses applications dans de nombreux domaines, tels que la représentation de la structure
modulaire des logiciels [Sne98§], la navigation dans la documentation logicielle [Lin95], dans le génie logiciel [KS94]
et dans plusieurs applications en sciences humaines. L’intérét de ’ACF comme outil de navigation en général a
aussi été reconnu [GMA93].

Ces divers domaines d’application apportent le besoin de contextes formels plus sophistiqués que la simple
présence/absence d’attributs. Par exemple, de nombreux domaines d’application utilisent des valeurs numé-
riques (ex. longueurs, prix, ages) et on ressent assez souvent le besoin d’exprimer la négation et la disjonction.
Dans un cadre beaucoup plus spécialisé, on peut aussi imaginer utiliser les types de composants logiciels au
lieu des attributs?. Plusieurs enrichissements des attributs ont déja été proposés: par exemple, des attributs
multivalués [GW99a] et des termes du ler ordre [CM98|. Cependant, aucune extension de ACF ne couvre
tous ces domaines concrets, et ne peut prétendre couvrir tous les domaines concrets imaginables. Donc, nous
proposons de construire un cadre général de I’analyse de concepts, I’Analyse de Concepts Logique (ACL), dans
lequel la logique des attributs devient un paramétre. Cela permettra d’instancier le cadre général simplement
en appliquant & une logique dédiée.

Dans la suite de ce rapport, on désignera par ACF ou AC classique la forme originale de lanalyse de
concepts, tandis qu’on désignera par ACL ou AC généralisée 'analyse de concepts telle qu’elle est développée
dans ce rapport. Le terme AC sera employé pour parler de ces deux formes a la fois. La section 2 part de ’'AC
classique (ACF) pour arriver & sa forme généralisée qu’est ’ACL. La section 3 définit comment une logique
contextualisée peut étre dérivée d’un contexte formel. La section 4 discute de caractéristiques possibles de la
logique employée en paramétre de I’ACL. La section 5 montre la contribution de I’ACL comparé & des extensions
existantes de I’AC classique. La section 6 explique comment ’ACL peut fournir un modéle d’organisation
intéressant pour des systémes d’informations dans lesquels les objets sont décrits par des formules logiques.

2 De ’ACF a I’ACL

2.1 Présentation générale

On commence tout d’abord par reformuler 'AC classique de telle sorte que I’AC généralisée en découle
plus naturellement, par un simple isomorphisme. Cette reformulation commence par remplacer le contexte
(0,A,I) par (0,244), ot 24 est ’ensemble des parties de A et i est une fonction de @ dans 24 définie par
i(0) := {a € Al(0,a) € I'}. On n’a ni perdu, ni ajouté d’information et les deux représentations sont équivalentes :

(0,a0) € I <= i(0) 2 {a}.

1. Les connections de Galois sont aussi employées en interprétation abstraite [CC92]. Dans ce domaine, les applications o et T
correspondent respectivement a des fonctions d’abstraction et de concrétisation.

2. Voir Di Cosmo [Di 95] pour un traitement formel de 1’idée d’utiliser les types pour la récupération de fonctions dans une
librairie.
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4 Sévastien Ferré, Olivier Ridoux

Ensuite, si on reformule les fonctions o et T avec la fonction i plutét que la relation I, on obtient facilement les
égalités suivantes:

a(0) = ()ilo) (1)
o€
m(4) = {o€Oli(o) 2 A} (2)

Le reste de la théorie de 'ACF est inchangé.

Maintenant, en consultant attentivement les preuves de I’ACF et en considérant la connection entre structures
algébriques et treillis [DP90], on constate que le pré-requis nécessaire et suffisant & ’ACF est que (24; D) soit
un treillis dont le supremum (plus petit majorant) est N et 'infimum (plus grand minorant) est U. On peut
donc considérer 2 comme une logique oti D est la relation de déduction, N est I'opération de disjonction et U
est I’opération de conjonction.

A partir de cette interprétation de 'ACF, il devient naturel de la généraliser en remplagant le domaine des
ensembles d’attributs 24 par un domaine de formules arbitraire £ auquel on associe une relation de déduction
=, une opération de disjonction V et une opération de conjonction A (les points sur les symboles sont seulement
destinés a les différencier de ceux de la métalangue utilisée dans ce document). Pour que les résultats de 'ACF
soient maintenus dans la forme généralisée (ACL), il est nécessaire et suffisant que (£; |:) soit un treillis et que
V et A soient respectivement son supremum et son infimum. D’aprés la correspondance existant entre structures
algébriques et treillis [DP90], cela revient & poser les conditions suivantes sur L:

— {L£;V,A) est une structure algébrique satisfaisant au moins les propriétés suivantes pour tout f,g,h € L:

- fV(gVR)=(fVg)Vh  fA(gAh)=(fAg)Ah  (associativité)

- fVg=gVf fAg=gAf (commutativité)
- fVf=f FAf=f (idempotence)
- fV(fAg)=f fA(fVg)=f (absorption)

~Vfg€L: flrg < fVg=g < fAg=f

Exemple. Un exemple de logique utilisable dans ’ACL est la logique propositionnelle, ou les formules sont
appelées propositions. Syntaxiquement, I’ensemble des propositions P contient des propositions atomiques (prises
dans un ensemble A 2), les formules particuliéres 0 et 1 et est clos par les connecteurs binaires A et V et par
le connecteur unaire —. Sémantiquement, les interprétations sont des parties de ’ensemble des propositions
atomiques A. L’ensemble des modéles d’une proposition P est noté M (P) et est défini inductivement sur la
structure des propositions de la facon suivante:

M(a) = {A¢€24a € A}, pour tout a € A
M(0) =0

M(1) = 24

MPAQ) = MP)NMQ)

MPvQ) = MP)UMQ)

M(-P) = 24\ M(P).

On définit alors une relation de déduction = sur P par P |= Q) <= M(P) C M(Q). La relation d’équivalence
sur les propositions est noté = et est défini par P = @) <= M (P) = M(Q). Le tableau suivant présente de fa-
con synthétique la relation d’instanciation de la logique arbitraire £ de I’ACL vers la logique propositionnelle P :

LIVIAIE]|=
PIVIAlE

La logique (P;V, A, |=) satisfait bien les conditions de I’ACL, car sa sémantique (22A; C) est un treillis de
supremum U et d’infimum N.

2.2 Contexte et connection de Galois

Dans cette section, on applique Iidée introduite & la section précédente pour donner une formulation de
IAC généralisée & une logique presque arbitraire: I’Analyse de Concepts Logique (ACL). La transposition de

3. Dans cet exemple A désigne un ensemble de propositions atomiques et pas un ensemble d’attributs comme dans ’ACF.
Cependant, il est possible d’établir une correspondance formelle entre les deux [GW99b] (cf. section 5.3).

INRIA
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I’ACF 4 T’ACL consiste a reformuler les occurrences de I avec i et & remplacer O, N et U respectivement par |¥,
V et A. Les preuves sont obtenues a partir du chapitre 11 de [DP90| et en appliquant cette transposition.

Définition 1 (contexte) Un contexte (formel) est un triplet (O,L,i) ou:
— O est un ensemble fini d’objets,
- {L; |:) est un treillis de formules, de supremum V et d’infimum A ; L dénote une logique dont la relation
de déduction est |= et dont les opérations de disjonction et de conjonction sont respectivement V et A,
~ i est une fonction de O dans L qui associe a chaque objet une formule qui décrit lintention® de l’objet.

I’ACF définit a partir d’un contexte deux fonctions o et 7, qui constituent une connection de Galois. La
connection de Galois se fait ici entre des ensembles d’objets (les extensions) et des formules (les intentions). On
obtient leur expression en transposant les égalités (1) et (2):

Définition 2 Soit (O0,L,i) un contexte, O C O et f € L.

0:2°= L, o(0) = Voeoi(o) .
7:L£L—=2°9% 71(f) = {o€Oli(o)=f}

Lemme 1 Soit (O,L,i) un contexte, 0,0; C O et f,f; € L pour tout j € J, on J est un ensemble d’indices.
(i) 0cT(a(0)) _ @) o(t(f)ES
(it)  O1C Oy = 0(01)F0(0) (i) fiEfr= 1(f1) C 7(f2)
(iti) o(0)=0(7(c(0))) (iii’)  7(f) =7(a(7(f)))
(iv) U(Uje.] Oj)iVjeJU(Oj) (iv’) T(/\jlej) = ﬂjeJ 7(f)
(v) Yoe O:o(r(i(0)))=i(0)

Démonstrations : o
(1) 7(c(0)) ={o € Oli(0)EV ¢ oi(0)}-
Pour tout 0 € O, i(0)EV, coi(0") => 0 € 7(0(0)), donc O C 7(5(0)),
() () = Voeopioiril©) = olr(DEF,
() 01 € 02 =5 Voo,V seo,(0) = 0(O1)=0(02),
@) hifo | | |
= Vo € O: (i(o)Ef1) = (i(o)[=f2) (transitivité de =)
= VYo€e O:0€7(fr) = 0€7(f)
— () S (), |
(i47) O C 7(0(0)) (lemme 1.(i)) = (O0)[o(r(c(0))) (lemme 1.(ii))
et o(r(o_(O)))l:a(O) (lemme 1.(i%)),
(75i") o(r(f))ESf (lemme 1.(i")) = 7(a(7(f))) C 7(f) (lemme 1.(ii"))
et 7(f) C 7(a(7(f))) (lemme 1.(i)),

() o
Ves0(0:) = VjeJVoeoji(o)
= VDEUJ’EJ Oji(o) (associativité et commutativité de V)
= U(Uje.l 0;),
(") .
njeJ (f;) = ﬂjeJ{O € O|i(0)'=fj}
= {0eONje T i(o)ks}
= {oeOlilo)FA;esfi}
= T(/\jlej):
(v) o (r(i(0) = o({0' € Olite)=i0))) = (V.copiyiicoi@) = i(0)
(car 0 € {0' € O|i(d")[=i(0)}). |

Les résultats exprimés dans ce lemme sont simplement une transposition de ceux de ’AC classique, excepté
le lemme 1.(v) dont la démonstration ne fait intervenir que les définitions de o et 7.

4. “intention” doit étre pris ici dans un sens informel. Ces formules ne font que véhiculer les caractéristiques des objets que
I’utilisateur a I’intention d’utiliser. A ’opposé, le terme “intention” sera repris de fagon formelle dans la définition des concepts (cf.
définition 3).

RR n "~ 3820



6 Sévastien Ferré, Olivier Ridoux

| objet | description |

x a

Y b
z cA(aVb)

TAB. 1 — Descriptions des objets du contexte K., .

Exemple. On donne ici un exemple de contexte formel qui permettra d’illustrer la suite du développement
de ’ACL. Le contexte K., donné ci-aprés est volontairement petit et simple, car il est destiné & illustrer des
notions théoriques et non A présenter une application réaliste de ’ACL. La logique employée est la logique
propositionnelle P (présentée en exemple a la page 4) pour un ensemble de propositions atomiques A = {a,b,c}.
Le contexte K., est défini par (Ocq,P iez), 0U Oer = {2,y,2} et ou la fonction 4., qui décrit les objets est définie
dans la table 1.

2.3 Les concepts

Dans cette sous-section, on montre qu’en utilisant nos définitions d’un contexte et de la connection de Galois
o—T, on retrouve tous les résultats existants concernant les concepts. Tout d’abord, on rappelle la définition des
concepts (cf. chapitre 11 dans [DP90]), simplement en adaptant les notations.

Définition 3 (concept) Dans un contexte (O,L,i), un concept est une paire ¢ = (O,f) ot O C O et f € L,
tel que o(O)=f et 7(f) = O.
L’ensemble d’objets O est ’extension du concept (ext(c)), tandis que la formule f en est ’intention (int(c)).

La grande différence avec ’AC classique est que I'intention est maintenant une formule de la logique consi-
dérée L. L’ensemble de tous les concepts existant dans un contexte (O,L,i) est noté C(O,L,i), et est ordonné
partiellement par <¢ défini comme suit.

Définition 4 Soient (O1,f1) et (Oa,f2) dans C(O,L,i)
(01,f1) £°(02,f2) <= 01 C O,
Comme dans ’AC classique, cet ordre est compatible avec ’ordre sur les intentions.

Proposition 1 Soient (O1,f1) et (O2,f2) dans C(O,L,i)

(01,f1) <° (02, f2) <= (fil=12)

Démonstration :
= 01 C 0: = 0(01)F0(02) (lemme 1.(ii))
= fil=f2 (car (O1,f1) et (O2,f2) sont des concepts).

- fiEf2 = 7(f1) € 7(f2) (lemme 1.(ii"))
= 01 C O3 (car (O1,f1) et (O2,f2) sont des concepts). |

Comme pour ’AC classique, les définitions 3 et 4 ménent au théoréme fondamental suivant.

Théoréme 1 Soient (O,L,i) un contexte et J un ensemble d’indices. L’ensemble ordonné (C(O,L,i); <€) est un
treillis complet, dont le supremum (plus petit majorant) et Uinfimum (plus grand minorant) sont comme suit:

V;GJ(thfj) = (T(U(UjeJOj)).7Vjlej)
Nies(05:f)) = (Njes 050 (T(Njes 1))

INRIA
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Démonstration :

— (< est un ordre partiel)
<€ est clairement un ordre partiel sur C(O,L,i) d’aprés sa définition et car C est lui-méme un ordre partiel sur les
ensembles.

— (V€ est un supremum dans C(O,L,7))
Soit (0;,f;) € C(O,L,i) pour tout j € J.
Par le lemme 1.(i") on a o(7(V,c; fi)EV e s fi-
De méme, Vk € J : fk'.:vjle]’

= VkeJ:7(fi) C T.(Vjejfj) (lemme 1.(ii’))

= VkeJ: fkl‘:O'(T(Vjlej)) (lemmes 1.(ii), (iii) et car (Og,fr) est un concept)

= Ve fiFa(r(Vjes £i))- Done, Ve fi=a(r(V e £1))-

Puis, par le lemme 1.(iv): 7(V; ¢, fi) = 7(V;e,0(7(f5)) = 7(0(U;es 7(f3) = 7(0(U;es O5))-
1l s’en suit que (7(o(U;c; O5)),V,csfi) est un concept. Appelons-le c.

c est un majorant de {(0;,f;)|j € J} car Vk € J : fulEV ¢, fi-

Si (O,f) est un majorant quelconque de {(Oj,f;)|j € J}, alors Vj € J : fjl.:f, donc \'/jlej":f ce qui donne
c <°(O,f).
Donc, on obtient /5 ;(0;,f;) = c.
— (A° est un infimum dans C(O,L,7))
Soit (0y,f;) € C(O,L,i) pour tout j € J.
Par le lemme 1.(i), ;¢ ; O; € 7(0(M;¢; 0;))-
De méme, Vk € J : [);c; O; C Ok
=5 Vk € J : 0(;¢; 05)F0(Ox) (lemme 1.(ii))
= Vk € J : 7(0([;cs O5)) C Ok (lemmes 1.(ii"), (iii’) et car (Ok,fx) est un concept)
= T(U(njej 0j)) ﬂjeJ 0;. Donc T(U(ﬂjeJ 0;)) = ﬂjeJ 0;.

Puis, par le lemme 1.(iv): o(N;c; O5)=0(N;c T(G(Oj)))ia(r(/\jeJa(Oj)))iU(T(/\jlej)).

1l s’ensuit que (;c; 0;,0(T(A;c;fi))) est un concept. Appelons-le c.

c est un minorant de {(O;,f;)|j € J} car Vk € J : [, ; O; C Ok.

Si (O,f) est un minorant quelconque {(O;,f;)|j € J}, alors Vj € J : O C O; alors O C
(0,f) < e

Donc, on obtient Ajc;(0;,f;) = c. |

;e O ce qui donne

Exemple. La figure 1 représente le diagramme de Hasse du treillis de concept du contexte K., (introduit
en exemple & la page 6). Les concepts y sont représentés par un numéro et une boite contenant 1’extension &
gauche et l'intention & droite. Les concepts placés le plus haut sont les plus grands pour la relation d’ordre <°.
On observe que le treillis de concepts n’est pas isomorphe au treillis des parties de O.;. En effet, I’ensemble
d’objets {z,y} n’est pas une extension, car 7(o({z,y})) = 7(a V b) = {2,y,2}.

2.4 Etiquetage du treillis de concepts

De maniére analogue & ’AC classique, on peut étiqueter le treillis de concepts par les objets et les formules.

Définition 5 Soit (O,L,i) un contexte formel.
On définit une fonction d’étiquetage v du treillis de concepts par les objets, et une fonction d’étiquetage p du
treillis de concepts par les formules :

7:0 = C(O,Lyi) (o) := (r(0({0})),0({0}))
p: L= C(O,L50) pu(f) = (r(£),0(1(£)))-

Les images des fonctions v et p sont bien des concepts d’aprés la définition 3 des concepts et les propriétés
des fonctions o et 7 (lemme 1). Le lemme suivant donne des propriétés intéressantes de ces étiquetages du treillis
de concepts. Avant de I’énoncer, on rappelle tout d’abord la définition de sup-dense [DP90].

Définition 6 Un sous-ensemble P d’un treillis P est appelé sup-dense dans P si pour tout élément p € P il
ezxiste un sous-ensemble A de P tel que p =\/, A.

RR n "~ 3820



8 Sévastien Ferré, Olivier Ridoux

6| {xyz |aVb|

41{x2} |aV(cAb)| 5[{y |bV(cAa|

cA(@Vb)| 3|{y}|b]

0]

concept : extension | intention |

F1G. 1 — Treillis des concepts formels du contexte K.

Lemme 2 Soit (O0,L,i) un contexte eto € O, f € L, c € C(O,L,i).
(1) v(0) <€ c <= o € ext(c)
(2) v(O) est sup-dense dans C(O,L,i)
(3) ¢ < u(f) <> int(O)=f
(4) p est surjective
(5) i(0)=f <= ~(0) <° u(f)
(6) p(int(c)) =° ¢
(7) int(u(f))E=S-

Démonstrations :
(1) y(0) <° ¢ <= ext(y(0)) C ext(c) <= 1(a({0})) C ext(c) (définition de v)
< {0} Cext(c) <= o € ext(c) (lemmes 1.(i),(ii) et (i’)).
(2) Pour tout (O,f) € C(O,L,3),
V7(0) = V,e07(0) = V,eo(r(e({0})),0({0}))
(7(0(Useo 7(e({01)))):V e 0o ({0}))
(7(0(Useo T(0({01)))),0(Upeo{0}))  (lemme 1.(iv))
(7(0(Useo T(0({0})))),0(0))
(7(0(Useo (e ({o1)))).f) (car (O,f) est un concept)
(O,f) et VVv(O) sont deux concepts de méme intention, alors \/y(0) = (O,f) et donc, v(O) est sup-dense
dans C(O,L ). . ‘
(3) ¢ <° u(f) 4= int(c) =int(u(f)) <= int(c)F=o(r(f)) (definition de 1
< int(c)=f (lemmes 1.(1"),(ii) et (ii’)).
(4) Pour tout (O,f) € C(O,L,3),
w(H)=((f),0(r(f)))=(0,6(0))=(0,f) (car (O,f) est un concept) et donc, p est surjective (tout concept a au
moins son intention comme étiquette).

(5)

I

i0)Ef <= V,ein)il0)Ef <= o({oh)Ef
<~ 1(c({0})) C 7(f) (lemme 1)
> (1(e({o})),0({0})) < (v(£),0((f)))
<= (o) < u(f)-
(6) wp(int(c)) =° (r(int(c)),o(r(int(c)))) =° (ext(c),int(c)) =° c.
(7) int(u(f))=o(r(f)) (par définition de p)
donc int(p(f))Ef (lemme 1.(17)). |
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Concernant la fonction d’étiquetage -, le lemme 2.(1) montre que (o) est le plus petit des concepts dont
Pextension contient o; et le lemme 2.(2) établit que tout concept est le supremum de concepts étiquetés par au
moins un objet. Concernant la fonction d’étiquetage p, le lemme 2.(3) montre que u(f) est le plus grand des
concepts dont I'intention entraine logiquement f; et le lemme 2.(4) établit que tout concept est étiqueté par
au moins une formule. Le lemme 2.(5) montre qu’un objet quelconque o satisfait toutes les formules étiquetant
les concepts plus grands que (o), et seulement celles-1a. De fagon analogue, ce lemme montre qu’une formule
quelconque f a dans son extension 7(f) tous les objets étiquetant les concepts plus petits que u(f), et seulement
ceux-la. L’étiquetage du treillis de concepts permet donc de retrouver toutes les informations du contexte.
Concernant la relation entre intention et étiquette d’un concept, le lemme 2.(6) montre que tout concept est
étiqueté par son intention; et le lemme 2.(7) ajoute que toute formule étiquetant un concept est déductible
logiquement de I'intention de ce concept.

Exemple. La figure 2 représente le méme treillis de concepts que la figure 1, mais n’associe pas les mémes
informations aux concepts. Le numéro de chaque concept a été repris pour pouvoir l'identifier ; et on a placé
a gauche de chaque concept les objets et & droite les formules de la forme \/ A avec A C A (\/ 0 = 0) qui
létiquettent. Par exemple, le concept 1 est étiqueté par l'objet z (c-a-d. y(z) =° 1) et par la formule a (c-a-d.
u(a) =° 1). On a restreint 1’étiquetage par les formules aux disjonctions, car il y a une infinité de formules
dans P et tout de méme 256 classes d’équivalence modulo =. Ce dernier point implique que des concepts sont
nécessairement étiquetés par plusieurs formules car le nombre des concepts est fini (ce qu’on observe effectivement
sur le concept 6 ).

objet formule

Fi1G. 2 — Etiquetage du treillis de concepts.

3 Logique contextualisée

Dans un contexte particulier, il est possible d’ordonner certaines propriétés, bien qu’elles ne soient pas
comparables par |=. Par exemple, si tous les oiseaux volent dans un contexte donné, alors on peut dire que la

propriété “oiseau” entraine contextuellement la propriété “vole”, bien que ’on ait pas nécessairement oiseaul=vole
(cela dépend de la logique choisie). On introduit une relation de déduction contertualisée qui concrétise cette
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idée. C’est une généralisation des implications entre attributs, qui peuvent étre utilisées dans I’AC classique
pour des processus d’acquisition de connaissance [GW99a, Sne98].

Définition 7 (déduction contextualisée) Soient K = (O,L,i) un contexte et f,g € L.

- K
On dit que f entraine contextuellement g dans le contexte K, et on note fl= g, si 7(f) C 7(g), c-d-d. si tout
objet qui satisfait f satisfait aussi g.

La relation = est clairement un pré-ordre, et on note =X 1a relation d’équivalence associée.

Définition 8 (logique contextualisée) Soit K = (O,L,i) un contexte.
- K
On appelle logique contextualisée® I’ensemble partiellement ordonné (LX; =) ou

EK = ;C/éK
VEG e LK FE' Ges3feFgeG: fi= g

Les éléments de L% (classes d’équivalence de £ modulo =K ) sont appelées formules contextualisées, et la
classe d’une formule f € L est notée f¥.

Lemme 3 Soient K = (O,L,i) un contexte, f,g € L et a,b € C(K).
(1) frg = fE"g
(2) = 9= n(f) <° wlo)
(8) a <°b<=int(a)E= int(b)
W o=y |
(5)Voe O:i(o)E f<=i(o)Ef

Démonstration :
(1) f|.:g = VheL: (h|-:f = hl.':g) (car |: est un ordre et est donc transitif)
= Vo€ O: (ilo)Ef :>Iz((o)|:g) =VoeO:(oer(f)=>0€T(9))
= (f) (g = fF g
(2) f|:Kg < 7(f) C 7(g) (par définition de |:K)
= ext(p(f)) C ext(p(9)) = n(f) <° u(g)-
(3) a < b= .pgnt(a)) <¢ p(int(d)) (lemme 2.(6))
< int(a)E= int(b) (lemme 3.(2)).
(4) p(int(u(f))) =° p(f) (lemme 2.(6)) = int(u(f))="f (lemme 3.(2))
= o(7(f))=" f (par définition de p).
(5)  — i()f = i(o)=" f (lemme 3.(1))
()" f = r(i(0)) C 7(f)
= o(7(i(0))) o (r(f))Ef (lemme 1.(ii), (i"))
= i(o)l=f (lemme 1.(v)). |

K
Le lemme 3.(1) montre que la déduction contextualisée = est seulement une extension de la déduction

initiale |= Les lemmes 3.(2) et (3) montrent que p et int sont des morphismes entre {L; |=K) et (C(K);<¢). Le
lemme 3.(4) identifie o(7(f)) comme l'intention contextuellement équivalente & f. Le lemme 3.(5) montre que
le contexte ne modifie pas les propriétés des objets : il n’ajoute ni ne supprime quelque propriété que ce soit.

Le contexte joue le role d’une théorie étendant la relation de déduction et permettant de nouvelles déduc-
tions. La logique contextualisée peut aussi étre vue comme un moyen d’extraire des connaissances & partir
d’un contexte. Deux types de connaissances peuvent ainsi étre extraites: des connaissances sur le contexte par
déduction, et des connaissances sur le domaine d’oil est extrait le contexte par induction.

5. Cette logique contextualisée est de nature différente de la logique contextuelle introduite par Prediger [Pre98]: la premiére est
une logique sur les formules, tandis que la deuxiéme est une logique sur les contextes.
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Exemple. Grace au morphisme p entre la déduction contextualisée et ’ordre sur les concepts (lemme 3.(2)),
on peut s’appuyer sur le treillis de concepts étiqueté (cf. figure 2) pour étudier la logique contextualisée dans
le contexte K.,. Par exemple, comme le concept 2 est inférieur au concept 5 on a la relation ¢ ¥« bV e,
ce qui est déja vrai dans P. De maniére générale, on vérifie bien que toutes les déductions valides dans P sont
retrouvées avec la déduction contextualisée. L’examen du treillis étiqueté montre que le contexte ajoute de
nouvelles déductions valides entre les formules: ex., c =X« aV b, aVbVc =K aVvb.

On considére maintenant les correspondances entre la logique contextualisée et le treillis de concepts. L’objectif
est de montrer que le treillis de concepts forme une nouvelle logique, dérivée de L et adaptée au contexte: la
logique contextualisée. Pour cela, on utilise les fonctions p et int pour établir une correspondance entre les
formules contextualisées et les concepts.

Théoréme 2 (LX;= ) et (C(K); <°) sont isomorphes, avec pX comme isomorphisme des formules contez-
tualisées vers les concepts et int’ comme isomorphisme des concepts vers les formules contextualisées, définies
par

pt LK = C(K) P (F) == p(f) ou f € F

intk : C(K) — LK int¥ (c) := int(c)¥

Démonstration :

Tout d’abord, la fonction p® est bien définie car pour tout fi,f> € £ on a fi* =X — fi=X fo = p(f1) =° p(f2)
(lemme 3.(2)). Montrons maintenant que p™ et int® sont mutuellement inverses et constituent une paire d’isomorphismes
entre (L%; |:K) et (C(K); <°).

- VFGe LK. FE" G
—3feFgeG: fE"g
= 3f € F,g € G : p(f) <° p(g) (lemme 3.(2))
= p(F) <° p®(G) (définition de p™).
- VabeC(K):a<b
— int(a)f=" int(b) (lemme 3.(3))
— int(a)K =" int(0)K
= int* (a) |.:KintK (b) (définition de int™).
- pE(@nt™ () =° pF(Ent(a)™) =° p(int(a)) =° a (lemme 2.(6)).
= p(int(p(f))) =° p(f) (lemme 2.(6))
= int(u(f))=*f (lemme 3.(3))
= ant(u(f))"* =" f*
= int® (uF (FF))=" ¥ (définitions de p* et de int™). |

Les structures algébriques (C(K); Ve,A°) et (£K; V5 A%) (ou Vv AT dénotent le supremum et infimum de

K
(L¥;=")) sont donc homomorphiques® [DP90]. Alors, on a les relations suivantes pour tout F,G € LX et pour
tout a,b € C(K):
P (F) A p5(G) =¢ uE(FAG) int® (a) A int’ (b) =X int’ (a A° b)
pE(F) ve y X (@) =¢ pK(FvE @) intE (a)V int® (b) =K int"X (a v° b)
En résumé, il y a trois facon de considérer le treillis de concepts, ce qui est un signe de richesse et de
souplesse :
— les extensions (7(¢(2°))) ordonnées par l'inclusion ensembliste (C),
— les intentions (o(r(£L))) ordonnées par la déduction logique (=),

— les formules contextualisées (LX) ordonnées par la déduction contextualisée (&= ).

Enfin, on considére les correspondances entre la logique contextualisée £X et la logique initiale £. On a les
relations suivantes entre les opérateurs des deux logiques.
Théoréme 3 Soient f,g € L.
KiK K =K A VK
FON 9" = (fAg)
Ky K K - K K
fEVT gt =% o(r(f)u(g))
6. Deux structures algébriques sont dites homomorphiques si il existe une bijection entre elles qui préserve les opérations.
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Démonstration :

- 7(f)N7(g) = 7(fAg) (lemme 1.(iv"))
= u(f) N u(g) =° u(fAg) (déﬁn?tions de p et A°)
= p () A u™(g") =° " ((FA9)™) (définition de p*)
= AR gK=K(fAg)¥ (homomorphisme entre C(K) et £X).

- 1(a(r(H)Ur(g)) = (a(r(f)U(9)))
= u(f) V° u(g) =° p(a(r(f) Ur(g))) (définitions de p et V°)
= p (f5) ve u (g%) = " (a(r(f) UT(9))™) (définition de p*)
= EVE K=K 5(r(f) UT(g))" (homomorphisme entre C(K) et £K). |

On remarque donc que la fonction (.)% est un morphisme des formules vers les formules contextualisées pour
la, conjonction, mais pas pour la disjonction. De ce fait, le treillis de concepts n’est pas homomorphe & celui
de la logique de départ (L), et donc, certaines propriétés que pouvait avoir cette logique peuvent étre perdues
dans le treillis de concepts. C’est le cas par exemple de la propriété de distributivité dans le contexte K., (cf.
page 6). En effet, la logique P est distributive (trivial d’aprés la sémantique de P), tandis que dans le treillis
de concepts on peut trouver le contre-exemple suivant (cf. figure 1) :

2 A°(1 Ve 3)=°c2,
(2 A° 1)Ve(2 A° 3)=0.

Pour que le treillis de concepts hérite de toutes les propriétés de £ (modulo =°), il faut que l'on ait

FEVE gK =K (£vg)K. Pour cela, il suffit d’avoir 7(fVg) = 7(f)Ur(g) (car alors o(r(£)Ur(9))=X o (r(fVg)) =K fVg).
Plus concrétement, cela revient & poser la condition suivante sur les formules décrivant les objets :

Yo € O :i(o)=fVg <= i(0)=f Vi(o)Eg (3)

Cette condition revient & considérer qu’il n’y a pas de forme de disjonction dans la description des objets. Si
I’on revient sur le contexte K,;, on constate que la description de ’objet z satisfait la proposition a V b mais ne
satisfait ni a, ni b, ce qui rend faux la condition 3. Ceci explique qu’on ait perdu la propriété de distributivité
dans le treillis de concepts.

4 Discussion sur la logique £

L’objet de cette section est de discuter de l'introduction de quelques éléments utiles dans £. En effet,
pour l’instant, on a seulement considéré que cette logique était pourvue des opérations de disjonction et de
conjonction.

4.1 Top et bottom

On considére ici le cas ou £ est borné par T (top) et L (bottom). On a donc la proposition suivante :

f|'='i' et J'_|.=f, pour tout f € L.

Ces formules T et L correspondent naturellement aux formules habituelles vrai et fauz.
On s’intéresse maintenant a Dexistence et a la valeur des top et bottom du treillis de concepts.

Théoréme 4 Si K = (O,Li) est un contexte formel tel que Yo € O : i(0)#L, alors C(K) est borné par
T¢:=°(O,V,e0i(0)) et L¢:=(0,1).

Démonstration :

— (T est un concept)
o (ext(T9))=0(0)=V,  oi(0)=int(T¢),
7(int(T°)) = T(Voeoi(o)) = 7(a(0)) 2 O (lemme 1)
or 7(a(0)) C O (par définition de T)
donc 7(int(T°)) = O = ext(TC).
— (T°€ est le top des concepts)
Pour tout concept (O,f), O C O = O C ext(T°) = (O,f) <° T°.
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— (L° est un concept)
o(ext(L°))=a(0)=\/0=1 (cf. remarque 2.2 dans [DP90]),
T(int(Le)) =7(L°) ={o € 0|1(0)':J_} = () (par hypothése du théoréme).
— (L€ est le bottom des concepts)
Pour tout concept (O,f), d C O = ext(L°) CO = L° <° (O,f). [ |

Exemple. Dans la logique propositionnelle P (introduite p. 4), les formules T et L sont respectivement
instanciées par les propositions 1 et 0.

Maintenant, comme le treillis de concepts et la logique contextualisée sont isomorphes (cf. théoréme 2), on
peut borner cette derniére par un top T* et un bottom 1% (distincts a priori de (T)¥X et (1)X) et montrer les
relations suivantes (d’aprés ’homomorphisme entre concepts et formules contextualisées, cf. section 3) :

Te =¢ pK(TK) TH K gk (Te)
¢ =c ”K(J’_K) J_K ~K intK(J_c)

Enfin, on peut compléter le théoréme 3 par les relations du théoréme suivant (qui justifient les notations
choisies pour le top et le bottom de la logique contextualisée).

Théoréme 5

—i—K ~K (T)K
j_K =K (J_)K

Démonstration :
- 0=7(T)
= ext(T") = ext(u(T)) (définitions de T et p)
= T°=° p(T) )
= X (T%) =° ¥ ((T)¥) (homomorphisme et définition de pu*)
— TE=K(T)X (isomorphisme entre concepts et formules contextualisées, théoréme 2).
- p=7(1)
= ewxt(L°) = ext(u(L)) (définitions de L€ et p)
= L°="p(Ll)
— pX (L) =¢ p®((L)¥) (homomorphisme et définition de p%)
— 1 K=K (L)X (isomorphisme entre concepts et formules contextualisées, théoréme 2). |

4.2 La complémentation relative

Le domaine d’application envisagé est celui des systémes d’information dans lesquels le treillis de concept
jouerait le role de structure d’organisation et de navigation. Les éléments de £ servent & la fois & décrire les
propriétés des objets (par la fonction ¢ du contexte) et & formuler les requétes.

Deux fonctionnalités de ces systémes d’informations rendent nécessaire la possibilité de “retrancher” une
formule & une autre. La premiére est le déplacement d’un objet du concept étiqueté par origine (dont ’extension
contient donc l’objet en question) au concept étiqueté par destination. Dans ce cas, il faut modifier la description
de I’objet en lui “retranchant” la formule origine puis en lui “ajoutant” la formule destination (au cours de cette
opération, il faut noter que le treillis de concept peut changer car la composante ¢ du contexte est modifiée).
La deuxiéme est la navigation qui doit proposer pour chaque requéte un ensemble de requétes plus précise:
les sous-requétes (analogues des sous-répertoires dans les systémes de fichiers). En fait, ce que l'on voudrait
donner & l'utilisateur, ce ne sont pas les sous-requétes elles-mémes mais des formules plus simples, obtenues par
“retranchement” de la requéte initiale aux sous-requétes.

Pour 1*ajout” d’une formule & une autre, l’'opération de conjonction A est satisfaisante (en effet, on a

fAgGES et fAgEg). Pour le “retranchement” d’une formule & une autre, on propose d’introduire la notion de
complément relatif. Pour cela, il faut ajouter aux conditions posées sur £ pour 'ACL (cf. section 2), celle de la
complémentation relative

Vige L:Az: (fAzkg) A-3a : (z'#2) A (zl=2') A (FAZ'=g). (4)
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Cette condition dit que pour toutes formules f et g, il existe une formule z la plus générale telle que la
conjonction de f et de x est plus précise que g. La formule z correspond au complément de g relativement & f.
Nous définissons maintenant une nouvelle opération binaire = dans £ qui rend le complément relatif de deux
formules.

Définition 9 Soient f,g € L, on caractérise le complément relatif f=g par

Vi.g € L: (FAf9)Eg) A-Ta : (' E(f39) A(f29)Ee) A (FAe' ).
=g a bien une valeur, et une valeur unique, d’aprés la condition 4.

Lemme 4 Soient f,f',g € L,

. gE=f=g (awiome K de Hilbert)

. fFA(f=9)=gA(g=f)=fAg (forme de modus ponens)

. g|:f = fA(f=g)=g (cas ou le complément relatif est exact)
Ry = (F29)=T

B = f29E=y

I N I S

Démonstration :

1. g est une solution de f/'\a:":g

2. gA(g=f)Ef (déf. de =) et gA(g9=>f)E=g donc gA(9=>f)EfAg
De plus, f=g=>f (axiome K), et donc fAgl=gA(g=>f)
Méme chose pour fA(f=g).

3. si g=f on a fAg=g
donc d’aprés le lemme 2, fA(f=>g)=g.

f2g=T = (f/\leg) A =3z’ > T : (fAz'|=g) (par définition)
<= fl=g (par manipulations algébriques)

5. f'A(f=9)EfA(f=9)k=g (car f'=f)
donc f=g est solution de f'Azl=g
et donc f=gE=f'=g. [ |

Le lemme 4.3 est particuliérement intéressant, car il montre que dans le cas ol deux formules sont compa-
rables (g=f) on peut exprimer exactement le “retranchement” de la plus grande (f) a la plus petite (g) par
f=g. Or, c’est précisément dans ce cas 14 qu’on se trouve lorsqu’on parle de “retranchement” pour déplacer des
objets ou pour naviguer dans un systéme d’information.

A partir de ce complément relatif, on peut aussi définir un complément - par
VfeLl:(=f) = (f=>1).
En partant de la caractérisation de =, on aboutit & une caractérisation assez naturelle de = :
Vf € L:(FACHELD A3 (@ E() M) A (FAa'=1).

Exemple. Dans la logique propositionnelle P (introduite p. 4), la complémentation relative = existe et est
caractérisée par
VP,QeP:P=Q=-PVAQ.

On a aussi pour toute proposition P la propriété P = 0 = =P V0 = —P, ce qui établit une cohérence entre
complément et complément relatif.
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4.3 Terminologie

Dans ’analyse de concepts, on peut distinguer plusieurs sources de la connaissance contenue dans un contexte
formel ou un treillis de concepts (rappelons que contexte et treillis de concepts contiennent exactement la méme
quantité d’information car on peut passer de l'un & l'autre). La premiére source est la logique £ qui apporte
une connaissance de base sur le domaine choisi. C’est une forme de connaissance absolue, figée, indépendante
de la composante extensionnelle du contexte. Cette logique introduit an fait un mécanisme de raisonnement
(automatique) sur les intentions.

La deuxiéme source est la composante extensionnelle du contexte, c-a-d., les objets et les intentions qui leur
sont associées. Dans le cadre des systémes d’information, c’est une forme de connaissance relative, dynamique
(création, modification et destruction d’objets). Celle-ci est révélée par le treillis de concepts et la logique
contextualisée qui sont d’ailleurs isomorphes (cf. théoréme 2).

Enfin, dans les systémes d’information, on a souvent besoin d’une troisiéme source correspondant 3 la connais-
sance que peut apporter le concepteur ou l'utilisateur du systéme. Des exemples sont la hiérarchie de types pour
les graphes conceptuels [CM92], la TBox (Terminological Box) pour les logiques de description [Nap97], les
échelles conceptuelles pour I’analyse de concepts [Pre97] ou les régles d’inférence de Datalog [CGT90]. Cette
connaissance, que l’on choisit d’appeler terminologie est intermédiaire entre la logique et le contexte puisqu’elle
intervient au niveau des intentions, et compléte donc la logique de base, mais est dynamique car elle peut étre
mise & jour et étendue.

De ce point de vue, on peut considérer la terminologie comme un paramétre de la logique. Au lieu d’avoir une
simple logique £, on se donne une famille de logiques ((Lr; =4,Vr,Ar))Ter paramétrée par une terminologie T
prise dans le domaine 7. Ce domaine peut étre partiellement ordonné par la relation d’ordre C, défini pour tout
T1,15 € T par: ] )

el — (LTl; ':T1> - <£T2; IZTQ)'

Intuitivement, cette relation exprime que la terminologie T» contient toute la connaissance exprimée dans 7. On
peut ensuite discuter des propriétés du domaine partiellement ordonné des terminologies (7;C). Si il posséde
un bottom L, alors £, joue le role de logique de base, celle qui est contenue dans toutes les autres et sert de
dénominateur commun & la famille (L1)re7- Si c’est un treillis, on peut associer aux supremum L et infimum M
des opérations de disjonction et de conjonction dans 7. La disjonction de terminologie permettrait en particulier
de fusionner deux systémes d’information ayant chacun sa propre terminologie.

Un exemple de logique avec terminologie est donné a la section 5.2 comparant la notion d’ajustement logique
de Prediger [Pre97] a ’ACL.

4.4 Produit de logiques

Dans un systéme d’information généraliste (ex. systéme de fichiers), les objets peuvent étre de natures trés
diverses, et on peut alors ressentir le besoin d’associer & ces objets des propriétés de différentes sortes (ex.
attributs systémes tels que la taille ou les droits d’accés, types pour les fonctions d’une librairie, formalisme de
représentation de connaissance pour des propriétés de plus haut niveau). Or, il peut étre difficile de trouver une
logique qui puisse combiner ces différents sortes de propriétés sans qu’elle ne devienne trop complexe. Dans ce
cas 13, on peut se donner une famille de logiques indépendantes (c-a-d., dont les formules sont incomparables),
et associer a chaque objet une formule de chacune de ces logiques. La logique globale obtenue est un produit de

logiques.

Définition 10 Soit ((Ly; |‘=k,\'/k,/'\k))keK une famille finie de logiques.
On définit le produit des logiques (Lg)rex par (L;=,V,A) avec L = Uik Ly et telle que pour tout f.g € L :

- g <= Vk e K : f[k]F,glK]

- Vk € K : (fVg)[k]=f[K]VrglK]
- Vk € K : (fAg)[k]=k f[k]ArglK].

Théoréme 6 Si tous les éléments de la famille (Ly)rex sont des logiques adaptées o UACL, alors le produit
de ces logiques ek Ly, est aussi une logique adaptée o I’ACL.
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Démonstration : 1l suffit de montrer que (£; =,V,A) satisfait les conditions de ’ACL, ce qui se fait trés facilement.

On se contente donc de donner la démonstration pour la condition f |':g « fAg=f, les autres démonstrations étant trés
semblables.

Vke K : f[k]|=kg[k] > flk]Arglk]=xf[k] (car les Ly satisfont les conditions de I’ACL)
= Vk € K : fk]=,glk] & VEk € K : (fAg)[k]=kf[k] (par définition de A)
= flEg < fAg=f (par définition de |). |

5 Discussion sur des travaux existants

Le besoin d’utiliser comme contexte des données plus riches que la relation objet-attribut a déja été ressenti,
et deux voies ont été empruntées pour étendre I’AC classique. La premiére consiste & remplacer les attributs
par des entités plus complexes, tels que des termes du premier ordre [CM98] (cf. sous-section 5.1). La deuxiéme
consiste & ramener 3 un contexte formel classique, un contexte plus complexe tel qu’une relation objet-attribut-
valeur [Pre97], issue d’une base de donnée relationnelle par exemple (cf. sous-section 5.2). Une troisiéme voie
n’enrichit pas le contexte, mais dérive d’un contexte une logique plus riche que celle qui est sous-jacente a
PACF [GW99b] (cf. sous-section 5.3). Pour chacune de ces voies, nous montrons dans la suite comment se situe
I’ACL et la contribution qu’elle apporte.

5.1 Extension de ’ACF aux termes du ler ordre

L. Chaudron et N. Maille proposent une extension de ’ACF & la logique du ler ordre [CM98]. En fait, ils
remplacent les attributs par des termes du ler ordre avec variables existentiellement quantifiées (termes Prolog).
Les informations associées aux objets sont donc des ensembles finis de tels termes appelés cubes logiques. La
logique sous-jacente est celles des conjonctions de litéraux, soit un fragment de la logique du ler ordre proprement
dite.

Le domaine des cubes logiques est noté C sur lequel on définit une opération de supremum N, pour capturer
les traits communs de deux cubes, et une opération d’infimum U, pour réunir les caractéristiques de deux cubes.
Avant de donner leur expression littérale, on doit introduire la notion de réductibilité des cubes qui permet de
supprimer certaines redondances et de normaliser les cubes logiques. Formellement, on dit qu'un cube C est
réductible s’il existe une substitution 6 telle que C6 C C. On démontre que tout cube C' admet une réduction
irréductible unique que I’on note reduc(C). L’ensemble des cubes irréductibles est noté C”.

Définition 11 Soient c1,co € C", les opérations d’infimum et de supremum N, et U. sont définies par:

c1 N c2 := reduc(cy U ¢a)
c1 Ue ¢g == reduc(anti_unif(c1,c2)),

ot anti_unif dénote l’anti-unification de deuz cubes c1 et co, c-d-d. l'union des anti-unifications” des éléments
de ¢ avec ceuz de co.

On démontre ensuite que (C";N.,U.) est un treillis dont ’ordre induit est noté >. et est équivalent a la
subsomption sur les cubes. Finalement, il apparait que ’ACF étendue aux cubes logiques est une instanciation
de ’ACL. En effet, pour retrouver ’ACF étendue aux termes du ler ordre, il suffit d’instancier les paramétres
de la logique £ de I’ACL suivant les correspondances suivantes :
général L|V|A|lE
instancié || C" | N. | Ue | >¢

La logique des cubes est bien utilisable dans le cadre de ’ACL car (C"; >.) est bien un treillis de supremum N°¢
et d’infimum U°. Enfin, si on instancie les expressions de o et de 7 de I’ACL, on retrouve bien celles données
par [CM9g].

Dans l’article de Chaudron et Maille, 'ACF a été étendue pour une logique particuliére (celle des cubes
logiques). Cette extension est motivée par un besoin d’expressivité pour des applications en analyse de données.
Aussi, on peut facilement imaginer que pour d’autres applications, dans le domaine de ’analyse de données

7. L’anti-unification [Plo70] de deux termes #; et ¢ est définie comme le terme le plus précis qui admette 4 la fois ¢; et t2 comme
instances.
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ou non, on ressente le besoin d’étendre ’ACF vers d’autres logiques. L’ennui est que pour chaque logique
particuliére, il faut re-définir ’ACF et re-démontrer ses résultats fondamentaux. L’intérét de I’analyse de concept
logique (ACL) est donc de fournir un cadre général qui donne les conditions que doivent satisfaire la logique
employée et qui effectue les démonstrations une fois pour toutes. L’utilisation de nouvelles logiques dans le cadre
de I’AC devient donc peu cotiteux et pourrait encourager des applications plus variées.

5.2 Ajustement logique dans I’ACF

S. Prediger présente deux méthodes pour obtenir un contexte formel classique & partir de contextes multi-
valués [Pre97]. Ces méthodes sont motivées par le fait que les contextes multi-valués (en fait, des relations
objet-attribut-valeur) sont fréquemment employés pour représenter des problémes du monde réel (ex. dans les
bases de données relationnelles). L objectif est d’appliquer I’ACF & ces contextes pour en extraire des hiérarchies

conceptuelles. Pour cela, il faut dériver un contexte mono-valué a partir des contextes multi-valués. Deux
méthodes sont proposées: les échelles conceptuelles et |’ ajustement logique.

5.2.1 Echelles conceptuelles et ajustement logique

Les échelles conceptuelles (conceptual scales) sont des contextes formels dont les objets sont des valeurs et
les attributs sont des attributs d’échelle. Ces contextes induisent des treillis de concepts qui définissent une
hiérarchie sur les attributs d’échelle. A chaque attribut du contexte multi-valué, on associe une telle échelle
conceptuelle qui permet en quelque sorte de structurer le domaine de valeurs de cet attribut. Par exemple, pour
Pattribut importance dont les valeurs sont comprises entre 1 et 5, on peut construire une échelle conceptuelle
dont les attributs d’échelle sont “< 1”7 &4 “< 5”. Dans ce cas, la valeur 3 aura les attributs d’échelle “< 37, “< 4”
et “< 5”. Le contexte mono-valué est alors obtenu & partir du contexte multi-valué, en fonction des échelles
conceptuelles de chaque attribut. L’ensemble d’objet est conservé, I’ensemble d’attributs est 1’'union disjointe
des attributs d’échelle des échelles conceptuelles et la relation revient & une jointure entre celle du contexte
multi-valué et celles des échelles conceptuelles.

Le principe de ’ajustement logique (logical scaling) est d’utiliser un langage formel (ex. SQL) pour générer
des prédicats unaires & partir des attributs et des valeurs des attributs d’un contexte multi-valué. Une termi-
nologie est un ensemble fini (et de taille modérée) de tels prédicats auxquels on associe un nom. Le contexte
mono-valué est dérivé du contexte multi-valué & partir d’une terminologie. L’ensemble d’objets est conservé,
I’ensemble d’attributs est I’ensemble des noms des prédicats de la terminologie et un objet est en relation avec
un nom si les valeurs de ses attributs sont tels que le prédicat associé au nom est satisfait. Par exemple, si la
terminologie contient la définition “assez important := importance < 4” (assez _important est le nom du
prédicat et importance est un attribut) et que la valeur de lattribut importance d’un objet est 3, alors cet
objet aura ’attribut assez important dans le contexte dérivé.

Dans les deux cas, il peut y avoir perte d’information. En effet, dans le premier cas les valeurs sont remplacées
par des attributs d’échelle, ce qui correspond en quelque sorte & une abstraction des données, et dans le second
cas on s’intéresse seulement & la satisfaction ou non par les objets de quelques prédicats. Pour des applications
d’analyse de données, celd peut étre utile puisqu’il s’agit de discerner des propriétés générales parmi des données
nombreuses et détaillées (ex. implication et dépendance entre attributs [GW99al).

En revanche, pour les applications que nous envisageons, & savoir les systémes d’information, il est indis-
pensable de conserver toutes les informations du contexte initial. De plus, les systémes d’information aménent
d’autres contraintes qui ne permettent pas d’employer les méthodes présentées ci-dessus. En particulier, les
mises-a-jour et les consultations sont entrelacées, ce qui rend 'utilisation d’une terminologie (au sens de 1’ajus-
tement logique) impraticable car on ne connait pas les prédicats/requétes a avance. De plus, comme nous
envisageons de nous appuyer sur le treillis de concepts pour réaliser l'interrogation et la navigation du systéme
d’information, la réduction du contexte multi-valué & un contexte mono-valué revient a réduire le langage de
requétes d’un langage propositionnel multi-valué (de type SQL) a un langage de conjonctions de propositions
mono-valuées (de type Altavista), qui est moins expressif.

Finalement, nous estimons que si beaucoup de problémes du monde réel sont représentés par des relations
objet-attribut-valeur, c’est que celd correspond & un besoin d’expressivité et qu’il est donc souhaitable de
conserver cette expressivité lorsqu’on passe au treillis de concepts, via ’analyse de concepts. Les éléments
d’expressivité qui sont évoqués dans ’article de S. Prediger sont :

— les attributs valués,

— les relations sur les domaines de valeurs (ex. comparaison de valeurs numériques),

— les opérateurs logiques habituels: A (conjonction), V (disjonction) et — (négation),

RR n " 3820



18 Sévastien Ferré, Olivier Ridoux

— la terminologie, c-a-d. la possibilité de donner un nom & certains prédicats.

Nous proposons donc de définir une logique réunissant tous ces éléments d’expressivité et de montrer que la
logique ainsi construite est utilisable dans le cadre défini par ’ACL.

5.2.2 Une logique propositionnelle multi-valuée pour 1’ACL

On se donne un ensemble d’attributs .4, un ensemble de valeurs V, un ensemble de relations R sur V et une
terminologie T' = (N,v) ou N est un ensemble de noms et v associe & chacun de ces noms une formule de la
logique L7, dont on donne maintenant la syntaxe (T est en indice car on considére que c’est un élément variable
de la logique, cf. section 4.3):

PQ == a=vw acE A,vey
| aRw ac A, veEV, RER
| n neN
| PAQ
| PvQ
| =P

Pour donner la sémantique de la logique L7, on commence par définir une interprétation comme une fonction
partielle de A vers V (on note M le domaine des interprétations). La notation p = P signifie que 'interpréta-
tion p satisfait, ou est modéle de la formule P. La propriété d’étre modéle pour une interprétation arbitraire p
est définie de la fagon suivante:

pEa=v ssi wla) =wv
pEaRwv ssi (u(a),w) € R
nin si bk vn)
pEPAQ ssi pEPetpEQ
pEPVQ ssi pEPoupEQ
uE-P ssi u¥ P

Ensuite, on définit la relation de déduction sur Ly par P EQ <= Vp e M :p = P = p = Q, et on note =
la relation d’équivalence associée au pré-ordre =. On peut lors facilement montrer que la logique (L7 /=; = ,V,A)
satisfait les conditions de I’ACL.

Il ne reste plus qu’a montrer comment construire un contexte formel a partir d’une relation objet-attribut-
valeur. Une telle relation associe & chaque objet d’un ensemble O et & chaque attribut de ’ensemble A au plus
une valeur. Cela revient & associer & chaque objet o une interprétation, que ’on note y,. Le contexte formel est
alors défini par le triplet (O,Lr/=,i) ou la fonction i est définie pour tout objet o € O par

i0)= N (@=pla).

a€dom(po)

Le treillis de concepts obtenu par ACL & partir d’un tel contexte est certainement plus complexe et moins lisible
que ceux obtenus par les méthodes de S. Prediger, car la logique utilisée étant plus expressive, la discrimination
entre les concepts est plus fine et ceux-ci sont en conséquence plus nombreux. Mais si I’on considére comme
applications les systémes d’information, cela n’est nullement génant dans la mesure ou le treillis de concepts
n’intervient que comme structure interne d’organisation et de navigation. L’utilisateur du systéme n’a qu’une
vue abstraite et indirecte de ce treillis (cf. section 6 pour plus de détails).

Nous terminerons par une remarque concernant ’ajustement logique présenté précédemment, qui a pour
intérét d’étudier la hiérarchie conceptuelle d’un ensemble de prédicats. En fait, cette fonctionnalité peut aussi
étre obtenue dans PACL grace a la logique contextualisée (cf. section 3). En effet, il suffit de déterminer les
relations de déductions contextualisées entre ces prédicats®, puis de tracer le diagramme de Hasse de la relation
d’ordre obtenue pour obtenir la hiérarchie conceptuelle de ces prédicats (au sens de [Pre97]).

5.3 Logique contextuelle & attributs

Dans le cadre de ’ACF, B. Ganter et R. Wille définissent une Logique Contextuelle & Attributs (LCA) qui a
la propriété de dépendre d’un contexte formel [GW99b]. Cette logique leur permet d’extraire des connaissances
du contexte en cherchant certaines formules valides : les séquents (clauses disjonctives complétes). Il s’agit d’un
enrichissements des implications entre attributs (section 2.3 dans [GW99al).

- K - K
8. Rappelons que P=" @ ssi 7(P) C 7(Q), ou =" est la relation de déduction contextualisée.

INRIA



Une généralisation logique de l'analyse de concepts formels

A la section 3, nous avons aussi introduit une logique dépendante du contexte: la logique contextualisée.
La différence essentielle est que la logique contextualisée est dérivée de la logique £, qui est indépendante du
contexte, et elle est donc une conséquence de ’ACL; tandis que la LCA est un développement a posteriori
de 'ACF (en particulier, elle n’affecte ni le contexte, ni le treillis de concepts). On va montrer que ces deux
approches ne sont pas indépendantes : la LCA est la logique contextualisée obtenue par instanciation de I’ACL
a la logique propositionnelle P (introduite dans ’exemple, p. 4) et par restriction des descriptions des objets
aux clauses conjonctives complétes.

Dans la logique propositionnelle P, les propositions atomiques correspondent aux attributs de Ganter et
Wille, et les propositions correspondent aux attributs composés. Comme P satisfait les conditions de ’ACL, on
peut en dériver pour tout contexte K une logique contextualisée (P; A,V , EX), ou P =X Q <= 7(P) C 7(Q)
(appelons extension de P l'expression 7(P)).

Ganter et Wille s’intéressent a certaines propositions (les séquents) qui sont “extensionnellement complétes”
(all-extensional), c-a-d. dont I’extension est ’ensemble O des objets du contexte. Dans notre cas, la fonction 7 est
définie & partir de la logique (P; =) qui n’intervient pas dans la démarche de Ganter et Wille. Ceux-ci donnent
une définition de I’extension des propositions par induction structurelle sur les propositions. Pour comparer ces
définitions, nous cherchons & donner une caractérisation inductive de 7 qui soit bien sir compatible avec notre
deéfinition. Il apparait qu’en toute généralité, une telle caractérisation n’existe pas (par exemple, on ne peut pas
exprimer 7(P V @) en fonction de 7(P) et de 7(Q), sans utiliser la relation de déduction |=). Cependant, si
on restreint les descriptions des objets & des clauses conjonctives complétes, c-a-d. & des formules de la forme
i(0) = (Naer(o) DN Aareavro) @) (00 I € 0 — 24), ce qui revient & considérer que le contexte est équivalent
a ceux de ’ACF, alors on obtient une caractérisation inductive de 7 identique & celle de Ganter et Wille, &
savoir :

\]

(a) = {o€Ola€l(o)}
(PAQ) = 7(P)N7(Q)
(PVQ) = 7(P)UT(Q)
7(=P) = O\7(P).

En résumé, la logique contextualisée dérivée de la logique propositionnelle P recouvre la LCA sur les contextes de
type ACF, et I’étend pour les contextes plus généraux de I’ACL (les descriptions des objets sont des propositions
quelconques).

Dans le cas oil le contexte considéré est le contexte de test T = (24,4, 3), on observe que pour toute propo-
sition P on a l’égalité 7(P) = M (P) car dans ce cas, ’ensemble des objets O est ’ensemble des interprétations
possibles et pour tout A € 24 on a I(A) = A. Cela signifie que la logique propositionnelle contextualisée par le
contexte de test T" est la logique propositionnelle elle-méme.

39

6 Application aux systémes d’information logiques

Jusqu’a présent, ’ACL a été présentée en toute généralité, indépendamment de toute application. Cependant,
bien que I’ACL soit certainement applicable & des domaines variés, elle a été élaborée dans I'objectif d’étre
appliquée dans le domaine des systémes d’information. Plus précisément, nous adoptons une approche formelle
des systémes d’information. En particulier, nous voulons décrire les objets du systémes par des expressions d’une
logique formelle (presque) arbitraire. C’est-a-dire que nous ne voulons pas définir un systéme d’information
particulier, mais plutot un schéma général qui puisse étre instancié en fonction des applications, par une logique
appropriée. C’est pourquoi nous parlons de systémes d’information logiques (SIL). Dans la sous-section 6.1,
nous montrons I’intérét qu’apporte ’AC par rapport & d’autres méthodes pour 'organisation et la récupération
d’informations: combiner interrogation et navigation. Puis nous présentons & la sous-section 6.2 un premier
prototype de SIL qui soutient la faisabilité de notre projet et qui a permis d’effectuer quelques expérimentations.

6.1 Interrogation et navigation

La récupération d’informations englobe la représentation, le stockage, 'organisation et ’accés aux infor-
mations. Deux méthodes de récupération d’informations sont largement acceptées et appliquées. La premiére
méthode est la classification hiérarchique que ’on trouve fréquemment dans les outils informatiques: systémes
de fichiers, carnets d’adresses internet ou archivage des mails. Dans ce modéle, les recherches s’effectuent par
navigation dans une structure construite et maintenue manuellement. Cette structure est le plus souvent un
arbre (ex. systéme de fichiers), mais peut aussi &tre un graphe (ex. liens hypermédias entre les pages Web). Un
fait notable en terme de d’accés, dans le cas d’une structure arborescente, est qu’il existe un unique chemin
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d’accés & chaque objet, ce qui implique de respecter un ordre bien précis dans la spécification des critéres de
recherche. Dans le cas des graphes, il peut exister plusieurs chemins d’accés & un objet, mais l’ordre des critéres
de recherche dans chaque chemin est encore figé. La deuxiéme méthode est l'interrogation booléenne que l’on
trouve souvent dans les serveurs d’informations tels que les moteurs de recherche sur le Web (ex. AltaVista).
Dans ce modéle, les recherches s’effectuent en posant des requétes, en général exprimées dans une forme de
logique propositionnelle. Une difficulté reconnue de ce modéle est la nécessité de bien connaitre la terminologie
du systéme d’information et d’avoir une idée assez précise de ce qu’on cherche. Or, il est plus facile de recon-
naitre un objet que de le décrire, et la nécessité d’exprimer une requéte peut étre un frein pour les utilisateurs
occasionnels.

Alors, quel mode de recherche faut-il privilégier : la navigation ou l'interrogation? En fait, cela dépend des
situations et on peut méme avoir besoin des deux conjointement. Par exemple, on peut souhaiter commencer
la recherche par une requéte et ensuite la raffiner par navigation. Des systémes hybrides combinant un systéme
hiérarchique et un systéme booléen ont été proposés dans le domaine des systémes de fichiers (SF):

— SFS (Semantic File System, [GJSO91]) étend le modéle hiérarchique des SFs classiques par des répertoires
virtuels correspondant & des requétes. Ces requétes portent sur les propriétés des fichiers qui sont générées
automatiquement par des transducteurs (transducers), et sont exprimées dans une logique a attributs va-
lués. Il y a donc deux modes d’organisation et de stockage qui co-existent : 1a hiérarchie classique qui donne
un nom aux fichiers et des répertoires virtuels qui permettent des recherches associatives sur les propriétés
intrinséques des fichiers. Malheureusement, ces deux modes ne peuvent pas étre utilisés conjointement
en toute généralité ; le mode d’accés associatif est une surcouche du mode d’accés hiérarchique qui n’est
disponible que pour les accés en lecture. En particulier, les répertoires virtuels ne sont pas des répertoires
a part entiére (ex. pwd échoue dans un tel répertoire, et mv n’est méme pas défini car les propriétés des
fichiers ne sont pas données par utilisateur mais par les transducteurs).

— HAC (Hierarchy And Content, [GM99]) reprend ’idée de requétes pour créer des répertoires basés sur
le contenu des fichiers, mais ces répertoires sont ici intégrés dans la hiérarchie. Cela permet de combiner
la hiérarchie et le contenu dans les recherches. L’objectif est de conserver toutes les fonctionnalités des
SFs existants. Ainsi, les requétes ne sont qu’une aide pour organiser les fichiers. L’utilisateur a toujours la
possibilité de déplacer un fichier dans un répertoire, méme s’il ne satisfait pas la requéte associée, ce qui
pose un probléme de cohérence.

Ces systémes hybrides présentent le désavantage de manquer de cohérence. En effet, ils ont deux modes de
recherche incomplétement corrélés, ce qui rend difficile la commutation d’un mode & ’autre et la combinaison
des deux dans une méme recherche.

A coté de cela, le treillis de concept est un espace de recherche supportant les deux modes de recherche. Dans
le mode navigationnel, les concepts sont considérés comme des classes ou répertoires (extension du concept) et
les liens sont concrétisés par les relations de généralisation/spécialisation. Dans le mode interrogatif, les concepts
sont considérés comme des requétes (intention du concept) et la sélection d’un concept se fait par spécification
directe d’une propriété. Comme les concepts jouent & la fois le role de classe et de requéte, il est possible de
combiner librement les deux modes de recherche. Un autre avantage est que le treillis de concepts est automati-
quement constructible & partir du contexte. Il n’est donc pas besoin de maintenance manuelle de ’organisation
du systéme d’information. Par ailleurs, ce contexte peut étre généré par des méthodes d’indexation tradition-
nelles. Le treillis de concepts apparait donc comme une alternative intéressante aux méthodes conventionnelles,
pour la récupération d’informations.

Une comparaison expérimentale des trois méthodes évoquées ci-dessus retient les 3 critéres suivant [GMA93] :
le temps de recherche: temps mis par 'utilisateur pour accomplir une recherche; c’est une bonne mesure

de 'effort fourni, si on considére les temps de réponse du systéme comme non déterminants,

la précision: proportion de réponses pertinentes parmi les réponses données,

le rappel : proportions de réponses données parmi les solutions pertinentes.

Les expériences ont été réalistes [GMA93| sur une petite base de données de 113 courtes descriptions de films,
et par 20 personnes. Ces personnes n’étaient pas toutes informaticiennes, et il faut noter qu’elles pouvaient
consulter les documents avant de commencer les expériences. On a obtenu les résultats suivants. Pour le temps de
recherche, c’est le modéle booléen qui obtient les meilleurs résultats (3,55), tandis que les modéles hiérarchiques
et conceptuel obtiennent des résultats semblables (resp. 3,90 et 3,95)?. Mais il faut nuancer ces résultats sachant
que les modéles booléen et hiérarchiques ont été expérimentés sur des outils commerciaux, alors que le modéle
conceptuel a été expérimenté sur un prototype dont 'interface a posé quelques difficultés aux utilisateurs. Pour

9. On ne connait pas I'unité de ces résultats (minutes?), mais on peut au moins exploiter les rapports entre les valeurs.
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le rappel, les modéles booléen et conceptuel donnent des résultats trés proches (resp. 80,9% et 79,5%). Cela
peut paraitre surprenant si on considére que ’expressivité du modéle conceptuel est limité aux conjonctions
(pour ’AC classique), mais il semble que la navigation compense ce défaut en permettant un raffinement
progressif de la requéte. Par contre, le modéle hiérarchique a un taux de rappel nettement moindre (70,5%). Les
causes possibles sont la construction manuelle de la hiérarchie qui peut entrainer des erreurs de classement, des
ambiguités conceptuelles quant a l'intention des répertoires et le fait qu’il n’y ait qu’un seul chemin d’accés au
document cherché. Enfin, pour la précision, les expériences n’ont pas fait apparaitre de différence significative
entre les trois modéles.

En conclusion, si le modéle booléen a les meilleurs résultats pour les 3 critéres, I’absence de navigation peut
le rendre rebutant pour les utilisateurs occasionnels et rend aussi difficile le controle du volume des réponses
(probléme bien connu avec les moteurs de recherche sur Internet). Quant au modéle hiérarchique, la récupération
d’informations y est incertaine en raison du faible taux de rappel. Le modéle conceptuel a des résultats peu
éloignées du modéle booléen et offre en plus des possibilités de navigation sans avoir & maintenir manuellement
une structure de navigation et tout en permettant le mode interrogationnel. Finalement, le treillis de concepts
est une alternative intéressante aux méthodes conventionnelles d’organisation et de récupération d’informations.

Cette alternative est suffisamment séduisante pour que nous la choisissions comme principe d’organisation
de notre SIL. De plus, nous accordons pour le moment davantage d’importance aux fonctionnalités qu’aux
performances. Or, d’aprés la discussion précédente, le modéle conceptuel est clairement le meilleur des trois sur
le plan fonctionnel.

6.2 Un prototype de SIL: le shell conceptuel

La sous-section précédente a montré que AC (y compris dans sa forme généralisée qu’est I’ACL) est un
moyen séduisant de récupération d’informations, car elle permet de combiner étroitement interrogation et navi-
gation et d’automatiser I’organisation. En vue d’évaluer ce modéle de systéme d’information, nous avons réalisé
une maquette générique, dans le sens ot ’on ne fait aucune hypothése sur la logique employée (mis & part celles
posées par ’ACL). Ce sont donc les applications particuliéres de cette maquette qui doivent définir la logique
employée (syntaxe des formules, déduction logiques, opérations de disjonction et de conjonction). L’interface de
la maquette est un langage de commandes trés proche de celui du systéme de fichiers UNIX (commandes cd,
1s, cp, etc.), ce qui permet de apprendre trés rapidement. C’est & cause de cette interface que nous appelons
notre maquette shell conceptuel.

6.2.1 Spécification informelle

Les données de départ sont celles d’un contexte formel K = (O,L,i), ou ¢ est la fonction qui associe & chaque
objet la description logique de ses propriétés ou carctéristiques. Les commandes du shell conceptuel sont celles
du shell UNIX, ré-interprétées dans le cadre de I’ACL. Les changement principaux sont le remplacement des

chemins (path) par des formules de £ et 'utilisation de la relation de déduction contextualisée |¥K (isomorphe
a lordre sur les concepts, cf. section 3) plutot que la relation de déduction intiale |: Pour le reste, les effets des
commandes sont trés semblables.

Tout d’abord, on introduit quelques expressions utilisées dans la suite. Soit une formule f:

— le concept f est le concept associé & f par la fonction d’étiquetage p (cf. définition 5), c-a-d. p(f); les
formules sont des représentations des concepts et les concepts sont des classes d’équivalence de formules
modulo =¥ (équivalence contextualisée),

— Dextension de f est en fait 'extension du concept f; c’est aussi I’ensemble des objets dont la description
satisfait f,

— Dobjet de f est Pobjet, s’il existe, dont la description est contextuellement équivalente & f (il est unique
par convention pour éviter les ambiguités d’accés); f joue alors le role de description contextuelle pour
cet objet; un objet peut avoir plusieurs descriptions contextuelles (plusieurs chemins d’accés en quelque
sorte), et sa description en fait toujours partie (car i(0)=%i(0)).
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Avant de décrire nos spécifications, commencons par établir une analogie entre les termes du shell UNIX et
ceux de notre shell conceptuel :

shell UNIX shell conceptuel

fichier objet

path/chemin formule logique

nom absolu d’un fichier | description d’un objet
répertoire formule/concept

racine formule T /concept T¢
répertoire de travail requéte/concept de travail

répertoire de travail :
Il est remplacé par une pile de formules correspodant & I’historique de la navigation. Le sommet de cette
pile représente la requéte de travail, que 'on note wq (pour working query).

pwd:
Affiche la requéte de travail wq.

cd ..:

Dépile I’historique, & moins que celui-ci ne contienne qu’un élément. Cette commande permet de faire
des retours-arriéres dans la navigation, et remplace le déplacement vers le répertoire pére qui n’est plus
possible tel quel puisque la structure de navigation est ici un treillis (cette commande est en fait analogue
a la commande “Back” des navigateurs Web).

cd to:
Notons [(to) la composition (essentiellement une conjonction) de to avec wq. Cette commande empile I(t0)
dans I’historique, et permet de se “déplacer” vers son concept. La fonction de composition | nous laisse
la possibilité d’une notation qui distingue formule relative qu’on combine avec wq (ex. wq := wqAto) et
formule absolue qu’on ne combine pas (ex. wq := to).

1s f:
Affiche tout d’abord I’identité de l'objet de I(f), s’il existe, puis une liste de formules (de préférence
simples), appelées incréments, qui permettent de raffiner la requéte I(f), tout en évitant de mener a
la requéte vide L et en assurant que tout élément de ’extension de I(f) soit accessible en utilisant
uniquement les incréments donnés par la commande 1s (condition de complétude).

1s -r f:
Affiche pour chaque élément de ’extension de I(f), son identité et sa description auquel on a “retranché”
1(f)-

mkfile f c:
Crée un nouvel objet de contenu ¢ et de description I(f).

chfile f c:
Modifie ’objet de I(f), §’il existe, en remplagant son contenu par c.

edit f:
Affiche l'identité, la description et le contenu de l'objet de I(f), s’il existe.

edit -r f:
Affiche identité, la description et le contenu de tous les éléments de Pextension de I(f).

™m f:

Supprime ’objet de I(f), §’il existe.

m -r f:
Supprime tous les éléments de 1’extension de I(f).

cp from to:
Duplique l’objet de I(from), s’il existe, en dupliquant le contenu et en “translatant” sa description de
I(from) vers l(to), c-a-d. en “retranchant” [(from) puis en “ajoutant” [(to) (I™ajout” correspond & la
conjonction et le “retranchement” correspond & la complémentation relative, définie & la sous-section 4.2).

cp -r from to:
Duplique chaque élément de 'extension de I{ from) en dupliquant le contenu et en “translatant” sa des-
cription de I(from) vers [(to).

1n from to:
Duplique l’objet de I(from), s’il existe, en partageant le contenu et en “translatant” sa description de
I(from) vers l(to).
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In -r from to:
Duplique chaque élément de 'extension de I(from) en partageant son contenu et en “translatant” sa
description de I(from) vers l(to).

mv from to:
Déplace l'objet de I(from), s’il existe, en “translatant” sa description de I(from) vers l(to) (I'identité et
le contenu de I’objet sont inchangeés).

mv -r from to:
Déplace chaque élément de I'extension de I(from) en “translatant” sa description de I(from) vers [(to)
(I’identité et le contenu des objets sont inchangeés).

Les commandes cd et 1s sont celles qui permettent l'interrogation et la navigation. La requéte cd est
simple et intervient essentiellement dans la gestion de la requéte courante. La commande 1s mérite davantage
d’explications. Avec 'option -r le résultat est celui que les systémes d’interrogation donne & une requéte : la liste
des objets satisfaisant la requéte. Sans cette option, la commande 1s a pour but de permettre la navigation,
c-a-d. de permettre la recherche d’objets par raffinements successifs de la requéte courante: un incrément x
permet ainsi de raffiner la requéte courante wq en wqAz.

Mais la nouvelle requéte wgAz peut donner autant de réponses que I’ancienne (pas assez de raffinement) ou
bien aucune réponse (trop de raffinement). Pour éviter ces cas défavorables, on doit poser la condition suivante
pour tout incrément x et pour une requéte courante donnée wq (rappelons que 7(f) dénote ’extension de la
requéte f):

0 C T(wgAz) C T(wq).

On peut démontrer que cette condition est équivalente a
L9 < p(wg) A° p(z) < p(wq).

Cela montre non seulement la pertinence du treillis de concepts pour caractériser la navigation, mais aussi
une certaine nécessité car la condition ci-dessus n’est pas exprimable dans la seule logique £. La difficulté est
ensuite de trouver un ensemble fini d’incréments I'nc qui satisfasse cette condition et qui soit complet, c-a-d. que
pour toute requéte courante wq et pour tout objet o de ’extension courante, il existe un incrément z dans Inc
qui restreint strictement ’extension courante tout en conservant o dans la nouvelle extension. Cette condition
de complétude garantit qu’en utilisant seulement les incréments pour raffiner les requétes, on peut atteindre
n’importe quel objet.

Dans les commandes entrainant une modification du contexte (mkfile, chfile, rm, cp, 1n, mv) le treillis
de concepts est implicitement adapté. En fait, le principe de nos SIL est de fournir des accés basés sur les
propriétés des objets et non sur une structure d’organisation figée, quelle qu’elle soit. Le treillis de concept
n’échappe pas a la régle: il est intéressant pour modéliser et implémenter nos SIL, mais l'utilisateur n’a pas
besoin de le connaitre, ni de le visualiser explicitement. Les seules notions utiles pour I'utilisateur sont les notions
d’extension et de logique contextualisée.

6.2.2 Quelques éléments d’implémentation

Nous n’entrerons pas dans les détails de I'implémentation, car ce n’est pas le propos de ce rapport. Cependant,
nous donnons quand méme une idée de la structure choisie pour implémenter l'interrogation et la navigation
conceptuelles. Toutefois, il faut noter que cette structure n’est qu’une premiére proposition, et il reste a I’évaluer
et & la comparer & d’éventuelles autres solutions.

Un principe de base du shell conceptuel est d’accéder a des objets (et d’effectuer des opérations sur eux)
A partir de formules. Les accés fondamentaux consistent donc & passer d’une formule & un ou des objets et
interviennent dans la plupart des commandes du shell. Il y a deux solutions extrémes pour implémenter ces
acces. La premiére est de ne s’appuyer sur aucune structure et de ré-évaluer ces accés complétement & chaque
fois en se basant sur leur définition. Pour 7(f) (I’extension de f), cela revient & évaluer i(o)l=f pour tout objet
o du systéme, ce qui est inacceptable si on considére que le systéme peut compter un grand nombre d’objets (ex.
plusieurs milliers pour un systéme de fichiers personnel). La deuxiéme s’appuierait sur une représentation du
treillis de concepts. Cependant, bien que ce treillis soit fini, sa taille croit avec la richesse de la logique choisie et
le nombre d’objets et elle devient vite inacceptable. Heureusement, une telle représentation n’est pas nécessaire.

La solution que nous proposons consiste & représenter uniquement un sous-diagramme de Hasse, c-3-d. un
sous-graphe anti-réflexif et anti-transitif, (¥, <) du treillis (infini) des formules (£; |=), ot F' contient au moins
1(O) (les descriptions des objets), T et L (les bornes de £, cf. sous-section 4.1). Pourquoi utiliser un graphe de
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formules plutét que de concepts? Premiérement, ce qui nous intéresse dans les concepts, ce sont les extensions
(rappellons-nous que l’on cherche & passer des formules aux objets), et non les intentions qui peuvent étre
trop compliquées pour étre exploitables (ex. cas ou la disjonction est réalisée par un constructeur). Néanmoins,
n’importe quelle formule associée & un concept par p fait I’affaire pour le représenter. De plus, ’extension d’un
concept est liée & toute formule le représentant, par la fonction 7 qui peut étre définie sans faire intervenir
la moindre notion sur les concepts (Vf € L : ext(u(f)) = 7(f)): le graphe des formules est donc suffisant
pour retrouver les informations relatives aux extensions, et donc aux concepts. Deuxiémement, le graphe des
formules est plus simple & utiliser, car les parameétres des commandes sont des formules et non des concepts,
et & maintenir, car il est stable (il est défini lors du choix de la logique et en particulier par |=), alors que le
treillis des concepts évolue en méme temps que le contexte formel (c-a-d. & chaque fois qu’un objet est ajouté,
modifié ou supprimé). Pourquoi choisir un sous-graphe anti-réflexif et anti-transitif? Cela permet d’éviter les
redondances et d’alléger la structure de données. De plus, on retrouve facilement la relation = a partir de <
(par fermeture réflexive et transitive). Pourquoi F' doit-il contenir i(0), T et 1 ? Les bornes T et L facilitent les
parcours dans le graphe de formules, et les noeuds du graphe étiquetés par les descriptions d’objets permettent
d’y attacher les objets correspondants. Un algorithme permet d’insérer de nouvelles formules dans le graphe
et nécessite un démonstrateur automatique pour la logique £ ; quelques autres algorithmes réalisent les accés
élémentaires du shell par simple parcours du graphe de formules.

6.2.3 Quelques expérimentations

Une application concréte du shell conceptuel a été réalisé pour une premiére expérimentation de notre SIL.
Le domaine d’application choisi est la cuisine, et plus précisément la cuisine vietnamienne. Les objets du SIL
sont donc des recettes, dont les descriptions logiques donnent ses ingrédients (ex. crevette, céleri), le type du
plat (ex. volaille, dessert), les menus composés & partir de ce plat et le nom vietnamien de la recette. Pour
cette premiére expérience, la logique a été choisie simple: il s’agit de la logique & attributs sous-jacente a ’'AC
classique. Ce domaine est intéressant d’aprés nous car il n’existe pas d’organisation hiérarchique des recettes qui
soit satisfaisante. En fait, dans le livre de recettes d’ou nous tirons nos données [RG95], les recettes sont classées
en fonction de leur type (ex. volaille, dessert, etc.). Mais cela ne permet ni de choisir un dessert parmi tous ceux
qui existent, ni de faire des accés associatif tel que la recherche d’un plat & base de poisson et de gingembre.
Le probléme avec ’organisation hiérarchique, ici, est que les relations entre les recettes et les ingrédients sont
trés “croisées”, c-a-d. qu’un ingrédient peut étre utilisé dans plusieurs recettes et qu’une recette utilise plusieurs
ingrédients ; et on observe la méme chose pour les relations entre recettes et menus.

Une base de 101 recettes a été entrée avec une centaine d’attributs. Les expériences que nous avons menées
montrent que, conformément a ce qui était avancé a la section 6.1, 'organisation d’un systéme d’information par
un treillis de concepts permet une combinaison étroite des modes de recherche interrogationnel et navigationnel.
En effet, il est possible de n’utiliser que I'interrogation, que la navigation ou bien toute combinaison des deux,
y compris les entrelacements. Comme l'interrogation et la navigation utilisent le méme langage (la logique £),
Iinterrogation peut étre vue comme la navigation suivant un chemin connu de l'utilisateur, et la navigation
peut étre vue comme de l'interrogation & partir des “suggestions” de la commande 1s. Rappelons que ce n’est
pas le cas dans les systémes hybrides [GJSO91, GM99]. Par rapport aux systémes hiérarchiques, on peut aussi
relever la possibilité pour notre SIL d’effectuer un traitement (ex. déplacement avec la commande mv -r) sur
un ensemble presque arbitaire d’objets (ce degré d’arbitraire est lié & I'expressivité de la logique utilisée).

Du point de vue de I'utilisateur du shell conceptuel, les concepts n’apparaissent pas explicitement, mais ils
se manisfestent néanmoins concrétement. Par exemple, bien que les recettes soient associées en moyenne a une
dizaine d’attributs, nous avons observé qu’il suffit le plus souvent d’en spécifier 3 ou 4 (ce qui correspond a 3 ou
4 pas de navigation) pour accéder a n’importe quelle recette. Les concepts permettent donc de concilier précision
des descriptions d’objets et concision des requétes. Une autre manifestation des concepts est que les ensembles
d’objets que ’on peut manipuler d’un bloc (par les commandes avec option -r, cf. section 6.2.1) correspondent
exactement aux extensions des concepts, car toute formule a pour extension, l’extension du concept qu’elle
désigne (formellement 7(f) = ext(u(f)))-

7 Conclusion

Nous avons montré comment ’ACF peut étre reconstruite quand les ensembles d’attributs sont remplacés
par des formules d’une logique (presque) arbitraire. Un sous-produit de cette reconstruction est la dérivation
d’une logique contextualisée qui ajoute aux déductions qui sont valides dans la logique, de nouvelles déductions
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qui sont valides uniquement pour le contexte formel. Cette logique contextualisée joue le méme réle que le treillis
de concepts et correspond & I’étude des implications entre attributs [GW99a]. C’est la logique contextualisée
ainsi dérivée que nous projetons d’utiliser pour la navigation dans un systéme d’information logique. L’intérét
de ’AC dans ce domaine d’applications est de permettre une combinaison étroite de l'interrogation et de la
navigation : les concepts sont a la fois des requétes et des endroits ou il est possible & la fois de consulter et
d’écrire.

La logique utilisée pour remplacer les attributs est presque arbitraire, mais de nouvelles contraintes portent
sur elles lorsqu’on se place dans la perspective de développer un systéme d’information logique. En effet, les
opérations de base (ex. déduction dans £, calcul de I’extension d’une formule) doivent étre calculables, et
doivent avoir une complexité raisonnable. Par exemple, nous envisageons d’appliquer ’ACL au domaine du
génie logiciel. Dans ce cadre, les logiques de descriptions (DL [Nap97]), qui sont des logiques décidables et
cependant expressives, peuvent étre utilisées pour la gestion de versions et de configurations [Zel98] ; et la logique
des isomorphismes de types [Di 95] peut étre appliquée a la navigation dans les bibliothéques de composants
logiciels 10,

A un niveau plus théorique, deux directions importantes pour de futurs travaux sont la possibilité d’avoir
des relations dans le contexte formel pour structurer ’ensemble des objets, et la possibilité de focalisation offerte
par les vues (comme dans les bases de données, par exemple).
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