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Résumé : Dans cette étude les auteurs s’intéressent au probleme de la mise en correspon-
dance de surfaces. Nous proposons une solution originale pour prendre en compte les grandes
déformations et les changements de topologie. La méthode décrite repose sur le calcul d’une
carte de distances géodésiques sur un graphe de coit. La fontion de colit représente le critere
de mise en correspondance entre les deux surfaces reposant sur le graphe. Ce graphe est
une variété de dimension 3 (ou une hypersurface) plongée dans un espace a 4 dimensions.
La théorie présentée dans ce document est une généralisation de la méthode d’évolution
de courbes géodésiques introduite en 1995 par Kimmel et al. Une formulation utilisant la
théorie des isocontours est utilisée pour décrire I’évolution des surfaces comme des isosur-
faces. Cette formulation, dite eulérienne, procure un shéma numérique stable pour résoudre
les équations aux dérivées partielles. La méthode est appliquée a des exemples montrant &
la fois des petites et des grandes déformations ainsi que des changements de topologie.

Mots-clé : Mise en correspondance, géodésique, fonction implicite, isocontour, algebre
extérieur, opérateur de Hodge.
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Surfaces Matching with Geodesic Paths

Abstract: The general problem of surface matching is taken up in this document. We
propose a solution which handles the case of surfaces displaying large deformation and
arbitrary topological changes. The process described in this work hinges on a geodesic
distance equation for a family of surfaces embedded in the graph of a cost function. The cost
function represents the geometrical matching criterion between the two 3D surfaces. This
graph is a 3-manifold (or hypersurface) in 4-dimensional space, and the theory presented
herein is a generalization of the geodesic curve evolution method introduced in 1995 by R.
Kimmel and al. An Eulerian level-set formulation of the geodesic surface evolution is also
introduced, leading to a numerical scheme used for solving partial differential equations,
which has proven to be very robust and stable. The method is applied on examples showing
both small and large deformations, and arbitrary topological changes.

Key-words: Matching, géodésic, implicit function, level-set, exterior algebra, Hodge oper-
ator.
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1 Propagation de fronts et isocontours

Depuis quelques années, diverses méthodologies du traitement d’images s’appuient sur
la théorie de propagation des fronts [14, 18]. Ces méthodes présentent un intérét particulier
quand elles sont abordées par une formulation de type isocontour (level-set): en effet on
peut en déduire des schémas de résolution des équations de propagation qui sont stables et
efficaces [17]. Cette section rappelle ces deux théories.

1.1 Propagation des fronts

On appelle cette théorie “propagation de front” car elle permet de modéliser des com-
portements comme la propagation d’un feu de prairie (également appelé front de chaleur)
sur une colline. Elle a été développée originellement pour modéliser ’expansion de cristaux
[14].

Soit un contour S paramétré par s et se deplacant en fonction de ¢, et définit par S(s,t).
On s’intéresse & son déplacement dans la direction de sa normale, c’est-a-dire que le vecteur
déplacement 0.5/0t est supposé orthogonal & la courbe (voir figure 1). Plus précisément, si
i est le vecteur unitaire normal au contour S(s,t), on a:

S

¢ (b8) = F(S()(5()), (1)

oll F est la “vitesse” de I’évolution. En général F' peut dépendre de plusieurs parametres
associés a la géométrie de la courbe. On constate que ce type d’évolution peut engendrer des
“repliements” comme l’illustre la figure 2(a). Ces repliements peuvent étre évités en utilisant
une vitesse fonction de la courbure:

%5 t,) = F(s())i(5(2)

comme l'illustre la figure 2(b).

1.2 Formulation par isocontours

Etant donnée une hypersurface T' de dimension N — 1 plongée dans un espace & N
dimensions, il existe une formulation dite “eulérienne”, proposée par Osher et Sethian [14],
pour décrire le déplacement de T'(t) dans la direction de sa normale, & la vitesse F. On pose:

I'(t =0) = {ple(p,t =0) =0}
ol p représente un point de RN et ¢ est définie de telle sorte que:
(P(mat = 0) = +d,

d étant la distance calculée entre p et T'.
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extérieur extérieur

/ —s

Fi1G. 1 — Propagation d’une courbe dans la direction de sa normale

(a) (b)

Fi1G. 2 — Différentes €volutions possibles d’un contour dans la direction de sa normale.
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Dans ce contexte, on peut montrer [17] que I’équation (1) devient I’équation au dérivées
partielles:
Op
— + F|Vyp| =0. 2
2+ FIVyl 2)
Pour certaines formes de la fonctionnelle F' on obtient une équation du type Hamilton-
Jacobi. Cette formulation est appelée “eulérienne” car le systéeme de coordonnées reste fixé.

La figure 3 illustre cette formulation dans le cas de de la propagation d’un cercle.

__level-set ¢ =0

F1G. 3 — Propagation d’un cercle.

1.3 Applications

Les avantages de cette approche sont nombreux. On remarque en premier lieu que le
contour équipotentiel ¢ = 0 et par conséquent ’hypersurface I'(t) peuvent changer de to-
pologie, se rompre ou fusionner et méme posséder des points singuliers. D’autre part cela
permet également de faire les calculs numériques sur des grilles et par conséquent de faire
des estimations des dérivées par différences finies. De plus les propriétés géométriques du
front sont aisément calculables par le biais de la fonction ¢, comme la courbure par exemple.

De nombreuses applications du traitement d’image peuvent tirer parti de ces avantages.
On peut citer des méthodes de reconstruction 3D via l'information colorimétrique (shape
from shading) [11, 13], de morphologie mathématique [16], de contours actifs [5, 2, 15], de
squelettisation [12], ete.

Elle permet également le calcul de plus court chemin inscrit sur une surface [10]. Cette
application peut justement étre utilisée pour réaliser une mise en correspondance entre deux
courbes. Les chemins de mise en correspondance s’inscrivent alors sur une surface de coiit
[4]. Cette méthode est décrite en détail au chapitre suivant, elle y est également étendue &
la, mise en correspondance de surfaces.

RR n° 3842
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2 Distance géodésique sur une surface

Trouver des chemins de longueurs minimales entre deux régions est un probléme bien
connu qui présente un intérét particulier dans bien des domaines (robotique, géophysique,
navigation, etc). En 1995, Kimmel et al. [10] introduisirent une approche originale pour
trouver des chemins de longueur minimale joignant deux courbes tracées sur une surface.
Ce paragraphe rappelle les notions fondamentales de géométrie qui sont nécessaires a la
compréhension de cette théorie, et se termine par une application & la mise en correspondance
de courbes.

2.1 Geéodésiques

On définit une géodésique sur une variété quelconque comme étant une courbe dont la
dérivée seconde est toujours orthogonale & ’espace tangent & cette variété [20]. Dans le cas
d’une surface S C IR?, une courbe paramétrée définie sur un intervalle I C IR par:

g: I—-S§
t— B(t)

est une géodésique de S si et seulement si (ng est orthogonale & S pour tout ¢t € I. C’est-
a-dire si et seulement si (57? est colinéaire & N(B(¢)) pour tout ¢ € I, oi N représente la
normale S au point 3(¢):
’g -
Cr < () 3)
Par exemple, dans le cas ol S est une sphere, les géodésiques sont les “méridiens” qui
s’inscrivent sur S. C’est & dire tous les cercles qui ont pour centre le centre de la sphere,
comme les cercles en rouge sur la figure 4(a). Les cercles déssinés en vert, ou “paralleles”,
ne sont pas des géodésiques excepté I’équateur.
On peut montrer que les géodésiques sont solutions de I’équation différentielle suivante :

&2 g, . dN(B(t) \ < _g
W(t) + <E(t)7 T> N(B(t)) = 0. (4)

Une conséquence importante de I’équation (4) est qu’en tout point p d’une surface et quelle
que soit la direction ¥ choisie il existe une unique géodésique portée par cette direction.
C’est-a-dire qu’il existe un unique intervalle I contenant 0 et une unique courbe 8: 1 — §
telle que:

i\
"
I

f

0]
B(t) est une géodésique,

et si B est une autre courbe 3: I — § vérifiant les méme propriétés alors I C I et § = B;-

INRIA
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(a) Cercles géodésiques (en rouge) et non-
géodésiques (en vert).

(b) En un point quelconque p passe une infinité
de géodésiques.

F1G. 4 — Géodésiques sur une spheére.

RR n° 3842
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L’équation (4) permet de calculer effectivement des géodésiques dans des cas simples.
Par exemple dans le cas ot S est une sphére comme l'illustre la figure 4(b). On constate
qu’en un point donné p il existe un continuum de géodésiques passant par ce point, chacune
d’elles étant déterminée par une direction différente.

2.2 Chemins géodésiques

Puisque S est plongée dans un espace euclidien, elle hérite de la métrique euclidienne
de cet espace ambiant. Ce qui signifie qu’étant donnés p et ¢ € S, on peut calculer d(p, q)
défini comme la longueur du segment de droite joignant p & gq. Il est cependant possible de
s’intéresser également aux longueurs des chemins tracés sur S. Il faut pour cela admettre
que ces chemins existent, c’est & dire qu’il faut supposer que S connexe par arcs. Cette
hypothese étant faite on peut introduire une autre métrique qui porte le nom de distance
géodésique. Soit I = [a,b] un intervalle fermé de R et § : I — S une courbe paramétrée
C! joignant p & q. Soit L(3) la longueur de 3 qui est par définition :

b dﬂ
L = —(t)||dt.
®= [ 15
On appelle la distance géodésique la quantité:
ds(p,q) = inf(L(B)).

Une conséquence du théoréme de Hopf-Rimow-De Rham [19] est que si S est compacte alors
il existe toujours une courbe de longueur minimale joignant p & ¢, et dg(p,q) est alors la
longueur de cette courbe. On démontre que si 3 est une courbe C' par morceaux joignant
p & q telle que dg = L(B), alors 3 est une courbe géodésique. Ce qui permet d’en déduire
qu’un plus court chemin, s’il existe, est toujours une géodésique. On généralise ainsi au cas
des surfaces la notion de plus court chemins, qui correspond dans ’espace euclidien ordinaire
au segments de droite joignant deux points.

Malheureusement, pour trouver le plus court chemin entre deux points sur une surface,
I’équation (4) n’est pas utilisable. En effet on ne connait jamais & priori quelle direction
prendre en un point. Dans une perspective de mise en correspondance on ne peut donc
s’appuyer sur cette équation. La théorie développée par Kimmel et al. permet de s’affranchir
de cette indétermination en calculant des géodésiques sans se préoccuper d’une direction.
Cette théorie est rappelée dans le paragraphe suivant.

2.3 Equation d’évolution de courbes d’égale distance sur une sur-
face

On cherche les chemins, portés par une surface, entre deux courbes de la surface, tels
que ces chemins soient de distance minimale. La théorie développée par Kimmel et al. pour
résoudre ce probleme repose sur deux lemmes qui permettent de démontrer que 1’évolution
d’une courbe le long d’une surface est régie par une équation aux dérivées partielles.

INRIA



Mise en correspondance de surfaces 9

Sur une surface S C IR®, on considére un ensemble ¥ de points tracés sur S. Dans
la pratique ¥ sera une courbe. On considere ’ensemble des points de S situés a distance
géodésique minimale ¢t de ¥ (voir figure 5):

a(x,t) = {plds(p,X) = t}
ot dg(p, X) est la distance géodésique minimale entre p et 3, déterminée par le plus court
chemin, porté par S, partant de p et arrivant & 3. On prend u comme abscisse curviligne

F1G. 5 — Ensemble des points de S a distance géodésique t de X.

de a.

Lemme 1
Pour tout ug fixé, la courbe 3(t) = a(ug,t) est une géodésique.

Lemme 2
L’évolution par rapport au parametre ¢t de la courbe d’égale distance est régie par:
fa = o
— =NQTU 5
5 (5)

_ = Ba 0 = .
ol 7% est la tangente & « c’est & dire 7% = 3%/||3%|| et N est la normale & la surface

S.

La démonstration de ces deux lemmes est décrite en détail dans [10]. Les démonstrations
pour le cas 3D suivent les mémes démarches et sont présentées au paragraphe 77.

Le lemme 2 donne I’équation d’évolution d’une courbe d’égale distance le long d’une
surface S. On se place dans le cas ol S est définie comme un graphe, c’est a dire:

V(z,y,2) € 5,2 = z(x,y).

RR n° 3842
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Si on définit le bord de la surface: {(z,y,2(z,v))|(z,y, 2(z,y)) € 0S5} = a(u,0), il est
possible de déterminer les courbes & distance d: a(u, t)|t=q calculées depuis a(0) en utilisant
I’équation (5). On peut ainsi calculer la carte des distances pour chaque point de la surface.

Néanmoins, la résolution de ’EDP (5) reste complexe et par conséquent I’implémentation
de I’évolution tridimensionnelle d’une courbe reste algorithmiquement lourde. Kimmel et al.
ont donc proposé de ne s’interesser qu’a la projection de 1’évolution de cette courbe sur le

plan (z,y):
Clt)=Toa={(z,y)]| (z,9,2(x,9)) € a(t)}-

Les auteurs utilisent alors une propriété provenant de la théorie de propagation des fronts
(voir chapitre précédent): I’évolution d’une courbe plane n’est déterminée que par sa com-

posante le long de sa normale [9]. On cherche donc & exprimer F' = <ﬁ,1'[ ) (1\7 ® T_;L)>, ol

i = (n1,n2) est la normale & la courbe C.
La surface S étant définie comme un graphe Z(z,y, z), on a:

Z(z,y,2) = {(2,9,2)|z = 2(z, )},
et on peut donc calculer les dérivées: Z, = (1,0, g%) et Z, = (0, 1, %)

Si on pose p = g% et ¢ = %, N la normale au graphe Z peut donc s’écrire:

Zy ® Zy _ (=p,—q,1)

1Z: ® Zyll — \/1+p2+ ¢

De méme, la tangeante 7% 3 la courbe a(u) est défine par:

N=

A= Qy _ (muayuazu)
llawll /22 + 92 + 22
On a
N 1 —qZu — Yu
N+ = Ty + P2y

V140 + @i +y2 + 22 —pu + qTw

donc en projetant sur le plan (z,y) on obtient :

N < 1 —q%y — Yu
To(N@rt) =
( ) \/1+p2+q2\/w%+y§+z§< Ty + P2y )

dou:
F = <7’i,Ho (1\7®Fu)>

(=n1G2y — N1Yy + N2y + N2D2y)
V1+p*+ /el +yl + 22

INRIA
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Par définition (nq1,mns2) = M, donc on a:
VL + Y
o YuQ?u + Yy + T2 + TuPZu
Vi + 21+ 0 + Pk +y2 + 22
0
Or 2, = g—;g—ﬁ + 8—;—3 = pxy + qy, donc:
Fo— _ 20uapry + Yy Yy + 75 + P

V2 + 21+ 9% +¢%\/22 +y2 + 22

_ \/w3(1+p2)+y3(1+q2)+2pqwuyu
(1+p* +¢°) (@} +v2) '

Comme z,, = n2/22 + y2 et y, = —n1+/z2 + y2 on obtient finalement :

n(1+¢%) +n3(1 +p?) — 2pgnins
(1+ P+ qz) (6)

F

= an? +bn3 —cnins

Les parametres a, b et ¢ sont fonctions des seules caractéristiques différentielles de la
surface S et peuvent n’étre calculés qu’une seule fois. Le schéma d’évolution ne dépend alors
que de la paramétrisation de la courbe, qui doit étre recalculée a chaque étape de fagon
a déterminer les composantes (ni,n2). Néanmoins, ces composantes ne peuvent pas étre
estimées avec précision lorsque la courbe devient complexe car le calcul des dérivées est
instable.

L’approche dite eulérienne proposée par Osher et Sethian [14, 17] et développée originel-
lement pour modéliser I’expansion de cristaux, permet de s’affranchir de la paramétrisation.
Elle repose sur la description de la courbe comme un isocontour (level-set) de niveau 0 d’une
fonction ¢. L’intérét principal de cette approche est qu’elle permet de prendre en compte
des compte des changements de topologie. D’autre part, les auteurs fournissent un schéma
de résolution numérique stable pour résoudre I’équation (6) dans ce contexte.

Si ¢ est une fonction telle que C(u,t) = ¢~1(0), on peut écrire:

@f::@fgf4-QfQQ::<V¢,Fﬁ>.
ot Ox 0t Oy Ot
D’alitre part puisque C est défini comme un isocontour, sa normale a pour expression

= _V_&p_) et on obtient :
IVel|

_dp _ | v*so>
= = (Vi FX3
ot <¢ IVel]

F||Vell.

RR n° 3842
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Finalement en remplacant @ = (n1,n2) par ( Lo , by ) on trouve I’équation d’évolution
, Vel [[Vel|
sulvante:
ot = \/ a3 + bl — cpgpy. (8)

Dans [17] Sethian donne une méthode numérique stable pour résoudre cette équation (8).
Elle dérive de celle pour résoudre les équations du type Hamilton-Jacobi et se présente sous
la forme d’un schéma, temporel explicite basé sur une approche par différences finies.

3 Généralisation a une dimension supplémentaire

Dans cette section nous nous proposons d’étendre la théorie proposée par Kimmel et
al. au cas de I’évolution d’une famille de surfaces tracées sur une hypersurface S de di-
mension 3 plongée dans l’espace IR*. Pour cela, il est nécessaire d’introduire une notion de
produit vectoriel dans IR*. Nous allons suivre une démarche générale valable en dimension
quelconque.

3.1 Algebres extérieures et opérateur * de Hodge

Nous donnons dans les lignes qui suivent un apercu de cette théorie. Le lecteur intéressé
pourra se référer & [1] pour un exposé plus complet.

Soit JE un espace vectoriel réel de dimension finie n, et (e1, ez, -+, e,) une base de IE.
On démontre qu’il est possible de construire, pour chaque entier p (0 < p < n) un nouvel
espace vectoriel, dénoté AP(IE) tel que:

— par convention, A°(E) = R et AY(E) = E.

— AP(IE) est ’ensemble des sommes formelles Z @iy iy, eviy Wiy AUy A+ < - U, pOUr des

(i17i27...i}7)
multi-indices (i1,142,---ip) et des coefficients réels a;, i,,...;,, les u;; étant des vecteurs

de .
Les AP(IE) s’appellent les puissances extérieures de 'espace vectoriel IE. Les “produits”
Uiy AUy A+ - u;, sont supposés étre multilinéaires en les variables u;, , u;,, - - -, u;, et alternés,

c’est a dire u;, Auj, A--- Au;, = 0 dés que deux vecteurs sont égaux dans le produit. On
démontre que pour chaque entier p, 0 < p < n, AP(E) est de dimension finie égale &
( Z ) = p'(nniip)' Une base de AP(IE) est donnée par la famille des (e;, Aej, A---Aeg,)
avec 1 <4y <y < ---4p < n. Par exemple, si IE est I’espace R* muni de sa base naturelle
(e1,e2,€3,e4), la base standard de A3(IR?) est (e; Aea Aes, e1 Aes Aey,ea AesAey, ey AesAey),
et celle de A*(IR*) est (e; Aey Aes Aey).

Supposons maintenant qu’un produit scalaire ( , ) soit défini dans IE. On peut alors
construire un produit scalaire { , ), dans AP(IE) par I'égalité:

(ur Aug A --- Aup,wy Awg --- A wp)p = det((u;, w;)) (9)

INRIA



Mise en correspondance de surfaces 13

Comme ( Z ) = ( nqu ), les deux espaces vectoriels A?(IE) and A(®~P)(IE) sont iso-

morphes. L’opérateur * de Hodge permet de construire un isomorphisme “standard” entre
ces deux espaces vectoriels de la facon suivante. Soient A et p deux éléments de AP(IE) et
A("=P)(]E) respectivement. L’image de ) par 'opérateur de Hodge est notée habituellement
), elle appartient & A" P)(IE) et est définie par I’égalité:

AN = (A, p), ,e1NeaA---Aep (10)

Etudions & présent quelques exemples simples. Supposons que IE est 'espace R, et que u
et v sont deux vecteurs de IR®. En utilisant des calculs élémentaires sur les déterminants et
I’équation 10, on montre facilement que *(u A v) est le produit vectoriel habituel des deux
vecteurs u et v dans IR®. Si w un troisieme vecteur dans IR, *(u A v A w) est simplement
le déterminant det(u,v,w), autrement dit le produit mixte de ces trois vecteurs. Prenons
maintenant IE = IR* et considérons trois vecteurs linéairement indépendants u,v et w dans
IR*. On montre facilement que *(u A v A w) possede les propriétés suivantes:

— c’est un vecteur de R* orthogonal & u, v et w;
— la base (u,v,w,*(u Av A w)) est directe;

— ses composantes sont :

U2 us Uy U1 us U4 U1 U2 U4 Ul U2 us
— () V3 V4 , | U1 VU3 V4 , 7| U1 () V4 , 1 U1 () V3
W2 W3 Wy wy w3 W4 wr w2 Wy wy w2 w3

dans la base standard de A3(R4) (avec u = uier + uzes + uzes + uses et de méme
pour v,w) ;

(u,u)  (u,v) (u,w)
—ona|*x(uAvAw)|?=]| (v,u) (v,v) (v,w)
(w,u) (w,v) (w,w)

Cette derniere égalité || *(u A v A w) ||? est particulierement utile, car elle généralise une
formule connue sur la norme du produit vectoriel ordinaire dans IR®.

3.2 Equation d’évolution des surfaces d’égale distance

On conserve les mémes notations que dans les paragraphes précédents, mais les entités
manipulées ont systématiquement une dimension supplémentaire. Soit donc S une hyper-
surface dans IR*, c’est-a-dire une variété de dimension 3 plongée dans un espace i quatre
dimensions. Etant donnée une partie ¥ C S (dans la pratique, ¥ est une surface tracée sur
S), on considere ’ensemble des points de S & distance géodésique minimale ¢ de X (voir
figure 5):

{plds(p,T) = t} = a(x,1).

RR n° 3842



14 E. Huot, H. Yahia, I. Herlin, I. Cohen

Dans cette expression, dg est la distance géodésique minimale sur ’hypersurface S, déterminée
par les chemins de plus petite longueur partant d’un point p € S.

Désignons par a(u,v,t) une paramétrisation locale d’une famille de surface indexées par
t tracées sur S respectant 1’égalité ci-dessus. On cherche & montrer que:

da
ot

oll A désigne le produit extérieur des trois vecteurs N , T4 et 70 sur IR*, x Popérateur de
Hodge (voir section 3.1), 7% et 79 les tangentes & S et N la normale.

On remarque que ’on peut toujours choisir paramétrisation (u,v) orthogonale, c’est &
dire telle que:

:*(1\7/\7'7‘/\7:"’)

<T7‘,73’> =0
oll
e da/du ot = da/Ov
[0t/ Bul| |18/ Bv]|

cette propriété est démontrée dans [8] (page 183).

Lemme 1
Pour tout ug et vg fixés, la courbe B(t) = a(ug,vo,t) est une géodésique.

Preuve On démontre ce lemme en montrant que By est perpendiculaire & 7% et 77, et
x4 - -2 . K ’ . . ’ . N = . N
a (N ATEA T”). La seule possibilité est que By soit colinéaire & N ce qui correspond & la
définition des géodésiques.

1. On a B o
/Btzaza—?:*(]\?/\r_ﬁ/\f{’)
donc
QWL LN\ [12
I8 = ||« (N artas?)

<J\7:ﬁ <J\7,T_ﬁ> <]\7,T-;)>
= 7 NY (7,7 (7% 1)

ALY () ()
_ (R R |y T T
= BN ) ) [T (s
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En effet on a choisit un paramétrage orthogonal de « de telle sorte que <T_{", T_{)> =0.
D’autre part N est le vecteur normal de S, il est partout orthogonal & S et par

conséquent perpendiculaire aux vecteurs tangents de a:
<]\7,T_ﬁ> = <N,T_;)> =0
donc
16:|I* =1

Ce résultat prouve d’une part que t est ’abscisse curviligne de § et d’autre part que:
p g

(But, Be) = <C§T?’§> = <dit (* (KT/\T_ﬁ /\7-7’)) % (1\7/\773 /\7-7’)> =0. (11)

2. On a: p
= -+ -+ -+ Qly,
<_dt (* (N/\Tu /\7—’())) 7Tu> = <ﬂtt7 ||au||>

et
(i (- (Fnrn ).t = (e )

%< i>:i<>}<(JCT/\T_"‘/\T_{’),7'—1">:%0:0
et que

%<at7“3—:||> =%<* (1\7/\7'7‘/\7'7’),7'7’> =0.

La regle de dérivation donne:

oo o) = (oo o)+ oo (o))
dt \ ™" o] | " \Tewll /,
et de méme
4 o) (o) o 2)
dt \"" JJow | " || " \Newll ),/
donc
Oy, Qly, Oy Qy
(o o) = = (o () ) o (o) == (o (). )
[[eval| llewll /4 [ | llewll /4

RR n° 3842



16 E. Huot, H. Yahia, I. Herlin, I. Cohen

On pose g = ||ay||, ce qui permet d’écrire:

(), - 4G
llewll /, dt \ [law|

= Qutg — Qugi
= e
= %Lt_augt
g 92
Donc,
Oéu — aut augt
g, — ay, Qut _
< t (Haun)) < O A >
(o %) - at,a;§t>
= %(ataaut>_;%<*(N/\T7‘/\7—7))77:&>
= %%%(at,at)—%o
11d,
92du
0,
et de méme:
Qy _
Qs \ T 1T = 0.
< t (navn))
Donc

(Bit, 7)Y = (By, 70) = 0. (12)

2 - - S
Cfszﬁ est orthogonal & 7% et & 7v. Il ne reste plus qu’une seule possibilité:

0 < N(F(0), (13)

c’est & dire 3(t) est une géodésique. ]

Soit a(u,v,t) une surface inscrite sur I’hypersurface § C IR* se propageant le long de
laxe t et paramétrée par u et v.

Lemme 2
L’évolution de la surface d’égale distance est donnée par:

%—?:*(]\7/\7:’3/\7'7’) (14)

INRIA



Mise en correspondance de surfaces 17

Preuve
On démontre ce lemme en deux étapes et en s’appuyant sur le Lemme de Gauss.

1. Soit p € S et @ un vecteur tangent & S en p de norme ||w|| = 1.

Soit B¥(t) 'unique géodésique telle que:

Fi1G. 6 — Conséquence du lemme de Gauss dans le cas d’une sphére: localement, les radiales
géodésiques sont orthogonales aux géodésiques {exp,(?) : ||7]| = €}

D’aprés le lemme de Gauss [19] (voir figure 6), les géodésiques radiales y*(t) sont
orthogonales aux géodésiques {exp,, (%) : ||7]| = €} que 'on peut noter a(u,v). Donc,
quand on part du point p les géodésiques radiales sont orthogonales aux hypersurfaces
{exp,(7) : |0l = €} = a(u,v).

2. On veut maintenant généraliser ceci quand on part d’une surface initiale a(u,v,0).

On propage une surface n(p, v,t) & distance géodésique de p € P ol P est ’ensemble
des points situés a distance géodésique dg de a(u,v,0). On arréte la propagation quand
on arrive sur a(u,v,0) au point ¢ = a(ug,ve,0) c’est & dire quand

q= n(,u’07y07d5)'

RR n° 3842



18 E. Huot, H. Yahia, I. Herlin, I. Cohen

Les tangentes 7*(ug,vo) et 77 (uo, o) sont dans le méme plan.

Comme le chemin le plus court qui va de p a q est donné par la géodésique radiale
B(t) = n(p, v, t)|p=po,v=1, €t que d’apres le lemme de Gauss B(t) est orthogonal &
n(p,v,t) le long de p = po, v = vo,

=0 =1
T |t:ds L7 |t:ds,u:uo,V:Vo
et donc
—
7?B|t:ds 17 |u:u0,v:vo-

Donc, le chemin le plus court partant de p pour aller & a est donné par les géodésiques
partant de a(u,v) et orthogonal & 7%, c’est & dire dans ce cas & 7% et 7. Une telle
géodésique est donnée par I’équation:

%% :*(N/\T_{‘/\T_{’)
3.3 Equation de la projection

On aboutit & une équation aux dérivées partielles difficile & résoudre. Nous allons sim-
plifier le probléme en projetant le schéma d’évolution sur un espace de dimension inférieure,
en utilisant un résultat issu de la théorie de propagation des fronts [9]: on suppose que
la direction de propagation est colinéaire & la normale & la surface. Nous supposons que
Ihypersurface S est définie comme un graphe W(z,y, z,w):

W(z,y,2,w) ={(z,y,z,w)|w = w(z,y, z,w)}
et on projette pour obtenir la surface C telle que:

C(t) =Moa={(z,y,2) | (£,9,2, f(2,9,2)) € a(t)} .

On ose'a—w— 8—w— eta—w—r
P '8m_p’8y_q 0z

On veut montrer que

F =\/an? 4+ bn3 + cn? — dniny — ening — fnong
ou 7 = (n1,n2,n3) est la normale au contour projeté C et F' est définie par:
F = <7'i,1'[o* (ﬁ/\fﬁ/\ﬁ)%

7% et 77 étant les deux tangentes & W:

Oy _ (wuayuazu;fu) et 70 = Ay _ (wvaywzv;fv)
lawll /22 + 42+ 22 + /2 laoll /a2 +y2+ 22 + f2

o
T =

INRIA
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N étant la normale & W :
*(Fy NFy AN F,)

N = .
|| % (Fo AFy AF))|
On pose:
_(0x Oy 0z Ow) _
WZ_ (%7%;%7%) —(170707p)
_(0x Oy 0z Ow\ _
Wy_ <5_y’8_y’6_y’8_y) —(O,I;O,Q);
“ Ox Oy Oz 0O
_ (9z 9y 0z ow) _
Wz—<azaazaazaaz) (0,0,1,1")-

Grace aux formules introduites dans la section 3.1, on obtient pour N:

(_p7 —q,—T, 1)
V1+p?+¢*+1r2

L’équation de propagation devient finalement :

N =

pq{ o T, ol U0 Yu|_ 7"4 Yu Yo |_ o Vu Yo|_|Vu W
Zy  Zu 2y 2y Ty Ty 2y % 2y %y
V1+02+ @ +1r2/22 +y2 + 2202 + 2 + 22
_p2 Ty Ty —pq Yv  Yu +rq Ty Ty + 72 Ty Ty + Ty 2y
Z’U Zu Z’U zu yu y’l} zu z’U m‘l} Z’U
oy = VI+ P2+ @ +r2/22 +y2 + 22/02 + 2 + 22
p2 Yu Yv + pr Yu Yo _q2 Ty Ty —gr Tu Tv | _ | Tu Yu
;Eu wv zu Z’U yu y’U zu z’U x’U y’U
1+ PP+ @+ Vol + g + Ve i+

+ un terme qui disparait apres la projection
On obtient, apres projection :

qzufv — qfuzo — TYufo + 1Yo fu + Yo2u
—q2ufo + @fuzo + TYufo + YuZo — TYo fu — Yo 2u
pyuzv - pyvzu — qTyly + Txuy'v + qTy2y — 'rl'vyu

HO(*(J\?/\T_{‘/\T-{’)) - -
V1I+D2+ @+ 1222 +y2 + 22\/a2 + y2 + 22
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On regarde maintenant la projection de oy suivant la normale

1| Yu Yo
n
2y %
Ty Ty v n1
o1 1| Zu Ty
n=— Yu 3 Yo = —-n = no
n Zu Ry
Zu 2y ns
1 Tu 2y
™ Yu Yo
ol n est la norme telle que:
Ty Ty
n = Yu ® Yo
2y Zy

Le produit scalaire est donc:

F=(Moaw,n)=
nin(=1—7> —¢*) + nin(=1 —r> — p?) + n3n(-=1 — p* — ¢°) + 2n1nanpq + 2n1n3nTp + 2nn3N7Tq

VI + @+ 1202 +y2 + 22/a2 +y2 + 22

On sait que:
<7—u77—v> =TyTy + Yulo + 2u2e + fufo =0,

donc on pose:
A = (o +y, +op + 2 f)(@ +yp 2y + 2 f7)
(@ +va + 2%+ 2 L) (@ + 9 + 20+ 2 fy)
— (ZuZy + YuYo + 2020 + fufo)” -

on sait aussi que:
fu = DTy + qyy + 72y et que fy = pxy + qYy + T2y
On pose également :
B = nin(1+7r2+¢®) +n3n(1 +72 4+ p?) +n2n(l +p* + ¢?)
On peut alors remarquer que:

A—B = 2pgninaon® — 2prninsn? — 2qrngnsn®

2
= (Vi+P+@+rV/a+i+a/a+y+4) - B,

donc

(VIFP @+ P BT B+ AVE T B+ 7 =
n(ni(1+71%+¢*) +n3(1 472 +p) + nd(1 +p* + ¢*) — 2ninapg — 2nim3Tp — 2n2n3Tq)
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on obtient :

F o= A+@+r)n? + A +p* +r)n3 + (1 + p? + ¢*)n? — 2pgnins — 2prnins — 2grnans
1+p° +¢* +1r?

2 2 2
\/anl +bnj +cng —dning — enyng — fnang

avec
(

1_|_q2_|_,r.2
0= ——F—>5—>
1+p*+¢*+1r?
_ 14+pP 4+
- 1+p2+q2+7.2
o 1+p2+q2
1+p?+¢*+1?
d= 2pq
1+p? +¢*+r?
2pr
e=—————-—
1+p2+q2+7"2

f= 2qr
L7 1+ P+

3.4 Formulation implicite

De la méme fagon que dans le cas 2D on utilise une approche eulérienne, la surface C
est définie comme une isosurface de niveau 0 d’une fonction potentielle différentiable ¢ de
R® > R:

C(u,v,t) = ¢ (0)

telle que ¢ soit négative a l'intérieur et positive a ’extérieur de la surface d’équipotentielle
0. La regle de dérivation permet d’obtenir :

0 Oy 0 Oy 0 Oy 0
dp _0pdx  0pdy  pdz

= . X2 (N, Fit) = F||V|.
ot  Or dt | Oy ot | 8z ot <V‘P’ ”> Vel

Cette formulation par isocontour permet d’obtenir ’équation de I’évolution des surfaces C
le long de ’hypersurface définie comme un graphe W :

2 2 2
o _ [00° 00" 00°_ 00dp  0v0p 090y

ot \| oz dy 0z 0r 8y  Ox Oz Oy 0z (15)
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3.5 Résolution Numérique

On peut utiliser une méthode de résolution du méme type que dans le cas 2D. 1l s’agit
d’un schéma temporel explicite ou les gradients spatiaux sont estimés par différence finie et
avec ’aide de la méthode du minmod.

L’approche du minmod permet de bien encadrer l’estimation de la dérivée et ainsi de
garder un controle sur la variation de la solution. La fonction minmod est définie par:

sign(a)min(|al,|b]) sia<b
0 sinon.

minmod(a,b) = {
Les gradients spatiaux sont ensuite estimés en utilisant les équations suivantes:

ww(ihz,]’hyakhz) = miand(D+(p(ihw7jhyakh )7 z ‘P(ihwajhy,khz))
@y (ihg, jhy,kh,) = minmod(D] ¢(ihe, jhy,kh,), D y —@(ihg,jhy, kh;))
@2 (thg, jhy,kh,) = minmod(Dj’go(zhw,]hy, kh;), D, ¢(ihg,jhy, kh;))

olt h, et hy sont les pas de discrétisation spatiaux; D et D} (respectivement D, D;' et
D, DY) sont chacune les dérivées & gauche et & droite dans la direction z (respectivement
y et z), et elles sont définies par:

D p=
2 ¥ e

R oli 1
Dty = P3:H) hcp(z .3, k)

Néanmoins, il est montré dans [16] que 'utilisation de cette méthode ne permet pas une
estimation correcte de la norme des normales dans le cas d’une singularité de la solution. Pour
estimer les carrés des dérivées partielles on utilise alors une autre méthode d’approximation :

= (max(DF (i, j, k), —D7 ¢(i, j, k), 0))?

2

2 0

§ = (max(D; (i, j, k), =D, ¢(i, 3, k), 0))?
2 = (max(D7 (i, j, k), =D (i, j,k),0))>

€. 8.6

De ces différentes approximations on peut déduire la version discrete du schéma d’évolution
de ’équation de propagation (15):

"t = ¢!+ [a(max(D}e!,—D;¢!,0))’
+ b (max (D] ¢ ,—Dygo , ))2
+c(max (D+(p y T z (P 70)) (16)

— d minmod (D+cpt, D, ¢") minmod (D} ¢!, D, )
— e minmod (D} ¢t, D, ¢') minmod (D} ¢?, D, ¢t)
1
— f minmod (D} ¢*, D, ¢') minmod (D} ¢ ;cpt) 12 AT,
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oll 7 représente le parametre de relaxation du systeme. La convergence vers une solution
stable est assurée des lors que la résolution temporelle A7 et les résolutions spatiales hy, hy
et h, satisfont la condition de Courant-Friedrish-Lewy [6]:

1
A< ———— 17
~ min(hg, hy, h.) (17)
En pratique, la résolution spatiale est donnée par celle de I'image et la résolution tem-
porelle déduite de maniére & respecter I’équation (17).

4 Application a la mise en correspondance de surfaces

La méthode présentée aux paragraphes précédents permet de calculer la propagation
d’une surface le long d’une hypersurface et ainsi d’obtenir une mesure de distance géodésique.
Comme Cohen et al. 'ont proposés dans le cas 2D [3, 4], on en déduit une méthode de mise en
correspondance en calculant des chemins de cofit optimal entre deux surfaces. Nous désignons
par S et D les deux surfaces représentant les structures & mettre en correspondance. Pour
réaliser la mise en correspondance de S et D, il est nécessaire de définir:

1. o et Yo les deux fonctions représentant les courbes S et D a l'instant 0,

2. le graphe W sur lequel la carte des distances géodésiques sera calculée et qui corres-
ponde a une mesure des similarités entre S et D.

4.1 Initialisation

On définit les fonctions implicites g et 1y, permettant d’initialiser I’algorithme de calcul
de ¢ et Y. Pour cela, on utilise la distance euclidienne d que 'on peut calculer par exemple
en utilisant la méthode de proposée par Danielson [7]. On doit également s’assurer que g
(respectivement 1)) soit positive & 'extérieur de la surface S (D) et négative & 'intérieur.
On introduit donc:

—d(z,y,2) si(z,y,2) € intérieur de 9031(0)
oo(z,9,2) = 0 si (2,9, 2) € g5 (0) (18)
+d(z,y,2) si(z,y,2) € extérieur de p; ' (0)

La résolution de ’équation (15) donnée par le schéma (16) en respectant la condition
(17), permet d’obtenir ¢ et 1. On en déduit les cartes de distances géodésiques Ds et Dp :

DS = {(m,y,z,cp(:c,y, Z))}

et
-D’D = {(maya Zalb(%ya Z))}
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Les chemins géodésiques minimaux connectant les surfaces S et D sont obtenus en minimi-
sant la fonction de cofit f:

f(z,y,2) = o(z,y,2) +P(x,9, 2)

le long de chaque chemin. Ce qui revient a calculer les chemins p tels que:

%(w,y,z,s) = _v(90+¢) (19)

(z,y,2,0) = (2,9, 2)

ol s est ’abscisse le long de p.

4.2 Définition de I’hypersurface de coit

Le graphe W utilisé pour 1’évolution des courbes doit étre le méme pour ¢ et % afin
d’obtenir une mesure de la similarité basée sur les cartes de distance. Il doit étre tel que les
deux courbes g et 1 soient des level-set de ce graphe. On se propose d’utiliser deux types
d’hypersurfaces de coiit, 'une ne s’appuie que sur la distance euclidienne, c’est une mesure
de “I’éloignement” entre les deux structures, l’autre incorpore les propriétés géométriques
des surfaces & mettre en correspondance en utilisant la notion de courbure moyenne.

1. On peut définir une hypersurface de coilit simple uniquement basée sur la distance
euclidienne au contours. On définit W telle que:

w (fE,y, z,w(x,y, Z)) = (m,y,z,min(|<p0|, |¢0|)) (20)

2. Dans une perspective de mise en correspondance plus proche des réalités physiques des
deux surfaces, il est intéressant de pouvoir s’appuyer également sur la conservation de
certaines propriétés géométriques.

On peut définir [8] la courbure normale maximum k; et la courbure normale mini-
mum Ko correspondant chacune aux directions principales en un point p d’une surface
données par les vecteurs propres de la matrice fondamentale de la surface en p. On
appelle ces deux courbures les courbures principales. On peut en déduire une définition

de la courbure moyenne & :
_ K1+ Ko

T2
Un des avantages de la formulation par level-set est que la courbure moyenne est
donnée par une équation simple [17]:

(‘Pyy + ‘PZZ)(Pi + (Pzz + ‘Pzz)‘PZ + (Pzz + ‘Pyy)‘Pg — 2020y Pay — 2029200z — 20y P2 Py

(2 + @2 + 92)*/
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On utilise un critere d’appariement p:

Ax?

p(Ak,d) =1— 1T #anjo

ol o est la taille du voisinage a prendre en compte, d la distance euclidienne et Ak
I’écart entre les courbures moyennes Ak = ks — kp :

Ax?

AR d) =1 = Ty

On définit le nouveau graphe d’hypersurface:
W (z,y,2,w(z,y,2)) = min (Jpo|p(Ak, o), [to|p(Ak, %)) - (21)

4.3 Application

On applique cette définition sur des exemples synthétiques.

La figure 7 illustre la mise en correspondance de deux spheres mais qui sont excentrées
en utilisant la définition du graphe W donné par I’équation (20). Les chemins sont colorés
par la distance & la surface de destination (ici la sphere verte). On remarque que de part la
forme de ’hypersurface de coiit, basée uniquement sur la distance séparant les structures, les
chemins correspondent ici aux plus courts chemins au sens de la distance euclidienne dans
IR?, ainsi les chemins qui partent de la sphére rouge au niveau de la fleche sont quasiment
tangents & la surface de départ.

On utilise également le graphe (20) cas d’un changement de topologie, deux spheres
fusionnent pour devenir un ellipsoide. La figure 8 illustre la construction des chemins de
mise en correspondance partant des spheres rouges. La couleur des chemins est en relation
avec la distance & la structure d’arrivée (ici plus ils sont bleu foncé, plus ellipsoide est
proche). En augmentant le nombre de points de départ et en tragant les trajectoires depuis
lellipsoide, on peut mieux se rendre compte de Peffet du changement de topologie.

Dans le cas ou les déformations entre les deux surfaces peuvent étre localement de faible
amplitude, on utilise le graphe donné par ’équation (21). La figure 10 illustre le résultat de
la mise en correspondance de deux surfaces synthétiques.

5 Conclusion

Ce document propose une nouvelle approche pour mettre en correspondance deux sur-
faces arbitraires de IR®. Elle utilise une généralisation d’un schéma d’évolution de courbes
basé sur la distance géodésique, et repose sur le développement d’une équation de pro-
pagation de surfaces pour des variétés d’ordre 3 plongées dans R*. Pour cela, elle utilise
lopérateur de Hodge. Ensuite, en s’appuyant la théorie de propagation des fronts, I’équation
de la propagation est réécrite en utilisant la formulation des isocontours (level-set), qui four-
nie les algorithmes stables utilisés pour résoudre numériquement cette équation aux dérivées
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Fi1G. 7 — Mise en correspondance de deux spheéres excentrées.
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FiG. 8 — Mise en correspondance de deux spheres avec un ellipsoide.

F1G. 9 — Mise en correspondance de deux sphéres avec un ellipsoide, autre visualisation.
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Fic. 10 — Mise en correspondance de deuz surfaces subissant une déformation.
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partielles. Grace a cette formulation on calcule facilement la courbure des surfaces et on peut
gérér les changements de topologie. On calcule ainsi, une carte de distance sur une hypersur-
face de coiit. La méthode de mise en correspondance consiste & utiliser cette distance pour
calculer les chemins optimaux entre les deux surfaces. Les chemins optimaux minimisent un
critere de cout qui est formalisé explicitement par la définition de ’hypersurface de cofit.
Cet formulation confere a cette méthode de mise en correspondance un aspect trés général,
en effet la définition de ’hypersurface peut inclure un grand nombre de propriétés. Les pro-
priétés utilisées dans cette étude sont la distance et la courbure, on peut ainsi gérer a la fois
les changements de topologie et les grandes déformations, tout en restant efficace dans le
cas de déformation plus faible. Une extension de ce travail pourrait étre d’incorporer dans
la définition de I’hypersurface des informations supplémentaires, comme par exemple une
connaissance a priori de la déformation. D’autre part, 'utilisation de 'opérateur de Hodge
pour définir I’équation de propagation de surfaces devrait permettre une généralisation aux
dimensions supplémentaires. Cette généralisation permettrait de proposer une méthode de
mise en correspondance tres générale qui permettrait d’apparier des objets tridimensionnels
pourvus d’attributs (comme la couleur ou la texture par exemple).
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