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 �$�f���£{�����~%���¢���R�*¾T��{}���&� � ��������¬��R�@�Ã���&�£�7����¬��R���
��{¤�����e�}�}��� � �}����É}���&~ Ék�Z�����f�7�����}¯i����~��}�������¤�&���T�¢���i��{}�Ç»¤�}� � ��� � ��{}���¢�����¤�����}���²�RÂJ�¤���������¤�����p� � �£�¢�
�¢���&� E�Ê¢�¢����¯�¯e�&�¢Ë�I4EÈ�R��ºÈ���£�����}¯Ç��{}��� � {}�R���R�¤������ºm��{}��»T�}� � ���Ç��{¤���¢�����¤�a���}����¼!�Ã��{i� �E��¯��£���}¯e�½~��}�������}�����&�
���f�£{}�}��ÂJ�}��I�¾¤��� � �����%���R�&��� � �����&�����$���&�&���}�J�£�\ºÈ�e�(��{}� � ��ºÈ����~Ç�7�����e�5��ºE��{¤��¯���� � Æ
� ���T���&���}���}¯���{¤�����e�}�}�����}¯r¼!����{ ��{}�²��� � �T��� � ÄfÀ�~%� � �&�n¾m¼¿�²{T�x¬��Ç���e�¤�¢� � �R��� � �i� � �&�¿� � �R��������É^� � ���
���R�a�����e�²�}Æ[MX�Å{¤�x¬��!~Ç� � �N���¤�¢�¿�e�}�$���}É�ÖV�Ã���&�£�7�������%É^����¼Ì�&�R�rÄRÀ3��� � ��À&Eg©�À4Ib~-� � �R�^���\�R�e�£{-����~-�½�����&�*Æ
M ��{¤�x¬��4�}��������� � ��{¤�7�½��Ê�É}�������4ºÈ���£���aË4��~%�^�e���Ã�����e�r��ºm��{}�������J�����k�}��������º���{}�������R���¥�R���¤���R�(�k�}~%�R�����&���
���¤���£��É}�����Ã���e¾N�}���eÉ¤��É¤��� ÉT�f�&���¤�¢����º!��{¤� � ���������&�¤���¤���X���v��{}���������¤�����}�£���¿���x¼@���¤��� � ���p��{}�²��¼Ì�i~%� � �&���&Æ
z({}�5~%���¢���&�-���-���������(�Z���}É����R������º@���k¬��f������¯J�7�����e�*Æ ¹ �e����{¤���&��~%�}���£�7�������T��¼Ì�5�����²¯e�����}¯r���Z�������T������������¾
¼Ì��{¤�x¬��½���R������� � ��{}���&���¤�¢���£�����J�(�e����{}���&���J�����k�}�Ã������º �<ÉJ��� � �e�������}¯T¾�������{¤��©�À �R������¾���{}����É¤������É}���}¯
É^���}� � ���������e� � ���������¤��E�ÄR� IÎÖ@E¢Äf®1Im��� � ¾����-��{}�@�eÀ��&������¾��¤�7���}�����kÉT�e�}� � �������&��� � �Ã�����e�¤�=������{}�(�������¤��¬��&�£�����
� ���¢�¤���e���&~%�R�e�fÆ

� " 
�?A�('m�+CÌ��� '=�!/E
��£��/1���5� ?A�Ç�5�!� ��/�/E�!/�/�?A�!���

M ��¼!�����*�}���R���&�J�(��¼¿�-�k�}~%�&�����R���P���R�¢���RÆ
� Ð ³R´J` �=�b���R�����}���4�}�¤�����������Ç���e~%�}�������J�!¬��f�����&�
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ÍÎ�Ç��{}�4©�À �R������¾J¼¿�Å{¤�x¬��Å�����T�¢� � �&��� � �����f�a�£���}¯e�}����� � �e~%��������º*{}�R��¯e{e� - W�� ��� � ���R�}¯���{�� T � W�� Æmz({¤�
»¤�}� � ���(���}�����������������Ì���R�¢�!��� � ���5�7¬��&�Ì�}���R���¢�¤���Å��º¿Äx®7~%~gY@¯�E � L - ; � � ����� 
 < W�� # I¿{¤���ÌÉ^�&�R����~%�T�J�¢� � ���
��{¤�@���¤���&�\ºÈ���Ì­}Æ ­�­J®Å���R�&��� � �&Æ=z({}�@¬k�����&�e���Ã������ºP��{}�@»¤�}� � ���\�RÂJ�¤�������>; < ; � � = � ' 
 �J¾7����� � �&�T�¢��������� - � < W�� 2 ¾��{¤� :b�e�}�}¯-~%� � �}���T�(��º*��{}���������¤�����}���½���(�fÂe�T���^��� ; <�� � L - ;
	 � ����� 
 < W�� # ¾��Ã�£�(�=�������������&�k� >²�����&�J�(���!­¤Æ ®}¾
����� � �R�¤���Ã���²��� - < - � < W�� 2 ��� � �����Ì��{¤���@Jk�}�f���(���{; < - W�� Æ
ÍÎ�%��{¤�@��À3�R������¾��e�}�\�&��~%�}���£�7�������%{¤�e�NÉ^�&�&�Ç~Ç� � �!���Ç�����k����� � �����&��� � �e~%�����%��º^�£� � ���¤�7� z TV; < � W������ ����&�}¯���{ � T � W�� ¾}¼!����{���{}�4ºÈ�������7¼!���}¯Ç�}{k�������R���,�¤������~-�&���R��� �m»¤�}� � ¬J�������e�������%�U; < ; � = � ' 
 �J¾J»¤�}� �r� �&�¤�������%�- � < W�� 2 ¾!:b���}�}¯4~%� � �}���¤�b��ºT��{}�@�¢�����¤�a���}����� � L - ;
	 � ����� 
 < W�� # ¾e�m�e���������%���k� >²�����&�J�N��; < � ��� � �¢�����¤�����}���� �R�¤�¢�����c� - < � � < W�� 2 Æ 
 ¯e�����*¾E���Z�7¬e�&��Ön�}���R�����}������ºÅÄf­�~%~gY@¯UE - < � � � �dL - ; � � ����� 
 < W�� # IÅ���4��~%�T�J�¢� � �����{¤�����}�����!ºÈ�e�@­}Æ ­�­J®����R�&��� � �RÆ
M �-{T�x¬�� � ���¢���¢��~��¤������� � ��{}�-»¤�¤� � ÖÎ�¢�����¤�a���}���%���J���&�£�����������X~-� � �R�N¼!�Ã��{}���}�����k�i�����¤�}�����}¯�¼!�Ã��{ ��{}��ÄRÀ
��� � �¤�&� � ~%� � �R�gÆmÍÎ����{}���=�R������¾x�¤�7���}�£���JÉT�e�}� � ���������e� � ���������¤�EºÈ������{¤�¿»T�}� � EÈ�nÆ �eÆ��k�}���k�}����~Ç���J�������f���@I,{¤�x¬e�
É^�&�&����~-�^�e��� � ������{}�4���}�������RÆ ¹ ��¯��}���R�¿�%��� � ®���{}�7¼���{}�$»T�}� � �}���R���¢�¤���½��� � ��{}� � �e~%����� � ��ºÈ�e��~Ç���������
���²��{¤�½�eÀ ��� � ��{¤�4©�ÀÁ�R�����@���R���T�f�a����¬��R���eÆ ¹ ���¿��{}�4����J��$��º��&������������¾e��{}� � ���¢�¤���e���&~%�R�e�£�\��{}�7¼!�²��� ¹ ��¯��}���
�Ç�����4~%��¯��}� � � � Ék����ºÞ�������e��ÄR­}Æ

 �}���f�����}����¼(�x¬������½¯��R�}�&�£�7��� � EÈ����¯e����{}�&�4¼!����{ � � �&ºÈ����~%���������i¼(�x¬��-�7�½��{}�%����~%��¬e�&����������� I�¾P¼!{}���£{X���
����»¤�f�a��� � ������{}�r���}�¢»¤�7¼1���R���������*Æ �k�¤�£{ � ���&»¤�R���������v���Ç�����R������� � �J�¤~-�R�����&���!�¢� � ��ÖV�+YP�R��� � �}����� ��{¤�
É^���}� � ���������e� � ���������¤�(��~%�T�J�¢� � ���!��{}���e���¢»¤�7¼�Æ
ÍÎ� ¹ ��¯e�}���R��¨i��� � �5¼¿�Ç{¤�x¬e�²���e�¤�¢� � �R��� � ��{}�����e�}�}�����¤¯r¼!�Ã��{ ��{}�iÄfÀ���� � �T��� � ~%� � �&�¿�7����{}�²���}�¢»¤�7¼
���R�a�����e�*Æ[Y@�R���½��{¤�½����»T�R�a�����e�¤�(�����Å¯e���f�7�����Ç��� � �T��� � É^�R�&���¤���$��{}�4�}���f�����}���Å¼(�x¬��Å���!ÂJ�}�����4¼Ì�&���*��É¤������É^� �
Ék�Ç��{¤�ÇÄRÀ ~%� � �&�nÆ
� Ð ³R´�H �=�b���R�����}�����¢���R�����r�%����~%�}�������J�!¬��R�����&�^Ö\�&�������(���¤�����������
M �r{¤�x¬��r���e�¤��� � �R��� � � ���R�������¤¯��}����� � �e~%�����F� T � ; 0 - �  ��(� ;90 -  V¾ � ��¬k� � � � ���J��� ��¼Ì� ���}É�ÖV���R�a�£���}¯e���f�� ! T � ;90 �  
��� ; 0 -  ���� � ��#dT � � 0 - �  �� � ;90 -  nÆ MX��{¤�x¬�������~��}���7��� � ��{}�-©�À »T�}� � �������¤�����}�������e���&�£�����������
�}����É}���&~ ��� �1¼!{¤�&� � �}���R���¢�¤���i�¢���R����º � ;�;f; � ����� 
 < W�� # ¾
$c.�: ;¤¾Ì���²��~%�T�J�¢� � �7�²��{}�i���}�����5�e���
»¤�}� � ���}�������������Z�7�4���f���fÆ �E���S, *	0 =c4$É^�-��{}�%�k�}~%�&�����&���N���������������X��É��£�����}� � ºÈ���½��{¤��»T�}� � Æ'M �%{¤�x¬�����{}�R�
���e�¤��� � �R��� � ��{}�-»¤�}� � ÖV�¢�����¤�����}�����¤���eÉ}���R~ ��� �{!x¾������¤�}��� � ¼!����{X��{}��ÄfÀ ��� � �¤��� � ~%� � �&�b���4��{}�%���}�������R¾
¼!����{X��{}�Ç����~%�-�&��� � �Ã�����e�¤�4�7�½��{}�%���}���&�RÆ-z({}���k�}~%�R�����&���=�������������e�Z��É}�������}� � ���i��{¤�����R���������½��� � ���R�7��� �
���d,/*�!(0 = !�4aÆ�M ��{¤�x¬e�½�&��~%�¤����� � ��{}�R����{}�4��¼Ì�-�������������e�¤�(��� � ��~Ç�����5�{!xÆ ¹ ��¯��}����§���{}�7¼@�Ì��{¤�½���&���7����¬e�
�&�������(���5��{¤�+� # �}�e��~�É^����¼Ì�&�R����{}�4��¼Ì�%�������������e�¤�&¾��nÆ ��Æ

��� T ��= P+= !�� � � ��� : ���= � � � ��� : � 0 ��� T �
*5P�*[!-� � � � � : ��
*
� � � ��� : � <
�Ì����{r�&�����e���(���������R���(��{}�R�Z©�Æç®���Æ z({}�&���@�^�R��J��@�&�������f�¢�^��� � ���Ç��{}�����¤�¢�����J�Å�7�$¼!{¤���£{���{¤���}���R���¢�}����¼(�x¬��
���R���£{¤�R�¿��{}���e���¢»T�7¼ ���R�a�����e�5��º��{!�Æ
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Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

time = 0.004 s

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

time = 0.01 s

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

time = 0.014 s

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

time = 0.02 s

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

time = 0.026 s

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

time = 0.034 s

¹ ��¯e�}���r�9�Z�¤���f�����}�����¤�}�����r�&�J���&�����}¯p���²��{¤� ��� e6�(' ��� � {}��~%��¯e�&�}�R���¤�Ç $�&�}~Ç���}� ���e� � ���������¤�²���²��{¤�
�!
 � e6�(' �b�eÀ �¢��~��}���7�����e�5¼!����{i�k� \ � z!¡�Z$� Æ¤z({¤� � �����}�������R~%�&�J�!��ºm��{}���¢�����¤�a���}���4{¤�e�(ÉT�R�&��~Ç��¯e�}� � � �
Ék����ºÞ����������Äf­
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.UT - � 


.UT � � 


.UT -&- � 


.UT - � � 


.UT�� - � 


.UT�� � � 


-25000.00 -12500.00 0.00 12500.00 25000.00

¹ ��¯e�}���Z® �Z�¤���f�����}�����¤�}�����r�&�J���&�����}¯p���²��{¤� ��� e6�(' ��� � {}��~%��¯e�&�}�R���¤�Ç $�&�}~Ç���}� ���e� � ���������¤�²���²��{¤�
�!
 � e6�(' &T©�À �¢��~��¤�����������*Æb�k�e���������e�¤�!�R¬��&��� � � 
 Æ
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�� ��� % ���+���P����� ��� 
8��*-�/�7*R���8�

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

1D hyperbolic model

time = 0.004 s

Coupling with

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

1D hyperbolic model

time = 0.01 s

Coupling with

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

1D hyperbolic model

time = 0.014 s

Coupling with

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

1D hyperbolic model

time = 0.02 s

Coupling with

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

1D hyperbolic model

time = 0.026 s

Coupling with

Pressure

17000.000

14200.000

11400.000

8600.000

5800.000

3000.000

200.000

-2600.000

-5400.000

-8200.000

-11000.000

1D hyperbolic model

time = 0.034 s

Coupling with

¹ ��¯��¤����¨ �b�&���}�¤�����}¯Ç��À¥�k� \ � z!¡�Z$� ����~��}������������¼!�Ã��{���{}�ÇÄfÀ ��� � �¤�&� � ~-� � �R�
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-25000.00 -12500.00 0.00 12500.00 25000.00

¹ ��¯e�}��� � �b�����¤�}�����}¯²©�À��¢��~��}���7�����e��¼!����{���{}�%ÄRÀ ��� � �T��� � ~%� � �&�q&¤�����������������&¬e�&��� � � 
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0 5 10 15 20 25 30
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

time step (in ms)

L2  r
el

at
iv

e 
er

ro
r

pressure
velocity

¹ ��¯e�}���-§9�$���&���7����¬����&�����e�$��� � # �¤����~ ÉT����{iºÈ�e�4�}���f�����}������� � ¬e�&���k�&�Ã��� � �&� � ¾,ÉT�&��¼¿�R�&�X��{}�%���������������X��º
��{¤�����e�}�}��� � ©�À�OkÄfÀ¥~%� � �&�m��� � ��{}���������������e����ºN��{}��»¤�}� � ÖV�¢�����¤�����}�������e���&�£�������������}����É}���&~ ���r�Ç¬e�R���¢�R�
��º � �e�}É}���½���&�¤¯���{EÆ

� 	����DCÌ��
�/E������/

ÍÎ� ��{¤���5¼¿�e�RJL¼¿�Z{¤�x¬��i��{}�7¼!�9��{¤������{}�Z���e�}�}�����¤¯pÉT�&��¼¿�R�&� �p�eÀ »¤�¤� � ÖÎ�¢�����¤�a���}���Z~-� � �R�Å��� � ��ÄRÀ
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