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Gradient-free shape optimum design in aerodynamics by
simultaneous solution

Abstract: Shape optimum design in aerodynamics requires the use of algorithms
(ajdoint state method) and/or tools (automated differentiation) which could proved
to be expensive in (engineering and computing) time or in memory used for compu-
tations. A first approach consists in trying to improve their efficiency. The use of
methods such as the simultaneous solution (One-Shot) and/or the multilevel method
can improve it. While preserving these approaches, we present an optimization
method in which an approximate gradient of the cost functional is computed by di-
vided differences. The obtained algorithm is applied to solve two-dimensional inverse
problems.

Key-words: Euler equations - Navier-Stokes equations - shape optimum design -
hierarchical method - multilevel method - One-Shot method - divided differences
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4 C. Held

1 Introduction

L’optimisation de formes en aérodynamique représente une préoccupation tech-
nique importante dans l’industrie aéronautique depuis de nombreuses années. Le
sujet motive la mise en place de programmes coopératifs technologiques tels que les
programmes européens EUROPT [Beu94| et ECARP [PBC*98], qui ont pour but
d’associer chercheurs et industriels afin de mettre au point des méthodes de plus en
plus performantes et utilisables dans le milieu industriel. Les principaux problémes
abordés concernent le comportement des ailes d’avion dans les différentes phases
d’un vol: les performance en régime de croisiére (ces travaux d’optimisation de profils
peuvent s’effectuer en présence de nacelles, qui peuvent également étre optimisées),
les performances au décollage en configuration d’hypersustentation (recherche de la
portance maximale et d’une trainée la plus réduite possible).

Avec le progrés de la prédictivité des modéles aérodynamiques complexes, et pour
certaines étapes de I'optimisation de formes, I'ingénieur souhaite désormais délaisser
les modéles simplifiés (potentiel linéarisé) pour utiliser des codes Navier-Stokes pour-
tant beaucoup plus coliteux, en conjonction avec des démarches issues du controéle
optimal. Si cette stratégie a été proposée assez tot par 'INRIA [Pir76], elle n’a
connu de véritable essor que quelques années plus tard [Jam88|. Parallelement, les
algorithmes d’optimisation sont devenus de plus en plus sophistiqués, remplacant
l'utilisation de différences divisées utilisables pour un petit nombre de parameétres
de controle par des méthodes de gradient utilisant un état adjoint. En particulier,
depuis quelques années, l'arrivée de techniques de différentiation automatique de
logiciels facilite progressivement l'utilisation de telles méthodes [Moh97]. On peut
également utiliser 1’approche de résolution simultanée ("One-Shot") introduite par
Ta’asan [Ta’91| pour résoudre simultanément le probléme d’optimisation et la réso-
lution des équations de mécanique des fluides associées (par exemple dans [MB93]).
Cette approche est intéressante car on peut obtenir la solution optimale pour un
colit inférieur & N analyses, N étant le nombre de paramétres de contrdle, ce qui
permet d’utiliser des analyses de plus en plus cotiteuses et d’augmenter le nombre
de paramétres de controle.

Pourtant, bien que ces méthodes soient de plus en plus utilisées, elles ne sont pas

toujours pratiques. Il existe donc toujours un besoin de développer des approches
"sans gradient" efficaces.

INRIA



Optimisation de formes sans gradient par résolution simultanée 5

Le but du présent travail est d’évaluer les possibilités de la résolution simultanée

quand on ne dispose pas d’un gradient analytique. L’enjeu est de pouvoir réaliser
des calculs d’optimisation efficaces sans avoir préalablement calculé les dérivées liées
a un modéle numérique. Il faut donc remplacer le gradient de la fonction cotlit par
des différences divisées. Or l'idée de résolution simultanée suppose que 1’on ne cal-
cule pas avec précision la fonction colit au cours des itérations, mais que ’on réalise
seulement quelques étapes (itératives) de son calcul.
Nous considérons aussi 'utilisation d’une paramétrisation multiniveau pour I’'optimi-
sation de formes [Beu93|, qui consiste a ne pas utiliser tous les paramétres de contrdle
a chaque itération d’optimisation. L’utilisation d’un nombre réduit de parameétres de
controle sur des "niveaux grossiers" permettra notamment de réduire le cott lié &
I'utilisation de différences divisées pour le calcul du gradient, puisque la complexité
du calcul est directement proportionnelle au nombre de paramétres de contréle.

2 Un probléme modéle en aérodynamique

0.5

y=y(x)

|
-2 -1 0 1 2 3 4

FiG. 1 — Géométrie de la tuyére.

Le probléme choisi pour cette étude préliminaire contient certaines des carac-
téristiques importantes d’'un probléme d’optimisation de forme en aérodynamique:
équation d’état suffisamment complexe, variation du maillage, notamment.

Il s’agit de résoudre des problémes inverses liés & la forme d’une tuyére 2D dont la
section est constante en entrée et en sortie, la section médiane étant variable (figure
1).

Des variantes de ce probléme sont étudiées dans ECARP ([Beu94|[MD95]).

La formulation du probléme de conception optimale de formes est faite sous la
forme de probléme de controle optimal. Nous considérons donc un controle v qui

RR n°® 3864



6 C. Held

définit la forme du domaine (figure 1), ainsi qu’'une fonctionelle colit & optimiser.

Soit T'yq un ensemble de paramétrisations inclus dans C!([0,1],/R?). A chaque v
dans I',q correspond un domaine régulier ., de IR?, dont le bord est également noté

Y-

Nous considérons ici la fonctionnelle:
J :Tha X HI(BQ,R‘l) — IR
() Tow) = [ (Pw) - P M)
v

ol P¢ est la pression obtenue sur le profil cible.

Le probléme & résoudre s’écrit:
Trouver 7y dans T'y4 tel que j(79) = min j(y) (2)
Y ad
avec

i) =J(W () 3)

ou J est la fonctionnelle cotit & minimiser et W (~y) désigne la solution du probléme de
mécanique des fluides associé au paramétre de contréle . Cette solution est obtenue
par résolution des équations d’Euler en variables conservatives (pour des écoulements

stationnaires):
U(y,W) = 0 (4)
ou
OF(W) O0G(W) o
U(y,W) = + + Conditions aux bords (5)
oz oy
avec :
p ,20u pU
| pu pus +p . puv
w2 Fwy = M e = | B (6)
e puH pvH

INRIA



Optimisation de formes sans gradient par résolution simultanée 7

ou p est la masse volumique, u et v les composantes de la vitesse selon les axes x
et y, p la pression, e I’énergie totale, et H ’enthalpie. Les deux derniéres quantités
sont reliées par ’équation suivante :

H = (7)
On ferme le systéme en utilisant I’équation d’état d’un gaz parfait:

p o= (s Dle— ol +0%)] ®)

ou £ désigne le rapport des capacités calorifiques, supposé constant (gaz calorique-
ment parfait), et égal & 1.4 si le gaz est diatomique. La vitesse du son s’exprime
comme suit:

c = ]/— (9)

3 Conditions d’optimalité en continu

La fonctionnelle j étant & valeurs réelles, il est possible d’exprimer son gradient
a l’aide d’un état adjoint.

La dérivée formelle au sens de Fréchet de (3) est, dans la direction 67,
6y € C1([0,27],IR?):

. aJ aJ AW
<jMey> = < 8_7(77W)757 >+ < W(%W),W('V)M > (10)

En utilisant la différentiation du flux ¥(~,W), (10) devient:

. aJ

<J'()ey> = < a—v(v,W),M > )

11

oY Y, av
—< ((W(’va)) ) oW (77W)7 8’}/ (77W)67 >
ou encore
oJ ov
< ]1(7)’67 > = < a_,y(vvw)aé"y >—< H?W(’Y?W)éfy > (12)
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8 C. Held

ou II est I’état adjoint, solution du systéme:

ov oJ

(o T = () (13)

Grace a l'introduction d’un état adjoint, le probléme d’optimisation & résoudre
est le suivant:

( T(y,W) = 0
(équation d’état)
ov . oJ
3 ow ow (14)
(équation d’état adjoint)
oJ ov
) = (W)= <IL—(y,W)> = 0
oy oy

(condition d’optimalité)

Le probléme de minimisation a donc été transformé en un systéme d’optimalité
(14) dont les inconnues sont le contrdle optimal v,pu¢, 'état W, et I'état adjoint I1,y;
correspondants.

La maniére dont sont calculées les dérivées partielles du systéme (14) est décrite
dans la section suivante.

4 Discrétisation

4.1 Approximation

Pour discrétiser le bilan des flux ¥, nous utilisons une formulation volumes finis
décentrée en triangles ([FS86]), o, pour chaque noeud j, nous avons (pour une
approximation spatiale du premier ordre):

VpuerW)) = > WP W, 7;) + Conditions aux bords  (15)
keV(5)

ou V(j) est I'ensembles des noeuds voisins de j, dC; le bord de la cellule volumes

finis associée au noeud j, 9Cjr = 0C; N OCk, T i, = / Tdo et W la normale
Io] ik

INRIA
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extérieure a 0C}.

Nous avons choisi pour ® la décomposition du vecteur flux de Van Leer (voir
[Fez85]):

SWIWET ) = || T || RTIET(W)) + F~(Wy)] (16)
ol nous utilisons les quantités suivantes:

T Y
Mk Mk

cosf = ————;sinf = —— (17)
7 . | 17 s |
1 0 0 0
0 cosf sinf 0
R = 0 —sinf cosf 0 (18)
0 0 0 1
)
= puy, = p(ucos @ + vsinbh)
W= pvn = p(—usin@ + v cos 6) (19)
e
' F(W) s >
c
p-c (u_” 1)2 = F[
4 c
. Fff n
Fr(W) = ¢ (k= Dun +20) si | “7 <1 (20)
—Duy +2¢)2 ul
F—|— ((I{’ n “n
. < 2(k2 — 1) T3
0 si n < -1
\ C

et avec F~(W) = F(W) — FH(W).

RR n® 3864



10 C. Held

Les deux vecteurs F'~ et F ainsi construits possédent les propriétés suivantes
(voir la these de Steve [Ste88] pour plus de détails):

a. F=Ft+F .
b. Les valeurs propres de F'™ (resp. F~) sont positives (resp. négatives).
c. FT™ et F~ sont continuement différentiables.

Nous avons besoin de cette derniére propriété pour pouvoir calculer un état adjoint,
afin d’effectuer des validations des différences divisées et des comparaisons entre les
deux méthodes.

4.2 Algorithme de résolution

La solution du probléme stationnaire (4) est obtenue comme limite asympto-
tique (le temps tend vers 'infini) d’une solution instationnaire des équations d’Euler,
écrites en continu de la maniére suivante:

Wi +3¥ (W) =0
Conditions initiales (21)
Conditions aux bords

La condition initiale peut étre un écoulement uniforme ou un écoulement précédem-
ment calculé.

Le schéma totalement implicite s’écrit, aprés discrétisation temporelle:

Wn—|—1 —Wwn

(Wt = o 22
N +9( ) (22)

ott At" = t"t1 — " est le pas de discrétisation en temps (il peut étre constant ou
variable), et W™ = W (@ t").

La linéarisation du flux U(W) a 'aide d’un développement de Taylor a I’ordre
un en temps donne, lorsque le flux est une fonction différentiable:

(Wt = (W) + V(WSWT 4 O(At?) (23)
avec SWnTt = wntl — W,

On en déduit alors la forme linéarisée du schéma implicite (22):

(Al—fn + \IJ’(W”)) SWrtt = —g(W™) (24)

INRIA
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Id est la matrice identité de IR* x IR*. Lorsque le pas de temps est infiniment grand,
Palgorithme (24) devient une méthode de Newton pour le calcul des zéros de ¥(W).

A chaque pas de temps, nous devons donc résoudre le systéme linéaire suivant:

MrEWnHL = W (W)
(25)
Wn+1 — Wn+6wn+1

Id
avec M" = A + U/(W™). Ce systéme linéaire est résolu par des méthodes de re-

laxation, Jacobi ou Gauss-Seidel. Une analyse de stabilité est décrite dans [Ste88|.

Remarque 1

1. Le schéma implicite linéarisé décentré d’ordre un (24) est inconditionnellement
stable pour le cas scalaire linéaire ([Sto84]).

2. Le schéma (24) est précis au premier ordre en temps et en espace. En pratique,
pour obtenir les solutions stationnaires, on utilise un pas de temps local et une
approche MUSCL. Dans ce cas, le schéma est seulement précis a I’ordre un en
temps mais la solution stationnaire obtenue est précise a I'ordre deux ([Sto84]).

4.3 Géométrie discréte

— —

Fi1G. 2 — Maillage en accordéon de la tuyére avec 423 noeuds.

Nous considérons la tuyére représentée a la figure 1. La partie & optimiser se
trouve dans l'intervalle z € [0,2]. Dans cet intervalle, 'ordonnée y est considérée
comme étant fonction de ’abscisse x. Cette dépendance est la suivante, pour le
maillage représenté a la figure 2:

ye) = 3+ gsin((z+ ) (26)

Lorsque nous effectuons des déformations sur ce maillage, les abscisses restent
fixes et les ordonnées sont uniquement modifiées pour les points de la partie z € [0,2],

RR n® 3864



12 C. Held

de facon & obtenir un maillage "en accordéon", c’est & dire un maillage pour lequel
nous avons la propriété suivante:

PO 27)

ou [ désigne le nombre de points en abscisse dans l'intervalle [0,2], et y;(z) le i-éme
point en ordonnée d’abscisse x.

Vie{l,...0}, yi(z) =

Les parameétres de contréle sont, ici, les ordonnées des noeuds qui appartiennent

a la partie de la frontiére & optimiser: v = (71, ...,%)-
j:R' — R
v — ()

J: R xR — R
(yw) +—  J(y,w)

ou [ est le nombre de parameétres de contrdle et m le nombre de noeuds du maillage.

Le probléme d’optimisation continu (2) devient alors:

Trouver g dans IR! tel que j(vyo) = minl i(y) (28)
v€IR

4.4 Calcul du gradient en utilisant 1’état adjoint

Dans ce document, nous nous placons dans le cadre de la résolution de problémes
inverses. Cela consiste & retrouver un profil "cible" (désigné par 4.), pour lequel nous
connaissons la distribution de pression (appelée P¢), a partir d’un profil différent.
Cette approche nous permet de valider notre méthode car nous connaissons a 1’avance
la valeur optimale de la fonctionnelle cotit (elle doit étre nulle) et le profil optimal.
Pour résoudre un tel probléme d’optimisation, nous définissons j(y) par:

i) = [ (P= P9

ou P désigne la pression sur le profil courant, P¢ la pression désirée et I' le profil.

INRIA
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4.4.1 Calcul de la fonctionelle cotiit et de ses dérivées

La discrétisation de la fonctionnelle cotit s’effectue de la facon suivante:

Yi /F'(P — P°)%do (29)

ol n est le nombre de noeuds qui définissent le profil.

Ce qui donne:
9 1
Tit1 . Ayz 2
Z/ (P — P°) (Axi)] dx (30)

En utilisant la formule du trapéze pour calculer 'intégrale, nous obtenouns:

= —Z | 7 | (Pig1 — PSy)? + (P — PO)?) (31)

ol 7;, la normale extérieure a I';, est la seule quantité qui dépend explicitement de
~. Donc:

oJ 15 2,91l 7 ||

= 5 (P = PE) + (R = PO

Comme nous considérons un maillage en accordéon, défini par la relation (27), il
vient, en posant:

1 c 2y Yitl — Yi
Gi = 5((Par = PEa)"+ (B = PN T (33)
que
aJ
——(y,W) = Gp_1—-G 34
8%(7 ) k—1 k (34)

Pour calculer la dérivée partielle de J par rapport a W, il faut d’abord écrire J
sous la forme:

c 1n+1 c
J(v, W) = —Z 17 || (P = PF)? + 5 Z 17 1 || (P = PY)? (35)
=1 =2

RR n°® 3864



14 C. Held
En posant ag = ant+1 = 0 et a; =|| 7; || pour i = 1,---,n, on obtient:
n+1
JoW) = 3 > (@i +aia)(P - FY)? (36)
=1
Ce qui donne finalement, pour la dérivée:
aJ 1R oP,;
(W) = 5 i+ai 1) (P — Pf) o
o, (1) = Lt e (B~ P g (37)
en sachant que:
u? + v?
P _ w-y| (38)
ow — " .
1
4.4.2 Calcul de I’état adjoint et du gradient
Pour calculer ’état adjoint, il faut résoudre le systéme linéaire suivant:
ov oJ
g% I = ——
(o ()T = =2 (3. ) (39)

.oV . . .
ou la matrice Fiiid a déja été calculée lors de la résolution des équations d’Euler, et

peut donc étre directement déduite de I’équation (24).

g . . oY .
Pour obtenir j/, il reste & calculer la matrice p Ce calcul est fait en méme temps

que I’évaluation du flux ¥, lors du calcul de 'état, car les seules quantités dépendant
explicitement des paramétres de controle sont les normales (ij dans I’équation
(16)). Les dérivées de ces normales sont faciles & calculer du fait des propriétés du

maillage en accordéon (équation (27)).

INRIA
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5 Meéthode d’optimisation avec gradient

Initialisation: 4°,p,e, W9

Résolution de ’équation d’état:
wetl = Ftat(y®)

!

Calcul de J(y@,Wetl) = / (Pt — P2y

i
!

Nouveau maillage

Calcul du gradient de j: j'(v*)

Soit par utilisation de I’état adjoint (gradient
exact)

Soit par différences divisées (gradient
approché)

!
YOt =% — o' (v*)
!

Faux

Test: | v — . |< ¢

Vrai

Fin

Fi1G. 3 — Description de l’algorithme d’optimisation de référence.

Nous présentons & la figure 3 ce que nous considérons comme notre algorithme

d’optimisation de référence.

RR n® 3864



16 C. Held

6 Meéthode One-Shot

La méthode One-Shot a été introduite par Ta’asan ([Ta’91]). Dans sa présenta-
tion, la méthode One-Shot est appliquée & des problémes de contréle optimal liés a
des équations aux dérivées partielles elliptiques, ou & des systémes d’équations aux
dérivées partielles elliptiques. Elle a ensuite été étendue & des problémes d’optimisa-
tion de profils d’ailes dans [KTS94].

La variante & laquelle nous nous référons dans ce document est due & Marco et Beux
(IMB93]) et consiste en l'itération simultanée sur les états par relaxation, et sur la
variable de contréle par un simple pas de (pseudo) gradient. Le terme pseudo est em-
ployé ici pour rappeler que ’expression manipulée ne sera rigoureusement le gradient
de la fonctionnelle colit qu’au terme de la convergence de ’algorithme One-Shot.
Cette variante, dont ’algorithme est présenté a la figure 4, différe essentiellement de
la méthode présentée dans [KTS94] au niveau du calcul du pas de descente a chaque
itération d’optimisation.

En effet, nous avons utilisé, dans un premier temps, un pas de descente (p dans la
figure 4) constant au cours des itérations d’optimisation, alors que Ta’asan calcule un
pas optimal & chaque itération, en utilisant une approximation BFGS [Fle85] de la
Hessienne de la fonctionnelle cotit (c’est & dire la matrice des dérivées secondes de la
fonctionnelle colit par rapport aux paramétres de contrdle). Le choix que nous avons
effectué nécessite donc des tests préalables au calcul d’optimisation, afin d’obtenir
un pas constant "optimal", c’est & dire un pas constant qui permette d’obtenir une
convergence aussi rapide que possible.

Mais ces calculs préliminaires représentent un pré-traitement pouvant étre trés im-
portant en terme de temps. C’est pourquoi, dans une seconde phase, nous avons
décidé d’utiliser un pas de descente variable au cours des itérations d’optimisation.
La stratégie que nous employons pour la variation du pas de descente est exposée
dans la suite du document.
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Initialisation: 4%, p,e, W0

Résolution partielle de 1’équation d’état:
(pour 'état v* des parameétres de controle,
a partir de ’état initial W)
Watl = Resol Etat(y*, W)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

L4 L4
Calcul de %(WQ,WQ+1) et de a—(vo‘,W"‘“)

Nouveau maillage

ow
!
Calcul de J(y&,Wat!) = / (Pt — P)2dy
,),a
!
Calcul de g—j(w,waﬂ) et de g—d/(w,waﬂ)
Calcul partiel de ’état adjoint I1*:
v I a7
T @ *Ha — 7Y (A a+1

(3 relaxations de Jacobi)

Calcul du gradient de j:
aJ ov
jl(’ya) = _(7a7Wa+1)_ < Ha’_(,ya’Wa—{—l) >

9y vy
!
v =2 — pj (%)
!

F
X | Test: |yt —q < e

FiG. 4 — Description de l’algorithme d’optimisation One-Shot avec gradient.
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7 Méthode multiniveau

Dans de nombreux cas, la vitesse de convergence et le cotit de ’algorithme d’op-
timisation, que ’on utilise la méthode One-Shot ou pas, dépendent fortement du
nombre de paramétres de controle. Avec peu de paramétres de contrdle, la conver-
gence est rapide et les différences divisées sont abordables, mais les solutions corres-
pondant & des formes assez éloignées des formes optimales. Avec beaucoup de para-
métres, la convergence est lente, les différences divisées coliteuses, mais les formes
obtenues précises.

Dans cette partie, nous envisageons une méthode multiniveau faisant varier le
nombre de parameétres de controle. Dans cette méthode, initiée dans [Beu93], o les
niveaux multiples portent uniquement sur le contrdle (un seul niveau pour l'état et
létat adjoint).

Le systéme (14) est résolu alternativement sur ces différents niveaux, en fonction du

type d’alternance choisi (voir figure 5).

Niveau fin

> Niveaux intermediaires

Niveau grossier

Fi1G. 5 — Présentation des trois types de cycles utilisés pour la méthode multiniveau:
V-cycle, F-cycle et FMG avec V-cycles.

Pour une paramétrisation emboitée de la forme, représentée a la figure 6, nous
avons besoin de définir un opérateur de prolongement d’un niveau grossier (1 a 15
parameétres de controle) vers le niveau fin (que nous avons choisi & 31 paramétres

INRIA
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Niveau 5 (1 parametre) +
* Niveau 4 (3 parametres) +0
Niveau 3 (7 parametres) +ox
X Niveau 2 (15 parametres) +mOx2 X
Niveau 1 (31 parametres) +Oxax

F1G. 6 — Schéma de paramétrisation de la forme . Au niveau 3, par exemple, 7
points sont controlés, les autres étant interpolés en deux phases: construction des
points désignés par des triangles, puis construction des points désignés par des doubles
CToizT.

de controle, c’est a dire le nombre de points du maillage sur la forme & optimiser).
Pour cela, nous utilisons un polynéme d’interpolation P de degré 3 (polynoéme de
Hermite), défini sur chaque intervalle [z;,x; 1] par:

P(z;) =
P(ziy1) = vin

Pla) = 4 (40)
Pl(ziy1) = v

ou la dérivée 7/ est calculée par une différence finie centrée d’ordre deux (pour le cas
de la tuyeére, les paramétres de controle sont équidistants):

/ Yi+1 — Yi—1
p_ s el 41
b 2migr — ) (1)
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En notant z; le point milieu du segment [z;,zi4+1], et (P); 'interpolé en ce point,
nous avons ([Beu94|):

(Py); = %(%H + %) — %(%u +7i-1) (42)
pour tous les segments composant le profil & optimiser (le traitement des segments
aux extrémités de la partie & optimiser fait en sorte que les dérivées ' soient nulles).
Pour un niveau grossier, seuls quelques points sont de véritables paramétres de
controle pour 'algorithme d’optimisation, les autres points étant interpolés via (42),
en commengant par créer la grille immédiatement plus fine, puis la suivante, et ainsi
de suite pour obtenir la grille la plus fine, c’est & dire celle qui posséde le méme
nombre de points que la partie du profil & optimiser.

A la figure 6, nous avons commencé avec le niveau le plus grossier (1 paramétre
de contrdle), puis nous avons construit successivement les niveaux plus fins par ité-
rations successives du processus. Ceci permet d’obtenir des courbes discrétes lisses
(voir [DD89] et [DGLI1]) selon une théorie d’interpolation subdivisée.

A la figure 7, nous présentons 1’algorithme de la méthode d’optimisation multi-
niveau, avec calcul du gradient exact de la fonctionnelle coit.
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Initialisation: 4%, p,e, W0

Résolution compléte de I’équation d’état:
(pour l'etat v des paramétres de controdle)
Wetl = Etat(y®)

v
Calcul de %(7“,W“+1)

ow

L4
et de a—(vo‘,W"‘“)

I

Nouveau

maillage

Calcul de J(y*,Wetl) = /

.Yoc

(Pa+1 o PC)Qd’)/

!

Calcul de g—j (v, Wethy

ow

Calcul de I’état adjoint I1¢:

ov

(G

aJ
« Wa—|—1 *Ha —

Calcul du gradient de j:

3'(r)

9y

ovr

vy

et de ﬂ(’y"‘,VV‘H’l)
(v*, Wt

J(7a7Wa+1)_ < Hav_( a7Wa+1) >

1 <n(a) < Nmaz

!

n = 1: niveau fin (
tous les paramétres
de controle)

N = Nypaez: Niveau

Meéthode multiniveau:
7ot = 42— pQ ! ()
avec:

Qn—l — Pn—l(P*)n—l

le plus grossier
Faux

!

Test: | v — v, |< ¢

Vrai

Fin

P: opérateur de
prolongement d’un
niveau grossier vers
le niveau

fin supérieur

P*: opérateur de
restriction

Fi1G. 7 — Description de l’algorithme d’optimisation multiniveau avec gradient.
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8 Différences divisées

Dans la perspective d’une utilisation des différences divisées, il est utile de rap-
peler comment ces différences sont classiquement utilisées.

Un algorithme de gradient avec pas constant et différences divisées pour la réso-
lution du probléme de minimisation (2) s’écrit:

(@) 7%, W, o, p€]0]

(b) pour i variant de 1 au nombre de parameétres de controle:
W& = Etat(v* + o.e;)
6.71' = (J(7 +U'€i7Wi )_ J(’Y W ))/0 (43)
(€) 7+ =9~ p.g”
wetl = Etat(y2t!)

(d) si le critére d’arrét n’est pas vérifié, retour a (a)

ol v* désigne I'état des paramétres de controle a l'itération «, e; le vecteur de base
lié¢ au i-éme paramétre de contrdle, p le pas de descente, o le "petit" parameétre lié
aux différences divisées, et oil le critére d’arrét peut porter sur la norme du gradient
approché (qui tend vers 0) ou sur la fonctionnelle (si, par exemple, celle-ci doit étre
nulle pour le minimum).

Nous proposons d’étudier numériquement un algorithme de résolution simultanée
ol la résolution compléte de ’état est remplacée par la résolution itérative partielle
du probléme fluide pour les paramétres de contréle v,4+1 en utilisant comme état
initial W,. Dans le cas ou cette résolution partielle se réduit a un seul pas de temps,
nous ne recalculons pas la matrice M™ (voir équation (25)) pour chaque composante
du pseudo gradient, car elles résultent toutes du méme champ initial, & de trés
petites déformations de maillage prés. Plus exactement, nous calculons par différences
divisées le gradient d’une fonctionnelle approchée:

Japp(Y*) = TV Wap) (44)

ou Wg,, = ResolEtat(y*,W*). Cet algorithme est présenté a la figure 8.
Dans cette option, prendre un o trop petit rend le calcul de I'état insensible aux

variations du controle dés les premiéres itérations. En revanche, & convergence, le
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parameétre o doit étre petit pour obtenir les conditions d’optimalité (convergence des
différences divisées vers le gradient). Il est donc naturel d’ajouter o a la liste des
variables itérées par ’algorithme. On pose donc o = ¢® dont 1’évolution vers zéro
s’effectue en fonction de la norme du pseudo gradient de la fagon suivante:

oot = p||65%]]/2 (45)
Mais l'utilisation de la méthode One-Shot n’est pas suffisante. En effet, 1'utili-
sation des différences divisées implique une complexité du calcul du gradient pro-
portionnelle au nombre de paramétres de controle utilisé, contrairement & une mé-
thode utilisant un état adjoint (complexité indépendante du nombre de parameétres
de controle). C’est pourquoi nous combinons maintenant la méthode One-Shot & la
méthode multiniveau présentée & la section 7. Cela permet de travailler & certains
moments sur des niveaux grossiers, donc de réduire notablement le cotit du calcul du
gradient. L’algorithme de la méthode One-Shot multiniveau avec différences divisées
est présenté & la figure 9.
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Initialisation: ’yo,p,e,ao,ngp

Résolution partielle de I’équation d’état:
Wt = Resol Etat(y*,Wg,)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

!
Caleul de J(*,Wetl) — / (P! — POy

7&
{
Résolution partielle de ’équation d’état:
at+l _ o a+1
Nouveau maillage Waw' = ResolEtat(y* W)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

Calcul des composantes du gradient de jg,

(i=1..nombre de parameétres de controle)
Résolution partielle de ’équation d’état:

W& = Resol Etat(y* + o%e;, W)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

678 = (J(* + 0% e, WE) = J(1* W) /o

app
!
YOt =% —pdje
ot _ P65 |l
i 2
{
Faux Test: | vt — v, |< ¢
Vrai
Fin

FiG. 8 — Description de lalgorithme d’optimisation One-Shot en différences divisées.
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Initialisation: 'yo,p,e,ao,ngp

Wetl = Resol Etat(y*, W2

Résolution partielle de I’équation d’état:

app
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

!

,),a

Caleul de J(72,We+L) — / (P — PY2dy

I

Nouveau maillage

Résolution partielle de I’équation d’état:

Watl = Resol Etat(y®,We*)

(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

Calcul des composantes du gradient de jg,,:

(i=1..nombre de paramétres de contrdle du niveau

courant)

Résolution partielle de 1’équation d’état:
W& = Resol Etat(y* + o%e;, Wt!)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

678 = (J(* + 0% e, W) — J(y* WD) /o

app

!

Méthode multiniveau:
Yot =% = pP g

el
2
|
F
X | Test: |yt —q < e
Vrai
Fin

1 <n(a) < Nmax

P: opérateur de
prolongement

Fi1G. 9 — Description de ’algorithme d’optimisation One-Shot multiniveau en diffé-

rences divisées.
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9 Utilisation d’un pas de descente variable

Tous les algorithmes que nous avons décrits utilisent un pas de descente constant.
Cette méthode demande un certain nombre de calculs préalables pour fixer la "bonne"
valeur de ce pas, c’est & dire une valeur qui permet de faire converger le calcul en un
temps raisonnable. L’introduction d’un pas de descente variable a pour objectif de
se dispenser de ces essais préalables.

Nous présentons ci-dessous notre méthode de variation du pas de descente.

9.1 Calcul d’un pas "optimal" pour un niveau donné

Initialisation: p®~1,5/(v*),y*,W%,c = 0.5

!

Résolution partielle de 1’équation d’état:
W = Resol Etat(y*,W®)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

!

Calcul de Jyop = J(Y*, W) = / (P* — P°)%dy
,ya

Résolution partielle de 1’équation d’état:
W = ResolEtat(y® + cp*~ 1, W)
(1 itération en temps, 3 relaxations de Jacobi)

Calcul de J(y*,W) = / (P — P°)%dy
’YQ

|

Test: J(y*,W) < Jref

c
- Faux: ¢ «+ =
Vrai: ¢ « 2¢, 2

Jref = J(’YavW)

a—1

pe =cp

Fi1aG. 10 — Description de l’algorithme de variation du pas de descente, présenté pour
la méthode One-Shot.
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Nous présentons a la figure 10 ’algorithme de calcul d’un pas de descente "opti-
mal" pour un niveau (donc un pseudo-gradient) donné. La méthode consiste en une
recherche itérative d’un pas faisant diminuer le plus possible la fonctionnelle cotit. La
recherche du pas le plus "optimal" pouvant se révéler assez coliteuse, nous limitons
4 3 le nombre d’itérations de cet algorithme.

La boucle présentée la figure 10 s’insére dans les algorithmes précédents juste
avant ’évolution des paramétres de controle.

9.2 Variation du pas lors des changements de niveau

Pour une paramétrisation emboitée de la forme, représentée a la figure 6, nous
avons défini un opérateur de prolongement d’un niveau grossier V,, vers le niveau fin
Von_1, noté P et défini par:

P(z;) =
P(zj) = 74
46
Pl(xﬂ-l) = 'Y;'+1
pour chaque intervalle [z;,z;41], oi
i+1 — Yj—1
fy;, — 41— -1 (47)

2(zj+1 — z5)

Ce qui nous donne l'interpolé suivant, pour le milieu du segment [z;,2;41]:

9 1
(P7)i = 101 +75) = 75 (2 +75-1) (48)

Nous voulons maintenant déterminer I'opérateur de restriction associé. Cet opé-
rateur P* est ’adjoint de ’opérateur de prolongement P, et se déduit de I’expression
de P en utilisant le produit scalaire (.,.)y;,, grace a la relation suivante:

Vugn—1 € %nflaP*Uanl €WVn

" 49
Vv, € Vn;(P u2n—lavn)Vn = (u2n—17PUn)V2n_1 ( )
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Nous avons:

2n—1
(Won—1,Pvn)va, s = D 0i(Puy)i(tgn—_1)i

%
n

9
= > (vn); [azj—mj—l + 1 (Q2iuz; + zj—2uzj—2) (50)
3

— E(a2j+2u2j+2 + qgj_auzj-a)

et

n

(P*ugn_1,0n)v, = Zﬁj(P*uzn_1)j(vn)j (51)

ot les coefficients (;)i=1,2n—1 €t (8;);j=1,» sont les longueurs des segments [x;,%;41]
(niveau fin) et [z;,x;41] (niveau grossier). Dans le cas de la tuyere, ces coefficients
sont constants par niveau et valent:

Az

Vie{2,...2n -2}, ;= Az (o = g1 = 7)
(52)
Vje{2,....,n—1}, Bj =24z (B = Bn = Ax)
En identifiant (50) et (51), on obtient:
" 1 9 1
(P*ugn-1); = 5 (u2i—1+ E(UZJ' + ugj_9) — E(U2j+2 + uzj_4) (53)
Ce qui signifie, en terme de relation matricielle, que 1’on a:
* 1 t
pPr=cP (54)

Nous avons déduit de cette relation une méthode de variation de la valeur du pas
de descente lors d'un changement de niveau, afin de nous permettre de conserver un
suivi de la valeur de ce pas de descente d'un niveau a l'autre. Cette méthode est la
suivante:

Restriction: (passage au niveau immédiatement inférieur)

0
pgrossieT = 2pfi”
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Prolongement: (passage au niveau immédiatement supérieur)

p?zn — pgv‘ozsswr
Ol pgzo désigne la valeur du pas de descente obtenue pour le niveau traité précédem-
ment (niveau plus fin lors d’une resctriction et plus grossier lors d'une prolongation)
et p0, . la valeur initiale pour la recherche d’un pas de descente "optimal" pour le
niveau courant (niveau plus grossier lors d’une resctriction et plus fin lors d’une
prolongation).

10 Validation: comparaison entre gradient exact et dif-
férences divisées

Pour valider le calcul du gradient, nous comparons le calcul avec état adjoint avec
celui obtenu par différences divisées. Ces différences divisées s’écrivent:

jiv+6v) = 3i(y)
| 6 |l

et approchent la dérivée de j au sens de Fréchet lorsque la perturbation 6 est suffi-
sament petite.

Soit ey le vecteur de base lié au k-iéme paramétre de contrdle, et o la norme de
la perturbation appliquée (voir 1’équation (43)).
Nous nous sommes placés dans le cas ot le profil cible est celui de la figure 2 (d’équa-
tion (26)) et ou le profil initial a pour équation:

y(#) = 3o+ g0 smln(a+3) (55)

Nous avons alors calculé, pour différentes valeurs du paramétre o, les valeurs
aj (v +oeg) — 3
ot = O o gp - SO 0e) =500)
0 o
contrdle (ici 31). Tous les calculs ont été effectués jusqu’a la précision machine (état
et état adjoint). Nous présentons & la figure 11 les résultats obtenus pour différentes

composantes du gradient (k =1,3,6,9,12,15,18), ot nous avons décrit 1’évolution de
k_ ok

b5 — 6
Q = log(] 2 5 L |) en fonction de log().

, pour k variant de 1 au nombre de paramétres de

k
1
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log(Q)

-12

Iog(sigmg)

-2

FiG. 11 — Validation: évolution de l’écart entre le gradient ezact et le gradient calculé
par différences divisées en fonction de la valeur du paramétre o.

A partir de ces résultats, nous pouvons déduire que le calcul par différences
divisées nécessite ’emploi d’une valeur de ¢ qui ne soit ni trop petite ni trop grande,
afin de pouvoir garantir que le gradient calculé est bien une approximation de la

dérivée de la fonctionnelle colit au sens de Fréchet.

De plus, lorsque nous utiliserons la méthode One-Shot, pour laquelle le paramétre
o varie au cours des itérations d’optimisation, ces résultats nous indiquent la valeur
pour laquelle les différences divisées sont une bonne approximation du gradient, c’est

a dire, pour le cas étudié, aux alentours de 10~ 7.

11 Reésultats numériques avec pas de descente constant

P

=

——

F1a. 12 — Maillage initial pour l'optimisation (423 noeuds).
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Les résultats présentés ici correspondent tous au méme test: la forme initiale est

celle présentée 3 la figure 12, et nous cherchons a 'optimiser pour retrouver la forme
du profil de la figure 2, pour lequel nous avons préalablement calculé le champ de
pression sur la partie du bord a optimiser.
Nous avons considéré que le temps nécessaire a ce calcul d’écoulement (ou d’une fonc-
tionnelle cotit) est représentatif du cas étudié. C’est a dire que nous considérons que
le temps de calcul d’une fonctionnelle cotit est de 56 secondes (sur DEC ALPHA 500,
333 Mhz). Cette valeur servira de normalisation au temps effectif de ’optimisation,
ce qui permet d’avoir une estimation du nombre équivalent de fonctionnelles cofit
calculées au cours de l'optimisation. Sur les figures 16, 20, 24, 28 et 32, nous avons
donc mis en abscisse une évaluation du nombre de fonctionnelles cotit calculées, pour
permettre d’effectuer une comparaison intéressante de la méthode utilisant un état
adjoint et de la méthode de différences divisées.

Tous les calculs sont effectués en partant d’une initialisation uniforme de 1’état.

Les résultats ecomptés au terme de l'optimisation sont une convergence de la
norme du gradient de la fonctionnelle colt vers zéro, un bon niveau de résolution de
I’équation d’état et une convergence vers zéro de la valeur de la fonctionnelle cott.

11.1 Résolution compléte avec état adjoint

(figures 13 a 15)

Nous nous sommes placés ici dans le cas ol nous utilisons 'algorithme d’op-

timisation avec état adjoint de référence, c’est & dire que nous avons effectué des
résolutions complétes de 1’état et de I’état adjoint pendant tout le calcul. Cela donne
une référence pour tous les résultats suivants.
Nous présentons a la figure 15 ’état de la partie du profil & optimiser pour certaines
itérations du calcul d’optimisation. Il en ressort que la convergence est assez rapide
(en nombre d’itérations) mais la figure 13 montre que le colit du calcul, en terme
d’évaluations de fonctionnelle coiit, est énorme (dans le cas présent, cela représente
plus de 10 heures de calcul sur DEC ALPHA 500, 333 Mhz). La figure 14 nous
donne I’évolution de la norme du gradient au cours des itérations d’optimisation.
Cette norme tend bien vers zéro au fur et a mesure que le profil converge vers le
profil optimal.
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T
15 PARAMS —

log(fonctionnelle cout)

6 L L L
0 100 200

300 400 500 600 700
Evaluations de la fonctionnelle cout (en temps)

Fig. 13 — FEtat adjoint, résolution compléte: wvaleur de
la fonctionnelle codt pour le niveau de 15 parameétres de
controle.

15 PARAMS ——

1 4

log(gradient de la fonctionnelle cout)

7 I I |
0 500 1000 1500 2000
Iterations d’optimisation

Fi1G. 14 — Etat adjoint, résolution compléte: évolution de la
norme du gradient au cours des itérations d’optimisation
pour le niveau de 15 paramétres de controle.

11.2 Reésolution simultanée avec état adjoint

(figures 16 a 23)
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0.55
0.5
Profil cible —
Profil initial ----
0.45 Iteration 1 ----- 1
Iteration 250
Iteration 500 -~
Iteration 1000 -----
04 | Iteration 2000 ----- i
o
£
E
@
S
0.35 B
0.3 B
0.25 4
0.2 . . . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

FiGg. 15 — Etat adjoint, résolution compléte: évolution du
profil au cours des itérations d’optimisation pour le niveau
de 15 parameétres de controle.

T
15 PARAMS —

0 1 PARAM

log(fonctionnelle cout)

6 L L L L L

4 6 8 10 12 14
Evaluations de la fonctionnelle cout (en temps)

Fi1G. 16 — Etat adjoint, résolution simultanée: valeur de la
fonctionnelle coit pour les niveauxr de 15, 7, 3 et 1 para-
meétres de controle.

La figure 17 montre que le comportement de la norme du gradient de la fonction-
nelle est bien celui que nous attendions. Il est toutefois & noter que cette décroissance
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2 T
15 PARAMS —
7 PARAMS -----
3 PARAMS -----
1. PARAM

log(gradient de la fonctionnelle cout)

L
2000 2500 3000

-12 L
0 500 1500
Iterations d'optimisation

Fi1G. 17 — Etat adjoint, résolution simultanée: évolution de
la norme du gradient au cours des itérations d’optimisation
pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 parameétres de contrile.

1 T
15 PARAMS —

1 PARAM

1e-10 q

log(residu de la masse volumique)

L
2000 2500 3000

1le-20 L L
0 500 1500
Iterations d’optimisation

FiG. 18 — Etat adjoint, résolution simultanée: évolution du
résidu de la masse volumique au cours des itérations d’op-
timisation pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 parameétres de
controle.
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0.7 : ‘
Profil cible —
Profil initial ----
0.65 Iteration 1 ----- |
Iteration 500
Iteration 1000 --- i
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Fi1G. 19 — Etat adjoint, résolution simultanée: évolution du
profil au cours des itérations d’optimisation pour le niveau
de 15 parameétres de controle.
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FiGg. 20 — Etat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: valeur de la fonctionnelle codt pour une stra-
tégie V-cycle sur les niveauxr de 15, 7 et 8 paramétres de
controle.
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Fic. 21 — Etat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution de la morme du gradient au cours
des itérations d’optimisation pour une stratégie V-cycle sur
les niveaur de 15, 7 et 3 parameétres de contrile.
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Fic. 22 — Etat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution du résidu de la masse volumique au
cours des itérations d’optimisation pour une stratégie V-
cycle sur les niveaux de 15, 7 et 8 paramétres de contrile.
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FiGg. 23 — Etat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution du profil au cours des itérations d’op-
timisation pour une stratégie V-cycle sur les niveaus de 15,
7 et 8 parametres de contréle.

devient plus lente lorsqu’on augmente la finesse du niveau utilisé. En revanche, plus
le niveau est fin, plus la forme finale de optimisation est proche de la forme désirée,
et donc plus la valeur de la fonctionnelle coit tend vers 0 (figure 16), mais pour un
nombre d’évaluations de fonctionnelle toujours croissant par rapport au nombre de
parameétres de contréle du niveau. La figure 18 illustre le fait que, lorsque 'optimum
est atteint, ’algorithme d’optimisation permet d’amener la résolution de ’état au
niveau désiré. Nous présentons a la figure 19 I’état de la partie du profil & optimiser
pour certaines itérations, pour le calcul & 15 paramétres de contrdle. Nous pouvons
y voir que, dans les premiéres itérations d’optimisation, le gradient calculé n’est pas
vraiment une bonne direction de descente. Cela est di au fait que 1’état est initialisé
avec une solution uniforme.

Grace a la figure 18, qui nous donne 1’évolution du résidu de la masse volumique
en fonction du nombre d’itérations d’optimisation, on voit qu’il faut attendre que

I’état ait suffisamment convergé pour inverser cette tendance.

Nous obtenons le méme comportement en utilisant la méthode multiniveau (fi-
gures 20, 21, 22 et 23) sur 3 niveaux (3 paramétres de controle sur le niveau le plus
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grossier et 15 paramétres sur le niveau le plus fin) et une stratégie multiniveau en
V-cycle, mais avec une diminution notable du nombre d’évaluations de fonctionnelle
coflit nécessaire pour atteindre le méme niveau de convergence que celui obtenu pour
le niveau de 15 paramétres de controle: 3 évaluations de fonctionnelle au lieu de 12.

11.3 Reésolution simultanée avec différences divisées

(figures 24 a 38)

La figure 25 nous donne le comportement de la norme du gradient de la fonc-
tionnelle. Le comportement des normes de gradient pour les différents niveaux sont
comparables en différences divisées & ce que nous obtenons lorsque nous utilisons la
méthode d’état adjoint. La figure 26 illustre le fait que, lorsque 'optimum est at-
teint, ’algorithme d’optimisation permet d’amener la résolution de 1’état au niveau
désiré. On peut également remarquer que les niveaux de convergence obtenus sur
chaque niveau en différences divisées (figure 24) sont comparables & ceux obtenus
par la méthode de ’état adjoint, mais pour un cott plus élevé. La figure 27, qui nous
donne I’évolution du paramétre o au cours des itérations d’optimisation, montre que
ce paramétre évolue bien vers la valeur attendue (environ 1077, cf figure 11). La
figure 36 donne ’état de la partie du profil & optimiser pour différentes itérations
d’optimisation.

Nous obtenons le méme comportement en utilisant plusieurs méthodes multini-
veau (V-cycles, F-cycles, FMG; cf figure 5) avec 3 (15, 7 et 3 paramétres de controle;
figures 29, 28, 30, 31 et 37) ou 4 niveaux (15, 7, 3 et 1 paramétres de controle; figures
33, 32, 34, 35 et 38), mais avec une diminution notable du colit en évaluations de
fonctionnelle pour atteindre le méme niveau de convergence que dans le cas oll nous
n’utilisons que le niveau de 15 paramétres de contréle. Cette diminution est d’autant
plus importante que le nombre de niveaux grossiers utilisés est grand. En effet, les
figures 28 et 32 permettent de se rendre compte que ’ajout du niveau le plus gros-
sier (1 parameétre de contrdle) permet de diviser par deux le nombre d’évaluations
de fonctionnelle nécessaire pour obtenir la convergence de ’algorithme. Cela permet
également d’ameéliorer le niveau de résolution de l'état (figures 30 et 34).

De plus, il est a noter que, dans le cas de trois niveaux (figure 28), la convergence
est améliorée lorsque le travail effectué sur les niveaux grossiers est augmenté. Au
contraire, dans le cas de quatre niveaux (figure 32), un travail plus important sur les
niveaux les plus grossiers semble néfaste. Cela est di au faible niveau de convergence
lié au niveau le plus grossier. En effet, ['utilisation de ce niveau n’a un effet réellement
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important que pour les premiers cycles. Par la suite, son utilisation pénalise le cycle.

Les figures 20 et 32 montrent également que la méthode multiniveau avec diffé-
rences divisées sur 4 niveaux (15, 7, 3 et 1 paramétres de contrdle) pour une stratégie
V-cycle converge en un nombre d’évaluations de fonctionnelle comparable a celui ob-
tenu par la méthode multiniveau avec état adjoint sur 3 niveaux (15, 7 et 3 paramétres
de controdle) pour la méme stratégie.

1 T T
15 PARAMS ——
7 PARAMS -----

3 PARAMS -----
1-PARAM

log(fonctionnelle cout)

6 L L L L

0 10 20 70 80 90

30
Evaluations de fonctionnelle cout (en temps)

F1G. 24 — Différences divisées, résolution simultanée: valeur
de la fonctionnelle codt pour les niveaur de 15, 7, 3 et 1
paramétres de controle.
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Fi1G. 25 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion de la norme du pseudo-gradient au cours des itérations
d’optimisation pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 paramétres
de controle.
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F1G. 26 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion du résidu de la masse volumique au cours des itérations
d’optimisation pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 paramétres
de controle.
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Fi1G. 27 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion du paramétre o au cours des itérations d’optimisation
pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 parameétres de contrile.
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Fi1G. 28 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: valeur de la fonctionnelle coit pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveauz de 15, 7
et 8 paramétres de controle.
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Fig. 29 — Différences divisées, résolution simultanée et
méthode multiniveau: évolution de la norme du pseudo-
gradient au cours des itérations d’optimisation pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveauz de 15, 7
et 8 paramétres de controle.
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F1a. 30 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du résidu de la masse volu-
mique au cours des itérations d’optimisation pour des stra-
tégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaur de 15, 7 et
3 paramétres de controle.
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FiG. 31 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du paraméire o au cours des
itérations d’optimisation pour des stratégies V-cycle, F-
cycle et FM@G sur les niveaux de 15, 7 et 8 paramétres de
controle.
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F1a. 32 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: valeur de la fonctionnelle codt pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaux de 15,
7, 8 et 1 paramétres de contrile.
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Fig. 33 — Différences divisées, résolution simultanée et
méthode multiniveau: évolution de la norme du pseudo-
gradient au cours des itérations d’optimisation pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveauz de 15,
7, 8 et 1 parameétres de contrile.
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F1a. 34 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du résidu de la masse volu-
mique au cours des itérations d’optimisation pour des stra-
tégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaur de 15, 7, 8

et 1 paramétres de contrile.
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F1a. 35 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution paramétre o au cours des itéra-
tions d’optimisation pour des stratégies V-cycle, F-cycle et
FMG sur les niveauz de 15, 7, 8 et 1 paramétres de contrile.
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F1G. 36 — Différences divisées, résolution simultanée: évo-
lution du profil au cours des itérations d’optimisation pour
le niveau de 15 parameétres de controle.
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Fi1G. 37 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du profil au cours des itéra-
tions d’optimisation pour une stratégie V-cycle sur les ni-
veaux de 15, 7 et 3 paramétres de controle.
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Fi1G. 38 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-

thode multiniveau: évolution du profil au cours des itéra-

tions d’optimisation pour une stratégie V-cycle sur les ni-

veauxr de 15, 7, 3 et 1 parameétres de contréle.

12 Reésultats numériques avec pas de descente variable

12.1 Résolution simultanée avec état adjoint

(figures 39 a 43)

Sur la figure 39, nous comparons le colit du calcul d’optimisation en pas de des-
cente constant et celui en pas de descente variable pour la méthode multiniveau
V-cycle avec 3 niveaux. Le calcul en pas variable est deux fois plus cher en nombre
d’évaluations de fonctionnelles, mais reste toujours d’un cofit trés raisonnable. En ef-
fet, il ne faut pas oublier que les calculs d’optimisation avec pas de descente constant
nécessitent un certain nombre de calculs préalables. Ceux-ci servent & fixer la valeur
du pas constant, de fagon a ce qu’il ne soit ni trop grand (le calcul d’optimisation
diverge) ni trop petit (le calcul d’optimisation est trop coliteux). Dans ’ensemble, le
surcott lié a I'utilisation d’un pas de descente variable est au moins égal au temps né-
cessaire aux calculs préliminaires lorsque nous utilisons un pas de descente constant.
La figure 40 nous montre que la norme du gradient tend plus vite vers zéro lorsqu’un
pas de descente variable est utilisé, ce qui est normal puisque, en fait, le pas de
descente est, dans ce cas, plus grand que celui utilisé en pas constant. Cette figure
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nous montre également qu’en utilisant un pas de descente variable, la convergence
de l'algorithme d’optimisation est plus rapide en nombre d’itérations mais chaque
itération est plus coliteuse que pour un pas constant, ce qui est di au temps de
calcul nécessaire a ’obtention d’une valeur "optimale" du pas de descente a chaque
itération.

Sur la figure 42, nous voyons que cette rapidité de convergence par rapport au nombre
d’itérations permet également d’obtenir une meilleure convergence de 1’état. Les fi-
gures 43 et 41 représentent respectivement 1’évolution du pas de descente en fonction
des itérations et 1’état de la partie du profil & optimiser pour certaines itérations
d’optimisation. La chute de la valeur du pas de descente & la fin du calcul s’explique
par le fait que la norme du gradient atteint un palier et que I’algorithme de variation
du pas de descente que nous utilisons n’est plus efficace. Par contre, pour toute la
partie du calcul ou il se passe réellement quelque chose, nous arrivons a obtenir une
valeur du pas de descente quasiment constante.

T
Pas constant —
Pas variable ----

log(fonctionnelle cout)

L L o
0 2 4 6 8 10 12
Evaluations de fonctionnelle cout (en temps)

FiG. 39 — FEtat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: valeur de la fonctionnelle coit pour la stratégie
V-cycle sur les niveaur de 15, 7 et 3 paramétres de contrile.
Comparaison pas constant/pas variable.
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Fic. 40 — Etat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution de la norme du gradient au cours des
itérations d’optimisation pour la stratégie V-cycle sur les
niveaur de 15, 7 et 8 paramétres de controle. Comparaison
pas constant/pas variable.

0.55

05 .

Profil cible —
Profil initial ----
0.45 Iteration 1 ----- 1
Iteration 50
Iteration 150 —--

0.4 B

gamma

03 B

0.25 - 4

02 L L L L L L L L L

Fic. 41 — FEtat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution du profil au cours des itérations d’op-
timisation pour une stratégie V-cycle sur les niveaur de 15,
7 et 8 paramétres de controle. Pas variable.
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FiG. 42 — Etat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution du résidu de la masse volumique au
cours des itérations d’optimisation pour la stratégie V-cycle
sur les niveaux de 15, 7 et 8 paramétres de controle. Com-
paraison pas constant/pas variable.
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Fic. 43 — FEtat adjoint, résolution simultanée et méthode
multiniveau: évolution du pas de descente au cours des ité-
rations d’optimisation pour la stratégie V-cycle sur les ni-
veaur de 15, 7 et 8 parameétres de controle.
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12.2 Reésolution simultanée avec différences divisées

(figures 44 4 61)

En comparant les résultats suivants avec les résultats similaires obtenus en uti-

lisant un pas de descente constant (figures 44, 45, 46, 47, 59 et figures 24, 25, 26,
27, 36 pour les niveaux grossiers; figures 48, 49, 50, 51, 60 et figures 28, 29, 30, 31,
37 pour les méthodes multiniveau & 3 niveaux; figures 52, 53, 54, 55, 61 et figures
32, 33, 34, 35, 38 pour les méthodes multiniveau & 4 niveaux), il est trés facile de se
rendre compte que les résultats obtenus avec 1’algorithme a pas de descente variable
sont les mémes que lorsque nous utilisons un pas de descente constant, au surcofit
en nombre d’évaluations de fonctionnelles prét. Mais ce surcotit, dans le cas des mé-
thodes multiniveau & 3 et 4 niveaux (figures 48 et 52), n’altére en rien le fait que le
calcul d’optimisation cotite environ 15 évaluations de fonctionnelle lorsque le niveau
le plus fin utilisé comporte 15 paramétres de controle.
Les figures 56, 57 et 58 nous donnent ’évolution du pas de descente au cours des ité-
rations d’optimisation, respectivement pour les niveaux grossiers, les méthodes mul-
tiniveau & 3 niveaux et celles & 4 niveaux. Nous pouvons constater, comme lorsque
nous utilisons la méthode avec état adjoint, que le pas reste & peu prés constant, sauf
sur les derniéres itérations, lorsque le profil optimal est atteint.
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log(fonctionnelle cout)

100 120 140

|
0 20 4 60 80
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Fi1G. 44 — Différences divisées, résolution simultanée: valeur
de la fonctionnelle coit pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1
paramétres de contréle. Pas variable.
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Fi1G. 45 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion de la norme du pseudo-gradient au cours des itérations
d’optimisation pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 paramétres
de controle. Pas variable.
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F1G. 46 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion du résidu de la masse volumique au cours des itérations
d’optimisation pour les niveaux de 15, 7, 3 et 1 paramétres
de contréle. Pas variable.
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Fi1G. 47 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion du paramétre o au cours des itérations d’optimisation
pour les niveaur de 15, 7, 8 et 1 parameétres de contrile.
Pas variable.
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F1G. 48 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: valeur de la fonctionnelle codt pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaux de 15, 7
et 8 paramétres de controle. Pas variable.
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Fig. 49 — Différences divisées, résolution simultanée et
méthode multiniveau: évolution de la norme du pseudo-
gradient au cours des itérations d’optimisation pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveauz de 15, 7
et 8 paramétres de contréle. Pas variable.
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F1a. 50 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du résidu de la masse volu-
mique au cours des itérations d’optimisation pour des stra-
tégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaur de 15, 7 et
8 parameétres de contréle. Pas variable.
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FiG. 51 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du paraméire o au cours des
itérations d’optimisation pour des stratégies V-cycle, F-
cycle et FM@G sur les niveaux de 15, 7 et 8 paramétres de
contréle. Pas variable.
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F1a. 52 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: valeur de la fonctionnelle codt pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaux de 15,
7, 8 et 1 parameétres de contréle. Pas variable.
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log(gradient de la fonctionnelle cout)

L
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Iterations d’optimisation

FiG. 53 — Différences divisées, résolution simultanée et
méthode multiniveau: évolution de la norme du pseudo-
gradient au cours des itérations d’optimisation pour des
stratégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveauz de 15,
7, 8 et 1 parameétres de contrdle. Pas variable.
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F1a. 54 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du résidu de la masse volu-
mique au cours des itérations d’optimisation pour des stra-
tégies V-cycle, F-cycle et FMG sur les niveaur de 15, 7, 8

et 1 paramétres de contrdle. Pas variable.
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log(sigma)
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F1G. 55 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du paramétre o au cours des
itérations d’optimisation pour des stratégies V-cycle, F-
cycle et FMG sur les niveaur de 15, 7, 3 et 1 paramétres
de contréle. Pas variable.
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F1G. 56 — Différences divisées, résolution simultanée: évolu-
tion du pas de descente au cours des itérations d’optimisa-
tion pour les niveaux de 15, 7, 8 et 1 paramétres de contrdle.
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log(pas de descente)
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Fi1G. 57 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du pas de descente au cours
des itérations d’optimisation pour des stratégies V-cycle, F-
cycle et FM@G sur les niveaux de 15, 7 et 8 paramétres de

controle.
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F1a. 58 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du pas de descente au des itéra-
tions d’optimisation pour des stratégies V-cycle, F-cycle et
FMG sur les niveaur de 15, 7, 3 et 1 paramétres de controle.
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F1a. 59 — Différences divisées, résolution simultanée: évo-
lution du profil au cours des itérations d’optimisation pour
le niveau de 15 parameétres de contréle. Pas variable.
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FiG. 60 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-
thode multiniveau: évolution du profil au cours des itéra-
tions d’optimisation pour une stratégie V-cycle sur les ni-
veaur de 15, 7 et 8 parameétres de controle. Pas variable.
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Fi1G. 61 — Différences divisées, résolution simultanée et mé-

thode multiniveau: évolution du profil au cours des itéra-

tions d’optimisation pour une stratégie V-cycle sur les ni-

veaux de 15, 7, 8 et 1 parameétres de contrdle. Pas variable.

13 Conclusions préliminaires

L’introduction d’un pas variable permet, par rapport a ’option "pas constant",

une utilisation plus directe (si ce n’est "boite noire") des algorithmes de résolution
simultanée, pour une perte d’environ un facteur deux sur le calcul final (c’est & dire
en faisant abstraction des tentatives nécessaires pour trouver une bonne valeur du
pas lorsque celui-ci est constant). Ce facteur deux se retrouve aussi bien en état ad-
joint qu’en différences divisées. Une fois fixé notre choix sur ’option "pas variable",
nous constatons que l'approche état adjoint reste la plus efficace. Pour ce cas test
(tuyére), elle consomme quatre évaluations de fonctionnelles (figure 39); 'approche
différences divisées en consomme prés de 15 (figure 48).
L’approche de résolution simultanée avec différences divisées restant beaucoup plus
simple & mettre en ceuvre que l'approche état adjoint (dont la conception peut se
compter en années ingénieur), elle représente une intéressante alternative, beaucoup
moins cofiteuse que les différences divisées traditionnelles (qui résolvent compléte-
ment l’équation d’état) , et plus abordable en terme de cotit de développement que
I’approche état adjoint.
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On se propose de passer & des cas tests plus complexes pour cette approche
(seulement).

14 Application & 'optimisation d’un profil

Le paragraphe précédent a permis de bien comprendre comment pouvait fonction-
ner une méthode combinant One-Shot et différences divisées pour de 1’optimisation
de formes en aérodynamique. L’exemple choisi comportait néanmoins plusieurs sim-
plifications importantes:

(i) la partie variable de la forme était paramétrable comme une fonction d’une seule
variable sur un intervalle discrétisé avec un pas constant,

(ii) le maillage était déduit par simple affinité d’un maillage modéle,

(iii) le fluide était parfait.

Dans ce paragraphe, nous allons nous libérer de ces hypothéses simplificatrices
en passant & un probléme inverse pour un profil, avec un maillage non-trivial com-
portant de forts étirements, et avec les équations de Navier-Stokes moyennées, en
approximation bi-couche.

La paramétrisation de la forme est donc étendue dans un premier paragraphe & une
courbe de paramétrisation plus générale, et avec des subdivisions non-uniformes.
Les applications & une modélisation Euler puis Navier-Stokes seront présentées.

14.1 Paramétrisation de la forme du profil
14.1.1 Interpolation non uniforme

Lorsque nous avons présenté la méthode multiniveau, nous nous sommes placés
dans le contexte de la tuyére pour définir 'opérateur de prolongement P (équation
(40)). Cette définition utilise des dérivées d’ordre un que nous approchons par des
différences divisées (équation (41)). Les formules utilisées sont difficilement utilisables
sur des géométries quelconques car elles supposent une discrétisation uniforme sur
I’axe des abscisses. Il nous faut donc redéfinir le prolongement P pour des maillages
non uniformes (en abscisse). A cet effet, nous remplagons la formule (41) par:

) Ar v — Aatyiog — (A}, — Asf)y
i A:EiALEZ',l(Aa?Z' + Ami,l)

(56)
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ou Ax; = xi+1 — x;. Cette approximation est toujours du second ordre en espace.
En utilisant les notations:
T =T

0 ==p= 5 G=1l-o (57)

ol xj € [x;,7;41) désigne I'abscisse du point pour lequel nous calculons 'interpolé
(P7);, nous obtenons I’expression suivante de ’opérateur de prolongement:

Ax?
Py); = i1 |—o5@; :
(P); 7 1[ @39 A:pi_l(ACL‘i—f—Al‘i—l)]

i @220 +1) + o Az? — Az} | n
i aj % a]aj ACCi_l(A.Z‘i + Al‘z’_l)

ol DTt
177 Az + Axigq

Az? — Az?
, 2 (0~ 200, : N
+Yit1 [%‘(20‘] +1)+ ;e Azit1(Ax; + Azitr)
R ]
77 Ax; + Ax;

+ P Az}
i+2 |05
T T Azip1(Az; + Axiy)

Les termes de bord se traitent toujours de la méme fagon, c’est & dire en considérant
que la dérivée v, est nulle si ¢ est I'indice d’'un noeud de bord.

Ce paramétrage permet de définir un scalaire «y; sur chaque noeud ¢ du profil. A
partir de ce scalaire, nous définissons un profil perturbé en supposant que chacun
des points du profil glisse d’une distance égale & ; le long de la verticale. Nous allons
vérifier qu’en pratique ce glissement permet de retrouver avec précision différents
profils comme perturbation d’autres profils.

14.1.2 Evaluation de la précision du paramétrage

Le maillage utilisé comporte 2200 noeuds dont 96 sur le profil (voir la section
14.3.1).
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La précision du paramétrage peut étre évaluée en cherchant & retrouver une forme
cible v, en minimisant la fonctionnelle:

0) = [ =)o (59)
v
(ce qui peut se faire a I’aide de ’algorithme de gradient en différences divisées).

Avec une minimisation sur 95 paramétres de controle (tous les points du profil,
exepté celui d’abscisse 1, qui est considéré fixe), la fonctionnelle peut atteindre une
valeur aussi proche que l'on veut de zéro (figures 62, 63 et 64), ce qui correspond a
une erreur aussi petite que ’on veut sur les points du profil.

Avec 47 paramétres de contrdle (un point sur deux est interpolé), le minimum de
la fonctionnelle est 107%, mais le profil obtenu et le profil cible sont visuellement
confondus (figures 65, 66 et 67).

Avec 23 paramétres (fonctionnelle 4 107°), on commence & voir une légére déviation
au niveau du bord de fuite (figures 68, 69 et 70).

Ce défaut s’amplifie & mesure que I’on diminue le nombre de paramétres de controle:
avec 11 parametres (figures 71, 72 et 73) le défaut est encore localisé au bord de
fuite, avec 5 parameétres (figures 74, 75 et 76) la précision a été détériorée sur tout
le profil.

On en déduit que le niveau & 47 paramétres de contrdle offre une bonne précision,
alors que le niveau a 5 parameétres est & la limite de 1'utilisable pour obtenir des
accélérations de convergence.
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log(fonctionnelle cout)

11 L L L L
0 5 10 15 20 25

Iterations d'optimisation

F1G. 62 — Précision du paramétrage: valeur de la fonction-
nelle codt pour le niveau & 95 parameétres de controle (niveau

fin).
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F1G. 63 — Précision du paramétrage: norme du gradient pour
le niveau G 95 paramétres de contréle (niveau fin).
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F1G. 64 — Précision du paramétrage: profil final obtenu pour
le niveau & 95 parameétres de contréle (niveau fin).
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Fi1G. 65 — Précision du paramétrage: valeur de la fonction-
nelle coidit pour le niveau a 47 paramétres de contréle.
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F1G. 66 — Précision du paramétrage: norme du gradient pour
le niveau G 47 parameétres de controle.
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F1G. 67 — Précision du paramétrage: profil final obtenu pour
le niveau G 47 parameétres de controle.
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log(fonctionnelle cout)
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F1G. 68 — Précision du paramétrage: valeur de la fonction-
nelle codt pour le niveau a 23 parameétres de contrile.
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Fi1G. 69 — Précision du paramétrage: norme du gradient pour
le niveau a 23 parameétres de controle.
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FiG. 70 — Précision du paramétrage: profil final obtenu pour
le niveau a 23 parameétres de controle.
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F1G. 71 — Précision du paramétrage: valeur de la fonction-
nelle cotdt pour le niveau o 11 paramétres de contrile.
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F1G. 72 — Précision du paramétrage: norme du gradient pour
le niveau G 11 parameétres de controle.
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F1G. 73 — Précision du paramétrage: profil final obtenu pour
le niveau G 11 parameétres de controle.
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FiG. 74 — Précision du paramétrage: valeur de la fonction-
nelle codt pour le niveau a 5 paramétres de controle.
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Fi1G. 75 — Précision du paramétrage: norme du gradient pour
le niveau a 5 paramétres de controle.
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F1G. 76 — Précision du paramétrage: profil final obtenu pour
le niveau a 5 paramétres de controle.

14.2 Formulation du probléme d’optimisation

Nous conservons la forme "probléme inverse" qui permet de bien mesurer la ca-
pacité de la chaine d’optimisation & s’approcher autant que 'utilisateur le désire d’un
optimum connu.

Etant donné un paramétrage v de la forme, un maillage est reconstruit & l'aide
d’un algorithme de déformation de maillage, puis une solution de I’écoulement est

calculée sur ce maillage. Soit P(v) la pression correspondante, on en déduit la fonc-
tionnelle:

i) = / (P(y) - P*)do (60)

oul l'intégrale est calculée sur le profil défini par -.
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14.3 Probléme inverse monocorps en Euler

L’approche proposée dans ce travail est de maniére inhérente assez indépendante
du modéle fluide, du moins en ce qui concerne la boucle d’optimisation.
En revanche, les parameétres & utiliser dans cette boucle, d’une part, et la vitesse de
convergence, d’autre part, risquent fort de dépendre de maniére notable du modéle
choisi pour le fluide. Afin de pouvoir comparer 'effet de la complexité géométrique
due au profil et au maillage, nous présentons d’abord un calcul avec un modéle Euler.

rae.desc

mach, min = 0.0659056, max = 1.21953 mach, min=0.0246097\ max = 1.26296

131

118

105

0.92

0.79

0.66

0.53

0.4

0.27

0.01

3
&
=2

F1G. 77 — Iso-mach des écoulements autour du RAE2822 (4 gauche) et du NACA0012
(a droite).
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14.3.1 Contexte

Le probléme & résoudre est la restitution d’un profil NACA(0012 & partir d’'un
profil RAE2822. Le probléme inverse est résolu pour un régime transsonique, plus
précisément pour un nombre de Mach & l'infini de 0,73, et une incidence de 2 degrés.
La forme des profils d’aile est décrite par 96 points, de sorte que le nombre de para-
métres de controle maximal est de 95, le maillage total comportant 2200 sommets.
Ce maillage est suffisant pour une bonne prédiction en modélisation eulérienne, aussi
bien pour le RAE2822 que pour le NACA0012 (figure 77). Un calcul typique d’écou-
lement sur ce maillage cotite en moyenne 285 secondes CPU (sur DEC ALPHA 500,
333 Mhz).

L’optimisation se fera avec un noeud sur deux, soit 47 degrés de liberté au maxi-
mum.
Nous avons choisi d’effectuer cing pas de temps au pour calculer les différences divi-
sées ainsi qu’a chaque début d’itération d’optimisation.

14.3.2 Reésultats

T T T T
V-cycle 47-23-11-5 parametres

log(fonctionnelle cout)

55

0 2‘0 4‘0 (;O 8‘0 1‘00 120 1)10 l(;O 180
Evaluations de fonctionnelle cout (en temps)

F1G. 78 — Probléme inverse pour profils, Euler, différences

divisées, résolution simultanée: valeur de la fonctionnelle

cotit pour un V-cycle sur les niveauz a 47, 23, 11 et 5 pa-

ramétres de contrile.
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Les figures 78 a 83 présentent l'historique du calcul One-Shot.

Le calcul comporte 740 itérations d’optimisation. Il est 170 fois plus cotiteux
qu’un seul calcul d’état.
On vérifie que I’équation d’état est bien résolue & partir de la moitié environ du
calcul (figure 81) et que le calcul aboutit & une trés petite valeur de la fonctionnelle
(la valeur zéro n’étant pas atteignable avec ce nombre de paramétres de controle)
(figure 78).
Le gradient perd d’ailleurs trois ordres de grandeur (figure 80).

0.08 T T T T T
006 e E
0.04 - B
0.02 Profil cible B
g Profil initial -------
£ Cycle 10 --------
< Cycle 40 -
o ol Cycle 120 ———-
-0.02
-0.04
-0.06 ! ‘ |\'"\”\'\'?“‘""":—7:{/"; ! !
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 79 — Probléme inverse pour profils, Euler, différences divisées, résolution simul-
tanée: évolution du profil au cours des itérations d’optimisation pour un V-cycle sur
les niveauz a 47, 23, 11 et 5 paramétres de controle.

Pour comprendre la figure 79, il faut se rappeler qu’avec 4 grilles, un cycle compte
six itérations d’optimisation. On remarque qu’aprés 720 itérations d’optimisation, la
forme obtenue est visuellement confondue avec la forme escomptée. Elle en est déja
trés proche aprés 240 itérations d’optimisation, soit 1’équivalent du calcul de 57
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calculs d’état. Compte tenu du nombre effectif de parameétres de controle, le calcul a
donc un coit plus faible que celui de deux itérations de gradient simple en différences
divisées avec calcul complet de I’état (le cotit est a peine plus élevé que celui d’une
seule itération de gradient simple).

T T T
V-cycle 47-23-11-5 parametres

0.5 I 4

log(gradient de la fonctionnelle cout)
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0 100 200 300 400 500 600 700 800

Iterations d'optimisation

F1G. 80 — Probléme inverse pour profils, Euler, différences
divisées, résolution simultanée: évolution de la morme du
pseudo-gradient au cours des itérations d’optimisation pour
un V-cycle sur les niveaux a 47, 23, 11 et 5 paramétres de
controle.
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FiG. 81 — Probléme inverse pour profils, Euler, différences
divisées, résolution simultanée: évolution du résidu de la
masse volumique au cours des itérations d’optimisation
pour un V-cycle sur les niveauz & 47, 23, 11 et 5 parameétres
de controle.
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Fia. 82 — Probléme inverse pour profils, Euler, différences
divisées, résolution simultanée: évolution du parameétre o au
cours des itérations d’optimisation pour un V-cycle sur les
niveaur 6 47, 23, 11 et 5 paramétres de controle.
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V-cyéle 47-23-11‘-5 parametrés
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FiG. 83 — Probléme inverse pour profils, Euler, différences
divisées, résolution simultanée: évolution du résidu du pas
de descente au cours des itérations d’optimisation pour un
V-cycle sur les niveaur & 47, 23, 11 et 5 paramétres de
controle.

14.4 Probléme inverse en turbulent
14.4.1 Modéles de turbulence pour des couches limites compressibles

La partie résolution de I’écoulement est celle développée par J. Francescatto dans
sa theése [Fra98] [FD98]. Nous en rappelons les principales caractéristiques.

Ecriture du systéme sous forme conservative
Le systéme des équations de Navier-Stokes adimensionnées auquel on a ajouté le
modéle de turbulence k—e s’écrit en deux dimensions d’espace et en formulation

conservative:
ow N OF (W) 4 OG(W) _ 1 <8R(W) 4 BS(W))
ot ox dy "~ Rey ox oy
B 3 (61)
OR(W) 9S(W)
Q
gt g, W)
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ou:

— W(z,y,t) est une fonction vectorielle de IRS, dont les composantes sont les
variables conservatives adimensionnées.

— F(W) et G(W) sont les fonctions de flux convectifs appelés flux d’Euler
ou flux hyperboliques

— R(W), S(W) sont les fonctions de flux visqueux laminaires et Rey est
le nombre de Reynolds laminaire provenant de 'adimensionnalisation des
équations.

~ R(W), S(W) sont les fonctions de flux visqueux turbulents.

— Q(W) est le terme source associé au modéle de turbulence k — e.

L’introduction du modéle de fermeture dans les équations de Navier-Stokes
moyennées ajoute, en plus de la viscosité turbulente, des termes supplémen-
taires. Ces termes dans 1’expression des contraintes visqueuses turbulentes pro-
viennent de l’existence d’un terme diagonal 2/3 pk I; dans les tenseurs de
Reynolds. Afin de pouvoir traiter les termes hyperboliques, de la méme facon
que dans le cas laminaire, nous utilisons un changement de variables approprié:

, 2
P =p+gok
E = FE+ Bpk B=—-1+ 2 (62

= pk avec [ = — N
3(v-1)

avec:

p=(v- 1)/)01vT @)
E = pC,T + ip(u2 +v%) + pk

ou p est la pression, F I’énergie totale par unité de volume, p la masse volumique
du fluide, k 1’énergie cinétique turbulente, C, désigne la chaleur spécifique
& volume constant, T la température, v le rapport des chaleurs spécifiques
supposé constant (y = 1.4 pour un gaz parfait) et u, v sont les composantes
de la vitesse moyenne. La relation liant E' et p' prend alors la forme classique:

po= (v-1) (E - %p (w? + UZ)) (64)

Ainsi, en introduissant ce changement de variables dans le systéme initial, les
termes en 2/3 pk sont retirés des flux visqueux turbulents pour étre incorporés
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aux flux convectifs (d’apres la définition de p et de E'). On obtient:

pu
pu’ +p/
PUY _
(El_l_pl)u ’ G(W)_
puk
pue

F(W) =

Les flux visqueux laminaires s’écrivent:

0
UTpz + UTey + %I:B_:i
ok

o
%

M@x

les flux visqueux turbulents:

t
Trx

Tt

UTfm + vaE
w Ok
o O
i O
0. Oz
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zy
4 Yk Oe Ok
Y Ptoxr orp0x |>

pv
puv
pv® + p/
(E'"+p)v
puk
pvE

(65)

(67)
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0
t

Tmy

t

vy
- urt 4 prt 4 JHr0e e Ok
S(W) = zy W Pt oy | opdy |° (69)
e Ok

oy, 9y
pt O
0. Oy

et le terme source:

0
0
0
QW) = 0 (70)
Wk
We
avec
)
Ou; . Ouy 2 Ouy
= — o0 = —
Tij M((?l‘j—i_axi) 3”8.1‘19 j, Ul = U, Ug =V
| = 1 S = S b 71
Tij = Mt <3xj + 8:r1~> 3m8xk i (71)
L
Pr = 0.725, Pt = 0.86, Rey = LrefrefZref
. Uref

ou i et u; sont respectivement un coefficient de viscosité laminaire adimen-
sionné et un coefficient de viscosité turbulente adimensionné, 7;; sont les com-
posantes du tenseur des contraintes de Cauchy, Pr et Pt sont respectivement
le nombre de Prandtl laminaire et le nombre de Prandtl turbulent provenant
de I'adimensionnement des équations. Les notations pref, Uref, Lref €t firef
désignent respectivement une masse volumique de référence, une vitesse de ré-
férence, une longueur de référence et une viscosité de référence. Enfin, nous
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posons:
4 ka
Ut = Cufu?
{ wg=—pe+P (72)

2
g 19
We = CslfIE/P - ngf?%

\

et la viscosité laminaire en fonction de la température 7" dimensionnée obtenue
par la loi de Sutherland:

T
W(T) = piref siT <120 K
ref (73)
T \'5 /120 + 110
w(T) u(120)<120> <T+110> siT >120 K

ou le terme de production de la turbulence est défini par:

. 2 B 8uz Buj 2 Buk B Bu,
P= <3pk)6m fe <8xj + Bazz 3 Bxk 6”)) 8xj (74)

avec ¢y, cs; et c., qui sont les constantes empiriques de la modélisation.

Les fonctions f1, fo et f, sont respectivements les fonctions d’amortissement
pour le contrdle du terme source et la fonction de correction de la viscosité
turbulente. Les constantes ¢, c.1, ce2, 0¢, 0% €t f1, fa, fu font objet de défi-
nitions différentes suivant les modéles utilisés.

Couche limite turbulente incompressible
La définition des fonctions et des constantes pour le modeéle de turbulence &
haut Reynolds est la suivante:

fi=1
fa=1

4 (75)
fy =1

[ cu=0.09, 0, =10, 0, =13, ce; = 1.44, c., =1.92.
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L’approche dite "bi-couche" a été introduite par Chen et Patel en 1988 [CP88]|.
Elle consiste & séparer 1’écoulement en deux zones; la premiére, loin de la paroi
ol le nombre de Reynolds local est grand et la deuxiéme pres de la paroi ol la
viscosité turbulente est prédominante. Le principe est d’appliquer le modéle de
turbulence k£ — ¢ & haut Reynolds dans la premiére zone et d’utiliser 1’équation
de k suivi d’'une détermination algébrique du taux de dissipation de la turbu-
lence ¢ dans la deuxiéme zone.
Ce modele dépend de trois variables: R;, R, et y™ qui représentent respective-
ment les deux nombres de Reynolds locaux de la turbulence et une distance &
la paroi adimensionnée:
2
R = Ry:@,etf:% (76)
Vp € p p

oll pp est la masse volumique du fluide & la paroi et v}, la viscosité laminaire &
la paroi.

L’approche de Chen-Patel introduit dans la présente définition le modéle & une
équation de Wolfshstein (1969) [Wol69|. Dans la région ou R, < 200 (ce qui
correspond approximativement a y™ < 100), seules les équations des variables
moyennées et de ’énergie cinétique de la turbulence sont résolues numérique-
ment tandis que les longueurs d’échelles caractéristiques sont déterminées par
des relations algébriques.

— Zone haut Reynolds (R, > 200):
Les deux équations turbulentes & résoudre sont:

o = a () a) 5 (4 5)5)
Dt Oz ,u+0k ox +8y M+ok dy

—pe+ P

e = w8 g) 5 (0 5)5)
Dt - Oz 'u_'_ag or +3y M+05 dy

€ pe?
TeapP ey

(77)

ol les constantes empiriques du modele sont: ¢, = 0.09, o, = 1.0, 0. =
1.3, ¢, = 1.44, ¢, = 1.92 et la viscosité turbulente est donnée par:
k2

ut:pcu?
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Zone bas Reynolds (R, < 200):

Seule ’équation de 1’énergie turbulente est calculée. Le taux de dissipa-
tion de la turbulence est déduit de ’énergie cinétique turbulente et d’une
échelle de longueur [.:

D(pk) 0 ,ut) 8k> 0 (( Mt) ok
Dt _3x<(u+ak oz +3y 'u+0k 3y)_p€+7)

(78)

ou la constante o, = 1.0 et la viscosité turbulente sont définies par l'ex-
pression suivante :

[t = Cy p Vk l,, avec ¢, =0.09
Les deux échelles de longueurs [, et . sont définies de la maniére suivante:
ly,=k c,f3/4 y fu et le=k c“_3/4 y fe (79)

ou f, et fo sont deux fonctions de correction qui s’écrivent:

—-R —-R
fu=1—exp (A—,f) et fo=1—exp (A—gy> (80)
avec K = 0.4, A, =70 et A, =2 k ¢,/

Zone de raccord:

C’est une zone située & cheval entre la zone calculée par le modéle &
haut-Reynolds et celle calculée par le modéle bi-couche. Elle est comprise
approximativement entre 180 < R, < 220. Dans cette zone, la viscosité
turbulente dépend d’un coefficient « € [0,1] qui est une fonction linéaire
du nombre de Reynolds turbulent local R,:

pe=op "+ (1—a)py*

ou
220 - Ry

@ 40
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— Condition & la paroi:
Pour les variables moyennées, les conditions imposées & la paroi sont celles
d’un écoulement visqueux: la condition d’adhérence du fluide V=0etla
condition sur la température adiabatique 07'/dy = 0.

Pour les deux variables de fermeture, les conditions imposées a la paroi
sont: une énergie cinétique turbulente nulle et une condition sur le taux
de dissipation de la turbulence qui peut étre différente d’'un modéle a un
autre. Pour les modéles de turbulence a bas-Reynolds, nous utilisons une
condition suggérée par Chapman and Kuhn [CK85]:

k
Ely=0 = <4yy—2 - e) .
y:

ol ¥y = 6 est le premier point au voisinage de la paroi. Pour le modéle
bi-couche, nous utilisons une condition de Dirichlet calculée en R, = 200:

k3/2
e|r, =200 = ]
3

— Traitement aux frontiéres & l'infini:
Pour la frontiére amont et aval, nous utilisons un traitement par décen-
trage sur la base du flux numeérique de Steger-Warming [SW81].

14.4.2 Contexte du calcul

Le probléme a résoudre est 'inverse de celui présenté en 14.3.1, c’est & dire qu’il
s’agit de la restitution d’un profil RAE2822 3 partir d’un profil NACA(0012. Mais
cette fois-ci en turbulent.

Le probléme inverse est également résolu pour un régime transsonique, plus pré-
cisément pour un nombre de Mach & l'infini de 0.734, une incidence de 2.79 degrés,
et le nombre de Reynolds est égal & 6.5 108 (cas 9).

La forme des profils d’aile est décrite par 192 points, de sorte que le nombre de
paramétres maximal est de 191. Le maillage total (& 1'origine structuré) comporte
16672 sommets, dont 192 le long du profil, 32 dans le sillage et 65 dans la direction
normale, la plus petite distance a la paroi est de 7.9 10~%m et sur la premiére maille
le rapport de maille est de 2400 environ.
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mach, min=0, max = 1.32219 \ mach, min=0, max = 1.24832

13

1.168

1.036

0.904

0.772

0.64

0.508

0.376

0.244

0.112

-0.02

8
~ IR FErE

3

F1G. 84 — Iso-mach des écoulements autour du RAE2822 (a droite) et du NACA0012
(a gauche).

Pour ce maillage, un calcul typique d’écoulement cotlite en moyenne 3118 secondes
CPU (sur DEC ALPHA 500, 333 Mhz).

L’optimisation se fera avec un noeud sur quatre, soit 47 degrés de liberté au maxi-
muin.

On choisit de réaliser 10 pas de temps au cours des différences divisées ainsi qu’a
chaque début d’itération d’optimisation.
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F1G. 85 — Profil RAE2822 (cas 9): comparaison du coefficient de pression provenant
du calcul numérique et du calcul expérimental [CMF79].

Les calculs étant cette fois particuliérement coliteux, une implémentation pa-
ralléle a été développée. Elle consiste en la réalisation en paralléle des calculs de
différences divisées.

14.4.3 Résultats

Les figures 87 a 92 présentent I'historique du calcul One-Shot.
L’écoulement initial est cette fois-ci complétement convergé sur la géométrie initiale
(bonne évaluation de la fonctionnelle initiale).

Le calcul comporte 240 itérations d’optimisation. Le temps total écoulé est de 51

heures CPU en paralléle (sur cinq machines), que ’on peut estimer & environ 200
heures CPU en séquentiel.
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N W

AN

VVY VVVVY

/’ VYWY

F1G. 86 — Maillages autour des profils et NACA0012 (& gauche) du RAE2822 (a
droite). Le maillage du NACA0012 a été déduit de celui du RAE2822 par déformation
du maillage.

On vérifie que ’équation d’état est bien résolue a partir des deux tiers environ du
calcul (figure 89) et que le calcul aboutit & une trés petite valeur de la fonctionnelle
(la valeur zéro n’était pas atteignable avec ce nombre de parameétres de controle)
(figure 87).

Le gradient perd 2 ordres de grandeur (figure 88).

En ce qui concerne la figure 92, on notera qu’avec quatre grilles, un cycle compte
six itérations d’optimisation. On remarque qu’aprés 240 itérations, soit 40 cycles,
la forme obtenue est trés proche de la forme escomptée. Cela correspond & 1’équi-
valent du calcul de 230 états (en séquentiel). Compte tenu du nombre effectif de
paramétres de controle, le calcul a donc le méme colt que 5 itérations de gradient
simple en différences divisées pour une décroissance de trois ordres de grandeur de
la fonctionnelle.
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' ' ' V-cycle ‘47-23-11—5 parar‘neﬁres

15 —

2k i
g
3
3

o 25} q
©
2
£
2
g

& °r 1
k=3
°

35k i

4 i

45 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

Evaluations de fonctionnelle cout (en temps)

FiG. 87 — Cas turbulent, différences divisées, résolution si-
multanée: valeur de la fonctionnelle codt pour un V-cycle
sur les nwveaur 4 47, 23, 11 et 5 paramétres de controle.

\/-cycle 47-23-11-5 pérameﬁres

log(gradient de la fonctionnelle cout)

2 I I I I
0 50 100 150 200 250
Iterations d'optimisation

Fig. 88 — Cas turbulent, différences divisées, résolution
simultanée: évolution de la norme du pseudo-gradient au
cours des itérations d’optimisation pour un V-cycle sur les
niveaux G 47, 23, 11 et 5 parameétres de contrile.
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0.001 T T

V-Eycle 47-23-11-5 pa{rameﬁres

0.0001 E|

1e-05 k|

log(residu de la masse volumique)

1e-06 E|

1e-07 . L .
0 50 100 150 200 250

Iterations d'optimisation

FiG. 89 — Cas turbulent, différences divisées, résolution si-
multanée: évolution du résidu de la masse volumique au
cours des itérations d’optimisation pour un V-cycle sur les
niveaux G 47, 23, 11 et 5 parameétres de contrile.

0.0001 . .
V-cycle 47-23-11-5 parametres

1e-05 4

1e-06 | E|

log(sigma)

1e-07 E|

1e-08 L
] 50 100 150 200 250
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Fia. 90 — Cas turbulent, différences divisées, résolution si-
multanée: évolution du paramétre o au cours des itérations
d’optimisation pour un V-cycle sur les niveauz a 47, 23, 11
et 5 parameétres de controle.
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0.1 T T

V-Eycle 47-23-11-5 pa{rameﬁres

0.001 k|

log(pas de descente)

0.0001 E|

le-05 . L .
0 50 100 150 200 250

Iterations d'optimisation

Fi1G. 91 — Cas turbulent, différences divisées, résolution si-
multanée: évolution du pas de descente au cours des itéra-
tions d’optimisation pour un V-cycle sur les niveauz a 47,
23, 11 et 5 paramétres de controle.

0.06

0.04

Profil cible ——
Profil initial -------
Cycle 10 --------
Cycle 40

0.02

gamma

X

Fia. 92 — Cas turbulent, différences divisées, résolution si-
multanée: évolution du profil au cours des itérations d’opti-
misation pour un V-cycle sur les niveaur a 47, 23, 11 et 5
parameétres de controle.
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15 Conclusion

L’optimisation de formes pour des systémes complexes comme ceux intervenant

en aérodynamique est depuis plusieurs dizaines d’années confrontée a deux obstacles
principaux: 1'optimisation nécessite un effort de calcul de plusieurs ordres de gran-
deur plus grand que 'analyse (c’est & dire le calcul d’un écoulement), et elle peut
nécessiter une analyse de sensibilité précise, coliteuse en temps de calcul (méthode
de différences divisées) ou en développement (méthodes utilisant un gradient analy-
tique).
Les difficultés liées au cotlit ont été passablement dépassées grace aux méthodes utili-
sant I’état adjoint et éventuellement la résolution simultanée [Jam88] [Ta’91] [Beu94]
[Moh97]. Mais ces méthodes sont cotiteuses en développement et nous avons cherché
dans ce travail & proposer une version relativement peu cotiteuse de ’approche dif-
férences divisées.

Pour nous donner toutes les chances dans cette démarche, nous avons évalué une
approche combinant les méthodes suivantes:

— méthode One-Shot,
— différences divisées,
— méthode multiniveau.
Cette approche a été comparée avec une approche en gradient analytique pour un

premier cas test. Elle est aussi évaluable facilement par rapport & une approche pu-
rement différences divisées.

Moyennant un ajustement ad hoc (et néanmoins un peu complexe et coliteux)
de quelques parameétres (dont notamment le niveau minimum de résolution de ’état
qui assure la convergence de la méthode One-Shot), nous obtenons un algorithme
efficace pour une famille de problémes assez simples et pour un nombre de para-
métres de controle encore modéré, mais déja intéressant: en modélisation eulérienne,
l'optimisation utilisant 15 paramétres de contréle cotite 1’équivalent d’une dizaine
d’évaluations de fonctionnelles.

Il est néanmoins évident que cette approche a un coiit encore trés dépendant du
nombre de paramétres de controle et du modeéle de CFD choisi. Avec le cas test le
plus complexe, 'optimisation de 47 parameétres cotlite environ 230 solutions, pour
descendre de 3 ordres de grandeur. Au cours de cette optimisation, la position de
la surface vis a vis du plan central peut varier de 30%. En pratique, on cherche des
variations plus faibles, 5-10%, et des décroissances du cotit de moins d’un ordre de
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grandeur. On peut espérer (mais cela reste a vérifier) réaliser ce nouvel objectif avec
47 parameétres de controle pour le colit de moins d’une centaine d’évaluations.

La mise en ceuvre de cette méthode a partir d’'un code CFD demande les efforts
suivants:

— mise en place du paramétrage,

— ajout d’une routine de remaillage,

— mise en place de la résolution partielle,
mais fait I’économie de ’analyse de sensibilité.

Dans le futur, nous chercherons & améliorer 'efficacité de cette méthode et a

Pappliquer & des problémes d’optimisation concrets (minimisation de trainée, maxi-
misation de portance, ...).
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