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Résumeé : On présente une méthode d’éléments finis mixte pour la résolution des
équations bidimensionnelles de Quasi-Stokes. Cette méthode doit servir de solveur
de base pour la résolution numérique des équations de Navier-Stokes instationnaires.
Ces derniéres sont linéarisées en utilisant une méthode des caractéristiques du pre-
mier ordre pour traiter le terme de dérivée particulaire. La formulation mixte de
Quasi-Stokes a pour inconnues la vorticité et la fonction courant discrétisées par
des fonctions continues et affines localement. Une approche directe entrainant la
perte d’un ordre d’erreur dans ce type de méthode, on utilise une technique de
régularisation-stabilisation par adjonction d’une nouvelle forme discréte. Cette nou-
velle formulation reste consistante et est inconditionnellement convergente. En cas
de régularité suffisante, une estimation d’erreur optimale en O(h) est obtenue. Des
essais numériques sont présentés permettant de confirmer les résultats annoncés dans
I’étude théorique.
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A Linear Piecewise Finite Element Stabilized Method for
The Quasi-Stokes Equations

Abstract: We present a mixed finite element method to solve numericaly the two-
dimensional Quasi-Stokes equations. The aim is to use this method as a basic solver
for the instationary Navier-Stokes equations. To linearize these Navier-Stokes equa-
tions, the total time derivative term is treated with a first order characteristics
method. The unknowns of the mixed Quasi-Stokes formulation, the vorticity and
the stream function, are discretized by piecewise continuous functions. A direct ap-
proach leading to the loss of one order in the error estimates, we use a regularization-
stabilization technic by adding a new discrete form in the formulation. This new for-
mulation remains consistent and is inconditionaly convergent. Moreover, in case of
sufficient regularity on the vorticity, we get an O(h) optimal error estimate. Numer-
ical tests are performed in order to confirm the results announced in the theoretical
analysis.

Key-words: Navier-Stokes, Quasi-Stokes, mixed methods, stabilized methods, fi-
nite elements, stream function, vorticity



FEléments finis affines stabilisés pour les équations de Quasi-Stokes 3

1 Introduction

On considére un ouvert  borné de IR?, de frontiére I' polygonale, simplement
connexe. La forme standard des équations de Navier-Stokes décrivant le mouvement
d’un fluide incompressible dans €2 est donnée par:

@—l—UVU—I/AU‘FVp:f dans €, t >0,
ot

(1)
Vau=10 dans 2, t>0,

ou u est la vitesse d’écoulement, p la pression, f une force par unité de masse donnée
et v la viscosité cinématique du fluide.

Les conditions aux limites sont de type Dirichlet homogéne pour la vitesse et les
conditions initiales portent elles aussi sur la vitesse. Cette formulation, appelée for-
mulation vitesse-pression, peut étre réécrite en introduisant deux autres fonctions
scalaires, & savoir la vorticité ou tourbillon (notée dans la suite par w) et la fonction
courant (notée ). Le lien entre ces fonctions est donné par les relations:

{w:VXu et uw=V Xx1. (2)

On obtient alors la formulation w — % ou formulation tourbillon-fonction courant,
qui s’écrit:

a_w_|_qu_yAw:VXf dansQ, t>0,
ot

(3)
w4+ Ay =0 dans €2, t > 0.

Les conditions aux limites impliquent que la fonction ¥ et sa dérivée normale
0, sont nulles sur la frontiére I'. Les conditions initiales concernent w.

Une discrétisation en temps, par une méthode de caractéristiques, nous améne a
traiter le terme de dérivée particulaire au temps t en prenant:
ow w(t,z) —w(t — At,z(t — At))

E(t, z)+uVw(t,z) = Y

(4)

ol At est le paramétre de discrétisation en temps et z(f — At) correspond au point
en aval de z au temps t — At. Le systéme instationnaire précédent, se discrétise alors
a chaque temps t, sous la forme du sytéme de Quasi-Stokes suivant:
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4 M. Amara, F. El Dabaghi, M. Hassine

w + AY =0 dans €

—Aw — AAY =F dans(

oit A= —t-et F'= P + 1V x favec 0 (t,2) = w(t — At,z(t — At)).

Le but de cet article est d’écrire la décomposition w — % dans un cadre varia-
tionnel naturel, & savoir w dans L?(Q) avec Aw dans H™'(Q) et % dans H} (), par
le biais d’une méthode mixte. Cette décomposition pour le probléme de Stokes et
les propriétés des espaces fonctionnels induits sont décrits dans Bernardi-Girault-
Maday [6], Girault-Giroire-Sequeira [14]. Ce cadre va nous permettre de généraliser
ces résultats d’existence et d’unicité de solution & ce probléme de Quasi-Stokes sans
hypothése particuliére. Il nous permettra aussi de proposer une méthode numérique
d’approximation de Quasi-Stokes avec des estimations d’erreur optimales. Cette mé-
thode est une généralisation de celle donnée dans Amara|3], Amara-Dabaghi [4] pour
le probléme de Stokes.

On cherche wy, et ¥y, les approximations respectives de w et 1, dans un espace
d’éléments finis continus, affines localement i.e. IP;. Une approche directe entraine
la perte d’un ordre d’erreur dans ce type de méthode. Cette perte est die au fait
que la forme principale a de la méthode mixte n’est plus uniformément coercive en
discret. Pour pallier & cet aspect, on utilise la technique de stabilisation décrite dans
Amara[3], Amara-Dabaghi [4], qui consiste & changer cette forme principale a en
une autre forme ay par adjonction de termes stabilisants. Cette forme ap est alors
uniformément coercive sur le probléme discret et cette nouvelle formulation reste
consistante. On obtient ainsi avec I’élément Py, une méthode inconditionnellement
convergente. En cas de régularité suffisante sur w, on a une estimation d’erreur op-
timale & savoir: |[jw — Wh”o,ﬂ + Y — Uil < Ch(lw|z.0+ |¥]2.0) -

Cet article est composé de trois paragraphes. Dans le premier, on présente la
formulation variationnelle mixte associée au probléme de Quasi-Stokes ainsi que les
espaces fonctionnels utilisés. On obtient alors, en utilisant le théoréme de Babuska-
Brezzi, existence et unicité de la solution de ce probléme.

Ensuite dans le deuxiéme paragraphe, on donne la formulation variationnelle

discréte associée a des éléments finis continus, affines localement. L’analyse des es-
timations d’erreurs a priori montre une perte d’un ordre d’erreur. Cette perte est

INRIA
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diie & la non-coercivité uniforme de la forme principale a . On introduit alors les
termes stabilisants adéquats dans cette forme. On montre alors que la méthode reste
consistante et que la nouvelle forme est uniformément coercive dés que le paramétre
de stabilisation est convenablement choisi. On donne les estimations d’erreur a priori
en fonction du coefficient A et du paramétre de stabilisation. Dans le cas d’une ré-
gularité optimale en w, on vérifie que ’on récupére une estimation d’erreur optimale

i.e. en O(h).

Le dernier paragraphe est dévolu a la validation numérique de la méthode et aux
essais numériques. Ces essais permettent de confirmer les résultats annoncés dans
I’étude théorique. Ils prouvent ainsi I'efficacité de la méthode proposée. On présente
aussi dans cette partie, des essais numériques effectués sur le probléeme de Navier-
Stokes instationnaire, en utilisant une méthode des caractéristiques du premier ordre
pour discrétiser le temps.

2 Analyse du probléme de Quasi-Stokes

2.1 Notations et rappels mathématiques

Soit © un ouvert borné de IR?, connexe de frontiére I' simplement connexe, po-
lygonale. On suppose que {2 ne comporte pas de fissures. On note H_I(Q) I’espace
dual de H}(Q) et (, )_1,1,0 le produit de dualité entre H™H(Q) et H3(2). On précises
les notations sur les normes suivantes :

1/2
Wel Q) [vlog = ( [ IvPd2)
¢ 1/2
Well® |, Ng=([ IVePde)
9 Q 6)
1/2 (
wel' Q) IVl = (Ve + ¥ g)
V,’ _
YweH Q) | HVH_LQ: sup w
ApEHé(Q) |99|1,Q

On introduit aussi les espaces fonctionnels suivants:
HO(A; ) = {6e12(Q); A eL?(@)}

HT' (A5 Q) = {#el2(Q); A0 e HTH(Q)} .

RR n 4142



6 M. Amara, F. El Dabaghi, M. Hassine

On définit I’application p de H™'(A; Q) dans H{ () par:
Ap(v) = Av dans H™1(Q),¥v e HT'(A; Q) . (7)

L’application p est linéaire, continue et vérifie les propriétés suivantes:

VVGH(l)(Q)7 p(v) = v,
Vo € HTH(A; Q) [p(0) o = 1A0]]_1q (8)
Vv e HI(Q) ’ |p(v)|17Q S |V|17Q7

On remarque que
Vv e H Y (A;Q), v — p(v) e H(A; Q).

On associe & 'espace H™' (A ; Q) le produit scalaire

V8,5 c H' (A Q), <0,5>_1AQ:/05dQ—}—/Vp(H)Vp(5)dQ,
B Q Q

et la norme associée

- 2 2 1/2
Ve HT (A5 Q), [16] 1 00=(I05a+1201%,0) " -
On utilise aussi yg et 1 respectivement pour noter I'application trace et I’appli-

cation trace de la dérivée normale. Aprés ces rappels, on va énoncer les résultats
classiques suivants, pour plus de détails voir Bernardi-Girault-Maday[8], Girault-
Giroire-Sequera[14],...

Proposition 2.1
o H '(A;Q) est un espace de Hilbert
o D(Q) est dense dans H ' (A; Q).

Proposition 2.2
o Linjection de H*(A; Q) dans  H '(A; Q) est continue.
o Il exciste une application trace ~vo: H'(A; Q) — H_%(F)

telle que Vv € D(Q) ~vo(v) = yr
De plus on a la formule de Green suivante

Vo € HNQNHA(Q),Yve H (A Q)/{qubde—(Av, ) 110 = (10(1),0.9)_1 10
ot 00 € H%(F) est la trace dérivée normale de ¢.

INRIA
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2.2 Probléme continu, existence et unicité de la solution

Etant données f € H™'1(Q), 1y € H%(F), g€ H%(F) et A > 0. (9)

Le probléme de Quasi-Stokes consiste a trouver w dans H™!(A; Q) et ¢ dans H'(Q)
telles que

w+ AP =0 dans €
Aw+ AAY = f dans
=1y sur I

o0 _
on 7
On a pour tout ¥4 € H%(F) il existe une fonction @ € H'(Q) tel que

Y0(®) = ¥q  p.p. sur ['. On définit alors la forme linéaire

sur [

G(0) = / VEVdQ — / Bgdl V6 € H'(Q) (11)
Q T
On note par X 'espace H™'(A; Q)

Proposition 2.3

La forme G se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue notée GG
définie de X sur IR et telle que

| Gllx= sup LEO

(12)
€EH1(Q) ||0HX

Preuve 2.1

1l s’agit d’une application du théoréme de Hahn-Banach. Sachant que H' () est dense
dans X, il suffit de vérifier que G définie en (11) est continue pour la topologie de X
sur H'(Q).

D’apres (21), il eviste ¢ € H*(Q) tel que vo(¢p) = vg p.p. sur U et vi(¢) =
g p.p. sur I ( dérivée normale de ¢ ).

RR n 4142
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Par construction B — ¢ € Hy(Q) et on a pour tout § € H'(Q),

G(9) :/QV(a—qb)vonJr/QwvedQ—/rogdr
= —(20,5-6)_100- [ 880d2+ [6nu(e)dr - [ogar (13

= (A0, 6-F) 41 q- /QOAqb 40
d’ou
2 2 \2
GO < 18llx (16 - FlEg+126]20) (14)
On a ainsi la continuité de G sur H'(Q2) pour la topologie de X .
Maintenant en fonction de f et \; données en (21), on définit sur M = H}(Q) la
forme linéaire continue

F@) = ¢)na—A [ VoVed2 VoeM (15)

On considére le probléme

trouver w € X, 1,7J € M tels que

/QdeQ—i—<A0,'zZ>_ L =G) Vo eX (16)

IR)

~(Bw, @)t A [ VEVed2=F(p) Yo €M

Par densité, ce probléme est équivalent au probléme

trouver w € X, 1,7J € M tels que

/Qowdsz—/ﬂwzvodﬂz(;w) Vo e H'(Q) (17)

(A, @it A [ VOVed2=F(e) Ve e HY®)

En posant

INRIA



FEléments finis affines stabilisés pour les équations de Quasi-Stokes 9

le probléme (17) est équivalent &
trouver w € X, 1 € M? tels que

/ewdg—/wvon:/gedQ Vo e HY(Q) (19)
Q Q T :

—(Aw, @)ypa+ A [ VEVEdR=(f @) 0 Ve e HY®)

Mt = {cp € H'(Q);  ~o(¢) =g p. p. sur F} (20)

On a donc équivalence entre les problémes (16), (17) et (19) sous la définition (18)
de 1. D’autre part, le probléme (19) s’interprétent immédiatement en

weX, peM?

w+ AP =0 dans €

—Aw —AAY = f dans (21)
=1y sur I

0y

In = g sur T

Théoréme 2.1 pour tout f € H (), g € H2 () et g € H (I);
le probleme (P) admet une solution unique.

Preuve 2.2 D’aprés ce qui précéde, on a d’une part [’équivalence entre les pro-
blemes (16), (17) et (19) et d’autre part l’équivalence entre le probléme (19) et le
probléme (P). Il suffit de montrer donc Uexistence et ['unicité de la solution de (16)
pour endéduire celle de (17), (19) et de (P) respectivement.

Or pour cela, on peut s’appuyer sur un cadre abstait général donné par Brezzi-
Fortin[7] pour endéduire ce résultat.

Dans la suite, on s’intéresse a séparer les contributions des données f, g et ¥4 en
décomposant le probléme (19) en deux problémes

RR n 4142
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trouver w® € HY(Q)  tel que
(22)
/vaovpdﬂ =)0, VPE Hy (%)

trouver w* € X, € M? tels que

/Hw*dQ—/V'&VGdQ:—/OdeQ—/ngQ VO EHNQ) ()
Q Q Q T

(AW @)y ) [ TOVedR=0 Vo € HYQ)
77 Q
L’équivalence entre (19) d’une part et (22)-(23) d’autre part a lieu sous la définition

w=uw" o (24)

Ces deux problémes s’interprétent immédiatement en

w® € HY(Q)
(25)
—Aw? = f dans H™H(Q)
w* e X, e H}Q)
—AYp = " p.p. dans Q
—Aw* = AAY =0 p.p. dans (26)

Y(¢) =4 p.p.surl

11(¥)=g p.p.surl

L’interét de cette écriture est de permettre d’avoir une régularité plus forte pour w*,
car
—Aw* =My € L2(Q) (27)
alors que
AW =f eH Q)
et (28)
~Aw=f+Iy cH Q)

INRIA
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On va s’interresser & la discrétisation des problémes (22)-(23) en tenant compte de
cette particularité de w* pour améliorer le comportement des méthodes discrétes.

3 Approximations Numériques

3.1 Meéthode des éléments finis

Soit 75 une famille de triangulations réguliéres de €. On note, pour chaque tri-
angle K de Ty, hg son diamétre et mesK son aire et on suppose qu’il existe une
constante C' > 0 telle que:

Vh >0, VK €T, hk <CmesK (29)
On note aussi
h = hi t A, = min hg 30

A la décomposition 73, on associe I'ensemble Cj, des codtés internes de 7. On a
alors, pour chaque c6té T de Cj, I'existence de 2 triangles K et K’ de T}, tels que:

K#K' e T=0KnNnoK' (31)
A toute fonction v € L2(2), on associe v | = vx € L2(K) pour tout K € Tj,.
Soient K € Tp, et vg € HQ(K), on note 35 v la dérivée normale de vg sur 0K.

Sous les notations (31), on définit alors le saut de la dérivée normale de v sur tout
coté T de Ty, par

O vk + 08 v pposur T siT €Cy
Dutly = (52

0 surT siT est un coté frontalier.

On remarque que si v € H3(Q) alors [0,v]7 =0 VT € Cp.

On considére les espaces discrets suivants :
Xp ={0n€C°@Q);VK €Ty, 0 ke IPi(K)}

M, = X, NH{(Q)

RR n 4142
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ot IP;(K) est 'espace des fonctions polynémiales de degré inférieur ou égal a 1,
définies dans K. On note

Vi = {0h € Xp; / VO, Vi d2 =0 Vi, € Mh} (34)
Q

On rappelle que ¥? € H%(F) et que H%(F) s’injecte continument dans C°(T'). On
définit alors U)ﬁf une approximation de la fonction ¥% dans X} telle que pour tout
sommet S de 7p, on a

¥?(S) si S est un sommet frontalier

Gi(S) = (35)

0 si S est un sommet interne

On note
Mi = {QDh € Xp; on— 1/)% € NI}L} (36)

On définit enfin

<0h7 5h>h = Z mEST/ [3n0h] [3n5h] dT Vgh € /Y}L, V(;h € /Yh
TeC, T

(37)
1Onlh = \/(On, On), VO, € Xy
olt mesT est la mesure du coté T de Cp,.
Proposition 3.1
1l existe une constante C'> 0, indépendante de h, telle que
10nl, < ClIAbL]_y o VOr € Xy (38)
| AbLl_y o < ClOrl, VOn € Vi (39)

e Pour la démonstration de ces résultats, on peut se référer & Amara-Dabaghi [4].
Le probléme continu précédent se décompose aussi en

trouver w® € H{(R) tel que
(40)
| VeV = (10 a0, Ve e HE®)

INRIA
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trouver w* € X, e M tels que

(AW, @)+ [ TEVRd2=0 Vo € HYQ)
Y Q

w =+ w*.
En terme d’équations aux dérivées partielles, cette décomposition s’écrit
~AW = f dans H71(Q), «° e HL(Q),
Wl W = ~A9 dans L2(Q), w*€ X, e HY(Q)

—Aw* — AA% = 0 dans H™1(Q),

Yo(¥) =%a pp.surl, yi(¥)=g p.p.surl.

La discrétisation du probléme va s’appuyer sur cette décomposition.

[berde - [ Vovoaa=- [ gutdo- [gode vo en'(@) g
Q Q Q r

(42)

e On se donne un paramétre de stabilisation (3 > 0 et on considére les problémes

suivants
trouver w? € M tel que

/vagvé%dﬂ =(fien) 110 Ven €My

trouver wy € X, Yy, € Mi tels que V 0, € X,

/Vw;Vgoth+/\/V¢thoth:0 Vgﬁh € My,
Q Q

whp =Wl + W

RR n 4142

/ohw;dmrﬁh(w;,oh)h—/v¢hv0hdﬂz—/ehwgdg—/gohdﬂ
Q Q Q N

(44)



14 M. Amara, F. El Dabaghi, M. Hassine

On a immédiatement

Théoréme 3.1

Pour tout B, > 0, les problemes (44) et (45) admettent une unique solution.
3.2 Estimations d’erreur a priori

On a immédiatement que

/V(wo—wg)V%dQ:O Von €My
Q

d’on 0
o= inf |w' =10
nn€EVlp

W — wh

(47)

lim [w° —wpli0=0
Jim et —wple

Proposition 3.2
1l existe deux constantes a € {%, 1} et C >0, ne dépendant que de 2 telles que

Hwo - ngo,ﬂ < C R —wiha (48)

Preuve 3.1 Soit u € Hy(Q) tel que —Ap =w® —w € HY(Q). Les résultats de
régularité du laplacien (voir Grisvard [18], Kondratiev[19]) nous donnent ’existence
de a € B, 1} et de C > 0 ne dependant que de Q telles que p € H'T*(Q) et

el yoo < € [|® — w2||07ﬂ. On a aussi

Hwo _ng(Q),Q —/Q(wo — W) Ap dQ = /QV(wO—wg)V,u aQ

= [V - V- e d2 Ve €M, (49)

<’ —wihie inf [w®— enlig
YnE€Mp

Comme p € Hy(Q) N HF*(Q), on en déduit que

inf |0’ —nlio < C B plitan
eneM,

INRIA
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d’ot
||cu0 - w%“oﬂ < C hYw® — WY1 q avec C >0 ne dépendant que de €.

e On g’intéresse maintenant a ’erreur sur w* et ¥. Nous aurons besoin des résultats
de régularité du bilaplacien (voir Grisvard [18], Kondratiev [19]) que ’on rappelle:
si u € H3(Q) avec A%u € H™1 () alors il existe b € }%, 1}, pE }% , —I—oo{ et C >0
ne dépendant que de €2 tels que

u € H2+b(Q) N W3?(9Q), Hu”2+b,9 + HUHS,%Q <0 HAQUH_LQ' (50)

Dans le cas de notre probléme, on a

A2 =AY =f € HY(Q)
p e HXQ), avecyo(t) =ty surl, 7()=g p.p. surl (51)
¢4 e HE(), g€ HE(T)

Proposition 3.3
Soit ¢ € H*(Q) tel que

Yo(¢) = g sur U, ~1(¢) =g p.p. sur [ et A2p =0 p.p. sur

alors il existe C'> 0 ne dépendant que de S, tel que
o Y- ¢c Q)N WAP(Q)
o = dlopat Y -dlsa< € (1+VA) (Ifll-10 (52)

VA (I[gallz e + lallsr))
Si de plus, ¢ € WPP(Q) alors 1» € H**(Q) N WAP(Q) et on a

18lhrng +1¥lsp0 < € (1+VA) (I]]_10
(53)
+ (14 VA) (I18allz o + l9ll21or) )
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Preuve 3.2 On a? € H%(F) etg € H%(F), il existe donc ¢ € H*(R) tel que
A2 =0 p.p. dans Q, vo(¢) = Vg sur [ et y1(¢) = g p.p. sur I .
De plus, on a

el < € (Ieallsr +lgllar)

ot C' > 0 ne dépend que de €.
1./ On remarque que * = — ¢ € HA(Q) et A?p* = A%y

d’ou
Ay = f+ AAYp € HH(Q)
On a donc
v* € HA(Q) N B (Q) n AP (Q)
(54)
19 loqp0 + 197550 £ C IF +AAD[|_; o
On a aussi
/ A¢A¢*dﬂ+/\/ VOV d = (f, 47)_,0q0, card* € HI(Q)
Q Q 14
d’ou

1860 + A6 a = (7,97 saat [ A0Avd 42 [ Vovy a0

< ”f”—z,ﬂ | — ¢|2,Q + ”A¢”0,9 ”A'@/)HO,Q +A |¢|1,Q |'¢|1,Q

et | —9dlha =12%-A%q < AY]oq+ 1A¢]q

(55)
On en déduit que
1A%llpq + VAIEh g < € (Ifll_sq + 1A8loq + VISl o)
d’on
VAIABI 0 < VARLa < C (Illog+ A+ VA [8lla0) -
On a par ailleurs, Uexistence de C' > 0 ne dépendant que de 2, tel que
1 ags0 + 197150 < € (1f_1a+ Alelg) - (56)
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On en tire la majoration désirée.

2./ Si la régularité sur ¥4 et g est plus forte, i.e. il existe £ € H2+b(9) N WP(Q) tel
e 10(€) = g sur T et 11(€) = g p.p. sur T

On a alors ¢ — & € HA(Q) et A%(¢— &) = —A?(€) € H7%(Q)

On obtient ainsi que ¢ — & € HP(Q) N WAP(Q)

d’ou

¢ et p € HF(Q) N WA (Q)

On en conclut que

1l + 190 < CQ) (19llsp0+ 1Y = Sls,pa)

< ) (116 = Ells o+ 1Ells 0 + 19 = 9lls 0)
(57)
< ') (| A%,_pq + Ells o + 1% = 6l ,0)
< Q) (Il r + 19n€ll o0+ 19 = Blls )
d’ot
19llggp0 + #0500 < C ( |’¢d|’%+b,l“+|’g|’%+b,l“+HfH—l,Q
VAN e+ (A VA) (Iallsr+ gl r)) -
(58)

e Onrappelle que w=—-Av, w=w+w* avecw’ec H\(Q).
On en déduit que si ¢ € WP(Q) alors w € WHP(Q) ainsi que w* € W(Q) et on a

"l pe < C (14 VA) (14 VA) (IWallzyr + Ml gsr) + 1F1l-10) -
(59)

RR n 4142



18 M. Amara, F. El Dabaghi, M. Hassine

On se place dans la suite, dans le cadre de cette hypothése.
On a alors

/(w* )8, dQ — By (Wl B), —/ V(0 — 1) VO, dQ
Q Q

= — / (wo — wg) 0,dQY V8, €X; (60)
Q

/V(w*—wZ)Vg‘oth—l—/\/V(@b—lﬁh)chth:O Y on € My
Q Q

3.2.1 Estimations d’erreur sur

Proposition 3.4
1l existe une constante C > 0, indépendante de h telle que

| — 4y,

1o < C(Hw—whH_l,ngﬁhleIﬁ infdw—som) (61)

€My

Preuve 3.3 Soit pp, € Mﬁf, on pose &, = by, — @p, alors &, € My, et on a

6l = [ Vn =) Ve da+ [ V() Ve do

I/(wh—w)fh d9+ﬁh<wi,€h>h+/ V(¥ — ¢n) VE, d92 (62)
Q Q

&n

< Hlwn = wllZy g 1&nl o + Brlwily Enln + [ — o

&n

1,9 1Sk,

On rappelle que [§p], < C [|A&G]_1 o= C [&liq

d’ot
|€h|1,§z < lwn = wH—LQ + C Bulwply, + ¥ — S‘Qh|1,§z .

On conclut en utilisant la relation

&n

|‘¢’_¢h|1,ﬂ < |'¢"_<Ph|1,9+ 1,Q"
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Proposition 3.5
On a la relation

M=l g S A" = Awjll_y o +2X inf | —wili0 (63)

pYneMp

Preuve 3.4 Sotent ¢p, € M% et &, = ¥ — on € My, on a alors

Méla =X [ V(i —6) Ve a2+ [ V(- ) VE i
Q Q

(64)
= (AW" =), &)y aa A [ V0= @) Ve a0
d’ot
Ml g S A" —wp)lly o + A 1Y — ¢l g
et on conclut comme précédemment.
e On note 7, 'opérateur d’interpolation de Lagrange avec
. 0O
Th * C (Q) — /Yh (65)
v —> THY
avec m,v(S) = v(S) pour tout S sommet de Ty
On rappelle qu’il existe C > 0, indépendante de h, telle que
Vo e HAQ), [v—mhvl, o < C by ol VK €T
(66)
v — 7rthO,K <C h%" |v|2,K VK €T,
On remarque que ¥ € H2(Q) et 149 € M% par construction. On en déduit que
inf 6~ nlia < C bllg
wnpelVly
on a donc
= valig < C (I —whll_y g+ Balwily, +h 1¥]0)

(67)

| — ‘¢h|1,9 < % [Aw™ — AWZ”_LQ +Ch |¢|2,Q

Le paramétre A ayant pour vocation & tendre vers +oo, la deuxiéme estimation
est particuliérement intéressante dans cette situation. Cette estimation n’apparait
pas pour le systéme de Stokes. L’effet régularisant des problémes instationnaires
intervient ainsi, en particulier, a ce niveau.
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3.2.2 Estimations d’erreur sur w*

On note P, I'opérateur de projection, défini de W'?(Q) dans X}, par

/(H—Phg) dQ =0, / V(H—Phe)VpthIO Von € Xp.
Q Q

Proposition 3.6
1l existe une constante C > 0, ne dépendant que de Q telle que

o — wilog+ VAlE =il o < C (b

W =R o F Il = Prllog

h
+ (M + =+ VA Wl + VI AW = Pl

Preuve 3.5
Soit 0, = Prw™, on pose 8, = wj — Oy, on a alors

(19

St Bl = [ (=Wt 2+ B, ),
+ /Q (" = 04)6h 42 — By (61, 1)
:/(wo—w2)5h dQ—/ V(4 — ) V6, d2
Q Q

—}—/Q(w* — gh)(Sh dQ) — ﬁh <0h7 5h>h .

(68)

(69)

Soit o = wp) Dinterpolé de Lagrange de v alors o), € Mg. On pose &, = ¥ — n,

on a &, € My et
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Mkt =2 [ V(- 0) V& a2+ A [ Vo - 1) V6 a0
- / V(w* — o) VE, d + /\/ V(0 — o) VEn dO
Q Q
= / V(w* — Qh) V&, dQ — / Vi, V&, d) + /\/ V(¢ — goh) V&, dQ
Q Q Q
- / V6, V(¢ — p) d2 —/ V6, V(¢ — on) dO
Q Q

+ /Q V(4 — on) Ve 2.
(70)

On obtient alors

I8nl0+ B 101} + Al = [ (0 =) a2+ [ (@7 = )6 a0
BuBn S0y~ [ V(@) d2 (7))

X [ V= o) Ve a2

On en déduit que

16415, + Br 8al5 + Al€ali g < (Hwo S

o F 1™ = Bl ) 13t g

—Br (Oh, On)y, — /chsh V(v —gp)dr  (72)

+CA Y]y 0

&n

1,0

On va s’intéresser particuliérement auzx termes (0}, , 81, et [o Vo, V(¢ — ¢p) dS2.

e On a tout d’abord
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/V(ShV(zb—cph) @ =Y | V& V(Y- ¢n) dK
Q KeT,, K

=S /3 (= 1) 0,0, dOK (73)

KeT,

= % [ - en s

TETh
d’ot
1
1 2
[ VoV =gl <l | X -l - el
Q = hr
T€Th
(74)
1 3
< Clonl | 32 7= = en)lloox
KeT, 'K
1
On rappelle que ||y — SDhHO,aK < C{ 19— @hHo,K + Vhi |y - 4Ph|1,K}
Vhi

mats comme @y = TRy, on en déduit que || — 99h||0,8K < ChrVhr|Yl|2x.
On a alors:

|| VY= gn) € < BBl [ (75)
e On rappelle aussi le résultat suivant, démontré dans Amara - Dabaghi [}]:

Vpu € Xy, il existe A(pr) € Hy(Q) tel que

A(,Oh) |K€ IPQ(I() VK € Ty,

Alpr)(S) =0 V S sommet de Ty,

|A(Ph)|1,ﬂ < Clpaly, (76)

[A(pr)lloa < ChIA(pR)]1 0

<ph,Th>h:/QVT}LVA(ph) dQ V1, € Xy,
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o On en déduit que

(Pn s @r)p /V%V/\ n) dQ = Z/ (on) [Oner] dT’
TeTh

= > / (#n) [On(pn — )] dl,  car ¢ € H(Q)

TeTs

- >

A(en) Alpn = ¥) dK + [ VA(gn) Vign - 0) dK)
KeTs, K K
_ _/ Algn) A 92 +/ VA (o) Vgn — ) dO
Q Q
< [[A(en)lloq 1AD]lgq + [A(r)] o [¥ — @l g

< C(h |'¢7|27Q + ¢ - 4Ph|1,ﬂ) lonly

(77)
d’ott
lonly, < Chllygq -
o On s’intéresse maintenant a (B, , 6p)y:
On a (O, 1) = (O + Agn, S1)p — Ao, On), et
(O + Agn, 8, / V(81 + Aon) VA(8) d2
= (AW + AP =0 — Apn) , A(0n)) 110
(78)
<AW"+ A% = 0 — Apn) [y o [A(Gr) |1 g
< C(IA@" =001+ A1 = @nlg) 184,
d’ot
[0, 1), 1 < C (1AW = B0 + Mo [$]50) 18], - (79)

On obtient alors,a partir de (71), la relation
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162 lo.0 + VB |8n

p VAL < O {0 -t o+ It = Bl

+V/Bn A (W — 6r)

_10 P ABL Yl

h
+—=|% + VA 0 } .
\/ﬁ_hl |2,Q | |2,Q
(80)
On en dédwit que

o™ — willo.q + VALY — ¢l g < C {Hwo =l o+ k" = Ballog

VB A" = 0)ll_y g + AMVBr Y],

h
=]y q + AVA|Y }
\/ﬁ_hl |2,Q | |2,Q
(81)
Proposition 3.7
Il existe C >0,p E]%,Q], et a E]%, 1], ne dépendants que de Q telles que
* * 1-2 *
180 = Prlig < € (B2 'l pa + A 1lg).
(82)

2
o = Prallog € € hhut %l -
Preuve 3.6
o On rappelle qu’il existe p E]%,Q] tel que w et w* appartiennent @ WP(Q) et on
pose p* = ]%. On note 0, = Prw* et on remarque que Aw* + AAY = 0 d’ou
Aw* € LA(Q).
On a

AW =O)llo1e = IAAD+ AG_ o

<A =

1,9 + HAO}L + ’\AnhH_LQ V’Oh € M.

On choisit n, € My, tel que / V(Y —np)VEAQL=0 VY&, € M.
Q
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On a alors [ —mul; o = inj‘[\} ¥ = &nlie < Ch|Yl,q-

nEMp

De plus, / V(05 + Amp) Vs d2 = / V(W + AO)VER d2 = 0 Y, € My
Q Q

On a donc O, + A€V, et ||AOL+ /\AnhH_LQ < C\60n + Ay,

d’ou
[A0, + AAma||_y o < C (1], + Xl — 7], + Almaddl,)
< C (100l + M — Tl g + Almavl,)  (34)
< C (100 + M01Y]g)
On a alors
1A =810 < C (16a], + Mo [$]0)

Par ailleurs, pour tout 1, € Xy, on a ausst

|eh|i:/QvthA(eh) dQ:/QVHhV(A(Hh) — ) d9+/9v0hvrh 49

On chousit T, € Xy, tel que 1, = PLA(0y) d’ou
A / VO,V dl = / Vw*Vr, dQ
Q Q

o™ < CRr et
w |17p7Q|Th|17p*7Q - min |w |17P7Q|Th|179

IN

(85)

Chyin |W*|1,p,9 |A(9h)|1,9

IN

1-2
P

< C hmzn |w*|1,p,ﬂ |0h|h .

On en déduit le résultat désiré.
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o [l reste a estimer ||w* — O|,.q. On considére le probléme auxiliaire

/ VuVp d = / (W —B)pd2 pe H'(Q)
Q Q
(86)
e H(Q), avec /udQ:()
Q

Ce probléeme de Laplace-Neumann admet une unique solution qui vérifie les résultats
de régularité suivants (voir Grisvard [18], Kondratiev [19]):

p € HFH(Q) n W™ (Q)
(87)
lilli4a0 < € llw™ = balloq

avec a E]%, 1], p* > 4 et C > 0 ne dependant que de Q.

On a alors

o = tallta = [ @ =)@ = p) &2+ (@ = 0= ) & Vpe ()

- /Q(w* ) (W — p) dQ + /va(p —6)) d0
(88)
Or w* e WHP(Q) et p € W' (Q), d’oi

/ VuVi(p—0) dQ = / VuV(w™ — 6y) d2 —I—/ VuV(p—w*) dQ
Q Q Q

En utilisant la densité de D(Y) dans W'P(Q) et Uinjection de W'P(Q) dans L*(Q),

on en déduit que

lo” = 8hll3e = [ ViV = 0) 2= [ Viu ) V"~ 02) & Vo € X

<lp=puly g ol o  avecle choix pp = Py(p).

(89)
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On obtient aussi que, pour ce choix de py,

= prli o < 0= Tnply e + 1701 = Phly o0
< |H ﬂ-hlullp Q + Chmzn |7Th[L ph|1 2 (90)

-2
<p—mnply e+ Chyit (Iu — il o+ 0 — phlm) :

On a par ailleurs, d’une part que:

e — Ph|1,§2 = ing( I — Th|1,ﬂ <lp- 7"'h#|1,ﬂ < Cht |H|1+a,ﬂ )

ThEAR

et d’autre part que:

a+1—— ap
|,u—7l'h[£|1p Q < Ch |,U|1+ Q < Ch*h min |lu|1+aQ

On en déduit
|lu“ ph|1p RY] < Ch'h min Hw _HhHOQ

Proposition 3.8
Sous Uhypothése de régularité w* € H*(Q), il existe C > 0, ne dépendant que de
telle que
[A(W" = Pty o < Chlwtygq,
(91)
[|lo™ — PhW*Ho,Q < ChtH! |W*|2,Q .

Preuve 3.7
Le premier résultat est immédiat, le second se démontre avec le méme arqument
d’Aubin-Nitsche que celur utilisé dans la proposition précédente.

Théoréme 3.2 [l existe C > 0, p E]%,Q] et @ E]%,l], ne dépendant que de Q,
telles que, s1 on note

e = (VB + 2=+ BVR) Wl o+ (B V) bk 7

on a alors les estimations d erreur a priort suivantes:
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[lw* = wi

0,Q+\/X|¢—¢h|1,9 < C {ha |w0—w2|179+eh}, (92)

[ = fllq € € Al — Rl (9%)

[ —dnlig < Chlvlhg+ C (1+VBr) {ha | — w2|1,ﬂ + eh} (94)

Théoréme 3.3 Sous les hypothéses de régularité w* € H*(Q) et w° € H?(Q) , il
existe €' >0 eta 6]%, 1], ne dépendant que de Q, telles que, si on note

e = (/\h\/E‘i' \/Lﬂ_h + h\/X) [P]y.0 + (ha + \/ﬁTh) hlw*l;q

on a alors les estimations d’erreur a priori suivantes:

o = willog + VIO = nha < € (A |0], +er),  (99)

| = willgq < € A" THW0l2g (96)

[ = Yrhg < Chlglg+ C (1 + \/ﬁ_h) {ha+1 ‘wo‘w + eh} (97)

3.2.3 Choix du paramétre de stabilisation

Le paramétre 3y est choisi de telle facon que les estimations d’erreur précédentes
soient les meilleures possibles. Ce choix doit assurer une convergence inconditionnelle
d’une part et une convergence optimale en cas de régularité suffisante d’autre part.

e Dans le cas régulier ot w* € H?(Q) et w® € H%(Q), il suffit de choisir

VB =

(98)

==

On obtient en ce cas que:

h
€ — h\/X|¢|27Q —|— <ha+1 + ﬁ) |w*|279 .
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On a alors les estimations d’erreur a priori suivantes:

h
ot = willyg < € {M+m+l+ﬁ}, (99)

VX

oll les constantes C' > 0 ne dépendent que de €, |w*[, g, |°]5 g [¥]5.q-

RFTLh
-vrha< C Jh+ e +10, (100)

Ce choix de paramétre 5 nous donne un comportement optimal sur ces estima-
tions d’erreur & savoir un comportement en O(h). On remarque que le coefficient A
étant trés petit, I’estimation sur % est meilleure que celle sur w.

e Dans le cas général maintenant, on a
en = (VB + 2=+ VR 10l + (B V) Bt 0

% , 1], un comportement convergent nécessiterait donc que:

li = 1li =0.
pio 0 =y Vi en =0 1oy

On rappelle aussi que a €]

On définit la constante suivante

ap =h2h2, ", (102)
et on pose
B, = % ' (103)
On obtient alors que
en = VA (hahh;;m +h' %y + h) %]y 0+ <ozh + \%) an |l q-
On impose la condition de maillage
lim «ap =0. (104)

h—0
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Cette condition porte sur le maillage. Elle impose que h,,;, est d’un ordre en h. dans
le cas ou p = 2, cette condition est triviale; elle intervient dans les cas intermédiaires
ou p €]3,2].

Sous cette condition de maillage et le choix précédent de (31, on obtient le compor-
tement suivant:

en < C (\/X (hl‘“ah —I-h) + oy <Oéh + %)) ;

oli la constante C' > 0 ne dépend que de Q, |w”[, o, |®5 g V)5 q-

On a alors pour les estimations d’erreur:

* % a —a 1
lo* = willoq < C (h +ﬁ(h1 ah—}-h)—l-ozh (O‘”ﬁ))’ (105)

h +on® | on
VA A

On en déduit une convergence inconditionnelle de la méthode. Dans le cas particulier
oil p = 2, on récupére que ap = h2, on a alors un convergence en O(h%).

On remarque que la encore, le coefficient A étant trés petit, les estimations sur ¥
sont meilleures que celles sur w.

1Y —tnly g < C (hl_aah+h+ (106)

4 Validation numérique

Ce paragraphe est dédié a la validation numérique de la méthode introduite au
paragraphe 3. La validation numérique est faite en deux étapes:

Dans la premiére, on considére des cas de solutions analytiques connues sur des
ouverts réguliers. Différents tests de convergence de maillages et des études de com-
portement des solutions en fonction du paramétre de stabilisation §; ont été effec-
tuées.

Tandis que dans la seconde étape, on effectue ’extension de ce travail aux équa-

tions de Navier-Stokes instationnaires. La dérivée particulaire est approchée par une
méthode des caractéristiques résolue par un schéma d’ordre un. Comme application
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test de cette derniére partie, on considére le cas de la cavité et on compare les solu-
tions obtenues par cette approche a d’autres résultats de référence.

e En effet, pour les premiers cas tests analytiques, on considére le domaine €2 re-
présenté par le carré [0, 10] x [0, 10]), et les fonctions analytiques suivantes:
T Y T Y

P (z,y) = sin(ﬁ)cos(ﬁ) et  Pq(z,y) = 3$sin(ﬁ)cos(ﬁ)

Ces fonctions sont utilisées comme solutions exactes. Les calculs permettent d’avoir
des solutions approchées dont on évalue ’erreur par rapport aux solutions exactes.
On a mesuré les écarts entre les solutions calculées et les solutions exactes pour cha-
cune des fonctions ¢ et w. On a utilisé les normes |||y o et |.|, pour w et les normes
Il et s g pour v.

On a aussi calculé les variations de ces erreurs en fonction du paramétre de stabili-
sation J; et en fonction de pas de discrétisation différents.

Le domaine  est discrétisé suivant les trois maillages décrits dans le tableau ci-
dessous :

Maillage | Nbre Noeuds | Nbre Eléments
h1=1 121 200

h2=0.5 441 800

h4=0.25 1681 3200

Tableau des maillages utilisés

Pour chaque cas analytique, on a effectué des simulations sur les trois maillages en
faisant varier le paramétre 35, en fonction des valeurs suivantes :

| B [0.]0.03][0.07]01]02]04]0.7]1.]

Sur les figures 1.a, 1.b , 1.c, 1.d et 1.e, on présente en fonction de (3 les normes
d’erreur |jwy — wthoﬂ, lwi —winly, |1 — ¢1h”0,9 et |1 — ¥1p 1o respectivement
ainsi que erreur totale £ = ||wi — win||_y oo + [¥1 — ¥11]y o correspondant a la
premiére solution analytique . o 7

Sur la figure 2, on montre la pente de I’erreur des normes mentionnées en fonction
du paramétre 3. On observe que cette pente est comprise dans l'intervalle [1.4,2]
ce qui valide ’estimation d’erreur donnée dans le paragraphe 3. On remarque que
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lorsque By, — 0, ¥y, reste qualitativement bon mais par contre wqj se dégrade.

A titre illustratif, pour le maillage h3 , on présente sur les figures 3.a et 3.b les isova-
leurs de ¥y, et de 11 analytique, de méme, sur les figures 3.c et 3.d sont données les
isovaleurs de wyy, et wy. La solution (914, w1s) est donnée pour f, = 0.1. Cette valeur
correspond & I'une des valeurs de  pour lesquelles on a une bonne convergence, voir
Fig 2.

On a mené la méme étude pour Iautre cas analytique (12, ws). Les résultats de ce
cas sont donnés figures 4, 5 et 6. Les courbes 4.a, 4.b, 4.c, 4.d et 4.e présentent
les variations des normes d’erreurs en fonction du paramétre 3. La courbe 5 décrit
la pente de ces normes en fonction de 3. Figure 6, sont données les isovaleurs des
solutions analytiques (92, ws) et celles des solutions calculées (gp, wan).

Outre la comparaison, figure 6, entre les solutions calculées et les solutions exactes,
on effectue aussi la comparaison entre la méthode stabilisée ( pour §, > 0) et la
méthode classique ( pour f, = 0). Le résultat de cette comparaison est présentée
figures 7 et 8. En utilisant toujours la solution exacte comme référence, on voit bien
I’apport de la stabilisation sur la qualité de la solution correspondant aux (5 non
nul. Cet apport est surtout sensible pour la vorticité.
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0.3

" ./MAILO/N-SAUT/wawh0-10x10.data" -o---
"../MAI20/N-SAUT/wawh0-20x20.data" -+--
“../IMAI40/N-SAUT/wawh0-40x40.data" -Er--
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o
P
(9

0.1 o
0.05
0]
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
RSAUT
F1G 1a: ||Jwi — winllg o en fonction de By pour les trois maillages
:
: "“/MAllo/N-SAUT/WaWhh-iDXlO.dala" using 1:2
"../MAI20/N-SAUT/wawhh-20x20.data"
"../IMAI40/N-SAUT/wawhh-40x40.data"
0.8
.
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T
' Y
0.4 N 2
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F1G 1b: |wy — win]|, en fonction de By, pour les trois maillages
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(PAPAH_0)

(PAPAH_1)

T /MAIL0/N-SAUT/paph0-10x10.data”_using 1:2
"../MAI20/N-SAUT/paph0-20x20.data"
"../MAI40/N-SAUT/paph0-40x40.data”
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0.035

0.025

0.015

0.005

0.2 0.4 0.6 0.8
RSAUT

Fig 1c: ||¢1 — v1nlly o en fonction de B, pour les trois maillages

"_IMAI10/N-SAUT/paph1-10x10.data”_using 1:2
"../MAI20/N-SAUT/paph1-20x20.data"
"../MAI40/N-SAUT/paph1-40x40.data”

0.045

0.035

0.025

0.015

0.005

0.2 0.4 0.6 0.8
RSAUT

F1G 1d: |1 — 14|, o en fonction de By pour les trois maillages
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0.3
"../MAIL0/N-SAUT/total1l0x10.data" -&---
"../MAI20/N-SAUT/total20x20.data" -+--
"../MAI40/N-SAUT/total40x40.data" -
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F1G le: L’erreur totale en fonction de B, pour les trois maillages
psi=sin(pi*x/10)cos(pi*y/10)
“paph_1-a.data”
“paph_0-a.data’
2.4 awh~0-a data
"total-a.data"
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F1G 2: Coefficient de la puissance a de la convergence en h
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koo

=0.1

Bn

valeurs de 1y,

Iso-

Fia 3b

-valeurs de 1 analytique

Iso

Fig 3a

dyl

=0.1

Iso-valeurs de wip, Bn

Fia 3d

Iso-valeurs de wi analytique

Fic 3c
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0.3

" ./MAILO/N-SAUT/wawh0-10x10.data" -o---
"../MAI20/N-SAUT/wawh0-20x20.data" -+--
“../IMAI40/N-SAUT/wawh0-40x40.data" -Er--
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(WAWAH_0)
o
P
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0.1
0.05
0]
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
RSAUT
F1G 4a: ||Jws — wan||y o en fonction de By pour les trois maillages
:
: ”JMAIlO/N-SAUT/wawhh-lilO.dala" using 1:2
"../MAI20/N-SAUT/wawhh-20x20.data"
"../IMAI40/N-SAUT/wawhh-40x40.data"
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F1G 4b: |wy — wanl, en fonction de By, pour les trois maillages
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(PAPAH_0)

(PAPAH_1)

0.05

j -./MAIL0/N-SAUT/papho- -10x10.data”_using 1:2 —->—

_.IMAI20/N-SAUT/paph0-20x20.. Qe

_.IMAI40/N-SAUT/paph0-40x40.data” --->---
0.045
0.04
0.035
0.03
0.025

0.015

0.005 £

RSAUT

F1G 4c: ||¢p2 — vanlly o en fonction de By, pour les trois maillages

0.05
j -/MAIL0/N-SAUT/paph1- -10x10.data"_using 1:2 —-—
_.IMAI20/N-SAUT/paph1-20x20. Qe %
_.IMAI40/N-SAUT/paph1-40x40.data” --->---

0.045

0.035

0.025

0.015

0.005

RSAUT

F1G 4d: |5 — han|, o en fonction de By pour les trois maillages
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0.3
"../MAIL0/N-SAUT/total1l0x10.data" -&---
"../MAI20/N-SAUT/total20x20.data" -+--
"../MAI40/N-SAUT/total40x40.data" -Er--
0.25
0.2 e
e -
- ;
= 0.15 =
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0.05
o
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
o . . .
F1G 4e: L’erreur totale en fonction de By pour les trois maillages
psi=3xsin(pi*x/10)cos(pi*y/10)
“paph_1-a.data” -o---
“paph_0-a.data"
2.4 awh~O-a data’ ==
"total-a.data" ->--
22
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1
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F1G 5: Coefficient de la puissance a de la convergence en h
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F1a 7d: Isov. de vpap, By =0.07 FIG 7e: Isov. de vap, Br=0.1 F1G 7f: Isov. de sy, B, =0.2

“h : .‘i { \\ | H ! { | ! [ | i
FiG 7g: Isov. de 9, B = 0.4 F1G Th: Isov. de 9, B = 0.7 F1G 7i: Isov. de vap, Bn = 1.0

Pl [ L [ P
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4.489 ) 2 2 4.489

F1G 8a: Isov. de w analytique F1G 8b: Isov. de wap, B = 0.0 F1G 8c: Isov. de wap, Br, =0.03

FiG 8g: Isov. de wyy, B = 0.4 F1G 8h: Isov. dewsp, B = 0.7 F1G 8i: Isov. de way, Bn = 1.0
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e Le solver développé pour le probléme de Quasi-Stokes, nous a servi aussi pour le
probléme de Navier-Stokes. On traite, dans ces derniéres équations, le terme de déri-
vée en temps et le terme de convection en utilisant une méthode des caractéristiques
discrétisée par un schéma d’ordre un ( voir Bermudez-Durany[5], Pironneau|20]). Les
résultats montrent un bon comportement de la méthode.

On s’intéresse au cas de la cavité comparé aux résultats de référence de Bruneau-
Jouron[9].

Ce cas correspond & un nombre de Reynolds Re=100. On a utilisé la géometrie défi-
nie pour le carré unité [0, 1] x [0, 1] avec un maillage triangulaire de 3200 éléments.
Les conditions aux limites sont celles proposées par Bruneau-Jouron dans [9] :

1 = 0 sur toute la frontiére, % =1si y =1 et nulle ailleurs.

Yy
On a étudié aussi les cas correspondant aux nombres de Reynolds Re=10,100, 400 et

1000 en faisant varier le paramétre 35 pour chaque cas. Pour la solution de référence
Pref, les lettres y, x, w, v, u, t, s et r indiquent respectivement les isovaleurs -0.08,
-0.06, -0.04, -0.02, -0.01, -0.003 et -0.001. Ces mémes isovaleurs sont tracées pour
notre solution dans 9b, mais sont indexés respectivement par les chiffres de 1 a 8.
N i § )

D T i T

/|

\Q . g : Oj/ ] ) //

Iso-valeurs de .7, Re=10,h=1/40 Iso-valeurs de ¢y, B, = 0, Re=10,h=1/40
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~3¢
<>

Iso-valeurs de vy, B = 0. ,Re=10,h=1/80

Iso-valeurs de vy, By

= 5e-5 ,Re=10,h=1/80
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Iso-valeurs de ¢y, B, = 1e-8 ,Re=10,h=1/80 Iso-valeurs de ¢y, Br = 4e-3 ,Re=10,h=1/80
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Iso-valeurs de wy,, By = 7e-4 ,Re=10,h=1/80
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Iso-valeurs de wp,, By = 4e-3 ,Re=10,h=1/80 Iso-valeurs de wy, By = 7e-3 ,Re=10,h=1/80

5 Conclusion

Les résultats numériques obtenus montrent le bon comportement de la méthode
stabilisée et valident 1’étude théorique. Ceci généralise les résultats donnés pour ce
type de méthode pour le probléme de Stokes (Amara-Dabaghi [4]). Des applications
numériques de cette méthode ont été effectuées pour la résolution des équations de
Navier-Stokes incompressible et pour la simulation des écoulements diphasiques (voir
[1],[12]). Ces résultats préliminaires encourageants montrent et confirment ’apport
qualitatif de cette approche. L’extension des résultats théoriques auw équations de
Navier-Stokes est envisageable sur la base des techniques présentées dans Amara-
Bernardi [2].
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