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Résumé : Ce travail est motivé par des questions de fiabilité structurale, ou les lois usuelles
appartiennent au domaine d’attraction de Gumbel, DA(Gumbel). Etant donné un échan-
tillon iid, on veut vérifier si un modéle paramétrique Fy appartenant au DA(Gumbel) permet
d’obtenir une bonne approximation de la queue de distribution, plus précisément, au-dela
de I'observation maximale.

On suppose que les tests d’adéquation usuels ne rejettent pas I’hypothése nulle Hy : 36,
F = Fjy. De telles procédures testent essentiellement ’adéquation du modéle & la région
centrale de I’échantillon. Le but du test ET est de vérifier I’adéquation aux observations
extrémes. Il s’agit de comparer sous Hy deux estimateurs différents d’un quantile extréme,
c’est-a-dire d’ordre 1 — p avec p < 1/n : le premier est I’estimateur paramétrique du quan-
tile, le second est g7, ’estimateur ET, basé sur une approximation exponentielle de la loi
(possible parce que F' appartient au DA (Gumbel) sous Hy) des excés au-dela d’un seuil.
En approximant le vrai quantile par son estimateur ET, on commet deux types d’erreurs :
une erreur d’estimation, et une erreur d’approximation, puisque nous approximons la loi des
excés par une loi exponentielle. Sous Hy, la prise en compte de 'erreur d’approximation, ou
une approximation raisonnable de celle-ci, dans les bornes de I'intervalle de confiance déduit
de la loi limite de ¢gr, produit un intervalle de confiance approché pour le vrai quantile. Le
test ET ne rejette pas Hy lorsque 'estimateur paramétrique appartient & cet intervalle.
Nous proposons un seconde version du test ET dans laquelle nous approximons les fluctua-
tions d’échantillonnage des estimateurs paramétrique et ET par booststrap paramétrique.
Des simulations montrent que cette version du test est nettement plus puissante.

Enfin, pour traiter le cas de lois dont les paramétres et donc les estimateurs parameétriques
de quantiles sont difficiles & calculer (comme les modéles de mélange), nous proposons une
version simplifiée du test ET boostrap paramétrique.

Mots-clés : test d’adéquation, événements rares, quantiles extrémes, queues de distribution
exponentielles
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The ET test: a Goodness-of-fit Test for the Distribution
Tail

Abstract: This work is motivated by questions arising in the field of Structural Reliability,
where the usual distributions are in Gumbel’s maximum domain of attraction, DA(Gumbel).
Given an iid sample, we wish to check that a parametric model Fy (Fy € DA(Gumbel)) pro-
vides an acceptable approximation to the tail of the distribution in the range above the
maximal observation.

We assume that at reasonable significance levels, usual goodness-of-fit tests have not re-
jected the null hypothesis Hy that F' has the form Fj. Such procedures essentially test the
adequacy of the model to the central range of the sample. The purpose of the ET test is
to check the adequacy to the extreme range of observations. Its principle is to compare two
different estimates of some extreme quantile (i.e. of order 1 — p with p < 1/n) under Hj.
The first one is the parametric estimate of the quantile. The second one is ggr, the ET
estimate based on an exponential approximation of the excess distribution (possible since
F € DA(Gumbel) under Hy).

When we approximate the true quantile with its ET estimate, we make two kinds of er-
rors: An estimation error and an approximation error, since we approximate the excess
distribution with an exponential distribution. Under Hy, adding the approximation error,
or a reasonable approximation of it, to the bounds of the confidence interval based on the
asymptotic distribution of gg7 yields an approximate confidence interval for the true quan-
tile. Basically, the ET goodness-of-fit test does not reject Hy when the parametric estimate
lies within this confidence interval.

We present another version of the ET test where we approximate the sampling variations
of the parametric and ET estimates through parametric bootstrap. Simulations show that
this version of the ET test is more powerful.

Finally, in order to deal with distributions whose parameter estimates and related quan-
tile estimates are difficult to compute (e.g., mixtures), we study a simplified version of the
parametric bootstrap version of our test.

Key-words: Goodness-of-fit Test, Rare Events, Extreme Quantiles, Exponential Distribu-
tion Tails
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1 Introduction

Ce travail a pour origine les interrogations de EDF au sujet de I’estimation des queues
de distribution, dans un contexte de fiabilité structurale.

Le probléme est le suivant. Etant donné un échantillon X4, ..., X,,, nous voulons vérifier si
un modéle paramétrique {Fy, 6 € O} permet d’obtenir une bonne approximation de la loi
des données, particuliérement en queue de distribution.

Les tests d’adéquation classiques (Cramér-von Mises ou Anderson-Darling, par exemple)
mesurent principalement ’adéquation aux données de la partie centrale de la loi, c’est-a-dire
sur une partie centrale de 'intervalle ol est situé ’échantillon. Or, la Direction des Etudes et
Recherches de EDF souhaite pouvoir étudier des événements extrémes, tout en conservant
un bonne estimation de la probabilité d’événements plus courants.

Notre but est donc de développer un test d’adéquation de la queue de distribution aux
données. Puisque le modéle recherché doit s’adapter aussi bien & ’ensemble de la distribu-
tion des données qu’a la queue de distribution, on s’intéresse aux modéles acceptés par un
test classique (C’est-a-dire les modéles qui induisent une bonne adéquation générale de la
fonction de répartition estimée aux données). On veut de plus vérifier que la fonction de
répartition correspondant au modéle testé, dont les parameétres sont estimés par maximum
de vraisemblance, par exemple, est bien adaptée en queue de distribution. Un test de ce type
a déja été envisageé par Diebolt et Girard [10]. Ce travail s’appuie sur leurs démonstrations
préliminaires et en est donc une continuation.

Aprés quelques définitions et notations préliminaires (partie 2), nous présenterons le test ET
(partie 3). Suivront des résultats asymptotiques sur le niveau de signification du test (partie
4), puis sa puissance (partie 5). Enfin, le test ET sera appliqué & des données simulées (partie
6) et réelles (partie 7).

2 Préliminaires.

On considére un échantillon x4, ... , x, issu de variables aléatoires réelles, indépendantes
et identiquement distribuées Xi,..., X,.

2.1 Meéthode des excés pour I’estimation des quantiles extrémes.

Notre propos ici est I’estimation d’un quantile extréme, c’est-a-dire d’'un quantile qui sera
généralement situé au-dela des observations. Choisissons un nombre p,, positif et inférieur a
1/n, de fagon que le quantile g; ,, correspondant soit en général supérieur & x(,) 1’observa-
tion maximale, estimation du quantile d’ordre 1/n. On s’intéresse plus précisément & Gr7,n,
lestimation non paramétrique du quantile basée sur un cas particulier de la méthode des
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4 Diebolt €& Garrido € Girard

excés, la méthode ET.

Soit u un réel suffisamment élevé appelé seuil. On définit les excés au-dela du seuil v comme
I’ensemble des variables aléatoires {Y;} = {X; —u tel que X; > u}. La fonction de répartition
des excés au-dela du seuil u est

Flu+y)—F(u)

Fu(y) = PX —u <y|X >u) = =0,

1)
ou F est la fonction de répartition de la loi des données.

On se limite dans ce travail aux lois appartenant au domaine d’attraction de Gumbel, 'un
des trois domaines d’attraction de la loi des valeurs extrémes. Ces domaines sont définis par
le théoréme suivant (cf. [8, 13, 14]).

Théoréme 2.1 Sous certaines conditions de régularité sur F', il existe T € IR et deux suites
réelles ay, et B, (Bn > 0) tels que Vo € R, lim,_,o, F™(ay, + Bnz) = H, (), ot H, est la
fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes (EVD):

H.(z) =exp [— 1+ Ta:)jrl/T] )

On dit alors que F appartient au domaine d’attraction de H,: F € DA(H;).

Ce théoréme nous donne, aprés normalisation, la loi asymptotique du maximum de I’échan-
tillon (de fonction de répartition F™).

Remarque 2.1 Le domaine d’attraction de Gumbel est alors défini de la fagon suivante:
DA (Gumbel) = DA(Hy), ot Ho(z) = exp(—exp(—1)).

Le théoréme suivant [15, 1, 2] nous permet de construire une approximation ET du quantile.

Théoréme 2.2 (théoréme de Pickands) Si F' € DA(Gumbel),

Fuly) — (1 — exp (-%))‘ =0, (2)

0t w(F) = sup{z : F(z) < 1} est le point terminal de la fonction de répartition F et la
fonction u — o(u) est définie a équivalence asymptotique prés®.

lim sup
u=w(F) g<y<w(F)—u

Remarque 2.2 L’une des valeurs possibles de o(u) est (on le déduit de [8], démonstration
du théoréme 1.10, et théoréme 1.6)

w(F)
o(u) = %M /u [1— F(t)] dt.

1. Si 01(u) est une version de o(u) et o2(u) est telle que lim,_, () o1(u)/02(u) = 1 alors o2(u) est une
autre version de o(u).

INRIA



Le test ET 5

Remarque 2.3 Pour les lois du domaine d’attraction de Gumbel, w(F) peut étre fini ou
infini. Les lois usuelles du domaine d’attraction de Gumbel ont un point terminal infini (par
exemple les lois normale, lognormale, de Weibull, exponentielle, gamma). On se limitera
donc ici a des fonctions de répartition dont le point terminal est infini. Un exemple de loi du
domaine d’attraction de Gumbel ayant un point terminal fini est donné dans [18] (exemple
3.8.22). La fonction de répartition de cette loi, & comportement exponentiel au voisinage du
point terminal fini xp, s’exprime comme F(z) = 1 — K exp(—a/(zr — z)) pour x < zp,
a, K > 0.

A présent, on suppose que F appartient au domaine d’attraction de Gumbel; on écrit
F € DA(Gumbel).

Pour appliquer le théoréme précédent, on choisit le seuil comme étant le quantile d’ordre
1 —my/n de la loi des données: u, = F< (1 — m,/n), ol m, est un entier tel que

1< m, <net F* est inverse généralisée de la fonction de répartition F'. Pour construire
une approximation ET du quantile d’ordre 1 — p,,, on utilise la décomposition suivante :

pn =PX > qi-p,) = (1 = F(un))(1 = Fu, (q1-p, — un)).

Or par définition de u,, 1 — F(u,) < my/n? On approche 1 — F(u,) par son majorant
my/n, qui est en général atteint®. De plus, d’aprés le théoréme de Pickands et puisque

F € DA(Gumbel), 1 — F,, (y) est approchée par exp(—y/o(uy)), 00 ¥y = germn — Up €t
o(uy,) est I'une des valeurs possibles de la fonction o au point u,, valeur qui est définie & un
équivalent asymptotique prés. Donc I’expression suivante définit g7, :

_ My qET,;n — Un
Pn=—€xp\—— ——~ |-
n o(un)

On en déduit 'expression de Papproximation ET du quantile d’ordre 1 — p,, de la loi des
données :

My

qET,n = Un + 0(u,) In (—) . (3)

NPn

A présent, on se trouve avec u,, un quantile d’ordre m,/n (> 1/n). Il se trouve donc
généralement & l'intérieur de 'intervalle défini par I’échantillon. On I’estime simplement par
la (n—my)-éme observation ordonnée i, = Z(p_m,). Quant & o(uy,), qui est le paramétre de
la loi exponentielle qui approche la loi des excés, on 1’estime naturellement par la moyenne
empirique des exces:

1 &
Mn 33

2. Lorsque 1 — my /n est un point de continuité de F, 1’égalité est vérifiée.
3. L’ensemble des points de discontinuité de F' est au plus dénombrable.

RR n° 4170



6 Diebolt €& Garrido € Girard

On obtient donc I’estimation suivante du quantile ET [§] :

~ —~ m
4ET,n = X(n—mn) +0,1n (#) . (5)
n

2.2 Définitions et notations.

Afin de pouvoir écrire explicitement des conditions de convergence, notre étude se res-
treindra & des modéles dont les fonctions de répartition appartiennent a des classes définies
a partir des fonctions lisses & variations réguliéres définies ci-dessous.

2.2.1 Les fonctions lisses a variations réguliéres.

Nous utiliserons les propriétés des fonctions lisses & variations réguliéres, décrites dans
[4]. Tout d’abord, rappelons la définition de cette classe de fonctions.

Définition 1 (Fonctions a variations lentes) Une fonction £, positive, Lebesgue mesu-
rable sur (0,4+00), est 4 variations lentes en +0o (noté £ € Ro) si

. L(tx)
vVt >0, zlggo @) ~

Définition 2 (Fonctions a variations réguliéres) Une fonction f, positive, Lebesgue
mesurable sur (0,4+00), est & variations régulieres d’indice p € IR en +o00 (noté f € R,) si

- ftz) _
vt > 0, ,;1520 @) tr.

Définition 3 (Fonctions lisses a variations réguliéres) Une fonction f, positive, Le-
besgue mesurable sur (0,+00), est lisse a variations réguliéres d’indice o € IR en +00 (noté
f € SRy) si la fonction h définie par h(z) = log(f(e*)) est C* et

Kz) - o« h™M@) - 0 Vn>2.

T—00 T—0o0

Les propriétés de ces classes que nous utiliserons sont résumées dans le lemme suivant.

Lemme 2.1 (Propriétés)
1. SRy C Ra. Done, si f € SRa, alors ¥t > 0, f(tx)/f(z) — t* lorsque z — oo
c’est-a-dire f(tx) ~ t*f(x) lorsque z — co.

2. 5i [ € SRa, alors f(z) — {(_)H)o Z 328

3. Si f € SRy, alors zf'(x)/f(z) — a quand x — oo, et la fonction xf'(x)/f(x) est
continue.

INRIA
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4. Si f € SRy, a#0, alors |f'| € SRa—1, 1/f € SR_, et, lorsque f~1 est bien définie,
ona f7t € SRy/q-

5 Sif € SR, alors Vs f% € SRs,.

6. Si f € SRy et g € SRp, alors f+g € SR, o2 p = max(a,f) lorsque o # S,
fg € SRayp et, si g(x) = 400 lorsque z — 400, fog € SRap.

7. Si f € SRy, alors il existe une fonction £ € Rq telle que f(z) = z*4(x).

8. Sif€SRy et Ty ~ yn alors f(xn) ~ f(yn).

2.2.2 Classes de fonctions dans le domaine d’attraction de Gumbel.
Soit D = {F fonctions de répartition strictement croissantes, C*, et telles que w(F') = oo}.

Remarque 2.4
- Si F € D, alors F est inversible (car elle est continue et strictement croissante).

- SiF €D etsionpose H= —1In(1—F), alors H est définie sur tout R (car w(F) = 00),
H est strictement croissante (car F est), H est C*® (car F est C*) et H(x) — +oo
quand x — +00.

On considére le sous-ensemble de D suivant :
E={FeD tellesque —In(1-F) EC;UCQUCl?}, (6)

ot les ensembles C;, C* et C3 sont définis par:
e la classe des fonctions lisses & variations réguliéres:

C,=8R,, sip>0etp#1.
Cil={HeSR: : |(H )" €eSR_1_, avecT >0 et e € {0,1}},

ol, lorsque € = 0, la classe eSR_;1_, désigne le singleton réduit a la fonction nulle.
e la classe des fonctions & variations rapides et lisses:

C*={f, ' €SRo, |(f )| €SR1}-
e la classe des fonctions & variations lentes et lisses:

C3={f, f'=expg, g€ SR,, 0<p<1}.

Remarque 2.5 On peut donner des exemples de lois appartenant o chacune des classes
précédentes.

— Appartiennent a la classe C; (p # 1) les fonctions usuelles suivantes : la loi normale
(p=2) et la loi de Weibull (p = 3, le paramétre de forme).

— Appartiennent a la classe C} la loi exponentielle (e =0) et la loi gamma (e =1 et T =
1). On peut donner comme exemples supplémentaires les fonctions F =1 — exp(—H)
avec H du type H(z) = x/Inx (donc H~'(z) ~ zlnz, e = 1 et 7 = 0) ou du type
H(z) = c1z(1 + caz™?) (introduit par Barbe et Diebolt [8] p. 14) o § >0 (e =1 et
T=6>0).

RR n° 4170



8 Diebolt €& Garrido € Girard

— Pour la classe C2, on peut donner comme exemple la loi double exponentielle telle que
pour X de loi double exponentielle, exp X est de loi exponentielle.
— La loi lognormale, quant a elle, appartient d la classe 02 (p=1/2).
Des classes similaires ont été étudiées et définies dans [16].
Les fonctions H appartenant & ces trois classes possédent les propriétés suivantes.

Lemme 2.2

. . .’L'(H_l)l(m) 1 . .T(H_l)ll(x) 1
1. Si H € Cp, (H—l()x() | w——>)oo P t ((H_l))'((.’L')) w——>)oo P 1
. 2 x(H V) (z 2(H-Y"(z
2. SiH€eC?, 1) e 0 et H ) () T -1
. -1y H-H!"
3. SiH e Cg, x(H 1()x()$) w_—)wo oo et m((Hl))/(S):) wjoo e

Démonstration : Elle s’appuie sur les propriétés des fonctions lisses (cf. proposition 2.1),
- SiHe SRP, H_l (S SRl/p et (H_l)l € SRl/p—l-
~-SiHeC?’>, H'eSRoet (H 1) € SR_1.
~SiH eC), H' = expg ou g € SR,. On en déduit que (H ') = g'expg avec
g €SR,_1, et que (H™")" = ((g')> + ¢") exp g avec (¢')* + g" € SRa(p—1).-
|

Lemme 2.3

(H-Yy SR_y si HeC, ouC?

1€ SR,1 si HeC) @
et de méme
SR_1 st HGC},, p#1, ouC?

€ eSR_1_, si HeCll (8)

‘(HI)II
SRpfl si He Cg

Démonstration: On utilise les mémes propriétés que précédemment pour les fonctions
H 'et (H'), plus le fait que
~SiHeC,=8R,,pour p#1,|(H )" € SRy/p_s,etsip=1,[(H')'| €eSR_1 .
- SiHeC? |(H1Y)eSR ».
~SiHeC), (H)"=((g")?+9")expg, ou (¢')* + g" € SRy, 1)-
|

1

Lemme 2.4 Les lois correspondant & H € C,

domaine d’attraction de Gumbel.

,HeC?etHEe Cg appartiennent toutes au

La démonstration de ce lemme se trouve dans [11] (proposition 1).

Lemme 2.5 Si H € C},, HeC?ouHEe Cg, lune des expressions possibles de o(u) est
o(u) = 1/H'(u).

Ce lemme est démontré dans [11] (lemme 6), ainsi que dans [16].

INRIA
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3 Présentation du test ET: test d’adéquation d’un mo-
déle central & une queue de distribution.

On considére un modéle {Fy, 0 € O} dont ’adéquation générale aux données a été accep-
tée par un test classique. Le test développé ici permet de vérifier ’adéquation aux données
de la queue de distribution de la loi F; , dont les parameétres sont estimés par la méthode
du maximum de vraisemblance. Les hypothéses du test se raménent donc &

Ho : F = F§" contre Hy:F # Faﬂ. (9)

Le résultat du test s’appuie sur la comparaison de deux estimateurs ('un paramétrique,
Pautre non paramétrique) d’un quantile extréme de la loi des données. L’estimateur non
paramétrique du quantile est le quantile ET (5).

On se limite aux modéles pour lesquels la loi des excés tend vers une loi exponentielle (“Ex-
ponential Tail”), c’est-a-dire des lois appartenant au domaine d’attraction de Gumbel.Cette
condition n’est pas trop restrictive, puisque la plupart des lois qui nous intéressent en fiabi-
lité structurale appartiennent au domaine d’attraction de Gumbel.

Trois versions différentes de ce test ont été construites. Tout d’abord, on présente au para-
graphe 3.1 une version du test basée sur la loi asymptotique de l'estimateur ET du quantile
extréme. Mais on vérifie en pratique que cette loi n’est approchée de maniére satisfaisante que
pour de trés grandes tailles d’échantillon. Nous proposons donc au paragraphe 3.2 d’utiliser
la méthode du bootstrap paramétrique pour simuler les fluctuations d’échantillonnage. Une
premiére version de cette méthode, paragraphe 3.2.2; utilise le bootstrap paramétrique sur
les deux estimateurs du quantile extréme. Enfin, cette méthode du bootstrap paramétrique
pouvant se révéler lourde en calculs pour certaines lois complexes (certaines lois de mélange
par exemple, et en général toute loi pour laquelle le calcul des estimateurs du maximum
de vraisemblance est long), on propose au paragraphe 3.2.3 une version simplifiée du test
bootstrap.

3.1 Test ET: version basée sur la loi asymptotique de g7, ,, Pesti-
mateur ET d’un quantile.

Choisissons un nombre p,, positif et inférieur & 1/n. On peut estimer les quantiles d’ordre
1 — p, de la loi des données de deux facons:

e Estimation paramétrique. En utilisant le modéle paramétrique accepté en partie cen-
trale, dont on veut tester I’adéquation en queue de distribution, on obtient ’estimateur
paramétrique

~

Qparam,n = F@‘_nl(l - pn) ) (10)

RR n° 4170



10 Diebolt €& Garrido € Girard

ol 6, est 'estimateur du maximum de vraisemblance des paramétres de la fonction de
répartition Fy du modéle paramétrique accepté en partie centrale.

e Estimation non paramétrique. Il s’agit de ggr, n, 'estimateur ET, défini en (5).

L’idée est de construire un intervalle de confiance pour le quantile de la loi des données &
partir de ggr,,, estimateur ET (5), puis de regarder si gparam, n, 1’estimateur paramétrique
de ce quantile (10), appartient a cet intervalle.

Le principe de construction de I’estimateur ET du quantile d’ordre 1—p,, de 1aloi des données
introduit une erreur d’approximation entre le vrai quantile et son approximation ET (3),
ainsi qu’une erreur d’estimation entre ’approximation ET du quantile et son estimateur (5).
On peut donc décomposer erreur entre gi_p, et §gr,, de la fagon suivante

AU-p, —9ET,n = Q-p, —4eET,n + 4ET,n —4ET,n -

~~ ~
biais d’approximation d, erreur d’estimation

Remarque 3.1 On peut montrer [12, 16] que sous certaines conditions, l’erreur d’approzi-
mation relative 0p/qi—p, tend vers 0.

Pour lerreur d’estimation, Barbe et Diebolt [3] ont donné la loi asymptotique de ggr, 5, (voir
aussi de Haan et Rootzen [7] et Davis et Resnick [6]).

Théoréme 3.1 On suppose que F' appartient au domaine d’attraction de Gumbel et que
My — 00 avec My, /n — 0 lorsque n — oo. Soit J(u) = F~1(1 —u), 0 <u < 1. On suppose
aussi que pour tout intervalle compact K CJ0, 00|

lim iy sup | 2nf) = Ten) 1y, (1>‘=0, (11)

n—00 cck |J(cenfe) — J(cn) T

04 ¢y, = mp/n. Alors

Vi, LI 5 N (0,1), (12)
O,1nr,

00 Ty = Cn[Pn, On = J(cnfe) — J(cn) et Gur,n = Un + Oplnr,.

A présent, nous allons donner des conditions explicites sur m,, pour obtenir (11), dans le
cas ou F appartient a la classe des fonctions que nous allons maintenant considérer (£).

Remarque 3.2 Soit F € £. Notons H = —In(1 — F). Alors la condition (11) est vérifiée
deés que m, — +oo lorsque n — oo et que m,, vérifie les conditions suivantes (cf. annexe
B.1):

- siHeCy, p#1, ouC?: my, =o((Inn)?).
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- si He (] avece =0: m, = o(n).
- si HeC} avece #0: my, = O((Inn)?+7)=9) Y5 > 0 arbitrairement petit.
- si He C3: my = O((nn)*1=P=9) V6 > 0 arbitrairement petit.

Dans le cas de fonctions de répartition appartenant 4 la classe £, on peut énoncer un résultat
de convergence pour l’erreur d’estimation.

Proposition 3.1 On considére une fonction de répartition F' € £. On suppose que my,
satisfait les conditions de la remarque 3.2. Alors

JET,n —4ET,n L . 2
n _ — N 0, 1 An = 1 1 - 13
Jm () VA (0,1) ou +1In“c (13)

La démonstration se trouve dans ’annexe B.2.

On en déduit un intervalle de confiance pour ggr,, qui, par translation de §,, nous donne
I'intervalle de confiance théorique suivant pour g;_, :

. [ An
ICth,n = |f1ET,n + (sn + U(un) m_zl—a/2] ) (14)

oll z1_q/2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi normale centrée et réduite. De fagon
théorique, on peut construire un test (ET version 0) dans lequel on rejette 'hypothése Hg
si @param,n & ICtn, n- Mais, puisque la vraie loi F' est inconnue, les quantités 6, et o(uy) le
sont aussi. Ce test est donc inutilisable en pratique, mais il présente un intérét théorique:
déterminer la méthode permettant de montrer des résultats asymptotiques.

On a calculé une valeur approchée (au premier ordre) d,, du biais d’approximation §,, qui
s’exprime en fonction de la loi des données F' et de ses paramétres, du seuil u,, de la taille
de P’échantillon n, du nombre d’excés m,, et de Pordre du quantile 1 —p,, (cf. [9]). Ici la vraie
loi F est inconnue. Mais sous Hg, on peut utiliser F; qui en est une bonne approximation.
D’autre part, au lieu de o(uy), on utilise 7, qui est une estimation naturelle de ce terme.
L’intervalle de confiance que ’on va utiliser en pratique s’écrit donc

~ ~ A
qeT, + d, 0, _Zl—a/Z] . (15)
Lz

Le test que 'on utilise en pratique est donc le suivant :

ICre,n =

Test ET (version 1) On rejette hypothése Hy si Gparam,n & ICre, n-
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3.2 Test ET: version basée sur la théorie du bootstrap paramé-
trique.

Au paragraphe précédent, on a utilisé la loi asymptotique de ggr,, pour construire
un intervalle de confiance pour le quantile de la loi des données. Or, on a remarqué sur
simulations que cette loi asymptotique n’était bien approchée que pour de trés grandes
tailles d’échantillon. Pour un nombre modéré de données, on va donc chercher & approcher
la loi de ggr,, d’une autre maniére.

3.2.1 Intervalle de confiance bootstrap

Sous Hy, le modéle est (Fp)gco, et on estime 6 par son maximum de vraisemblance 6,,.

On veut simuler les fluctuations d’échantillonnage de lestimateur grr,, qui nous intéresse.
Pour cela, on utilise la théorie du bootstrap paramétrique:
e On se place sous I’hypothése Hy et on estime la distribution des données F' par Fgﬂ.
e On génére N échantillons indépendants entre eux, iid, de loi an, de taille n. Pour
chacun de ces échantillons, on calcule l'estimateur g ,, de ggT,n associé.

o D’autre part, pour chacun de ces échantillons, on calcule un estimateur 8}, des para-

métres de la loi de I’échantillon. Ceci nous permet d’évaluer le quantile gy, , d’ordre
1 —py de laloi Fp, .

On dispose ainsi de N valeurs gy, , et de N valeurs Garam,n = Fp, (1 = pn), ce qui nous

. T _ o ~ , , . .
permet de calculer NV estimateurs 6;, = @param,n — dir, o, de Verreur d’approximation.

De cet échantillon de 3:” on déduit un intervalle de confiance pour I’erreur d’approximation
6, Par_exemple, pour un intervalle de confiance & 90%, on ordonne I’échantillon des N
valeurs d;;, puis on 6te 5% des valeurs les plus & gauche et 5% des plus & droite. On appelle

~

la plus petite valeur de I'échantillon restant dy;, ,, et la plus grande gx’jﬂax’ n

L’intervalle de confiance bootstrap (& 90% par exemple) pour ’erreur d’approximation
On = Q1—p, — ET, n €st alors

-~

IC(S,BP, n = [6:;1in, n» /6\:;1&)(, n] - (16)

3.2.2 Deuxiéme version du test

A partir de I’échantillon initial, on calcule grT,n €t @param,n, estimateurs de g1_p,,, le
quantile de la vraie loi des données.

On construit alors un test d’adéquation en queue de distribution de la loi acceptée par un
test central en regardant si 6, = Gparam,n — QT n appartient & ICs Bp, »- Si ceci est vérifié,
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on peut raisonnablement supposer que le modéle accepté en partie centrale s’ajuste aussi
assez bien en queue de distribution. La version du test ET basée sur la méthode du bootstrap
paramétrique est donc la suivante :

Test ET (version 2, test ET-BP): On rejette hypothése Hy si gn & ICs5 Bp,n-

3.2.3 Version simplifiée du test avec bootstrap paramétrique

Les variations d’échantillonnage de @param,n sont petites par rapport & celles de ggr, n,
car my, est petit devant n. On décide donc ici de ne plus bootstrapper ’estimation paramé-
trique du quantile.

Alors, il n’est plus utile d’0ter gparam, n (qui reste maintenant constant) de g7, » ni de &7, n,
car cela revient seulement & translater ggT, , et son intervalle de confiance de la méme facon.
Il suffit de construire un intervalle de confiance pour ggr,n, et de regarder s’il contient ou
non geT, n-

Pour cela, on ordonne I’échantillon des N valeurs ff}‘;T, s DUis (pour un intervalle & 90% par
exemple) on ote 5% des données les plus & gauche et 5% des plus & droite. On appelle la
plus petite valeur de I’échantillon restant gj7 i, ,, et la plus grande @ ., o, L'intervalle
de confiance bootstrap (& 90% par exemple) pour ggr, , est alors?

ICE'T,BP,n = [ZIE'T, min, n> (TE'T, max,n]‘ (17)

Il s’ensuit la derniére version du test ET :

Test ET (version 3, test ET-BP simplifié): On rejette ’hypothése Hy si
der,n € ICET,BP, n-

Remarque 3.3 Notre hypothése est que les données sont de loi Fy. On lutilise bien évi-
demment lorsque l’on calcule Qparam,n €t €S Qporom n- Mais, cette hypothése intervient aussi
dans le calcul des @y,

En effet, on estime Qer,n 4 partir d’un échantillon tiré selon la loi an. C’est lorsqu’on
tire cet échantillon que l’on wutilise ’hypothése Hy. Si les données de départ ne sont pas de
loi Fy, c’est-a-dire si notre hypothése est fausse, les échantillons de loi F;  que l’on va tirer
auront une forte probabilité d’étre trés différents de ’échantillon de départ. Ainsi, les Z]}‘;T’ n
seront, avec une forte probabilité, assez différents de g, pour que celui-ci soit 4 lextérieur
de lintervalle de confiance qu’ils permettent de construire.

4. On peut envisager de comparer numériquement les intervalles ICre, »n (p. 11) et ICET,BP, n, Car tous
les deux sont des intervalles de confiance pour qgT, ;-

RR n° 4170



14 Diebolt €& Garrido € Girard

4 Niveau de signification du test ET.

4.1 Niveau de signification du test ET version 1.

On veut tout d’abord explorer le niveau de signification du test ET version 1 dans le
cas ol ’hypothése nulle est simple, du type Ho : F = Fp, la fonction Fy étant entiérement
déterminée et appartenant au domaine d’attraction de Gumbel. On suppose que Fy € € et
on note Hy = —In(1 — Fp). On note:

— Papproximation ET du quantile sous Ho: ¢ger,nn = un + o(un) In(my/np,) avec
up = (1= Fy)~Y(myn/n) et o(u,) = 1/H(uy) .
— Destimation paramétrique du quantile sous Ho: gparam,n = Fo’l(l — Dn)-

Malgré son intérét uniquement théorique, nous nous proposons tout d’abord d’étudier le
niveau asymptotique du test ET version 0 dans le but de déterminer dans un cas simple la
méthode que nous utiliserons pour étudier le niveau asymptotique des autres versions du
test.

Théoréme 4.1 (niveau du test ET version 0 (ICy,5))

On suppose que m,, vérifie les conditions de la remarque 3.2 et que l’on wutilise Uintervalle
de confiance théorique (14) de degré de confiance 1 — a pour le quantile g1_p,, . Le niveau de
signification du test ET version 0 tend alors vers a lorsque n tend vers linfini.

Démonstration : L’erreur entre le vrai quantile et son estimation ET s’écrit
Qi—-p, —49ET,n = Qi—p, —4ET,n + 4ET,n — 4ET,n-

Or, lorsque m,, vérifie les conditions de la remarque 3.2, on a (voir proposition 3.1)

4eT,n —4ET,n L
Vm, —————=2 =3 N(0,1).
T () An (0.1)

On en déduit que q1—p,, — (/I\ET,n = (sn + U(un) V (An/mn) §n ol é-n i’ 57 é. ~ N(07 1)
Posons B,, = v/ A, /my,. Par définition, on a

Niveau = P( rejeter Ho | F = Fyp)
=P (q1-p. & [Ger,n +0n £ 0(un)Brzi_ap] | F = F)
=P (Ge1,n + 0n + 0(un)Brn ¢ [Gor,n + 0n £ a(un)anl,am])
=P (& ¢ [£21-a/2]) = @ lorsque n — oo.

|
On pose a, = —In(my/n) et b, = — Inp,. De plus, on suppose que a,, et b, sont de la forme

an, =plnn+qlnlnn et b, =p'Inn+¢ Inlnn, (18)
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avecp<letq<0sip=1ougqquelconquesip<l,etp >1letqg >0sip =1o0uqg
quelconque si p’ > 1. Ceci implique que p, = n~P (Inn)~7 et m, = n'~P(Inn)~9.

Lemme 4.1 Soit F € &, H=—In(1 - F),

n dn _5n

Dn=vimn v & O =V o ST (19)

On suppose que a, et b, sont donnés par (18). Alors, des conditions suffisantes pour que
lim,_, D, =0 sont:

- SiHeC, (p#1)ouHeC:p=p =1et]|q <2

— Si H € C} avec e = 0: aucune condition supplémentaire.

- SiHeC avece 20:p=p =1et|q <2(1+7).

~SiHeC:p=p' =1etlg <2(1-p).
De plus, sous les mémes conditions, lim,,_,., C;,, = 0.

La démonstation du lemme 4.1 se trouve dans ’annexe C.

Théoréme 4.2 (niveau du test ET version 1 (IC,.,,))

Pour le test, on utilise l’intervalle de confiance réel (15) de degré de confiance 1 — a pour le
quantile ¢1_p, . Sous les conditions du lemme 4.1, le niveau du test ET version 1 tend vers
a quand n tend vers Uinfini.

Démonstration : Les conditions de la remarque 3.2 sont impliquées par celles du lemme
4.1. Donc, comme précédemment, puisque les conditions de la remarque 3.2 sont vérifiées,

on a la propriété q1-p, — (/I\E'T,n =0n + U(un) V (An/mn) &nou &, i> &~ N(Oa 1)'

Posons B, = \/A,/my et z = 21_o/5. Par définition, le niveau s’exprime de la facon
suivante :

Niveau = P(rejeter Ho | F = Fp)

= P (qlfpn ¢ [(/]\ET,n + dn :t 8anZ] | F = Fo)
P (GeT,n + On + 0(un)Bnés ¢ [GoT, n + dn + 5,Bn2])
P

~

ot o i)

A présent, posons

Int,, = {Cn + Ug:n)z] , (20)

et montrons que P(§, €Int,) = 1 — a lorsque n — oco. On sait (Davis et Resnick [6]) que
lorsque m,, — oo et m,/n — 0 quand n — oo, alors
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Ceci signifie que

Vo >0, P(‘ In —1‘>n> - 0.

o(up) n—00

Remarquons que

o o o
P t -1 > =P(—"—1>>+P(1— - >).
( o(un) ‘ ”) olus) 7 o(un) ~ "
La probabilité du membre de gauche tendant vers zéro, on en déduit que les probabilités &
droite de I’égalité tendent vers zéro. Il s’ensuit que

P(-2" S>149) = 0 et P(- 2" <1-9) = o
o(un) n—oo o(ug) n—oo

Avec la notation Iy, = [C), & 2(1 + )], on en déduit que Vn > 0,

P (Int, C 1, ) = P ([ia(a;n)] cl+( +’7)]> =P (a(a;n) = +n)
=1-P UZ‘H) >1+4n) = 1

D’autre part, puisque sous les conditions du lemme 4.1, C,, — 0 quand n — oo, on peut
écrire: Ve > 7, ANg(c) € IN tel que

Vn > No(c), Ir,n C[x2(1+¢)].
Si on prend ¢ = 27, on a: Vn > Ny(27),
P (Int, C I1,,) <P (Int, C [+2(1+27)]).
Donc P(Int,, C [£2(1 + 27)]) = 1 lorsque n — oo, ce qui signifie que
Yv; >0, IN;(v1,n) € IN tel que Vn > Ny(vy,n), P(Int, ¢ [£z(1+ 2n)]) < v1.
Alors, on a: Vn > Ny(v1,7n)

P (&, € Inty,)

(&, € Int,) N (Int, C [£2(1 4+ 27)]))
(60 € Tatn) N (Tnty ¢ [+(1+ 20)])
&n € [£2(1+2n)]) + P (Int, & [£2(1+ 27)])

P (6, € [+2(1+20)]) + 1. (21)

P (
P (
P(
(

ININ +

D’autre part, on sait que Vvp > 0, 3C(v2) > 0 et Na(v2) tels que

Vn €]0,C(v2)] et Vn > Nao(va), |P(&n €[£2(1+27)]) — (1 —a)| < va,
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ce qui implique que

Yvy, >0 et Vn €]0,C(vy)], limsupP(&, € [£2(1+2n)]) <1—a+ vs.

n—oe

Puisque P (&, € Int,,) < P(&, € [£2(1+2n)]) +v1 pour n > Ni(v1,n) (cf. (21)), on en déduit
que VYvi,v5 >0
limsupP (&, € Inty,) < 1 —a+ v + vs.

n—oo

Avec le méme type de raisonnement, on peut montrer que Vvy,vy > 0,

liminf P (£, € Int,) > 1 —a — vy — vs.

n—oo

1l s’ensuit que Yvy,vs > 0,

l—a—v —vs <liminf P(§, € Int,) < limsupP(§, €Inty,) <1 —a+ vy + 1
n—0o0 n—oo
Comme on peut prendre v; et vp aussi petits que ’on veut, on en déduit que la limite
inférieure et la limite supérieure de P(&, € Int,) sont égales toutes les deux 4 1 — @. Donc

la limite existe, et vaut 1 — a.
|

4.2 Niveau de signification des test ET-BP complet et simplifié.

Dans ce paragraphe, on veut étudier & distance finie, c’est-a-dire & n fixé, le niveau de
signification des deux tests ET-BP. Malheureusement, il n’existe pas, & notre connaissance,
d’éléments permettant de mener cette étude complétement. Pour obtenir malgré tout un idée
approximative des résultats auxquels on peut s’attendre, nous proposons de démontrer deux
énoncés en nous plagant dans un cadre simplifié: au lieu de travailler avec des échantillons
bootstrap issus de Fy , nous allons supposer que ces échantillons bootstrap sont issus de la
vraie loi sous Hp. Il s’agit alors de simulation par Monte-Carlo.

On explore tout d’abord le niveau de signification du test ET-BP complet dans le cas ot ’hy-
pothése nulle est simple, Hg : F' = Fp, la fonction Fy étant supposée entiérement déterminée,
et appartenant au domaine d’attraction de Gumbel.

Proposition 4.1 (niveau du test ET-BP, version compléte)

On note Hy, la fonction de répartition de la variable aléatoire on = Qi—pn (5n) —qET, n,
qui est l’estimation de l'erreur d’approzimation § sous Ho, 0l gi—p, (é\n) est Uestimation
paramétrique du quantile d’ordre 1 — py, sous Ho, et qer,n lestimation ET de ce méme
quantile. On suppose que pour tout n, la fonction H,, est continue et strictement croissante,
donc inversible. Alors, quelle que soit la taille n de l’échantillon, le niveau de signification

du test ET-BP complet tend vers a lorsque le nombre N d’échantillons bootstrap tend vers
Uinfini.
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Ensuite, on explore le niveau de signification du test ET-BP simplifi¢ dans le méme cadre.

Proposition 4.2 (niveau du test ET-BP, version simplifiée)

On note G, la fonction de répartition de la variable qgr,, et on suppose que pour tout n
cette fonction est continue et strictement croissante, donc inversible. Alors quelle que soit
la taille n de D’échantillon, le niveau de signification du test ET-BP simplifié tend vers «
lorsque le nombre N d’échantillons bootstrap tend vers linfini.

Pour simplifier la présentation, nous commencons par la démonstration la plus simple, celle
de la proposition 4.2.

Démonstration de la proposition 4.2: On suppose que I’échantillon initial

X = (X1,..., X,) est de loi Fy. Puis on tire N échantillons indépendants

X*0) = (X7 D, X39) de loi Fy. Par conséquent, les N variables aléatoires (YE(%)’",

1 < j < N obtenues & partir de ces NV échantillons bootstrap sont indépendantes et iden-
tiquement distribuées, de loi commune G,,. Par conséquent, les quantiles empiriques asso-
ciés (relatifs aux réplications bootstrap) d’ordre a/2 et 1 — /2, respectivement, convergent
presque sirement lorsque N — oo vers les quantiles correspondants de la fonction de réparti-
tion G,. De plus, on note X = (X*() ... X*(")) ’ensemble des échantillons bootstrap. Par
suite, V n fixé,

Niveau = P{( rejeter Ho|F = Fp)

P(@et,n € [QBT, min, n» TET, max, ) |F' = Fo)
E[l(@eT,n ¢ (05T, min, ns @B, max, n ) |[F = Fo]
E{E[l(@eT, n ¢ [@BT, min, n» ToT, max, o)) X]|F = Fo}

= E[P(ZI\ETyn ¢ [(-TE'T, min,n’%T, max,n”x)'F = FO] (22)
— a quand N — o

d’aprés le théoréme de convergence dominée, car

P(ZI\ET,R ¢ [ZIE'T, min,nJZiET, max,n]|X) ﬁ) « lorsque N — 00, (23)

et puisque ces probabilités conditionnelles restent entre 0 et 1.
[ |

Démonstration de la proposition 4.1: Elle est essentiellement analogue & la démons-

tration précédente. Mais cette fois-ci, on calcule I'estimateur aﬁ(j ) de 6§ calculé a partir de
X*() 1< j <N, et on forme
59 = q1p, 02) — Tty L<GSN.

’

Comme les SZU )1 < j < N, sont indépendants et identiquement distribués, de loi commune
H,,, on conclut comme ci-dessus.
[ |
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Ces résultats et leurs démonstrations permettent de mieux comprendre pourquoi on peut
espérer que le niveau & distance finie des tests ET-BP soit trés proche du niveau cherché a.

La situation est beaucoup plus compliquée dans le cas du vrai bootstrap paramétrique,
lorsque les X*() sont simulés selon Fy; . L’¢galité (22) reste vraie, mais (23) ne I’est plus.

En effet, & n fixé, puisque les X, *4) sont issus de F; , et non de Fp, les quantiles Gir min »,
et qET max, n CONVErgent presque stirement quand N —> oo vers les quantiles correspondants

des lois G}, et H} au lieu de G, et H,, ot G}, est la loi commune des gy §:9) oo Cest-a-dire
d’estimateurs ET du quantile d’ordre 1 — p,, calcules & partir d’echantlllons de loi Fj; et

non Fp, et de méme, H est la loi commune des 62(7 ).

Pour pouvoir conclure, il faudrait pouvoir évaluer précisément 1’écart entre les quantiles
extrémes de G, (resp. Hy) et ceux de G}, (resp. H}), donc connaitre précisément 1’écart
entre G, (resp. Hy,) et G% (resp. H}), en particulier en queue de distribution. Méme dans
le cas ET-BP simple, on a

ot les Yk*(j ) sont les excés au-dessus de X Z;E’an) de I’échantillon X*()| les variables aléatoires

X z* @) stant indépendantes et identiquement distribuées de loi F@n. Par conséquent, chaque
Yk*(j ) admet pour fonction de répartition
Fy (X9 +y) - F (x:9))

K* (y) — n n—m ‘ n—"mn
1-F; (X;9))

n—"mMn

au lieu de la fonction de répartition

FO(Xn—mn + y) - FO(Xn—m")
1-Fy(Xn—m,)

K(y) =
pour les excés initiaux Y;.
L’étude de la différence K*(y) — K(y) parait insurmontable, et, finalement, ce sont les

simulations présentées dans la partie 6 qui indiquent le mieux la qualité de ’approximation
du niveau « & distance finie.
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5 Puissance du test ET.

5.1 Puissance du test ET version 1.

On explore tout d’abord la puissance du test ET version 1 dans le cas ou les hypothéses
sont simples, du type Ho : F = Fy contre Hy; : F = Fi, les fonctions Fy et F étant
entiérement déterminées et appartenant au domaine d’attraction de Gumbel. On suppose
que Fop € £ et Fy € £, et on note Hy = —In(1 — Fy) et H; = —1n(1 — Fy). Pour ¢ € {0,1},
on introduit :

— l'approximation ET du quantile sous #;, soit ger, ,(F;) = uld) + o In(m,,/np,) avec

ul) = (1= F) " (ma/n) et o =1/Hi(u) ;

— Destimation paramétrique du quantile sous H;, s0it gparam, n(Fi) = ¢i,n = Fz-_l(l —Dn)-

Posons
qeT,7(F1) — qBT, o (FO) o)
Pn = /My : m : et Cn = )y (24)
On \/A_n On
ot A, =1+ (In(my/n))2. On définit aussi
an(H; ") (an) . Hy Y (an)
Ki(a,) = —=———= pouri€ {0,1} et Kopi(a,) = ———, (25)
’ H ' (an) H ' (az)
ol a, = —In(my,/n) est défini par (18), ainsi que b, = —Inp,.
Lemme 5.1 Lorsque n — oo et m, — 00, on a
K01(an) [ Qp ( 1 ) Kl(an)
n ~ /My -1+ ——"—%—Kolan)| . 26
o VT R (@) Lo = an \ Kor(an) Rotlan) ~ 0 (26)
De plus, on a
Koi(an)
n=——<Ko(ay,)- 27
G = T Koan) (1)

La démonstration de ce lemme se trouve dans ’annexe D.

Lemme 5.2 On considere les cas ou les fonctions Hy et Hy appartiennent aux classes sui-
vantes:

- Hy € Cj et Hy € Cy avec 0 < o < Bi;

~ Hy €C3 et Hi €Ch avec f>0et0<p<1;

~ Hy €Cj et Hy € C* avec > 0;

~ HoeC} et H €C?® avec 0< p<1;

- HyeC? et Hy ECS1 avec 0 < py < pg < 1.

PO
Alors pp, = —0 et (,, = +0o lorsque n — oo, avec (, = o(|pnl)-
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Les conditions du lemme 5.2 sélectionnent les cas ot Fy est & queue plus lourde que Fj. Les
autres cas sont étudiés dans le lemme 5.3.

Lemme 5.3 On considére les cas restants, ou les fonctions Hg et Hy appartiennent auz
classes suivantes :

- HOEC}aO etHle(%l avec 0 < B1 < Bo;

~ Ho€Ch et H €C) avec f>0et0<p<1;

~ Hy €C? et Hy € Cjy avec § > 0;

- HyeC? et H €C) avec 0 < p<1;

7H0€CSO etHlecg1 avec 0 < pg < p1 < 1.
Alors pp, = 400 et (, = 0 lorsque n — oo.

On démontre le lemme 5.2 dans ’annexe D. La démonstration du lemme 5.3 est analogue.

Bien que la version 0 du test soit inutilisable en pratique, nous nous proposons d’étudier
sa puissance asymptotique dans le but de déterminer dans un cadre simple la méthode que
nous utiliserons pour étudier les autres versions du test.

Théoréme 5.1 (puissance du test ET version 0 (ICyp, 1))

On utilise pour le test intervalle de confiance théorigue (14) de degré de confiance 1 — «
pour le quantile g1_p,, . Sous les conditions de la remarque 3.2 et les hypothéses des lemmes
5.2 et 5.8, la puissance du test ET version 0 tend vers 1 quand n — oo.

Démonstration : La statistique de test est construite sous ’hypothése Hg, donc U'intervalle
de confiance théorique pour le quantile g;_,, de niveau 1 — « utilisé pour le test ET version

0 est
~ A
T, n +00,n Us)) lea/2] )
V m,

oll 21_4/2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1), et do,n = go,n — gET, n(F0) st
Perreur d’approximation sous Hg. De plus, on peut écrire :

ICih, n(Ho) =

do,n —qeT,n = 4o,n — 9ET,n(Fo) + gET,n(Fo) — QET, n
= 00,n + qET,n(F0) — gET, n(F1) + qBT, n(F1) — QET, n-

On sait (proposition 3.1) que lorsque les conditions de la remarque 3.2 sont vérifiées, on a

q n n F
vy B Atnl) 2, v, 1),

Ugl) V An
et on en déduit que
~ (1) An
go,n = QET,n + 00,n + qET, n(F0) — qET,n(F1) + 0}, o &n, (28)
n
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ot &, =5 £, & ~ N(0,1).

Posons Ay, = quT,n(F1) — 4T, n(F0), 21—a/2 = 2 et B, = \/A,/my. Par définition, la
puissance du test s’exprime de la facon suivante:
Puissance = 1 — P( accepter Ho | F = F1)
=P (qo,n ¢ I:aET,’n, +do,n £ a%O)an] | F = Fl)
=P Z]\ET,n + 60,n - An + Uv(Ll)Bngn ¢ [ZI\ET,n + 60,7; =+ U’SLO)B’!Lz])
= P(&n ¢ [pn + an])a
——————

JIn

ol p, et (, sont définis par (24).

Les bornes de l'intervalle J,, sont donc: s, = pp, — (nz et t, = pn + (2. On veut montrer
que P(&, ¢ [sn,tn]) — 1, ou, de fagon équivalente, que P(&, € [sp,t,]) = 0 lorsque n — oo.
Les lemmes 5.2 et 5.3 montrent que ’on doit considérer deux cas.

e Dans un premier cas (cf. lemme 5.2), on a p, = —o0 et {;, = +00 avec {, = o(|pn|)
lorsque n — co. Alors on montre que t, — —oo (puisque (,z = o(|pnl|)) et s, = —o0
(puisque s, < t,) lorsque n — oco. A présent, si on note F;, la fonction de répartition
de &, on a 0 < P(&, € [Sn,tn]) = Fn(tn) — Fu(sn) < Fu(tn). Or, si on note @ la
fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite, on a

0< Fn(tn) = (b(tn) + Fn(tn) - (I)(tn) < (I)(tn) + |Fn(tn) - CI)(tn)|
< @(tn) + Sup|Fn($) - (I)('Z')|
z€IR
On sait que ®(¢,) — 0 lorsque n — oo, puisqu’alors ¢, — —oc. De plus, d’aprés le
théoréme de Polya [17] (p. 120), puisque F,, — ® lorsque n — oo, ® étant une fonction
continue, sup,¢ g |Fn(z) — ®(z)| = 0 lorsque n — co. On en déduit que F,(t,) — 0,
et donc que P(&, € [sn,t,]) = 0 lorsque n — oo.

e Dans le second cas (cf. lemme 5.3), on a p, — +o0o et {, — 0 lorsque n — oc.
Alors on montre que s, = 400 et t, — +o0o lorsque n — o0o. Maintenant, on a
0 S P(fn € [Sn;tn]) = Fn(tn) - Fn(sn) S 1- Fn(sn) OI‘,

0<1—Fup(sn) = 1—3(sp)— (Fn(sn) — B(sn))

1— ®(sn) + [ Fu(sn) — ®(sn)]

1= ®(s,) + sup |Fu(z) — D(a)].
z€lR

IAIA

On sait que 1 — ®(s,,) — 0 lorsque n — oo, puisqu’alors s,, — +00. Par le méme
argument que précédemment, on en déduit que 1 — F,(s,) — 0, et donc que
P(&, € [8n,tn]) — 0 lorsque n — oo.
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On a donc montré que dans les deux cas la puissance tend vers 1.
[ |

Théoréme 5.2 (puissance du test ET version 1 (ICi., 1))

On utilise pour le test Uintervalle de confiance réel (15) de degré de confiance 1 — o pour
le quantile g1—p,, . Sous les conditions des lemmes 4.1, 5.2 et 5.3, la puissance du test ET
version 1 tend vers 1 quand n — 0.

Démonstration : Pour alléger les notations, de méme que dans la démonstration du théo-
réme 5.1, on pose A, = qgT,n(F1) — qBT,n(F0), Bn = \/An/mn et 2 = 21_4)5 le quantile
d’ordre 1 — /2 de la loi N'(0,1). La statistique de test est construite sous ’hypothése Hog,
donc l'intervalle de confiance réel pour le quantile ¢;_,, de degré de confiance 1 — a utilisé
pour le test ET version 1 est le suivant :

ICTC,TL(HO) = [a\ET,n + dO,n + 8n V anj| 3
ol dy, , est I’approximation au premier ordre de 4y, ,,, l’erreur d’approximation sous Ho.

On suppose a présent que F' = Fy. On peut alors écrire (cf. (28))

qo,n = aET,n + 6O,n - Ay + Ug) V Brén,
ot &n = & €~ N(0,1).
Par définition, la puissance du test s’exprime de la fagon suivante:

Puissance = 1 — P( accepter Ho | F = Fi)
= P(QO,n ¢ [aET,n +d0,n :taanz] | F= Fl)

=P (/]\ET,n + 60,71 - An + US)Bné‘n ¢ [(/]\E‘T,n + dO,n + a\anZ])

=P (67» ¢ |:CT(L0)CTL +pn £ %Z]>
On

ol pr, et ¢, sont définis par (24) et CY) est définie de fagon analogue & (19). On veut donc
montrer que P(&, ¢ J},) — 1 lorsque n — oo, ol

~

J), = Cg))(n +pnt In .
D

Sous I’hypothése H;, on sait (Davis et Resnick [6]) que si m,, — oo et m,/n — 0 quand

n — 00, alors 7,/ ag) £, 1. De méme que dans la démonstration de la proposition 4.2, on
montre que si on note

I, = [CS))Cn +pn £ z(l + 77)] >
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cela implique que Vn > 0, P(J}, C I,) — 1, donc que P(J), ¢ I,,) — 0 lorsque n — oo.

D’autre part, sous les conditions du lemme 4.1, on sait que Cr(lo) — 0 lorsque n — oo. De

plus, d’apreés les lemmes 5.2 et 5.3, on sait que ¢, = o(|px|)- Il ’ensuit que C,(LO)C" = o(|pal),
et donc que
In = [pn(1 + &) £ 2(1 +1)],

ot €, = CY Cn/pn — 0 lorsque n — oo (e, étant de signe quelconque).

Comme dans la preuve de la proposition 5.2, on en déduit que Vn > 0, P(&, ¢ I,,) —» 1
lorsque n — oo, car p, = £oo quand n — oo. Si on remarque que

Pn ¢ In) = P{(& ¢ Jo) N (Jo CL)}+P{( ¢ Jn) N (J, € In)}
< Pl ¢ ) +P(, £ In),

cela implique que 1 > P&, ¢ J)) > P(én ¢ I,) — P(J), ¢ I,,) = 1 lorsque n — oo. On en
déduit donc que P(&, ¢ J)), et donc la puissance, tend vers 1.
|

5.2 Puissance des tests ET-BP complet et simplifié.

Dans ce paragraphe, on étudie la puissance des deux tests ET-BP. Ici encore, on ne peut
pas espérer des résultats complets, pour les mémes raisons que dans le paragraphe 4.2. De
la, méme maniére, nous allons étudier le cas ou Hy et H; sont des hypothéses simples.

Proposition 5.1 (puissance du test ET-BP, version simplifiée)
Sous les conditions de la remarque 3.2 et les hypothéses des lemmes 5.2 et 5.3, la puissance
du test ET-BP simplifié pour tester une hypothése simple Ho : F = Fy contre une alternative
simple Hi : F = F; tend vers 1 lorsque N, puis n, tendent vers l’infini.

Démonstration: On suppose que ’échantillon initial X = (Xy,..., X,,) est de loi Fj.

On tire N échantillons indépendants X*) = (Xf(j), e, X:L(j)) de loi Fp, et on note X =
(X*(l), o, XN )) Pensemble des échantillons bootstrap. De méme que pour (22), on montre
que

Puissance = P (rejeter Ho|F = Fy)

= E|:P(EI\ET77L ¢ [Z]\ET,min,n’ZI\E‘T,max,n] |X) |F = F1:|
min, n’ “4max, n

= E[P(dqg ¢ [dg®  dgr© ] |X) |F = Fl],

ou

ZI\ET n — 4ET. n(FO)
dgy, = /iy — : :
" 07(10)VAn

INRIA



Le test ET 25

et, comme dans la preuve de la proposition 4.2,

* (/I\ET min,n — 4ET. n(FO) ps 0)y—1
dqm(ion) n = VMp———— : 22 (GO "Y(a/2) quand N — oo
’ 0'7(10)\/.4”

et

q max - F
dq:;fg))(,n _ /—mHQET, a ,(T(LJ)\/ZET’”( 0) _ps, (G%O))*l(l ~ a/2) quand N — oo.
On n

De méme, on pose

a) - F;
dg! = \/nanET,n aeT, n(F1) ~G,(11),

US) \' An
et on obtient )
dgp, = L"; Pn,

ol p, et (, sont donnés par (24). Par conséquent, a n fixé,
A}im Puissance =1 + G [—pn + (o (GO (1 — a/2)]
—00
GO [ = pn+ G(GD) (/2)] (29)

Ceci donne, pour chaque n fixé, une approximation de la puissance quand on choisit N grand.
Nous voulons maintenant montrer que le membre de droite de (29) tend vers 1 lorsque n —
00. On utilise le fait que les fonctions de répartition G%O) et Gg) convergent uniformément
vers ®, fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite, quand n — oo (sous les
hypothéses de la remarque 3.2) d’aprés la proposition 3.1. Donc (Gs?))—1(1 —af2) = z1_q)2
et (G%O))_l(a /2) = 242 Par conséquent, ces deux suites sont bornées. Puisque ¢, = o(|pnl),
on en déduit que Cn(G%O))_l(aﬂ) = o(|pn]) et Cn(G%O))_l(l —a/2) = o(|pn]) quand n — co.
Alors, en raisonnant comme dans la preuve du théoréme 5.1, on en déduit que la puissance

tend vers 1 quand n et N tendent vers 'infini.
[ ]

Remarque 5.1 (puissance du test ET-BP, version simplifiée)

1. Cette démonstration montre que la puissance du test ET-BP simplifié étudiée ci-dessus,
comme celle du test version 1, est directement reliée 4 la quantité |p,| (cf. (24)) et
au fait qu’elle tend vers linfini quand n — oo. La puissance est donc principalement
liée a Uécart entre les approximations ET des quantiles d’ordre 1 — p,, des fonctions de
répartition Fy et F}.

2. 1l ne nous semble pas possible d’établir un résultat analogue pour tester une hypothése
composite Ho : F' € {Fy : 8 € O} contre une alternative H, : F = Fi. En effet, dans
ce cas, il faut estimer 6 sous Ho. Lorsque ’échantillon initial est issu de la loi Fy, on
ne connait pas les propriétés de la suite (0,),. Tout au plus peut-on dire que puisque

RR n° 4170



26 Diebolt €& Garrido € Girard

dans pn, 4T, 7(F1) — qBT,2(F0) Serait remplacé par qpr, o(F1) — qe1,2(F5, ), on peut
espérer que la puissance du test tend vers 1 pourvu que

n Fy) — n F,
inf \/’l?Tn|qET’ ( 1) 4dET, ( 0)' 5 00 (30)
0co 0-7(11) /An n—oo

Notons aussi que 07(10) devrait étre remplacé par o, (an), quantité que l’'on ne maitrise
pas. Mais on peut conjecturer que, de fagon analogue au cas précédent, le rapport
correspondant & ¢, reste négligeable devant (30).

Remarque 5.2 (puissance du test ET-BP, version compléte)

De méme que pour le niveau d’une part, et pour le test ET-BP simplifié d’autre part, on
rencontre des difficultés insurmontables pour étudier la puissance du test ET-BP complet
dans le cas d’une hypothése composite. Méme dans le cas d’une hypothése simple, la présence
dans les bornes bootstrap de lintervalle de confiance I1Cs pp des quantités ql_p,n(F@:(j))
nous empéche d’utiliser une démonstration analogue au cas simplifié. La simplification qui
consiste & remplacer estimation du quantile paramétrique ql_p,n(Fa:(j)) par la vraie valeur
q1—p,n(Fo) pour les eéhantillons bootstrap nous permet d’achever la démonstration dans ce
cas particulier puisque ’'on retombe exactement sur le cas du test ET-BP simplifié. Une fois
encore, pour les cas plus complexes, nous sommes obligés d’avoir recours o des simulations
pour comparer les puissances des différentes versions du test ET.

Dans la partie suivante, nous allons mettre numériquement en évidence des propriétés des
différents tests qu’il n’a pas été possible d’établir théoriquement.

6 Données simulées.

Pour les différents modéles envisagés, on cherche & savoir quelles valeurs de m, utiliser
en fonction de n, p et de la version du test ET pour qu’en pratique le niveau et la puissance
de ce test restent corrects. On applique donc les trois versions du test ET & des données
tirées selon I'un des modéles étudiés, avec différentes tailles d’échantillon, différents nombres
d’excés et différents ordres de quantiles. L’exemple de la loi gamma pour des échantillons de
taille 100 est présenté en section 6.1. On ne retiendra que les nombre d’excés pour lesquels le
niveau expérimental (ou le pourcentage d’échantillons acceptés & raison) atteint ou dépasse
le niveau réel. Ces valeurs de m,, sont celles que I’on conseille d’utiliser, dans le paragraphe
6.3, pour appliquer le test ET.

D’autre part, on peut aussi calculer la puissance expérimentale (pourcentage d’échantillons
rejetés a raison) pour différentes alternatives et différentes valeurs de n, m,, et p. Un exemple
est donné dans le paragraphe 6.2 pour des données issues d’une loi de Weibull proche de
la loi exponentielle et une hypothése nulle d’exponentialité. Ceci nous permet de controler
jusqu’d quel point les différentes versions du test discriminent des lois proches.
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6.1 Niveau des versions du test ET.

Afin d’explorer le niveau expérimental des différentes versions du test ET, on simule un
grand nombre de jeux de données selon 1'une des lois que nous étudions (normale, lognor-
male, exponentielle, gamma ou Weibull), et nous calculons le pourcentage d’acceptation du
modéle correspondant par le test ET (version 1, 2 ou 3 successivement). On obtient donc
le pourcentage d’acceptation & raison du modéle testé. Le pourcentage de rejet & tort du
modeéle correspond & un niveau expérimental pour le test appliqué. On a calculé le niveau
expérimental, ou plus précisément le pourcentage d’acceptation a raison, pour chacune des
trois versions du test et pour chacun des modéles normal, lognormal, exponentiel, gamma
et Weibull.

On ne présente ici, & titre d’exemple, que le cas du modéle gamma pour les trois versions
du test ET. On simule 500 jeux de données de loi gamma(3,3) et de taille 100 pour calculer
les pourcentages d’acceptation du modéle gamma pour différents quantiles d’ordre 1 — p,
différentes valeurs de m,, et différents niveaux de signification a pour les tests. On décon-
seille I'utilisation des valeurs de m,, pour lesquelles le pourcentage d’acceptation calculé sur
Papplications du test a 500 échantillons est inférieur au pourcentage théorique 100(1 — «).
Nous conseillons aussi, bien entendu, que le pourcentage expérimental ne dépasse pas trop
cette valeur théorique.

Remarque 6.1

* On constate expérimentalement que les résultats du calcul du pourcentage d’accepta-
tion ne dépend pas des paramétres des lois normale et lognormale, ni des paramétres
d’échelle, (resp.) X\, 0 et a, des lois (resp.) gamma, exponentielle, et de Weibull, ni des
parameétres de forme, (resp.) a et B, (resp.) des lois gamma et de Weibull pour autant
que ces parameétres de forme soient suffisamment grands (a >> 1 et § >>1).

* En théorie, on démontre (annexe E) que

— les résultats des trois tests sont indépendants des paramétres d’échelle et de posi-
tion a distance finie (pour les lois étudiées ici).

— les résultats des trois tests sont approximativement indépendants du parameétre
B >>1 de la loi de Weibull a distance finie.

Pour la plupart des lois, ceci permet de limiter 4 un seul le nombre de cas pour lesquels on
fera les essais.

A ces jeux de données de taille 100 et de loi gamma(3, 3), on applique tout d’abord le test ET
version 1, basé sur la loi asymptotique de gg7 (tableau 1). On constate sur ce tableau que le
pourcentage d’acceptation du modéle gamma pour le test ET version 1 n’est que rarement
proche du niveau attendu. En fait, lorsque celui-ci est atteint, il est aussitot dépassé. Pour ne
pas se restreindre 4 trop peu de valeurs de m,,, on conseille d’utiliser toutes les valeurs de m,,
pour lesquelles le pourcentage d’acceptation expérimental présenté dans le tableau dépasse
le pourcentage d’acceptation théorique déduit du niveau théorique du test. Ce poucentage
théorique étant parfois largement dépassé, cela risque de réduire la puissance du test ET
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version 1.

TaAB. 1 — Pourcentage d’acceptation du test ET version 1 pour des échantillon de loi gamma.
p=1072 [ p=103 || p=10"" || p=107° || p=10"°
| ol 0.01 | 0.05 || 0.01 | 0.05 || 0.01 | 0.05 || 0.01 | 0.05 || 0.01 | 0.05
My =5 92 | 874 | 92 90 || 94.4]90.6 || 94.6 | 90.8 || 93.4 | 92.4
my, =101 94.6 | 924 || 96.6 | 95 98 1952974964 || 97.8 | 95.2
mp, =201 98.2|95.8 | 98.8 |96.499.4| 97 ||99.6 | 98 | 99.6 | 99
my, =301 98.8|97.81(99.2| 97 |99.896.2]/99.4| 94 | 99.4 | 92.6
my, =401 99.8 | 98 100 | 94.6 || 99.8 | 92.6 || 99 |84.4| 98.8 | 86
my, =501 99.6 | 95.2 || 99 |92.6 || 96.8 | 82.4| 96.2 | 74.8 || 94 | 65.8
mp, =601 99.4|93.6| 96 | 78.8 91.4|66.2| 85.6|57.8 | 82 46
my, =701 988|878 914 | 60 | 76.4| 40 || 71.2|10.8 || 50.6 | 7.2
mn, =801 93.8 | 67.8|66.6 |32.8 | 44 |14.2|19.6| 0.8 || 9.6 | 0.4

On applique ensuite le test ET-BP complet (version 2). Le tableau 2 présente les résultats
obtenus. Cette fois-ci, le pourcentage d’acceptation expérimental est proche du pourcentage
d’acceptation théorique pour un nombre relativement élevé de valeurs de m,,. De plus, ce
pourcentage théorique est peu dépassé. Le niveau expérimental du test ET-BP est donc trés
proche du niveau théorique, contrairement au cas du test ET version 1. On peut donc sup-
poser que la puissance du test ET-BP complet sera meilleure que celle du test ET version 1.

TAB. 2 — Pourcentage d’acceptation du test ET-BP complet pour des échantillon de loi
gamma.

p=1072 [ p=103 || p=10"* || p=1073 | p=10"1
[ @ |[0.01]0.05] 0.01]0.05]| 0.01]0.05 ] 0.01 ] 0.05 || 0.01]0.05
m, =5 99 95 |1 99.6 | 94.8 |99.6 956 99.6 | 96 || 99.8 | 96.2
my, =101 98.4 | 94.2 || 98.6 | 93.6 || 98.6 | 93.4 || 98.8 | 93.4 || 98.8 | 93.2
my =201 99.4|94.6 || 99.4 | 95.2 || 99.4 | 95.4 | 99.4 | 95.4 || 99.4 | 95.4
my, =301 99.2 | 96.8 | 99.4 | 96.8 || 99.2 | 96.8 || 99.2 | 96.8 || 99.2 | 96.8
my =401 98.6 | 94.6 || 98.6 | 95 || 98.8 | 95 || 98.8 | 95 || 98.8 | 95.2
my =50199.2 9521994 |956 994|954 | 99.4 | 95.6 || 99.4 | 95.4
my, =60 1{ 98.4|94.8 || 98.6 | 95 | 98.6|95.4| 98.6 | 95.4 | 98.8 | 95.6
my =701 99.6 | 96.8 || 99.6 | 96.8 || 99.6 | 96.8 || 99.6 | 97 || 99.6 | 97.2
my =80199.4| 96 | 99.6 | 96.2 || 99.6 | 96.6 || 99.6 | 96.8 || 99.4 | 97
my =901 98.6 | 95.8 || 98.8 | 95.8 || 98.8 | 96.4 || 98.8 | 96.4 || 98.8 | 96.6
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En dernier lieu, on applique le test ET-BP simplifié (version 3). Les résultats obtenus sont
présentés dans le tableau 3. Pour cette derniére version du test, on constate que lorsque le
pourcentage d’acceptation théorique est atteint en pratique, il est souvent trés largement
dépassé. On conseille donc d’utiliser les valeurs de m,, pour lesquelles le niveau expérimental
est le plus proche du niveau théorique. On peut suposer que la puissance de cette version
du test sera moins bonne que celle du test ET-BP complet.

TAB. 3 — Pourcentage d’acceptation du test ET-BP simplifié pour des échantillon de loi
gamma.

p=10"2 [ p=103 || p=10"1 || p=107° || p=10~°

[ @ |[0.01]0.05] 0.01]0.05| 0.01]0.05 || 0.01 ] 0.05 || 0.01 ] 0.05
My, =25 | 99.8 | 98.41/99.4|98.2(99.8| 96 (994 |97.2 | 98.8 | 94.8
my, =101 100 | 99 || 99.8 | 98 100 | 97.4 |/ 99.6 | 97.6 || 99.6 | 95.8
my, =20 || 100 | 98.8 || 100 | 98.8 || 99.8 | 98 100 | 98.4 || 99.6 | 98.4
my, =30 || 100 | 100 || 100 | 99.6 || 99.6 | 98.8 || 100 | 98.8 || 99.8 | 99

my =401 100 | 99.8 || 99.8 | 100 || 100 | 99.6 || 100 | 99.8 || 99.8 | 99.2
my, =50 || 100 | 100 || 100 | 99.6 || 100 | 100 || 100 | 99.6 || 100 | 99.6
my, =60 || 100 | 100 || 100 | 100 || 100 | 100 || 100 | 99.8 || 100 | 99.8
my, =701 100 | 100 || 100 | 100 || 100 | 100 || 100 | 100 || 100 | 100
my, =80 || 100 | 100 || 100 | 100 || 100 | 100 {| 100 | 100 || 100 | 100

Les pourcentages calculés dans les tableaux précédents sont expérimentaux. On cherche donc
4 donner un intervalle de confiance pour la valeur effective. Pour cela, il suffit d’estimer
Iécart-type par la formule suivante, liée & la loi binomiale: si on fait 500 réplications et
que la fréquence est f € [0, 1], ’écart-type est approximativement oy =/ f(1 — f)/500. Par
exemple, pour les pourcentages d’acceptation qui nous intéressent, on obtient les écarts-types
présentés dans le tableau suivant.

TAB. 4 — Table des écarts-types pour 500 réplications.

100f | 80% | 81% | 82% | 83% | 84% | 85% | 86% | 87% | 88% | 89%
1000y | 1.79 | 1.75 | 1.72 | 1.68 | 1.64 | 1.6 | 1.55 | 1.5 | 145 | 14
100f | 90% | 99% | 92% | 93% | 94% | 95% | 96% | 97% | 98% | 99%
1000y | 1.34 | 1.28 | 1.21 | 1.14 | 1.06 | 0.97 | 0.88 | 0.76 | 0.63 | 0.44

Les pourcentages calculés dans le paragraphe suivant sont, eux aussi, obtenus par simulation.
On se servira donc encore du tableau 6.1 des écarts-types pour construire des intervalles de
confiances pour les pourcentages de rejet.
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6.2 Puissance des versions du test ET.

On veut, par des simulations, donner une idée de la puissance des différentes versions du
test ET. Des simulations, dont les résultats seront présentés succintement au paragraphe 6.3,
ont été réalisées pour étudier la puissance des trois versions du test ET pour des hypothéses
et des alternatives appartenant aux modéles étudiés: normal, lognormal, gamma et Weibull
(le modéle exponentiel pouvant étre considéré comme un cas particulier des modéles gamma
ou Weibull, on ne ’a pas intégré dans ces essais). Ces modéles sont dans la plupart des cas
assez éloignés les uns des autres pour que ’on puisse espérer en général une bonne puissance
des trois versions du test quand il s’agit de les discriminer.

Dans ce paragraphe, on va étudier un cas plus critique, pour lequel la loi hypothése et la
vraie loi sont proches. On veut ainsi savoir si, dans ce cas que ’on a voulu extréme, les
différents tests ET sont capables de discriminer les modéles choisis. On se place dans un cas
simple: on tire des échantillons de taille 100, de loi de Weibull W (1,0.7) (proche de la loi ex-
ponentielle puisque le paramétre de forme est proche de 1) et on teste la loi exponentielle sur
de tels échantillons. Les tableaux de ce paragraphe présentent les pourcentages d’accepta-
tion de la loi exponentielle (hypothése nulle) alors que les échantillons sont de loi de Weibull.

Tout d’abord, on étudie la puissance du test ET version 1, basé sur la convergence en loi
de grT,n- La puissance de ce test est trés mauvaise dans ce cas. La puissance maximale
est en effet de 2% de discrimination, et, dés que p < 1072, la puissance est toujours nulle.
Les lois réelles et hypothéses sont proches, il est donc plus difficile de les différencier. Cette
premiére version du test ET ne parvient donc pas & discriminer deux lois proches. On verra
(paragraphe 6.3) qu’elle se comporte mieux pour deux lois éloignée, bien que sa puissance
soit plus faible que celle des deux versions du test basées sur la méthode du bootstrap pa-
ramétrique.

On calcule ensuite la puissance expérimentale du test ET-BP version compléte. Le tableau 5
présente les résultats obtenus. Au contraire du test ET version 1, la puissance du test ET-BP
complet est trés satisfaisante, étant donné la proximité des lois de simulation et hypothése.
En effet, on peut rejeter (& raison) la loi hypothése dans 80 & 90% des cas.

Enfin, le tableau 6 présente la puissance expérimentale du test ET-BP version simplifiée.
On trouve dans ce cas des puissances bien meilleures que pour la premiére version du test
ET, mais un peu moins bonnes que pour le test ET-BP complet (de l'ordre de 65 — 75%
de discrimination). Ces résultats semblent aussi assez satisfaisants, étant donné la proximité
des lois réelles et hypothéses et donc la difficulté de les discriminer.

INRIA



Le test ET

31

TAB. 5 — Puissance expérimentale du test ET-BP version compléte pour une hypothése Hy
exponentielle contre une loi de Weibull W (1,0.7).

p=10"2 [ p=1073 [ p=10"" || p=10—° || p=10~°

[ @ |[0.01]0.05] 0.01]0.05] 0.01]0.05 | 0.01 ] 0.05 || 0.01 [ 0.05

My =9 45 | 67.6 | 30.4|51.4274|45.6| 26.2 | 43.4 || 25.8 | 42
my, =101 54.2 | 73.6 || 47 | 66.8 || 43 | 63.8| 41.8 |62.4 | 41 |61.6
my, =151 64.4|79.6 || 59.6 | 73.8 || 57 | 72.2| 56.2 | 71.6 || 55.6 | 71.4
m, =20 | 67.8 | 83.4 | 63.6 | 80.6 || 61.2 | 78.6 || 60.2 | 78 60 | 774
my, =251 704 | 85.8 | 67.2 | 81.2 | 66.8| 81 66 | 80.4 || 65.4 | 80.4
my, =301 762 |88.6| 73 [8.4 71.4| 8 | 70.6|85.6| 70 |85.6
m, =351 80 |904 | 782 |89.6| 77.6|89.4| 774|894 | 77 |84
m, =401 826 | 93 || 81.4 926 | 80.6|92.2| 80.2|91.6| 80 |91.6

TAB. 6 — Puissance expérimentale du test ET-BP version simplifiée pour une hypothése H
exponentielle contre une loi de Weibull W (1,0.7).

p=10"2 [ p=103 || p=10"1 || p=107° || p=10~°
[ @ |[0.01]0.05] 0.01]0.05| 0.01]0.05 || 0.01 ] 0.05 || 0.01 ] 0.05
my =25 || 37.8 | 60 29 50 || 27.6 | 46.6 || 25.6 | 44.2 || 25.6 | 43.2
m, =101 40.8 | 64 40 60 || 38.8|58.4 | 38.2|57.6| 37.8|57.2
my =151 44.8 | 67.8 || 448 | 66 | 44.8 | 65.8 || 45 65 45 | 644
my, =20 | 45.2 | 68.6 || 46.8 | 69.4 || 48 | 69.4 || 48.4 | 69.4 || 48.8 | 69.2
my=25144.6 | 72 || 49.8 | 74.4 || 50.2 | 75.2 || 50.4 | 75.2 || 50.6 | 75.2
my, =301 42 | 728 | 48 | 752 50.2|77.2| 51.2| 77 || 51.8 | 77.2
my =351 372|698 ||43.6 | 75.6 || 44.6 | 77 46 78 47 | 77.8
my =401 29.4 | 68.2 || 38.2 | 73.2 || 41.8 | 75.2 || 43 | 76.6 || 43.6 | 76.8

6.3 Conseils sur le nombre d’excés a utiliser.

Les valeurs de m,, & utiliser lorsque ’on veut appliquer le test ET sont celles pour les-
quelles le niveau expérimental de la version du test utilisée est proche du niveau théorique,
et pour lesquelles la puissance expérimentale sera en général bonne.

On se base principalement sur les résultats concernant le niveau des différentes versions du

test (cf. paragraphe 6.1), car selon l’alternative considérée, les valeurs de m,, préconisées

pour obtenir une bonne puissance expérimentale sont différentes. Il peut arriver pour cer-
taines alternatives que la puissance expériemntale contredise le niveau obtenu par simulation
quant aux valeurs de m,, semblant adéquates, ou que la discrimination entre ’hypothése et
I’alternative soit si faible que ’on ne puisse conseiller aucune valeur de m,,.
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Les valeurs de m,, que ’on doit utiliser dépendent de la version du test ET que ’on applique,
du modéle testé, de 'ordre 1 — p du quantile utilisé pour construire ’intervalle de confiance
du test, et du niveau du test.

6.3.1 Test ET version 1 (basé sur la loi asymptotique de ggr).

De tableaux du méme type que ceux présentés au paragraphe 6.1 pour la loi gamma, on
déduit les valeurs de m,, & utiliser pour chaque type d’hypothése nulle. Ces valeurs de m,,
sont celles pour lesquelles le niveau expérimental dépasse le niveau théorique du test appli-
qué. Le tableau 7 présente les valeurs de m,, & utiliser pour des hypothéses nulles de type
normale, exponentielle, gamma et Weibull. Les simulations sont faites pour la loi normale
N(6,1), la loi de Weibull Weib(3,3), la loi exponentielle Ezp(3), et la loi gamma I'(3,3).
D’aprés la remarque 6.1, les résultats obtenus sont valables pour toute loi normale, toute loi
exponentielle, tout paramétre d’échelle pour les lois de Weibull (a) et gamma (\), puisque
ce sont des paramétres de position ou d’échelle. On peut aussi utiliser le tableau 6.1 pour des
lois gamma, et de Weibull dont le parameétres de forme est supérieur & 2 (cas de paramétres
de forme grands par rapport a 1).

Attention : Pour les lois gamma et de Weibull, on a constaté expérimentalement que le test
n’est applicable que lorsque le paramétre de forme est supérieur & 1, puisque sinon le niveau
théorique n’est jamais effectivement atteint, ni méme suffisament approché. Le tableau 6.1
n’est donc valable, pour les lois gamma et de Weibull, que lorsque le paramétre de forme est
supérieur & 1. On constate le méme phénoméne pour la loi lognormale, quels que soient ses
paramétres. Le point commun de ces lois est une queue de distribution relativement lourde.
Le test ET version 1 ne semble donc pas applicable aux lois & queue lourde (cf. figure 6.3.1).

: : T
— loi lognormale(0,1)
— — loi gamma(0.5,2) | —> decroissance lente

0.4k — - loi weibull(3,0.5)
- - loi weibull(3,3) —> pour comparaison

Fi1c. 1 — Exzemple de queues de distributions lourdes, fonctions de survies. — trait plein : loi
lognormale LN(0,1), tirets: loi gamma T[(0.5,2), discontinu: loi de Weibull Weib(3,0.5)
(distributions o queue lourde), pointillés : loi de Weibull Weib(3,3) (pour comparaison).
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TAB. 7 — Valeurs de my, a utiliser pour le test ET version 1.

n | p | N(uo)|Weibla,B) | Exp(A) | ['(a, A)

(8>2) (a>2)
102 [6,14 8,16 [8,10] | [12,16
103 [6,10 ], 14 10,12] | [10,14
20 [10-% [ [6,10 ], 14 10,12] | [10,14
10°] [6,8 ], 14 10,12] | [10,12
10°] [6,8 [10, 14] 10 10,12
10-2] [10,25 10,30 15,25] | [20,30
10 % [10,15 10,25 15,25] | 20,25
50 [10~* [ [10, 15] 10,20 15,25 20
105 10 10,20 20,25 20
10| 10 15,20 20, 25 20
10~2 ] [15,40 10,50 25,35] | [30,50
103 | [10,20 15,30 30,40] | [20,40
100 [ 107 | [10,20] 20, 30 30,40] | [20,30
10-°| 10 20, 30 30,50] | [20,30
10°] 10 20, 30 40, 50 20

102 | [20,50 20,70 [30,100] | [40,75
107* | [20,35 20,60 [50,80] | [35,60
500 [ 10~ | [20,30] 25,50 60,90 30, 50
10°° 20 30,50 60, 80 30,40

On souhaite & présent donner une idée de la puissance du test. Le tableau 8 présente un en-
cadrement de la puissance expérimentale (pourcentage de rejets justifiés de la loi hypothése)
calculée pour chacun des modéles hypothéses et pour les alternatives classiques (ces mémes
modéles). Ce tableau est déduit de résultats du type de ceux du paragraphe 6.2. Dans ce
dernier tableau, on précise aussi, lorsque c’est utile, les valeurs de m,, et de p & utiliser pour
obtenir une meilleure puissance.

On constate que la loi gamma, est trés bien discriminée par cette premiére version du test ET.
La loi normale est aussi assez bien rejetée lorsqu’il le faut, sauf dans le cas ot ’on a simulé
selon une loi de Weibull Weib(3, 3). Mais alors, les lois estimées pour les modéles normal et
Weibull sont quasiment confondues, ce qui explique "acceptation par le test. Enfin, la loi de
Weibull est trés mal discriminée. La souplesse de la loi de Weibull, due & son paramétre de
forme, explique le grand nombre d’acceptations par le test ET. En premier lieu, elle implique
souvent une grande proximité entre la vraie loi et le modéle de Weibull estimé. De plus, le
moindre changement de ce paramétre de forme donne des quantiles estimés différents. Cela
implique que les intervalles bootstrap calculés pour la loi de Weibull sont étendus, et ont

RR n° 4170



34

Diebolt €& Garrido € Girard

donc tendance & souvent accepter la loi de Weibull, en particulier & tort. Cela explique la
mauvaise discrimination de la loi de Weibull, due & la souplesse qu’implique son paramétre

de forme.

TAB. 8 — Puissance du test ET version 1 pour les lois classiques.

hypothése normale | de Weibull | gamma
simulation n
20 x 0,384 100
normale 50 X 0,36.8 100
N(6,1) 100 X 0,42.2 100
500 x 28,47 100
My, X petit -
p X (1) -
20 | [0,45.2 [0,42] | [0,354]
lognormale | 50 0,84.6 0 [32,85.8]
LN(0,1) [100 | [0,99] [0,04] | [71,100]
500 | [99.8,100] | [31.4,99.2] 100
My, grand grand grand
p (2) 3) 4)
20 | 0,86 x [0.2,64]
de Weibull | 50 0,5.8 X 5.2,82.6
Weib(3,3) [100 | [0,5.6 x 0.6,96.8
500 [0,17 X [0, 81
My, grand X grand
P (5) X (6)
20 | [0,60.6 [0, 1.8] x
gamma, 50 0,62.2 [0,1] X
I(3,3) [100] [0,71.6 0,13.8 X
500 | [44.4,100] | [0,55.6 x
My, grand grand X
P (7) (8) X
20 ou 50) ou grand (n = 100 ou 500)
20) ou moyen (n = 50 ou 100)
20) ou moyen (n = 500)
20) ou grand (n = 50 ou 100)
20), moyen (n = 50 ou 100) ou grand (n = 500)
= 20) ou grand (n = 50, 100 ou 500)
20 ou 50), moyen (n = 100) ou grand (n = 500)
= 20, 50 ou 100) ou grand (n = 500)
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6.3.2 Test ET-BP complet (version 2).

On veut maintenant donner les valeurs de m,, & utiliser lorsque ’on applique la version
2 du test ET. Ces valeurs, déduites de tableaux du méme type que du paragraphe 6.1, se-
ront celles pour lesquelles le niveau expérimental dépasse le niveau théorique du test ET-BP
complet appliqué. Ceci étant vérifié pour un grand nombre de valeurs de m,,, on se restreint
aux valeurs pour lesquelles le niveau expérimental est le plus proche du niveau théorique.

Le tableau 9 présente les valeurs de m,, & utiliser pour des hypothéses nulles de type normale,
lognormale, exponentielle, gamma et Weibull. Les lois de simulations sont les mémes que
pour le test ET version 1, sauf pour le modéle normal. Dans ce cas, on simule des jeux de
données de loi normale NV(5,1). D’aprés la remarque 6.1, les résultats obtenus sont valables
pour toute loi normale, toute loi exponentielle, toute loi de Weibull et toute loi gamma, &
condition pour les lois gamma et Weibull que leur paramétre de forme soit supérieur & 2.

TAB. 9 — Valeurs de m,, a utiliser pour le test ET-BP complet.

n | p | No) | Weib(a,B) | Ezp(\) | LN (1,0) | T(a, )
(8>2) (a>2)

107271 [6,12 2,8 2,6 X 6,14
1073 6,12 2,8 2,6 [10, 14] 6,14

20 [107%| 6,10 2,6 2,6 6,8 6,14
107° 4,6 2,6 2,6 4,6 6,14
10°° 4,6 2,6 2,6 2,4 6,14
10-2 ] [10,30 2,16 2,8 x 2,16
10 ° | [10,25 2,16 2,8 30, 32 2,16

50 [ 10~% | [10,25 2,12 2,8 16, 20 2,16
10~° | [10,25 2,12 2,8 [8,12] 2,16

10-% | [10,25 2,12 2,8 [4,6] 2,16
10°2] [5,65 5,30 5,15 X 25,60

1073 5,55 5,25 5,20 70,75 25,60
100 | 107 | [5,50 5,25 5,20 35,45 25,60
1075 5,30 5,25 5,25 20,30 25,60
10°%| 5,30 5,25 5,25 10,15 25,60

10~3 [ [150,350] | [10,110] [ [20,80] | [430,440] | [40,130

10-7 | [0, 250] [30,90] 10, 70] | [330,350] | [40,130

500 [ 10~° | [80,220 40,90 10, 70] | [200,230] | [40,130
10~% | [80,220 40,90 10,70] | [100,140] | [40,130

Le tableau 10, déduit de résultats du type de ceux du paragraphe 6.2, présente un enca-
drement de la puissance expérimentale du test ET-BP complet, calculée pour chacun des
modéles hypotheéses et pour les alternatives classiques (ces mémes modéles). Dans ce tableau,
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on précise aussi, lorsque c’est utile, les valeurs de m,, et de p & utiliser pour obtenir une
meilleure puissance.

TAB. 10 — Puissance du test ET-BP complet pour les lois classiques.

hypotheése normale | lognormale | de Weibull gamma,
simulation n
20 X 92.8,100 [0,2.6] 100
normale 50 X 99.8,100 [0, 5] 100
N(5,1) 100 X 100 [0.2,4] 100
500 X 100 [0,11.6] 100
my, X - (1) -
p X - (2) -
20 | [0.6,61] x [1,21.8] | [42.2,76]
lognormale | 50 | [3.8,93.6] X 11.4,50.6] | [31.6,76.2
LN(0,1) 100 | [8.8,100] X 33.4,71.6 64.8,82.6
500 | [28,100] X [89,100] 95.6,98.8
My, petit X 4) (5)
p (3) X grand (6)
20 | [0.2,6.4] | [6.4,76.8] x 100
de Weibull | 50 0.4,7.6 [5.6, 87] X 100
Weib(3,3) | 100 [0,7.6] [10.8,98.6] X 100
500 | [1.6,18.8] | [73.4,100] X 100
My, (7 grand X -
p grand grand X -
20 [0.4,19] [2.2,24.8] [0.6,7.4] X
gamma 50 1,46.2 [4,32.4] [1.8,12.6] X
I'(3,3) 100 1,75.8 [2.4,35.6] [5,20] X
500 | [1.6,100] [0,69.4] [22.8, 59.2] X
My, petit petit moyen X
D (8) (9) grand x

: my, grand (n = 50) ou petit (n = 100 ou 500)

: p moyen (n = 20 ou 50) ou grand (n = 100 ou 500)

: p petit (n = 500), moyen (n = 50) ou grand (n = 100)
: my, moyen (n = 20, 50 ou 100) ou grand (n = 500)

: my, grand (n = 50 ou 100) ou petit (n = 500)

: p grand (n = 20, 50 ou 100) ou petit (n = 500)

: my, petit (n = 20) ou moyen (n = 50, 100 ou 500)

: p petit (n = 20) ou grand (n = 50, 100 ou 500)

: p grand (n = 20, 50 ou 100) ou moyen (n = 500)
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La puissance de cette version du test est généralement meilleure que pour la version 1. On
constate & nouveau que la loi gamma est trés bien discriminée, alors que la loi de Weibull l’est
assez mal. Cette fois-ci, on peut appliquer le test pour la loi lognormale, qui est relativement
bien discriminée.

6.3.3 Test ET-BP simplifié (version 3).

De méme que pour les deux précédentes versions du test, en s’appuyant sur des tableaux
résultats du type de ceux du paragraphe 6.1, on veut donner les valeurs de m, & utiliser
lorsque ’on applique la version 3 du test ET. Comme pour la version 2, parmi les valeurs de
my pour lesquelles le niveau expérimental dépasse le niveau théorique du test appliqué, on
se restreint aux valeurs pour lesquelles le niveau expérimental est le plus proche du niveau
théorique.

Le tableau 11 présente les valeurs de m,, & utiliser sous les mémes hypothéses que pour le
test ET-BP complet.

TAB. 11 — Valeurs de m,, a utiliser pour le test ET-BP simplifié.

n p | N(u,0) | Weib(a, B) | Exp(\) | LN (u,0) | T(a, A)
(82>2) (a>2)

1072 [ [2,14] [2,6] [2,6] [8,12] [2,6]

0% 2,8 2,6 2,6 10 2,6

20 [107%| [2,6 2,6 2,6 10 2,6
10°] [2,6 2,6 2,4 10 2,6
10-°] [2,6 2,6 2,4 10 2,6
1072 [5,20] [5,20] [5,20] [5, 30] [5,10]

10 °] [515 5,20 5,20 5,20 5,10

50 [10~%| [5,15 5,20 5,10 5,15 5,10
10— | [10,20 5,10 5,10 10,20 5,10

10=% | [10,20 5,10 5,10 10,20 5,10

10 2] [5,50] [5,90] [5,50] | [10,50] | [5,25]

10 3| [5,30] 5,25 5,50 10,50 5,25
100 | 10~* | [15,30 5,25 5,40 25,50 5,25
10— | [10,40 5,25 5,25 35,50 5,25
10=% | [10,20 5,25 5,25 35,50 5,25
10~3 [ [10,150] | [10,100] | [10,200] | [10,200] | [10,100]
10-* [ [10,150] | [10,100] | [10,150] | [50,200] | [10,100]

500 | 10~ | [10, 100 10,100 50, 150] | (100,200 10,50
10=% | [10, 100 10,100 50,150] | [150,200 10,50
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Le tableau 12, déduit de résultats du type de ceux du paragraphe 6.2, présente un enca-
drement de la puissance expérimentale du test ET-BP simplifié calculée pour chacun des
modeles hypothéses et pour les alternatives classiques (ces mémes modéles). Dans ce tableau,
on précise aussi, lorsque c’est utile, les valeurs de m,, et de p & utiliser pour obtenir une
meilleure puissance.

TAB. 12 — Puissance du test ET-BP simplifié pour les lois classiques.

hypothése normale | lognormale | de Weibull | gamma
simulation n
20 X [0.2,3.2] [0, 3] 100
normale 50 X 0.4,14.6 [0, 8.4] 100
N(5,1) 100 X 2.8,27.2 0.4,66.6 100
500 X [51.6,95.8] 1.8,47.8 100
My, X petit grand -
p X petit (1) -
20 | [0.4,51.4] X [0,7.4] 100
lognormale | 50 2.4,90 X 0,22.2 100
LN(0,1) | 100 | [4,99.6 X 0,41.6 100
500 | [96,100] X [77.4,99.6] 100
My, petit X (3) -
p (2) X petit -
20 [0, 4] [0.4,8.4] X [99.2,100]
de Weibull | 50 [0, 3.4] [2.2,37] X 100
Weib(3,3) | 100 0,6 [16.6,72] X 100
500 0,6 [99.4,100] X 100
My, petit 4) X -
p petit petit X -
20 [0, 16] 0,1.8 0,4.8 X
gamma, 50 | [0.4,36.2 0,94 0,6.8 X
I'(3,3) 100 | [1.4,60.2 [1.2,20.6] [0,10] X
500 | [65,100] [55.8,95] [7.2,44.8] X
my, (5) (7) 9) X
p (6) (8) petit X

: p petit (n

: p petit (n = 20), moyen (n = 50) ou grand (n = 100 ou 500)
= 20) ou moyen (n = 50)
: my, petit (n = 20, 50 ou 100) ou moyen

: my, moyen (n = 50) ou petit (n = 100 ou 500)
: my, petit (n = 20 ou 50) ou grand (n = 500)

: p petit (n = 500)

: my, petit (n = 50 ou 100) ou moyen (n = 500)
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(8) : p petit (n =20 ou 50) ou moyen (n = 100)
(9) : my, petit (n = 20, 50 ou 100) ou moyen

La puissance de cette derniére version du test est généralement meilleure que la puissance
de la premiére version, mais moins bonne que la puissance de la version compléte du test
ET-BP. Cette fois encore, on constate que la loi gamma est trés bien discriminée, alors
que la loi de Weibull I’est assez mal. On peut aussi appliquer cette version du test pour la
loi lognormale qui est relativement bien discriminée, principalement pour de grandes tailles
d’échantillons.

7 Données réelles.

Le jeu de données, de taille n = 24, concerne le nombre moyen de transitoires thermiques
(variations rapides et importantes de la température de ’eau) auxquels sont soumises cer-
taines tuyauteries qui transportent de ’eau dans les centrales nucléaires. Ces transitoires
dégradent la résistance des tuyaux et peuvent provoquer des fissures, et donc des fuites.
La connaissance du nombre de transitoires par cycle (par exemple par an) est donc un élé-
ment important pour évaluer I’état des tuyaux. L’histogramme des données, ainsi que les
graphes des densités des différentes lois ajustées aux données, sont présentés dans la figure 2.

0.7+

— - loi normale (2.9625,0.714)
— — loi lognormale (1.0478,0.0802)
+ loi exponentielle (0.3376)

06k | | + loi weibull (3.2753,3.7705)
) — loi gamma (13.2511,4.4729)
0.5F =
, 7C N
/ s
/ 7’ .
/
0.4 R
—A o
s
/ ‘.
ARS
0.3 an
1/
‘M# i
I}y
02f M#ﬂr 7
oy
. +++++4
25 iy
01 A1
s
o
Py
- e

FiG. 2 — Histogramme des données et densités des lois estimées — discontinu : loi nor-
male N(2.9625,0.714), tirets: loi lognormale LN (1.0478,0.0802), croiz: loi exponentielle
Exp(0.3376), piontillés: loi de Weibull Weib(3.2753,3.7705), trait plein: loi gamma
'(13.5211,4.4729).
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7.1 Le test d’Anderson-Darling

Tout d’abord, nous appliquons un test classique (le test d’Anderson-Darling) avec plu-
sieurs niveaux de significations.

TAB. 13 — Test d’Anderson-Darling sur données réelles

niveau | Normale | Exponentielle | Weibull | Lognormale | Gamma
0.25 rejetée rejetée rejetée acceptée acceptée
0.1 acceptée rejetée rejetée acceptée acceptée
0.05 acceptée rejetée acceptée acceptée acceptée
0.025 | acceptée rejetée acceptée acceptée acceptée
0.01 accepteée rejetée acceptée accepteée acceptée

Les lois qui semblent le plus en adéquation avec les données sont celles qui sont acceptées
pour tous les niveaux de signification : les lois lognormale et gamma. Ensuite, en ordre dé-
croissant d’adéquation aux données, on trouve les lois normale, de Weibull, et enfin la loi
exponentielle, qui est toujours rejetée.

Méme si application du test avec différents niveaux de signification nous pousse & préférer
les lois lognormale et gamma, on ne peut pas discriminer ces deux lois. De plus, aux niveaux
de signification les plus utilisés, seule la loi exponentielle est rejetée. Le test ET est utile
ici pour discriminer des lois qu’un test classique n’a pu différencier. Dans les cas ou le test
central désigne une seule loi, le test ET nous permet de déterminer si cette loi convient pour
modéliser des événements extrémes.

7.2 Les différentes versions du test ET.

On applique les différentes versions du test pour les valeurs de m,, et de p donnant la
meilleure puissance d’aprés les tableaux du paragraphe 6.3. En particulier, on applique le
test ET version 1 pour p petit i.e. p = 1075, le test ET-BP complet pour p grand i.e.
p = 0.01, et le test ET-BP simplifié pour p petit i.e. p = 107°. Le nombre d’excés que ’'on
utilise dépend de la version du test appliqué et de la loi hypothése. On précise donc dans
chaque cas la valeur de m,, utilisée. On présente les résultats obtenus dans le tableau 14. On
se fie davantage au test ET-BP complet qu’au test ET-BP simplifié, pour lequel la puissance
est plus faible. On peut donc considérer que les données sont de loi lognormale.

Il semble que le test basé sur la loi asymptotique de ggr ne soit pas fiable sur un aussi
petit échantillon. En effet, il continue & accepter toutes les lois, alors que les quantiles para-
métriques calculés sont parfois trés différents (la loi exponentielle et la loi lognormale sont
visiblement assez éloignées des autres lois).
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TAB. 14 — Résutats des différentes versions du test ET pour p=1/n, a = 0.05

test ET version 1 (basé sur la loi asymptotique de grT)
loi m,, | résultat | intervalle de confiance | @param,n
normale 8 | acceptée | [5.9753, 20.3393 | 6.979
exponentielle | 10 | acceptée | [17.5043 , 65.1655| | 40.9285
Weibull 10 | acceptée [ 6.2797 , 18.2654 | 6.572
lognormale | 12 | acceptée | [10.5854 ,23.3058 | | 10.9555
gamma 12 | acceptée | [ 7.5985,20.3189 | 8.5372
test ET version 2 (test ET-BP complet)
loi my | résultat | intervalle de confiance On
normale 6 rejetée [ -0.5492 , 1.2258 | 1.4943
exponentielle | 4 rejetée -5.6372 , 7.4693 -8.0844
Weibull 6 rejetée -0.3886 , 1.0767 1.5117
lognormale | 10 | acceptée [-0.5917 , 1.242 | 0.2686
gamma 10 | rejetée [-0.3707 , 1.3889 | 0.6024
test ET version 3 (test ET-BP simplifié)
loi m, | résultat | intervalle de confiance On
normale 2 | acceptée [-2.2642 , 8.6678 | 0.5369
exponentielle | 2 rejetée | [-31.0601,49.8202] | -33.4125
Weibull 2 | acceptée -1.7488 , 7.3296 0.9439
lognormale 10 | acceptée -2.6451 , 7.9922 1.6849
gamma 4 | acceptée [ -2.805 , 8.453 | 2.7776

On constate aussi la grande différence de résultats entre les versions compléte et simplifiée
du test ET-BP sur un petit échantillon comme celui-ci. Le test complet pousse a choisir la
loi lognormale, et apporte une information supplémentaire par rapport aux tests centraux,
alors que le test simplifi¢ ne discrimine pas plus que ceux-ci.
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A Paramétrage des lois utilisées.

On note par f les densités et par F' les fonctions de répartition des différents modéles.

oV2r 202

Loi Exponentielle Exp(6): 1 — F(z) = e T/0 i g >0.

_ )2
Loi Normale N (u,0): f(z) = 1 exp (_u>

Loi de Weibull Weib(a,8): 1 — F(z) = exp(—xﬂ/a) pour z > 0.

1 Inz — p)?
Loi Lognormale LN (u,0): f(z) = ——=—exp (—M) siz>0.
zoV2m 20

Loi Gamma I'(a, )\): f(z) = %6_)‘%70‘ 1 siz>0 00 Te) = N le—24g.

Loi Double Exponentielle DExp(f): 1— F(z) = exp(—e”/§).

B Démonstrations de la partie décrivant le test ET.

Nous nous proposons de montrer les affirmations de la partie 3 qui n’ont pas été prouvées.
Tout d’abord, nous allons démontrer la remarque 3.2 & I’aide de deux lemmes énoncés au
paragraphe B.1. Le paragraphe B.2 contient la démonstration de la proposition 3.1.

B.1 Preuve de la remarque 3.2.
Ce premier lemme sera utile dans plusieurs autres démonstrations.

Lemme B.1 On suppose que H € C} (p >0), He C* ou H € C3 (0 < p < 1), et que le
rapport Inz/In& — 0 lorsque & — 0. Alors, pour £ — 0,

(H=H"(02 —In& — 03(02 + 6, Inx)) N (H=H"(—1In&)
(H-1)'(62 — In &) (H-1)'(=1n¢)’

Démonstration: Notons —In¢’ =6, —Inf et —In&"” = 6, —In&—03(62 +6; Inz). On peut
remarquer que, puisque & — 0, que 61, 02, et 03 restent bornés, et que lnx est infiniment
petit devant In&, on aIn&' ~In€ et In&"” ~ In€. A présent, considérons deux cas:
e Si H appartient a C} (p > 0),oua H € C?, alors (H ')" et (H ')" sont des fonctions
A variations lisses et le résultat est la conséquence du lemme 2.1 (8) (pour H € C{,
lorsque € = 0, (H~1)" n’est pas & variations lisses, mais (H~1)"/(H~!)" = 0 et dans
ce cas on a méme 1’égalité des deux termes de ’équivalence).
e Supposons que H € C; (0 < p < 1). On a donc H = expg oit g € SR,. On veut

montrer que
(HY)"(=Ing") (H')'(~In¢)
(H-Y)(=Ing) (H-1)"(=Inf)

V0, 0,5, 05 € [0, ].]

~
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Les preuves de (H~1)"(=1In¢&")/(H™Y)"(—=In¢) ~ 1 et (H7 1) (—In¢)/(H~ 1) (=In¢")
~ 1 sont similaires. Considérons par exemple le premier des deux termes:

(H)"(~Ing")  _ (¢"+g") =€) o
(H-1)"(=n¢) = (g”+g’2)(—1n§) exp(g(—In¢") — g(—1n¢))

exp(g9(—In&") — g(—1n¢)),

puisque g" + ¢'* € SRyp—2 et que —In¢" ~ —In¢ (cf. lemme 2.1 (8)). Un développe-
ment de Taylor de g montre qu’il existe § € (0, 1) tel que

(H)' (= ng")
(H=1)"(=In§)
A présent, remarquons que In(£/€") = 6 — 05(62 + 61 Inx) est indépendant de &, et
que —In&"” — oo lorsque £ — 0. On en déduit que ¢'(—In&"” —1ln (£/£¢")) — 0 quand

& — 0. puisque ¢’ est une fonction & variations lisses avec un indice négatif (cf. lemme
2.1 (2)).

e

~ exp(In(¢/€")g' (= In&" — §1n(£/€"))).

Lemme B.2 Soient FF € £, H = —In(l1 — F) et ¢, = my/n. On suppose que m,, satisfait
l’une des conditions suivantes :

~siHeC), (p>0,p#1) ou HeC?:my =o((Inn)?).

- 8i H € C! avec e =0:m, = o(n).

- si HeCl avec e =1:my, = O((Inn)>M47)=8) V§ > 0 arbitrairement petit.

-~ si HeC3:my=0((In n)2(1=P)=8) ¥§ > 0 arbitrairement petit.
Alors,

(H~Y"(=Iney,)

VI Y “Tneg) noee

Démonstration:
— D’aprés le lemme 2.2, on sait que si H € C}, x(H~")"(x)/(H™")'(x) = 1/p —1lorsque
x — 00. Donc, si p # 1, on a (H~1)"(z)/(H~Y) (z) ~ (1/p —1)/=z. Alors,
(H Y)"(=1Incy,) (1 > 1 (1 ) 1
VMn —— ~ My -—-1 ~ /My, —— 1) —
(H=1)'(—Incp) p n
- Si H € C}, d’aprés le lemme 2.3, on sait que (H~1)"(z)/(H~')'(z) € eSR_1_,. Si
e = 0, il s’ensuit que

(H1)"(=1Incy,)

- 2 >~ 7 =0.
VI HE 1) (“Iney)
Sinon, on a, pour une fonction L & variations lentes,

(H~Y)"(=1ncy,) e
\/m_nm ~ my(=Incy) L(—Incy)

~ mp(nn) 1""L(lnn) = 0 lorsque n — oo.
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— De méme, si H € C?, on montre que (H~1)"(z)/(H~')'(z) ~ —1/z. On en déduit que

(HY(—lney) (=vim\ i
\/m_"(H—l)’(—lncn) (—lncn> Inn . 0-

2

~ Si H € C3, on sait que (H ')"(z)/(H ')'(x) € SR, 1 (cf. lemme 2.3). On en déduit
que (H~Y)"(z)/(H 1) (z) ~ z*~'L(x) ot L est une fonction & variations lentes. Il
s’ensuit que

( p—
VI A (e~ V(e HElne)
~ /Mmn(lnn)?'L(nn) - 0 lorsque n — oo.
|

Démonstration de la remarque 3.2: Pour tout z € K intervalle compact inclus dans
(0, 00), on considére la quantité

[ J(caz) — J(cn) 1
moto) = (e (7))
ou J(u) = H~1(—Inu). Alors,

HY(~=Inc, —Inz) — H-Y(~Incy) 1
Rp(z) = H-'(=Incy, +1) — H ' (—=Inc,) 8 (E>

—1\r(_ _p0)
= ) =0 ng) (1 ot 60, 62 € [0,1]
(H-1)'(~Inc, +65) x N

— g (<H‘1>’(—1ncn — 6 Ing) — (H™)' (= Inc, +65)
(H-1Y(—Inec, +62)

H"(0 = Incy + 65 (07 + 65 Inz))
(H-1)(02 —Inecy)
(H)"(=1Incn)
(H')(~Iney)

= In m(@%l) Inz + 0&2))

~ In x(ﬁg) Inz + 0%2)) (d’apres le lemme B.1).

Soit Ck une constante telle que sup,¢ g |1n a:(é?g) Inz + 0&2))| < Ck. 1l s’ensuit que

(H=YH)"(=1ncy)
< i N T m)
NS sup |Rn(z)| < Crv/my (1) (Tney) e 0,

d’aprés le lemme B.2.
[ |
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B.2 Preuve de la proposition 3.1.

Démonstration de la proposition 3.1: Remarquons que

b Jleno)— I(en)
o(un) (H-1)(=Incy)
H=1(-In(cy/e)) — H Y (=1ncy,)

(H-1)'(=

-1

H-
H'(=Ilnc, +1) - Ij)l( Inc,) — (H™Y'(-1ne,)

H—1

)'(=Incy)

_ HY'(=Inen +kn) .
= S ey O el
~ 2(( 3) ((_IIIIIICCZ)) (d’aprés le lemme B.1).

D’aprés le lemme 2.3, dans tous les cas, (H~1)"/(H™!)' € SR, avec a < 0, donc tend vers
0. On en déduit que 8,/0(u,) — 1 — 0 lorsque n — oo c’est-a-dire que 0,,/0(u,) ~ 1. De
plus, d’aprés la remarque 3.2, on montre aussi que

6, B ~ (H_l)”(—lncn)
m(a(un) 1) VI STy

0. (31)

—In¢,) n—oo

D’autre part, puisque m,, — oo lorque n — oo et np,, < 1, In(m,, /np,) — oo quand n — oco.
On en déduit que
Inr, In(mp/npny, 1
n; _ n(my/npy,) _ > L (32)
vV £in \/1+1n2(mn/npn) \/1+1/ln2(mn/npn) e

A présent, remarquons que

qET,n — 4ET,n l]ET n (IET n lIET n —4ET,n
VMy ————F——— =My —————F——— + /My ———F———
o(un)vVAn o(un)VAn o(un)VAn

Les deux termes de la somme vont étre étudiés séparément. Le premier terme,

4T, n — GET,n get,n —GeT,n On Ilnr,

VI VA, Y h e o(un) VA

- \/m—n 4dET,n — 4ET,n

0,Inr,
converge en loi vers AV(0,1), d’aprés le théoréme 3.1. Quant au second terme,

7

dET,n — 4ET,n _ 0, —o(uy) Inry,
ATV W w0 B w

il tend vers 0 quand n tend vers Uinfini, grace & (31) et (32).
|
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C Démonstrations de la partie sur le niveau de significa-
tion.

1l s’agit ici de montrer la convergence de la quantité D,,, c’est-a-dire de 'erreur d’ap-
proximation 6, = qi1—p, — ¢ET, n COITECtement normalisée.

Démonstration du lemme 4.1: On note €, = (¢i—p, — ¢&T,n)/q1—p, V'erreur d’approxi-
mation relative, et e, son approximation au premier ordre. On a:

€
6n =Q—p,n = q1—p, ene_n =q1—p, €n (]- + 0(1)) ~ qi1—p, En-
n

Si, de plus, on remarque que v/ A, ~ a, — b, lorsque n — oo, on a

p. €n HY(b,)e,
N = N (n)e

o(un)vVAn (H=1)(an)(an = bs)
D’autre part, on peut montrer (cf. [12] lemme 3) que
_1 2(HY" (1) |
€n i(an — bn) W ou T, € [bn, an].
Il s’ensuit que lorsque n — 0o,
” H—l " - H—l " 1 " H—l " -
Danm (an_bn)2( _) (T) — (b) N\/m (an_bn)( _)(T)
2 H-Y(b,) (H Y (an) an—by 2 (H-Y(a,)

11 nous faut & présent distinguer deux cas:
x Si H € C} avece = 0, D, = 0. Il n’y a donc pas de condition supplémentaire &
my/n — 0 quand n — oo.

* Sinon, on suppose p = p' = 1. On peut écrire 7, = a,, + 6(b, — a,) avec 6 € [0,1].
En choisissant 02 = 2,03 = 1, 0; = 1, x = p,/cn, et a, = —In&, on obtient que
Inz/In{ =1-b,/a, — 0 lorsque n — co. Donc, d’aprés le lemme B.1,

D My, ( ba) (HHY"(an) +/Mn an—b, an(H )" (ay,)
n ™~ Qp — Op ~ .

2 (H=1)(an) 2 an (H1)(an)

e SiHeC,(p>0,p#1)ou H € C? on suppose que |g| < 2. D’aprés le lemme
2.2 (1) et puisque a,, — oo quand n — oo, on a

1 a,(H™')"(an)
2 ) oo O

On en déduit que

1 a,—0b,
D, ~ -
"9 [13%

(Inlnn)(In n)ld/2-1,

DN | =

Vi, =

Donc, puisque 'on suppose que |g| < 2, D,, = 0 lorsque n — oc.
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e Si H € C] avec € # 0, on suppose que |g| < 2(1+ 7). Or on sait d’aprés le lemme
2.3 que (H~1)"/(H™1)' € SR_1_,. On en déduit que

D, ~ m, (an—by) a,' "L(ay,)
~ /My, (Inlnn) a,' "L(a,)
~ (Inlnn)(lnn)9/2=1=7 L(Inn),

ol L est une fonction & variations lentes. Il s’ensuit que D, — 0 lorsque n — oo.
e SiHEe C?,, on suppose que |g| < 2(1 — p). Or d’aprés le lemme 2.3 (1), on a

an(H™1)" (an)

H V(@) <

Il s’ensuit que

D, ~ /my,

ou L est une fonction & variations lentes, et D, — 0 lorsque n — oo.

an — by

a? L(an) ~ (Inlnn)(Inn)l9/2-14r L(a,)

n

D’autre part, on a: dp, — 6p, = Gi1—p, (€n — €n) = q1—p, en(l —en/en) = qi—p, eno(1). On en
déduit que C,, = D,0(1), et donc que C,, — 0 lorsque n — 0.
|

D Démonstrations de la partie sur la puissance.

Les trois lemmes dont les démonstrations suivent nous permettent de prouver que la puis-
sance du test ET tend vers 1 (ceci pour toutes les versions du test).

Démonstration du lemme 5.1. On remarque que

Vi (1= F)7H () — (1= Fp) 7! (%) + (o) — o) In(2)]
o) VA,
Hi (a) = g (an) + [(H; 1) (an) = (Hg ") (an)] (an = bn)
(H7 ) (an)V/T+ (an — bn)?

Pn =

= Jmn

On sait que np, < 1. Il s’ensuit que m,, /np, — o0, et donc que a, — by, = In(m, /np,) = .
Ceci implique que pour n — 00, v/1+ (ap — by)? ~ a, — b,. Dot

- Hfl(an) - Ho_l(an) _ (Ho_l)l(an)
R [ e w A s ]
On en déduit que
1 Ko (an) Qn Koy (an)KO(an)
pnN\/m_n[<K1(an) a Kl(an)) an_bn+1_ Ki(an) ] -
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Pour (,, on a
ow)  (HyY'(an) _ Koi(an)

0 T E Y (an) - Kalan)

Démonstration du lemme 5.2.
e Supposons que Ho € Cj et Hy € C§ avec 0 < fo < 1. D’aprés le lemme 2.2, lorsque
n — oo, Ko(an) ~ 1/Bs et Ki(an) ~ 1/8:. D’autre part, Ko1 € SRy/3,-1/5, ou
1/Bo —1/61 > 0. On en déduit que Ko1(a,) — o0. Il s’ensuit que

n—oo

an 1 b1
Pn ~ =My f1Ko1(an) [m + %] - —o00 et (p~ %Km(an) o +00,
avec Cp, = o(|pnl)-

e Supposons que Hy € C3 et Hy € Cj avec § > 0 et 0 < p < 1. D’aprés le lemme 2.2,
lorsque n — oo, Ki(an) ~ 1/ et Ko(z) = zg'(z) € SR,, donc Ko(z) = 400 quand
x — oo. Enfin, on a Ko (a,) = exp(g(a,))/H; *(an) = +00. 1l s’ensuit que

an 1

- 1 [ —
bn — anp K()(a") + n—00 o0

pn ~ —=Bv/mnKoi(an)Ko(an)

et
Cn ~ BKo(an)Koi(an) — oo avec (G, = o(|pnl)-
n—oo

* Supposons que Hy € Cj et Hy € C* avec 8 > 0. D’aprés le lemme 2.2, lorsque n — oo,
Ko(an) ~ 1/B et K1(z) — 0lorsque z — oo. Enfin, on a Ko1(a,) = Ho_l(an)/Hl_l(an)
— +oo car Ko appartient & SR, /3. Il s’ensuit que

Koi(ay,) ap 1 Ko (ay)
bn

Pn ~ —/ My Kl(an) Zan + E njoo -0 et Cn ~ 7[3 Kl(an) n—_>>oo +00,

avec Cp = 0o(|pnl).

e Supposons que Hy € C3 et Hy € C* avec 0 < p < 1. On a déja vu que Hy € C3
implique que Ky(a,) — +oo et H; € C? implique que K;(x) — 0 lorsque £ — oo.
D’autre part, Koi(z) = exp(g(z))/H; ' (z) ot g € SR, et H{' € SRy. On en déduit
que Ko (an) — +00. Il ’ensuit que

K,
pu ~ =iy i) |
1

K, - -
(@) b —an +Ko(an)| — —oo
et

}(OI(GH)-KO(GH)
~N— T — .
Kl( ) +00 avec n = O(|pn|)

Cn
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e Supposons que Hy € C3 et Hy € C3 avec 0 < p1 < po < 1. On a déja vu que H; € C3,
signifie que H; ' (z) = exp(g;(z)) ot g; € SR, (i € {0,1}). On en déduit que K;(z) =
zgi(z) € SR,, - +oo quand z — oo. D’autre part, Ko1(z) = exp(go(z) — g1()), ou
g0 — 91 € SR, avec p = max(po, p1) = po > 0, implique que Ko1(an) — +oc. De plus,
Ko(an)/Ki(an) € SRyy—p, = +00. D’ot Ko1(an)Ko(an)/Ki(an) = +00. Il s’ensuit

que
KOl(an)KO(an) an
~ —y/m +1] = —o0
P " Kl (an) bn — Qn KO (an) n—oo
“ Ko (an) Ko(ar)
_ 01Aan 0lan —
Cn = Ky (a) 2 +oo  avec (, = o(|pnl)-

E Démonstrations de la partie sur les simulations.

On se propose de montrer que le résultat des différentes versions du test ET est indé-
pendant de la valeur de certains des paramétres de la loi des données. Cela signifie que la
probabilité que Gparam,n, l'estimateur paramétrique du quantile d’ordre 1 — p, soit & I'inté-
rieur de son intervalle de confiance, est indépendante de la valeur de ces paramétres. Pour
montrer cela, il suffit de prouver que les signes des différences entre gparam,» €t les bornes
de I'intervalle de confiance sont indépendants des paramétres considérés.

E.1 Version 1 du test ET.

On montre tout d’abord l'indépendance des résultats de la premiére version du test par
rapport & des paramétres de position et d’échelle (ou par rapport au paramétre d’échelle si
la loi ne posséde pas de paramétre de position).

Scholie 1 Soit F,  la fonction de répartition d’une loi admettant un paramétre de position
a et un paramétre d’échelle b, i.e. il existe deux réels a et b et une fonction de répartition
Fo,1 tels que Fy p(x) = Fo,1((x — a)/b). On veut tester l’adéquation de la famille de lois
a laquelle appartient la vraie loi des données. Alors, le résultat du test ET version 1 est
indépendant des paramétres de position (le paramétre a) et d’échelle (le paramétre b) (ou
simplement du paramétre d’échelle lorsque l’on n’a pas de parameétre de position) pour les
lois normale, lognormale, exponentielle, gamma et Weibull.

Remarque E.1 De la méme facon, on peut montrer que le choix de m,, pour la version 1
du test ET est indépendant des paramétres de position et d’échelle. En effet, le choiz de m,,
est conditionné par la proportion de fois 0% Gparam,n € trouve & lintérieur de son intervalle
de confiance pour ET. Pour que l'on ait toujours les mémes valeurs optimales de m,,, il
suffit que Gparam,n 03t la méme probabilité d’appartenir a son intervalle de confiance, quelles
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que soient les valeurs de a et b. Cette propriété découle d’une justification analogue a celle
qui suit.

Justification: On s’intéresse & 'intervalle de confiance de la version 1 du test. On veut
montrer que, quelles que soient les valeurs des paramétres a et b, la différence entre la borne
inférieure (resp.supérieure) de lintervalle ICy ,, €t Gparam,n €st toujours du méme signe.
Cette différence s’exprime de la fagon suivante :

= bznf param n = ET — Qparam,n + dn - Janz;

ot z, le quantile approprié d’une loi N'(0, 1), et B,, = \/Apn/mnp, avec A, = 1+ (In(m, /np))?,
sont indépendants des paramétres de la loi testée.

On va donc réexprimer en fonction de a et b les quantités qui permettent de calculer D,,.
Pour cela, on pose X? = (X; —a)/b (s’il n’y a qu’un paramétre d’échelle, on prend a = 0).
Il s’ensuit que:

— Op = (1/mn) Z;nznl X(n—mn—i-j) - X(n—mn) = ba?za ou = (1/mn) Zmn X?n Mp+7)
XO
(n—mn)>
~ QBT n = Un +0n In(my /(npn)) = a+b4%r, ,, OU Jgpr, ,, = Uy + 05 In(my,/(npy)), avec
’\0 fXO
(n—mn)*

D’autre part, on suppose que Fy p(z) = Fo,1 ((xz — a)/b), que 1 — F, p(z) = exp (—H,,p(x)
et que 1 — Fy 1(x) = exp (—Ho,1(x)). On en déduit que F;})(x) =a+ bFO’j(a:), H, b(x
= Ho,1 ((z —a)/b), Hgy(x) = a+bHy(z), (Hyy) (x) =b(He1) () et (Hyy)"(2)
b(H(ill)”(x). 11 s’ensuit que

~— ~—

- Z]\param,n = Fii_nl,zn(l —P) = an +Enqg]_p; ol Q?—p = Fo_j(l _p) 5
—d, =(1/2) lnz(mn/(npn))(H;%))”(Gn) =bd?, ot 0,, € [an;bn] et
= (1/2) In*(mn/(nps)) (Hg1)" (6n)-

Ceci permet de montrer que

~

a—?in_b_n
b b

D, =b q(l)—p+(a%T,n+d(r)u_aanz) s

ol @Y., 41— p, dY et oy sont indépendants de a et b.

Pour la loi normale (et donc pour la loi lognormale car les calculs sont alors faits sur In X
de loi normale), remarquons que

1 — -~ 1 «—
:E;Xz et bn= E; —an
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1l s’ensuit que

>

n

a,—a 1 Xi—a " l—/X,—a a,—a 2
= — t — = — —
b n; b O n;< b b )

ot (X; —a)/b=X? ~ Fy 1. On en déduit que ces quantités sont elles aussi indépendantes
de a et b. Ceci montre que D,, est indépendant de a, et que le signe de D,, est indépendant
de la valeur de b, qui est toujours positif.

=

Pour la loi exponentielle, on a (avec par convention a = 0 et @, = 0) b, = X, d’0t1 by, /b= X0.
De méme , on en déduit que D,, est indépendant de la valeur du paramétre d’échelle b.

Pour la loi gamma, on a (avec a = 0 et @, = 0) b, = l/Xn = X/a, (cf. D’Agostino [5]). Or,
0, est défini par 1’équation

1 <& — 1 —
EZlnXi—lnX:EZlnX?—lnX0:¢(an)—lnan,
=1

=1

ol v est la fonxtion digamma, et est donc indépendant de b. On en déduit que ?)\n /b=X%a,
est aussi indépendant de b. Il s’ensuit donc que D,, est indépendant de la valeur de b.

Pour la loi de Weibull, on a (avec a = 0 et a, = 0) d’aprés D’Agostino [5],

~ Ina 1 1 ¢ 3
Inby=—"=-=1In|= Y exp(-TiBn)| ,

ouT;=-InX; =—InX? —Inb. On en déduit que

In(bn/b) = — Eiln [% anexp(—ﬁn 1an.°)] .

n i=1
D’autre part, on sait que Bn est défini par ’équation

1 T ST exp(—T;Bn) _ 1 i In X0 + >, Inx? exp(Bn In X9) _
n 2
i=1

Be X, exp(—TiB) ST, exp(By In X?)

Ceci montre que En est indépendant de b, et donc /b\n /b aussi. Il s’ensuit que D,, est indé-
pendant de la valeur de b.

Scholie 2 On veut tester l’adéquation de la famille des lois de Weibull Weib(a, 8). Pour 8
grand devant 1 (B8 > 1), le résultat du test ET version 1 est approximativement indépendant
de la valeur de 3.
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Remarque E.2 Comme précédemment, on peut aussi montrer que le choix de m, pour la
version 1 du test ET est approrimativement indépendant du paramétre de forme de la loi de
Weibull, a condition que celui-ci soit grand devant 1.

Justification : Cette justification est heuristique : on utilise des approximations au premier
ordre.

Pour simplifier cette justification, on suppose que ’échantillon des X; est de loi de Weibull
de paramétre d’échelle @ = 1 et de paramétre de forme 3, et qu’on n’estime pas le para-
métre d’échelle. On s’intéresse & l'intervalle de confiance de la version 1 du test. On veut
montrer que, quelles que soient les valeurs de 3, la différence entre la borne inférieure (resp.
supérieure) de l'intervalle ICy., n, €t Gparam,n €St toujours du méme signe. Cette différence
s’exprime de la fagon suivante:

Dn = binf — Qparam,n = YET — {param,n + dn - O'anZ,

ol z, le quantile approprié¢ d’une loi A'(0,1), ainsi que B,, = \/A,,/m,, sont indépendants
des paramétres de la loi testée.

On va donc réexprimer en fonction de 8 les quantités qui permettent de calculer D,,. Pour
cela, on pose X? = Xf ~ Exp(1). Pour z fixé et pour § > Inz, on utilise ’approximation

2/ ~1+1n x /. Cette approximation est aussi valable pour Bn, puisque Bn £, B lorsque
n — 00. Il s’ensuit que:

~ Gparam,n = (—Inp)t/Pn ~1 4 lnqg/ﬁn, ol qg =—Inp;

- on=(1/my) E;n:"l X(n—mn—i-j) — X(n_m") ~ 32/B, ou
50 = (1fmn) S (X0 ) — In(X0, . );

— @BT,n = Un+0nIn(m,/(npn)) ~ 1+ %T,n/ﬂ’ ot ‘}%T,n = In(uy) + o) In(mn/(nps)),
avec Uy = X{, . s

— dn = (Inn) B (n, = 1)2(1 = Bn) /282 ~ —(2Bn) " (10 — 1)

Ceci signifie que

B
= — ) +0p]
Bn

1|4 I} 0 1
D, ~ — |:QE'T,nB\_ - ln(ql—p) - 5

B n
ol ¢, 4i_, et oy, sont indépendants de f.

On sait que B\n satisfait 1’équation du maximum de vraisemblance qui, lorsque a = 1,
s’exprime (cf. [5])

1.1 iT, - Yima T eXp(_TiBn)
A B ¢ n = )
Bn M >ic1 exp(=TiBn)
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avec T; = —InX; = —(1/8)In X?. Si on pose S; = In X, cette équation devient

TL

A_: Li 130 Siexp(=SiBu/B)
nB 2" B ST exp(=SiBulB)

Soit ¥ = Bn /B. Alors, 7 est solution de 1’équation

?

Xn: Z,— S; exp(—S7)
i1 1—1 exp( 517)

=)
II
3Ir—‘

et est donc indépendant de . Ceci montre que pour 3 assez grand, on peut considérer que
le signe de D,, est indépendant de la valeur de 3, qui est toujours positive.
[ ]

E.2 Les deux versions du test ET-BP basées sur le bootstrap pa-
ramétrique.

Scholie 3 Soit Fy, p la fonction de répartition définie ci-dessus. On teste l'adéquation de
la famille de lois a laquelle appartient la vraie loi des données. Le résultat du test ET ver-
sion 8 (bootstrap paramétrique complet), ainsi que celui du test ET version 2 (bootstrap
paramétrique simplifié), est approrimativement indépendant du paramétre de position (le
paramétre a) et du parameétre d’échelle (le paramétre b), pour les lois normale, lognormale,
exponentielle, gamma et Weibull.

Remarque E.3 Comme précédemment, on peut aussi montrer que le choiz de m, pour les
deux versions du test ET-BP est indépendant des parameétres de position et d’échelle.

Justification: On s 1nteresse tout d’abord & l'intervalle de confiance de la version 3 du
test, ICs,pp = [(Smm n» Omax, n]- On veut montrer que, quelles que soient les valeurs des
paramétres a et b, la différence entre la borne inférieure (resp. supérieure) de l'intervalle

ICs pp et d,, est toujours du méme signe. Cette différence s’exprime comme

Dl - 6;1111 n 5 qE ) (/j;;g]r)am n (Z]\ET, n Zl\param, n)

On va donc réexprimer en fonction de a et b les quantités qui permettent de calculer cette
différence. Pour cela, on pose X? = (X; — a)/b et X;9° = (X;¥) —@,)/b, . De méme que
pour la version 1 du test,

~ Gp=bop, ouap = (1/ma) 0 X0 i~ Xy

_ 3;(1) — an:z(]) oil 6*(])0 (1/my,) Emn xX* *(4)0 _x* *(5)0

(n—mn+j) (n—mn)’
~qer,n=0a+ quT,n, ol qET,n est indépendant de a et b;
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~ G = Gnt Dudiim 00 Gt = G479 In(mn / (npy)), avec @50 = X790
D’autre part, comme précédemment, on a F;})(a:) =a+ bFO_j(m), (Ha_j,)’(x) = b(Ho_ll)’(m)
et (H;},)”(a:) = b(HOfll)”(x). Il s’ensuit de méme que

1
Qparam n = F

s (L=p) =n +bng? 00 ), =F;1(1-p);

- (Ipz(a,{‘za,m,n = Fa:(j) 3*(1')(1 —p) = a;(J) + b;(])q(l)—p

Ceci permet de montrer que

- 2 () o 7 D) T
anp — a b _(j Gn”"’ —Gp by b — by by
Dy =0b ( + —q @0 _ Zj%‘T,n - = b - = b qu) >

b b ETn

ol qE(%)n, Q%7 n €t ¢)_, sont indépendants de a et b.

Comme précédemment, on remarque, par exemple pour la loi normale que

by, 1 — Zin—a2
‘ZX 7= EZ(X?_ b )

i=1
a0 _5 70 1 e s\
ZX*(])O et 2 — |2 Z X;‘(J)O _On” —0n )
n bn n i=1 bn

Puisque X? ~ Fp, 1 et que X, (00 Ey, 1, ces quantités sont elles aussi indépendantes de a
et b. Ceci montre que D1 est 1ndependant de a, et que le signe de D, est indépendant de la
valeur de b, qui est toujours positive pour le cas de la loi normale (et la loi lognormale qui
s’y raméne). De méme, on démontre I'indépendance de D; par rapport a la valeur de b pour
les lois exponentielle, gamma et Weibull. On en déduit que la proposition 3 est vérifiée pour
le test ET-BP complet (version 3).

On s’intéresse maintenant & l'intervalle de confiance de la version 2 du test ICg7, PN
= (@57 min. no QT max. n) - O veut montrer que, quelles que soient les valeurs des paramétres
a et b, la différence entre la borne inférieure (resp. supérieure) de l'intervalle ICrr,Bp et

grT, n st toujours du méme signe. Cette différence s’exprime comme Dy = g —qET N Or
ETn ) )

on a déja montré que qE(:Jr)n =a, +3n(}§(%),2 et gpr,n = a+ b@?ET’n. En utilisant les expressions

de l’estimateur du maximum de vraisemblance de b pour les différentes lois envisagées, on

en déduit que le signe de Dy = b[(b,/ b)?]};(%)g Q%7 5] est indépendant de la valeur de b qui
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est toujours positif pour les lois normale, lognormale, exponentielle, gamma, et Weibull.
[ |

Scholie 4 On suppose que l'on teste l’adéquation de la famille des lois de Weibull
Weib(a, B). Alors, pour 8 grand devant 1 (8> 1), le résultat du test ET version 3 (boots-
trap paramétrique complet), ainsi que celui du test ET version 2 (bootstrap paramétrique
simplifié), pewvent étre considérés comme indépendants du paramétre de forme (.

Remarque E.4 Comme précédemment, on peut aussi montrer que le choiz de m,, pour les
deuz versions du test ET-BP est approzimativement indépendant du paramétre de forme de
la loi de Weibull, a condition que celui-ci soit grand devant 1.

Justification : Pour simplifier, on suppose que I’échantillon des X; est de loi de Weibull de
parameétre d’échelle a = 1 et de paramétre de forme S.

On g’intéresse tout d’abord a ’intervalle de confiance de la version 3 du test. La différence
entre la borne inférieure (resp. supérieure) de l'intervalle IC5 gp et 6, est

D, = 5:;1m n 6 = (?E(jj“)n - qugm n (Z]\ET,n - szaram,n)-

Posons XY = Xf ~ Ezp(1). On a, comme précédemment :

G~ 30/B, 0080 = (1/ma) YT In(X0,_, ) —In(X0,_. )

_ 3;(1’) : (1/ma) Zm" X(*n(J)m ) = X(*TE’)m = 3;(1‘)0/3 oil 3*(1)0 (1/my) E;n:"l
(X0 L) - m(xggngn"));

= @57, n = 1+ Qpg,n/Bs 08 Gy, = In(@3) + 573 In(my/ (npn)) ;

- G = B0+ 3 Wlma/(0pn) = 1+ T3 /B, 00 Tl = (@) + 330
In(my/ (npn)), avec g ?® = X(f)?nn) ;

~ Qparam,n = (— lnp)l/ﬂ" ~1 +1nqp/18’n3 ou Q2 = —Inp;
Gpithm,n = (=Inp)/5" = 141n¢9/Ba, ou ¢ = —Inp.

D’ou
1 ~(4)0 0 ﬂ ~0 0 ﬂ ﬁn
Dy~ 2 |Qpp, +Ingp= — Gpr, —Ingy ==
B " Bn ? B B

ol qE(%)n, qp et G, sont indépendants de 8. On a montré plus haut que si Bo est lestimateur

du maximum de vraisemblance de [, alors le rapport B/ Bn est indépendant de 8. Dans notre
cas, il en résulte que ﬂn / ﬂn(]) est indépendant de ,Hn Ceci montre que pour § assez grand,
le signe de D; est approximativement indépendant de la valeur de . On en déduit que la

proposition 4 est vérifiée pour le test ET version 3. Le cas du test ET version 2 est analogue.
[ |
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