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Résumé : On propose une modélisation fonctionnelle du probléme du maillage optimal en
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Continuous metrics and mesh optimization

Abstract: This paper describes a functional analysis modelisation of the problem of the
optimal mesh in continuous P! for representing in L? a twice continuous differentiable
function defined on the plan ; this relies on an abstract mesh model, the “continous metrics”.

Key-words: mesh, adaptation, approximation, interpolation, compression, metrics.
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4 Leservoisier, George, Dervieuz

1 Introduction

Dans la mesure ot I'utilisation d’un maillage adapté au calcul en cours procure en géné-
ral un important gain en efficacité, il est naturel de considérer le maillage comme une des
inconnues du systéme discret a résoudre. Nous constatons alors que chercher un maillage
adapté a une solution & calculer (sur ce maillage) est une démarche non-linéaire, méme si
I’Equation aux Dérivées Partielles (EDP) a résoudre est linéaire. Compte tenu des puissances
de calcul actuelles, cette non-linéarité (le maillage dépend de la solution, celle-ci dépendant
du maillage) ne doit pas nous conduire a ne pas envisager ce type de probléme.

En revanche, une famille de maillages non-isotopologiques ' ne se plonge pas facilement

dans un espace vectoriel, et ceci est un handicap pour ’analyse autant que pour la résolution
numérique effective.
Rappelons que dans le cas isotopologique, il est loisible dans un contexte discret de ma-
nipuler les coordonnées des N nceuds du maillage, ou méme dans un contexte continu, de
manipuler la carte déformant le maillage & partir d’'un maillage de référence; il est alors
possible de définir de maniére précise le maillage que ’on considérera comme adapté a la
solution (voir par exemple [6],[8]).

Dans le cas non-isotopologique, la situation est moins claire. Un événement aussi banal
qu’un échange de diagonale est a la fois trivial du point de vue manipulation de maillage,
de conséquence souvent négligeable au regard du niveau de précision de ’approximation,
et pourtant difficile & formaliser. Optimiser un maillage dans de telles conditions conduit a
utiliser des techniques booléennes (recuit simulé, etc.) trés utiles mais souvent peu efficaces
face aux techniques usuelles de ’analyse numérique différentiable.

Par ailleurs, il semble superflu, dans beaucoup de cas, de distinguer deux maillages par-
tout de finesse comparable, quoique non identiques, puisque la précision d’approximation
résultant de leur emploi est essentiellement la méme.

Nous proposons d’explorer une voie possible permettant de remplacer une classe de maillages
par la simple spécification de la finesse locale de ces maillages. Pour cela, nous nous ins-
pirons des travaux réalisés par plusieurs équipes spécialistes du maillage en tétraédres et

-

notamment du maillage adaptatif reposant sur des métriques discrétes ([4], [5], [2]) -

La manipulation d’une métrique continue permet de se plonger dans un espace vectoriel
fonctionnel du méme type que celui dans lequel se trouve la solution continue de 'EDP. Un
tel progrés est déja mesurable sur les démarches d’interpolation adaptative, dans lesquelles
on cherche & représenter le plus fidélement possible sur un maillage adapté une fonction

1. Plusieurs maillages de topologie différente: un maillage est défini par sa topologie et sa métrique. La
topologie est décrite par un ensemble d’entiers (nombre d'éléments, connectivité, etc.), tandis que la métrique
est décrite par des nombres réels (coordonnées des neceuds, etc.).

INRIA



Métrique continue et optimisation de maillage 5

réguliére. Nous illustrons, dans ce contexte, une conséquence du “plongement hilbertien” en
exhibant une métrique optimale par le calcul des variations.

2 Meétrique dans un intervalle

Aprés quelques définitions relatives aux métriques, on rappelle quelques résultats sur
I’erreur d’interpolation avant d’en montrer une application permettant de construire une
métrique dite optimale.

2.1 Deéfinitions

On appelle métrique, un ensemble de données permettant de spécifier la finesse en tout
point d’un maillage non-nécessairement uniforme d’un intervalle.

Une métrique sur Uintervalle [a,b] de la droite réelle est une fonction continue de la
variable spatiale z € [a, b], & valeurs strictement positives. Elle permet de spécifier la longueur
du segment AB = [a, b] dans la métrique M par la relation suivante :

Lum(AB) = /b\//\_/t ds (1)

Plus exactement, on dira qu’un maillage (ou subdivision) & N points
zg = a,z1,...ey = b de 'intervalle respecte idéalement la métrique M s’il respecte la relation
de longueur unitaire

pour tout intervalle [2;, zi11], on a [, 'V Mdx = 1.

La relation précédente s’exprime également A partir de la taille de maille, m = M~1/?2

via ’égalité :
pour tout intervalle [z;,z;41], on a f;:+1 1/mdx =1,
ou encore A partir de la densité de nceuds, d = 1/m:
pour tout intervalle [z;,z;11], on a f;:“ dde=1.
De méme que l'on définit la complexité d’un algorithme par le nombre d’opérations a

effectuer, la complexité d’une métrique correspond au nombre de mailles du maillage qui lui
correspond. On appelle donc complerité de la métrique M la quantité suivante :

—_
[\
~—

C(M):/ab\//\_/tda;:/abymdm:/abddx.

RR n° 4172



6 Leservoisier, George, Dervieuz

On vérifie que si un maillage & N + 1 points zq = a, 21, ...2x = b de 'intervalle respecte
tdéalement la métrique M, alors:

/abm_l(a:) dxzzi:/:hH m=1 (z) dm:g(l):N. 3)

1

Un tel maillage n’existe donc que si 'intégrale de m™?! sur [a, b] est un nombre entier supé-

rieur ou égal a l'unité.

Réciproquement, dés que la métrique (supposée donc strictement positive) a une complexité
C'(M) entiére et plus grande que 'unité, il existe un maillage (et un seul) qui respecte idéa-
lement cette métrique. Il est défini par:

o = a, (4)

Tig1
VMdz =1, (5)

Ti

la deuxiéme équation permettant de définir de maniére unique chaque z;.

2.2 Erreur d’interpolation

Puisque la métrique détermine la finesse locale du maillage (ou dans certains cas des
maillages) qui la respecte, elle détermine aussi plus ou moins I’erreur d’interpolation commise
sur ce(s) maillage(s); nous proposons une mesure de cette erreur.

On considére:

- Un maillage uniforme de finesse h tel que zg < z1 < ... < zn avec ; = zg+ ﬁ(mN —

I0)7

- Une fonction u définie sur un segment [a,b], @ = z;,b = z;41, fonction inconnue
supposée assez réguliére,

- h =b— a, h n’est pas nécessairement petit,
- T, u interpolation de type P; de u sur chaque maille [a, b] du maillage,
- On pose que Mhu(a) = u(a) et TMau(b) = u(b).

On définit I'erreur d’approximation comme ’écart entre les solutions exactes des modéles
continu et discret [3]. Elle est donnée par la formule suivante :

e=|u—Thul. (6)

INRIA



Métrique continue et optimisation de maillage 7

On se propose de majorer cette erreur sur 'intervalle [a, b]. Pour = entre a et b, on sait
qu’il existe une valeur ¢; comprise en 0 et 1 et dépendant de b et de cet z telle que:

(a—=)

e(a) = (u—Tlhu)(a) = (u—Mpu)(z) + (a —z)(u —TTxu) (z) + 5 u(z+t1(a—2)), (7)

On écrit de méme e = (u—TI,u) en b, pour un z entre a et b, alors il existe un t5 compris
en 0 et 1, dépendant de b et de cet z tel que:

b — 2
e(b) = (u—Thu)(b) = (u—Mpu)(z) + (b—z)(u—Thu) (z) + ( 233) u’(z+ta(b—12)), (8)
Majorer e = (u — T, u) revient & chercher un extremum ou encore un point z tel que:

e'(z) = (u — Tyu) (z) = 0. (9)
Reprenant les deux développements (7) et (8) en remarquant que e(a) = e(b) = 0, on a,

pour ce point x précis:

(a—z)?
2

(b 2)?
2

Ici, t1 et t3 dépendent de ce x particulier. En additionnant, on a:

0= (u—Thu)(z)+ u’(z +t1(a — z)), (10)

0= (u—Thu)(z)+ u”(z + t2(b — z)), (11)

(a - 2)? (b - )’

0=2(u—Thu)(z)+ 5 u'(z+ti1(a—2z))+ 5 u(z +19(b — 2)), (12)
Soit encore :
2(u — Myu)(z) = _@u“(l« tti(a—z) - _2‘” w'(z+ta(b—2),  (13)
D’ou: . ) ; y
- < 10192 Py (19
ot M est un majorant de |u”| sur I. Alors
=) < 5O 4 Oy (15)

Prenons le maximum & droite :

RR n° 4172



8 Leservoisier, George, Dervieuz

Gt SN U 35

(= () < 5 mas((22 ) (16)

Le maximum est atteint pour &y = (a;b), il vient, V€ € I:
b—a)? .
) = I - @) < C< L (1)

2.3 Application avec la métrique optimale
2.3.1 Conditions d’optimalité en norme L¢

Au lieu de chercher un maillage adapté, nous allons chercher des métriques adaptées,
avec l’espoir que les maillages les respectant sont aussi de bons maillages. Les métriques
adaptées sont celles pour lesquelles les errecurs sont petites: modélisons ’erreur commise
sur une métrique M dans le cas d’une interpolation P;. L’analyse présentée au paragraphe
précédent suggére le modéle suivant (on néglige le facteur 8):

e ()] = (daa(2)) 2" (2)]. (18)

ol da(z) est la densité en nceuds du maillage, c’est a dire I'inverse de la taille de maille
maq(z). On cherche & minimiser par rapport a la métrique M la norme L* (0 < a < 00) de
em, ce qui revient & résoudre le probléme de minimisation suivant :

b
min (es(n))ge = min 5 [ (daa(a) ")) "ds. (19)

Si Mopt désigne la solution de (19) sans contrainte sur la finesse du maillage, on obtient
aussitot que Mpi(z) = 0, c’est & dire dop(z) = 400, V. En effet les meilleurs maillages
sont ceux qui sont infiniment fins partout et produisent donc une erreur nulle partout. Nous
cherchons en fait le meilleur maillage ¢ nombre de points donné. Dans notre formalisme, ceci
se traduit par ’ajout d’une contrainte sur la complexité totale du maillage avec N donné:

C(M)=C(d) = /b d(z)dz < N. (20)

Pour simplifier, on admet que les maillages avec C(M) plus petit que N, c’est-a-dire
plus grossiers, sont systématiquement moins bons que le meilleur maillage de complexité N.
La contrainte (20) est remplacée par une contrainte égalité et devient donc parfaitement
linéaire.

La solution du probléme d’optimisation (19) admet un ou plusieurs minima locaux satis-
faisant la relation d’optimalité que nous allons expliciter. Si on dérive la fonctionnelle dans
(19) par rapport & d, on obtient les conditions d’optimalité:

INRIA



Métrique continue et optimisation de maillage 9

b b
—2a/ d=2 (|u")* 8d ds > 0, Véd : / §d=0. (21)
Le seul optimum local M,,; satisfait donc ’égalité :

dopt () = Cte.|u" ()| = (22)
ce qui compte tenu de la contrainte C’(d) = N nous donne:

N .
dopt () = m | ()] =, (23)

Il est intéressant pour la suite de revenir & la taille de maille m:

/| ToF ds e
mope() = L0 gy 55, 24)

Remarque: la taille de maille optimale est inversement proportionnelle au nombre total de
maille imposé, ce qui est rassurant ; elle n’est définie par (24) que si la dérivée seconde u'' ne
s’annulle pas. Dans les cas pratiques, il faudra prendre de préférence un modéle d’erreur ja-
mais nul, par ezemple en remplagant |u"'| par max(e, |u"|), avec € petit et strictement positif.

Remarque: L’existence d’un minimum global n’est pas vérifiée faute de compacité de la
boule unité de L' pour une norme dans laquelle notre fonctionnelle serait suffisamment ré-
quliére. Les résultats précédents sont donc formels dans le contexte continu.

Par ailleurs nous pouvons expliciter la valeur prise par la fonctionnelle & son optimum
(contraint) :

" 2a+1d
(£ = 1/2 (““ | 5) / |u”(5)| =¥ ds. (25)

2.3.2 Exemples d’application & adaptation de maillage
On peut appliquer cette formule pour différentes normes:
— Dans le cas de la norme L':

I’exposant « est pris égal & 1, ce qui correspond & la valeur prise généralement en
imagerie ; on tire:

[ [w)3ds

N @) (26)

Mopt (2) =

RR n° 4172



10 Leservoisier, George, Dervieuz

— Dans le cas de la norme L2:

L’option « égal & 2 est la plus naturelle lorsqu’on s’intéresse & 1’approximation des
équations aux dérivées partielles; on tire de maniére similaire :

B f |u//|2/5dS

@ (27)

Mopt ()

— Dans le cas de la norme L*°:

on peut formellement faire tendre vers I'infini le paramétre o dans le résultat de ’ana-
lyse variationnelle précédente :

_ s

@ (28)

Mopt (2)

Remarque: Dans le cas L°°, il n’est pas possible de passer a la limite dans l’expression de
la fonctionnelle; en revanche, l'introduction de l'expression limite pour dop; :

N

e 1" % P
= Ty M (29)

dopt (%)
dans expression de l’erreur locale (18) donne une erreur uniforme en espace :

_ ([ u|Pds)?

_9 P
leam ()| = (d(x))"[u"(2)] N (30)
ce qui concorde bien avec la propriété d’équirépartition de l’erreur locale bien connue pour
ce contexte. Il est a noter que, de maniére assez contre-intuitive, c’est la norme £'/% de la

dérivée seconde qui dimensionne erreur optimale.

St on prend la racine a-iéme de l'expression en (25), on obtient:
?

o 2
dbresw] 1 o
£ = 1/2 (7““ |N S) (/0 [u"(s)| 7T ds) '/, (31)

sott a la limite a nouveau :

opt — L mig ) as
EFT = NE [u”|2ds ) . (32)

Remarque: L’exposant de la dérivée seconde est donc plus grand pour une norme plus
séuvrere, avec un plafond a 1/2. Si on prend Uhypothése d’une interpolation plus précise,

d’ordre k, cet exposant prend une valeur plus faible, mf?, avec une valeur plafond de 1/k.

INRIA
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3 Le cas 2D

Les erreurs commises en 2D par interpolation linéaire dépendent de la finesse du maillage
dans les différentes directions géométriques. Nous nous proposons dans les paragraphes ci-
dessous de décrire la relation qui lie la métrique & ’erreur d’interpolation en partant de
larticle [1].

3.1 Deéfinitions et formulations

3.1.1 Principales notations

Soit u une fonction deux fois continiiment dérivable d’un domaine régulier Q de R? dans
R.
A toute triangulation 75 de Q correspond une interpolation P! de u, que nous noterons TTj,u.
Pour I’analyse locale d’erreur:

- On considére K = [a, b, ¢], un triangle tout sauf petit (si Amqq est le diamétre de K,
hmaz ne tend pas vers zéro ),

- On considére u, fonction de R? dans R de classe C?, supposée assez réguliére,
- On note IIju, 'interpolée linéaire de u sur K,

- On suppose que u et TTu sont identiques en a, b et c.

Par la suite, K est la maille analysée, u est la solution inconnue du probléme étudié et
I, u est la solution P! calculée. Le but est, comme en une dimension, de majorer I’erreur ¢
définie par ¢ = u — ITpu sur K = [a, b, c].

3.1.2 Matrice hessienne #

Si on effectue un développement standard de u & ’aide de la formule de Taylor, on obtient
I’équation suivante :

u(Z +67) = u(f)+g—z(f).6f (33)
10%u . .. .. .
+ iw(m).&c.(fr—}—... (34)

avec les notations:

p o] (5) () eessnaroarenc

RR n~ 4172



12 Leservoisier, George, Dervieuz

On observe que le produit des produits des trois composants ci-dessus donne un scalaire.
On définit le hessien comme la matrice dont les éléments sont les dérivées secondes de la
fonction u étudiée. On obtient la matrice suivante:

8%u 3%u
= A (37)

dx .0y dy?

A partir du hessien H, on va construire la métrique d’un maillage adapté a la fonction
u. Sachant que #H est diagonalisable, # peut s’écrire sous la forme suivante :

A1 0 - .
%zR*( 01 Az)*Rl (38)

Sachant que R est la matrice de rotation permettant de passer du repére de coordonnées
(z,y) au repére de coordonnées (£, 7). On peut écrire la matrice hessienne comme suit :

H=RHR . (39)
Cela signifie que:
0%u
et 92
u
Ay = —. 41
2= G (41)

3.2 Meétrique M

Pour le cas 2D, une métrique M est une matrice symétrique et définie positive, contenant
les dérivées partielles du “senseur” utilisé. En tout point (z,y) la métrique s’écrit a ’aide
des matrices de passage R et R™1:

1 2
— 0
M(z,y) =R ( mé 2 )R, (42)

Mn

ot R, mg, m, dépendent de z et y.

Les coefficients mg, et m, sont les tailles de maille locales dans les deux directions

principales & et n définies par la rotation R.
Comme en une dimension, la longueur Lz du vecteur @ dans la métrique M est définie

comme suit : )
Ly= / VaMi ds. (43)

0
Les quantités mi et -1 représentent respectivement le nombre de mailles par métre
3 M

suivant ’axe & et 7.

INRIA



Métrique continue et optimisation de maillage 13

3.3 Complexité C'(M)

Tout comme dans le cas 1D, on associe & une métrique M, la complexité C'(M). Elle se
détermine & partir de €, m¢ et my, sur une surface de £ m? On a:

(M) :/ vV Mds = Lt dzdy. (44)
Q Q Me My

1 1
me "My

Soit d(€,n) la densité locale de nceuds pour la métrique M. Elle est égale a . On

peut donc reprendre le méme type de calcul que dans le cas & une dimension.

Lemme: St un maillage @ N +1 points dans chaque direction respecte idéalement la métrique

M alors :
1 Tit1 Yit1 N N
/ mg'my! (s) ds:Z/ / d(s)yds=>_> (1)=N" (45)
0 i T yi . N

i=1¢=1

3.4 Une majoration brutale

On écrit (u —pu) en a développé par rapport & un z quelconque du triangle K :

(v —Thu)(a) = (u — Mpu)(z)+ < 2a, V(u — Hyu)(z) > —}-% < ax, Hy(z +t120)at >, (46)

signifiant qu’il existe ¢; entre 0 et 1, dépendant de z et de a, réalisant cette égalité (on note
< ¥, H(.)¥7 > le produit scalaire pour I’expression H(.)). De méme, pour b et ¢, et toujours
sur x, on trouve:

. 1 - .-
(v —Tpu)(b) = (v — Hpu)(z)+ < b, V(u — Hpu)(z) > —}-5 < bz, Hy(z + taxb)bz >, (47)

(u—Thu)(c) = (u — Mpu)(z)+ < 26, V(u — Hpu)(z) > —1—% < cx, Hy(z +tzzc)ck > . (48)

On cherche a majorer e = (u — Ilpu), donc on cherche un point # ot I'extremum est
atteint. Si z est dans K ( Iautre situation étant briévement décrite plus bas), alors  est tel
que:

V(u—Thu)(z) = 0, (49)

soit encore :

< vée, V(u —Mpu)(z) >= 0, (50)

pour tout véc dans R? ou dans K.

RR n° 4172



14 Leservoisier, George, Dervieuz

Reprenant les trois développements ci-dessus et comme e(a) = e(h) = e(e) = 0, on
obtient pour ce point précis et pour les ¢; correspondants:

1

0 = (u—Thu)(z) + 7 < ax, Hy(z + t12a)az >, (51)
1 - . .

0 = (u—Thu)(z)+ 7 < bz, Hy(z + tazb)bz >, (52)
1

0 = (u—Thu)(x)+ 2 < ¢k, Hy(x + tzzc)ct > . (53)

En additionnant, on a:

0 = 3(u-—Thu)(z) (54)
1
—1—5 < dx, Hy(z + t12a)dk > (55)
1 - L
—1—5 < bz, Hy(z + taxb)bz > (56)
1
—1—5 < ¢k, Hy(z + tsat)ck > . (57)
Soit M tel que:
e Hu e
M = max | max M ) (58)
reK \véceR?2 ||U66||2
Alors: )
(= Thw)@)] < = (Ilazll? + 15211 + |z . (59)
Par définition, on a:
r = Aga+ Apb + Acc, (60)
avec :
A+ + 2= 1. (61)
Donc:
ar = )\ba_?) + A.ac, (62)
br = Abe+ Agba, (63)
cx = Aca+ Abc_i). (64)
On en déduit que:
lldz||* + [[b2]|” + [|2]|* < (A2 + A)[ab]|? (65)
+ (A + D)zl (66)
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Métrique continue et optimisation de maillage 15

(A + AZ)l[Bel?

2(Aas)| < ¢t ch > |
2(Aade)| < ba, be > |
+ 2(MoAe)| < ab,dz> |.

+ + +

Notons L la longueur de ’aréte la plus grande, alors:

[|az||% + [|bz]]* + 2] > < 2002 + A7 + A2 4+ Mg Ay + Aade + A ) L2 (71)
Il est facile de voir que I'extremum est atteint en
1
A= A=A = 3

Par suite, le résultat cherché est:

2

[(u— TThu)(z)| < §L2M. (73)

Ce résultat suggére la forme de la majoration cherchée en toute dimension. Soit d la
dimension, on trouve :

11 [dd+1) _dd—1)d+1%\ , L/ d \ o,
—H ) <_ 2 L‘M:— S am— L‘M 4
(u h“)(‘”)'—21+d<(d+1)2+ 2 d+1 2\1+d ™

Revenons au cas oul I'extremum n’est pas atteint dans K. Alors, nécessairement, 1l cor-
respond & une aréte de K, supposons que ce soit ’aréte ab. Le gradient s’annule donc selon
ab et par suite, on a:

0=2(u—Thu)(z) + u(z + t Za)dE > (75)

_|_

Soit M tel que:

| < vée, Hy(z)vée > |

M = ma ( max ). (76)

rcab \VEcEab ||U€C||2
Alors : )
(= Th)(@)] < 7 (Il + [152112) M. (77)
Comme = Aza + Apb, on retrouve la majoration établie en une dimension :
1 -
(= Tyu)(@)] < 5 (llab]1?) ar. (78)
Et donc: )
(u = Th)(@)] < §EM. (79)

Ce résultat est évidemment meilleur que celui de la formule (73).
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Le résultat trouvé suscite, pour le moins, deux remarques importantes. En premier lieu,
M est pratiquement impossible ou délicat a trouver (Cf. le cas de la dimension un). En
second lieu, la nature de l'expression reste isotrope. Par suite, 1l est nécessaire d’analyser
plus finement la méthode d’estimation. Compte tenu de la nature isotrope du résultat,
I’exploitation de cette forme d’estimateurs peut conduire & un maillage inutilement fin.
Selon (73), imposer un écart de e, donne pour L:

(80)

en remarquant que si M est nul, toute valeur de L. convient. Par suite, selon la valeur de
hmaz, le diamétre de K par rapport a cette valeur de L, on peut savoir si le triangle K est
acceptable, trop petit ou trop grand. En conséquence et selon le cas, une adaptation peut
étre envisagée. En pratique, la difficulté réside, comme en une dimension, dans 1’évaluation
de M. Plusieurs techniques permettent une telle évaluation, rendant ainsi cette approche
opérationnelle. Néanmoins, compte tenu de la nature isotrope du résultat, I’exploitation de
cette forme d’estimateur peut conduire & un maillage inutilement fin. En effet, M est la
plus grande des valeurs propres de H,, (en tout point de K) et par suite L est la taille liée
a cette valeur. En conséquence, un phénoméne anisotrope sera traité de maniére isotrope
en imposant, dans toutes les directions, une taille égale a la plus petite des tailles liées aux
valeurs propres.

3.5 Une majoration de nature anisotrope

Suite aux observations ci-dessus, il est nécessaire d’affiner ’analyse afin d’exhiber des
informations directionnelles. On suppose que a est le site de z (i.e., z est plus prés de a que
de b ou ¢) le point ou ’écart maximum est atteint. On suppose de plus que z est dans K
(et donc non atteint sur une aréte, cf. ci-dessous). On note alors a’ le point d’intersection
de az avec ’aréte opposée a a, c’est-a-dire ’aréte be de K. On développe e en a & partir de
z en utilisant le reste intégral :

efa) = (u—Thu)(a) = (81)
(u —Tpu)(z)+ < 2a,V(u— TMpu)(z) > + (82)
1
/ (1 —%) < a, Hy(z + tza)azx > dt. (83)
0
Comme a est le site de z, le A, tel que d& = )\aa’, est plus petit que % et on a:
1 - -
le(z)] = |/ (1 —t)A\? < aa’, Hy(a + t&a)aa’ > dt|, (84)
0
4. ! - -
le(z)] < §|/ (1 —4%) < ad’, Hy(a + txa)ad’ > di|, (85)
0
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4. [t - -
@l < 5l [ (=t max | <o, oo+t > | (36)
donc: 5
o(o)] < 5l max fai ., (s)ad >, (87)
y€Eaa
ou encore : 2
e(#)| < 3l maxlai, Fu(y)ad > | (83)

Notons que la formule de récurrence suggérée plus haut apparait ici plus directement.
La constante d’erreur est en effet:

)ﬂ/;(l-t)dt:%(d;%)é (89)

Le cas ol z est sur une aréte, par exemple ’aréte ab, conduit & la méme majoration :
1 - -
le(z)] < < max| < ab, Hy(y)ab > |, (90)
y€Eab

. . . . 2
ui peut, formellement, s’écrire comme ci-dessus ( avec @’ = b et en notant que £ < 2 ).
b) b) 8 9

3.6 Minimisation de ’erreur d’interpolation (I)

Penchons-nous d’abord sur la recherche de métriques optimales dans le cas de maillages
1sotropes, c’est & dire sans étirement.
On s’intéresse donc a des maillages dont la finesse locale est définie par un seul paramétre,
la taille de maille m(z,y) ou la densité de noeuds par unité de surface d(z,y) = 1/m?(z,y).
La complexité d’un tel maillage est donnée par:

C(M) :/ﬂd(m,y) dzdy. (91)

Par ailleurs, compte tenu de I’estimation “brutale” précédente, nous proposons de modé-
liser I’erreur locale d’interpolation comme suit:

em(z,y) =m?(z,y)M(z,y) = d”'(z,y)M(z,y) . (92)

ou M, introduit plus haut, est la valeur absolue de la plus grande valeur propre en valeur
absolue du Hessien local de u.

On se propose de minimiser la norme dans £* de cette erreur sous la contrainte d’une
complexité fixée a N2
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1
H}/iln E/QMO‘ d=® dzxdy (93)
sous la contrainte C'(M) = N? . (94)

Les conditions d’optimalité s’écrivent en fonction de d:

—a/ M®* d=*"1 §d dedy < 0 (95)

Q

pour tout dd tel que/ dd dedy =10, (96)
Q

ce qui compte tenu de la contrainte nous donne:

N2

= M(z,y) . 97
INTE = (o7)

dopt ()

Remarque: On constate a nouveau avec satisfaction que le cas
a = 400 aboutit a d = M et a lisorépartition de erreur locale.

Il est intéressant pour la suite de revenir a la taille de maille m:

Mﬁds 1/2 =
Mopt (T) = (o & ) M (z,y)z=+2. (98)

Pour a = 2, ’exposant dans (98) est 1/3.

3.7 Minimisation de ’erreur d’interpolation (II)

Considérons maintenant le cas anisotrope, en revenant aux notations des paragraphes 3.1,
3.2, 3.3 dans tout leur généralité.

3.7.1 Critére d’optimisation
On suppose que la fonction u est de dérivées secondes gj;, gZZ bornées. Compte tenu
de I'analyse précédente de I’erreur d’interpolation dans le cas anisotrope, nous cherchons

seulement des métriques M:

Mo =5 (7 e ) o )

qui solent déja alignées avec la valeur absolue du Hessien de u, c’est & dire que:

INRIA
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ol R, est la rotation qui diagonalise le Hessien de u:

82121 8%u 32’121 0

dx.0y dy? an?
. . L, 2 2 ;
Comme auparavant et pour simplifier, les dérivées secondes ZTZ et gTZ sont supposées de

valeurs absolues strictement positives.
Dans ce contexte, et compte tenu de I'estimation anisotrope précédente, nous proposons
donc le modéle d’erreur anisotrope suivant:

u, o  0u. S\ )
&y = |3£2 |.mg + |8—772|.'m77 dzdy . (102)

On cherche donc & déterminer la métrique optimale minimisant la fonctionnelle £, sous
la contrainte C(M) = N2, N? donné, soit :

. Pu, 5 0Pu, L\
H}}[n/ <|8—£2|m5 + |3—7]2|m’7) dzdy (103)
sous la contrainte/mg_lmn_1 dedy = N2 (104)

Le systéme d’optimalité s’écrit comme suit :

(MM = 0, (105)
VoM, C'(Mope). M = 0. (106)

La seconde équation nous permet d’écrire une relation qui relie M et C:

C'(Mopt) SM = 0, (107)
0
-1 dm, —1 dmg
I3 777,77 my mg
(3 (108)
1 . 1

On peut écrire 1’égalité suivante :

()= ()
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L’équation (105) sera donc vraie pour tout couple (dmg,dmy,) tel que (110) a lieu pour au
moins une fonction scalaire ¢ de (z, )

Développons 1'Equation (105) :

d%u = 9% d%u
/<|3E2 24 |3—772|mi> <|8—52|m§(5m§ +|=— pe |m,75m,7) dzdy = 0. (111)

L’égalité (110) permet de remplacer dmg et dm,, :

a—1 a 2
( ) ¢ < |3£° |meme + | |m,7m,7> dxdy=0. (112)

Pour que ceci soit nul quelle que soit la fonction (, et sachant que m,, m¢ et les dérivées
secondes de u sont non nuls, il faut :

2 2

2u
352 2 3 |-my

0%u 0%u

D’otu le rapport entre mg et m,

(114)

(on contrdle avec satisfaction que pour une erreur grande en &, la taille de maille mg doit
étre petite).

Pour poursuivre le calcul, il va étre plus simple d’exprimer la métrique M en fonction
de densité de point par unité de surface d et du rapport local de forme y

| 0
M:ER]\,}</6 l)RMa (115)
o

il s’agit plus précisément de poser mg = \/g et m, =, /ﬁ . La contrainte (107) devient :

/ad =0. (116)

La condition (105) s’écrit cette fois:

?u oy O%u, 1 ot _
/(a@' *a?zm) | (117)
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O?u Sp pdd O?u dép + péd
£ _ /) = 11
(156518 - 550 - 1551220 =, (18
VJdtelque/&d =0etVip. (119)
On développe les termes en fonction de du et dd. Pour §u:
_ O?u 1 0%u, 1
a—1
N=l=-|l==|—=16p = 0 V¢ 120
Jor (1515~ 151 ) u = 0 v, (120
ou (*) désigne ggj £y |gn“| qui est supposé n’étre jamais nul. D’otl nous tirons:
Pu 1 O%u, 1
|| =—=]— =0. 121
Sl 15 (121
On en déduit :
|62u 1/2
a2 .
() s
Bl
ce qui n’est autre que (114). Pour dd:
_ O?u —p 0w, —1
a—1 _ o¢
/(*) < ~d2+|6n~ud2)6d_0' (123)

Ceci permet d’écrire 1’égalité suivante :

a—1 1 6? 82’& 1 _ P
(0t 2 (155100 + 15515 ) = cre (124

soit :

1 0%u u 1\
— | |== —|—=] = Cte. 125
e (150 +1521) = e (125)
On remplace p par sa valeur:
N 0%u, 0%u )\ ?
d*t! = Cte <|3—52|.|a—772|) : (126)
On obtient donc:
2u 52 Py
d=C, < 852”37720 . (127)

ou la constante C, est donnée par

o -1
82 2a+2 )
C, = (/ <| £2| |a 2|> da:dy) N7, (128)
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Au total les carrés des tailles de mailles sont donnés par:

200 2 2 2 20 o
m? — _1|3 U|2(Z++3|3_u|m . om? = C_1|3 U|m|3 u|ﬁ
3 dE? on? n TS 2
soit une métrique M,,; définie par:
125\ 2
" aQu aZu ﬁ " <|a§ |> 0
Moptzca <|8—£2||8—772|) R |32 | 1/2 R.
0
=)
Dans le cas de la norme £2, nous obtenons :
P T 0
Mopt,? = C‘Z R™ ¢ 52y _5/6 R
0 Ep
Le cas de la norme £ s’écrit en passant & la limite:
O
Mopto = C' R™? | | ) R .
0 |8 U
5¢2

ce qui revient bien & isorépartir I’intégrande de (104).

4 Conclusions

(129)

(130)

(131)

(132)

Ce travail propose une formalisation de la représentation des maillages pour leur adap-

tation & une fonction donnée & interpoler.

Le maillage est remplacé par une fonction continue, la métrique continue, a partir de
laquelle on sait évaluer le cotit du maillage virtuel équivalent, et 1’erreur résultant de son

usage pour l'interpolation de la fonction initiale.

Cette formulation permet de donner une réponse au probléme de ’adaptation optimale.

Cette réponse, qui n’est pas nécessairement la seule possible, est en tous cas mathématique-

ment rigoureuse, et met en évidence les choix a prior:  effectuer pour poser un tel probléme;

un des choix essentiels concerne celui de la norme de Perreur.
Ce type d’analyse pourra étre utile pour deux familles d’applications:

- en calcul scientifique bien sir.
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- en compression d’image, il s’agit exactement du probléme d’interpolation ou représen-
tation d’une fonction sur un maillage ; cependant, il faut sans doute reconsidérer le choix
de la norme fonctionnelle (I’ceil humain est particuliérement sensible aux contrastes, c’est a
dire aux singularités).

En ce qui concerne les suites possibles:

Le cas d’une fonction non réguliére doit donner lieu & des adaptations qui devraient
prendre en compte notamment des travaux sur les performancs maximales en isotrope et
anisotrope (cf. [7]).

L’extension a l’approzimation d’équations aux dérivées partielles peut s’envisager de deux
maniéres :

(1) Si en éléments finis Galerkin, on conserve I’estimation a priori classique, le probléme
se raméne a une erreur d’interpolation, le traitement de I’anisotropie se reconduit sans

difficulté.

(2) Si on cherche a utiliser les erreurs a posteriori, celles-ci se modélisent aussi de ma-
niére continue et devraient permettre de proposer des métriques optimales dans le
cas isotrope. Tl nous semble aussi possible de proposer (enfin) des techniques a pos-
terior: pour 'anisotrope griace au contexte continu décrit dans ce travail et au prix
de quelques simplifications dans la modélisation. Mais ceci est une autre histoire (a
paraitre bientot).
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