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��}<�f���«ª�~/}1~/�§��³��¾ª�~E��¬§�Ç��zf~Ï��~E�E�k� � ��� � ~/�����(�f�k��ªk~E���Ç�E��~N�k�/® � �f~Ï������zf~dÃi�k�/����z²���E®
�������E~Ð���k�f³�zf�f~/���d�k��~Ð��}Ç�����w® �²�������� � ~E��Â(�k�������NÂ:³k��ª�~/��k�=�k�E�/�f������~ � ~E���E�������������B�kÃ
��zf~[}1~E�k�"Íf�gÂ�È�,������f®�����É+��³��f��~[©��k�"zf����� -E���§���k�À�E���k���L��~E�	�����k�?�kÃf��zf~(����~E�����f��~ �²~/� �
�����f��~E��~E�§��~ � È(É+���²�k�����k®�����ÉL��³�����~ÐR®²�k��zf����� -E�k�À���k�¿�/�������{��~/�/���������kÃ���zf~Ð���k�f³�~/�À�����k�
ª�~E�����/���Ì�Ý���Ð�f��~/��~/�À��~ � ��th� '�B���®-Â zf~E��~1ÂY~1�E�k����~E~<��z²���E®-ÃP���Ð��zf���Ð~	���k}<�f��~�®���zf~
��}<�f���«ª�~/}1~/�§�d�����«ªR� � ~ � ¬§�B��z�~"��~E�E�k� � ��� � ~E� ��� ��~E���������/��~ � ���Ç���¡���§��~E��ª��k�¿�kÃL����}<~
���"��zf~(¬&~E³k���f�f���f³�kÃ²��zf~Y�N�k���E�f������������È-y{zf���+Â �����À�f�k�+¬4~[��zf~(�N�k��~YÃP������zf~Y���f¬f��~EÆÀ�f~/�À�
~	���k}<�f��~/�EÈ

 � � � � O � ¶/· Ò ¹²× Ó ¸ Ö 	��?� ºB��¹ �'� Ò $

É²�����zf���Ï�N����~k®���zf~�ªR�����E�������Ì��®¿³�~E��}<~/�����k®¿}<~E��z�~E���k� � ����}<~"�Á��~E�Î�k��~���zf~?���k}<~
��z²�k��ÃP���-��zf~[�f��~/ªR�������+����~k®k¬����L���gÂ�®����f�Á��~E� � �kÃ���}<�4�k������³ � ����~ � �²�k����¬4�������W�������²��~
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At t=0.01 and x2=0.01

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.062

0.059

0.182

0.304

0.427 ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.062

0.059

0.182

0.304

0.427 FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.062

0.059

0.182

0.304

0.427
SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.062

0.059

0.182

0.304

0.427

ÉL��³��f��~Ï� >�3(���k�����~E�	���������kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�

At t=0.1 and x2=0.025

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.25 0.5 0.75 1
0.159

0.212

0.265

0.318

0.371 ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
0.159

0.212

0.265

0.318

0.371 FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.159

0.212

0.265

0.318

0.371
SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.159

0.212

0.265

0.318

0.371

ÉL��³��f��~�±)>�3(���k�����~E�	���������kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�
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 �¨ �ÊÈE1��k����~E��~E�¤zf~E��®&�+È �-~�yL�k����~/�Ð�k� � É(È��[�k��~E�§�����

At t=0.1 and x2=0.025

DIRECT COMPUTATION

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.125

0.071

0.268

0.465

0.662 FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.125

0.071

0.268

0.465

0.662 SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.125

0.071

0.268

0.465

0.662
ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.125

0.071

0.268

0.465

0.662

ÉL��³�����~Ð©W>�3(���������~/�/�������=�kÃ���zf~��f��~E�����f��~ �²~/� �

At t=0.6 and x2=0.025

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.25 0.5 0.75 1
0.130

0.152

0.175

0.198

ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
0.130

0.152

0.175

0.198

FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.130

0.152

0.175

0.198

SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.130

0.152

0.175

0.198

ÉL��³��f��~�)>�3(���k�����~E�	���������kÃ+��zf~�zf����� -E�k�À���k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�
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��� ~E�§���Á��®²ÂY~���}1�&����~Ï��zf~ÏÃP�������«Â ����³������/�������������f³�ÃP�f�f�/�������=���~/�À�����?>� ���?'�
lO� 
lt � � � �Z+yO�R+-�?'�B�� � O����+-��� � '�B��Z+\� ���=�?4(6#t � '�B � � �U
 �i©�È¾° �� "�?'�
lO� 
lt � � '>B
� �$ÉL��³��f��~ KÐÂY~��f��~E��~/�§�(��z�~d�����«ª��k���f~/�r�kÃ � �r����t�� '*Bn' ��®ÀÂ z�~E��~Â(~�N���$�k�f����~E�/������~
��zf~$��}1�����«ª�~/}1~/�À���f���«ªR� � ~ � ¬§� ��z�~B�f��~B�kÃ{Â(�k���(���NÂ �/ÈÎy��Ý�f��~E�E����~$��zf���?Ãi���/�N®WÂY~
�4~/��ÃP����} zf����� -E���§���k���E���k���Ï��~E�/�����������kÃW��zf~?z������ -E���§�¤����ªk~E�����/���Ì�H��� � ��½4~E��~E�§������}<~E�EÈ
� �¡ÉL��³��f��~E� <�Ä�°g¯�®��/�������d��~E�	�����k�f��k��~Ð�f��~E��~E�§��~ � ���>t�� '�Bn'@4*
0'�B ' ��
0'*Bn'��*
0'�B ��®���� � ���
��zf~$z������ -E���§�¤���Y�����f~�O� � '�B ' ���È � ~Ç}Ç�N����¬f��~/��ªk~$��z²���?��zf~$��~E�/��� � ��� � ~E�?Â(�k���
���NÂ �E�k��������~E�[��zf~d�f�f�Á��~N� � ���f~/���Y�kÃ���z�~Í²�«Â�®ÀÂ zf����~{��zf~ �²���Á�(��� � ~E�cÂ(�k���J���NÂ�Ãi�k�����W���
ÃP�������gÂ ��zf~ �¤z²�k�f³k~E�EÈ � �1�²���������E�f���k�E®����<ÉL��³��f��~�°«¨�Â(~ ��~E~{��z²���[�k¬4�«ªk~ ��zf~ ������³�zf�f~/���
~E��~/}1~/�§���B��zf~/��~Î����� ��~/�E�����E�f������������-E�k�f~Ý��z²���=������� ��zf~ ��~/�E��� � ��� � ~/�BÂ��k���Ï���NÂ
�N�k�����f��~/�d�/��}<�f��~	��~E�¾��ÈYÉL���f�k���¾��®����=ÉL��³�����~E��°« gÄ¤°N�f®�Â(~��f��~/��~/�À�d��zf~��f� � �k��ª��k���f~E� �kÃ
��zf~czf����� -/���§�¤�k�kªk~E�����/���Ì�Ð���-��zf~c�&�����§���kÃ��E�R��� � ���²����~E�$� O#��
lO��� � �?'*B�
��*
0'�B ' ��@��®«�4�����§�
���R���f³B���f��� � ~���z�~1¬&���f� � �k���Ý���N��~E�/®����Ý��zf~5����}1~?���§��~/��ª��k���s,9'�
0'*B �5wr�k� � ,.'�B � �@
�'�B � �5ww®
��~E���4~/�/����ª�~/���kÈ�� ~5�N���Î�k¬f��~/��ª�~<��z²����zf��³�z�~E�Ï��� � ~E�ÐÂ(�k���L���NÂ �Ð��}<�f���«ªk~ � ���k�Á�����N�k�����
��zf~Ð���f�f���N����}1����������®R�k� � ��z²������~E�/��� � ��� � ~E�(Â(�k���¿���NÂ ���(}<����~Ï~ �<�E��~/�§�NÈry{zf~Ï����}<~
� ~E����ª������¾ª�~Ê��~/��} ������zf~1��~E���4��������¬���~ÊÃP���Ð��zf���"¬&~Ezf�«ªR�����EÈ � � � ~E~ � ®L�¾Ã(ÂY~Ç��~	������~Ê��zf���
��~E��} ÃP����} ��z�~HÃP����}��f���������k� �k� � �f��~H��zf~H���k}<~¡�Á��~N� � ��Â(�k���d���«Â�ÃP����} 	  ��w®���zf~
�k�f�f���«����}Ç��������� � ~E³k��� � ����~E�?�������E~B������z²�����N�k��~���zf~B�k���f���N����}1��������� �����f�Ý�����f³�~/�
��~E�/��� � ��� � ~/� �k�E�/�f������~kÈ

 � � � � O � ¶/· Ò ¹²× Ó ºB��¹ �8� Ò $ Õ � ·�� · Õ?Ö · Ó % Ò ¶ Ö?� ¸ Ö 	��?� � Ò ¶N¶

É²���[��zf�����N����~�ÂY~Ð�E������� � ~E�(��zf~Ï�¤z²�k���f~E�$,9'�
0'�B�
5w;+ ,9'�
0'�B��(w4���ÇÂ zf���¤z$��zf~�¬4�k������}
¬4����� � �k�Á� ���B�/���f������������~ � �kÃ?� ÍJ���=�f������~Ý��� ��zf~ ���§��~/��ª��k�s,9'�
0'�B � wæ®ÃP�������«ÂY~ � ¬§�
�Î�����f³�z ¬&���f� � ����� ��� Â zf���¤z���zf~����§��~/��ª��k�J,9'�B � 
0'�B��(w{���Ê}1� � ~��f�m�kÃ � 4 �&~E����� � ���
�����f³kzf�f~E�����kÃ{��~E}<�¾Ä �E�����E�f��ÃP~E��~/�f�E���k�WÃP����}�Â ����z���� � ���f��~EÆÀ�²�k�c���y'�B ' ���®+��~E�f�k������~ �
¬À� �������k��³�z§�B�����f~E�$��� ���f�¤z:� Â(�«� ��z²���Ç��zf~aÂ zf�k��~Ý���k�f³�zf�f~/���B~/��~E}<~E�§�����$�kÃ"�k�
�k}1��������� � ~Ê�kÃ>'�Bn'���®L��� � ��zf~Ç���À��~E�Áªk���D,9'�B��*
0'�B�
5wcz²��� �¡����� �Á��}<}<~/�������<������³�zf�f~/���
�kÃÐzf~/��³�z§��'*Bn' �	���k� � �k}1��������� � ~�'�B ' � �P��~/~ÝÉL��³k�f��~ °g±�¬&~E���«Â �	È � � ��zf~=����� �k� �
¬4�k������}ô¬4�k�f� � �k����~/�"���f��Ä �������Ý�E�k� � ��������� ���Ð�E���f��� � ~/��~ � ®+ÂY~<���kÅk~5��z�~<�&~E����� � ���Ê���
����}<~Ð�²�k���k¬&�������Ð�f�����f��~ÐÃP����} �æ©�È¾° �{�������Íf�gÂ�®&�k� � ��}<�&����~��ÊÃP��~E~�~	���¾�����=������Í²�«Â�È
y{zf~Ýª������/�����¾�Ì� ���1�¤�kÅ�~E�:�k� 
 � '�B '@' ��® Â ����z � � '�B 4 ��� � CS� '*Bn' �	��È 1(����z
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 §¯ �ÊÈE1��k����~E��~E�¤zf~E��®&�+È �-~�yL�k����~/�Ð�k� � É(È��[�k��~E�§�����

DIRECT COMPUTATION ORDER ZERO

FIRST ORDER SECOND ORDER

ÉL��³��f��~ KW> � ���«ª��k���f~E�d�k� � ª�~/�������N���-�E���k��� ��~/�/�������=�kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�

At t=0.02

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(4)
(3)

(2)

0 0.25 0.5 0.75 1
0.081

0.239

0.398

0.557

0.715 ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
0.081

0.239

0.398

0.557

0.715 FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.081

0.239

0.398

0.557

0.715
SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.081

0.239

0.398

0.557

0.715

ÉL��³��f��~ <W>�3(���k�����~E�	���������kÃ+��zf~�zf����� -E�k�À���k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�
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At t=0.06

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.059

-0.018

0.023

0.064

ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.059

-0.018

0.023

0.064

FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.059

-0.018

0.023

0.064

SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.059

-0.018

0.023

0.064

ÉL��³��f��~Ê°«¨W>�3(���k��� ��~/�/�������=�kÃ+��zf~�zf����� -E�k�À���k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�

At t=0.08

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)
(3)

(4)

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.038

-0.009

0.019

0.048

0.077 ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.038

-0.009

0.019

0.048

0.077 FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.038

-0.009

0.019

0.048

0.077
SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
-0.038

-0.009

0.019

0.048

0.077

ÉL��³��f��~Ê°�° >�3(���k��� ��~/�/�������=�kÃ+��zf~�zf����� -E�k�À���k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�
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 k� �ÊÈE1��k����~E��~E�¤zf~E��®&�+È �-~�yL�k����~/�Ð�k� � É(È��[�k��~E�§�����

At t=0.1

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.25 0.5 0.75 1
0.077

0.145

0.213

0.281

ORDER ZERO

0 0.25 0.5 0.75 1
0.077

0.145

0.213

0.281

FIRST ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.077

0.145

0.213

0.281

SECOND ORDER

0 0.25 0.5 0.75 1
0.077

0.145

0.213

0.281

ÉL��³��f��~Ê°g¯)>�3(���k��� ��~/�/�������=�kÃ+��zf~�zf����� -E�k�À���k�¿ªk~E���R�E�¾�Ì�

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

ho
riz

on
ta

l v
el

oc
ity

time

’DIRECT COMPUTATION’
’ORDER ZERO’
’FIRST ORDER’

’SECOND ORDER’

ÉL��³��f��~Ê°N W>��d����� -/���§�¤�k�¿ªk~E�����/���Ì�
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0.48

0.5

0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

0.62

0.64

0.66

0.11 0.115 0.12 0.125 0.13

ho
riz

on
ta

l v
el

oc
ity

time

’DIRECT COMPUTATION’
’ORDER ZERO’
’FIRST ORDER’

’SECOND ORDER’

ÉL��³��f��~Ê°E� >��d����� -/���§�¤�k�¿ªk~E�����/���Ì�

�²���Á�B�k� � ��~/�E��� � �k� � ~/�1Â(�k��� ���NÂ �Ç�k��~=��}<�4�k��~ � ���<��zf~H������~�O�\� �"Cg�o'�B ' ���È
y{zf~ � ����~/�/��E�k}1�f���¤���������Bz²���d¬&~E~/�¡}1� � ~��f�����f³ � � � '@' �M���� �{~/��~E}<~E�§���E®²���&~E�/���k�����
�E���f�/~E�§��������~ � ������z�~Y��~E³��������E���k��~c��� ��zf~[������³�z?¬&���f� � �k���k®�Â zf����~r��z�~Y�/��}1�����¤�����������
�f�����f³ÊÂ��k�������NÂ � z²�Nª�~�¬&~E~E�=�&~E��ÃP�k��}<~ � �f�����f³ �@'@'@'Ê~/��~E}<~E�§���EÈ

y{z�~��/~E�����f���k¬f��~/}1�{z²�Nªk~�¬&~E~/�H������ªk~ � �f�����f³s4 
@' '5�Á�¤�k¬������ -E~ � � �l� � �(~E��~E}<~E�§���/È
� � ÉL��³��f��~E��°«©�Ä�°=<aÂ(~H��~E�&���Á�<��zf~=�����«ª��k���f~E�5�k� � �Ýª�~E�Á�����N�k� �E�������<��~/�/�������m�kÃ���zf~
�¤�k�f³k~E�§�����k��ª�~/���R�E�¾�Ì�?ÃP���W��zf~ �²���Á�Y�k� � ~/�[�/~E���²�f����¬���~E} �æ �È  �W�k� � ÃP���W��zf~ �f~/Â �E������~E��Ä
�����d�f����¬���~E} �P�fÈ¾°«¨��	®&ÃP���¬4�k��za³�~/��}1~	������~E�/®¿��� � ÂY~Ê��¬f��~/��ªk~���zf~�Ãi�k�����E���§ª�~/��³�~/�f�E~
���Ý�=�E���f�Á�¤�k�§�Ê��� ��z�~Ç�E~/���[���������������f�/È¡y{zf~$�k¬��¤�k���f~ � ª��k���f~/�"ÃP������zf~<�ÌÂ(�ÝÅÀ��� � �kÃ
�����f³kzf�f~E��������~

�
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 �

 � � � �@B � �J+ �"' � ! 
 �
! � � � '*B � ��� ��
 � � � � '�Bn'��@4*


ÃP������zf~���~E}<�¾ÄÌ�/�����E�f��ÃP~/��~/�f�E���k�¿�����f³�zf��~E���/®&�k� �
�
�� �x'�B � ��
 ����
 �

 � �x4*B���+ ��' � �"
 �
! � � � '�B � �� � 
 � � � � '�B ' � �*


ÃP������zf~��f�k�=�Á�R}1}<~/�������Ð�k�f~kÈ

Û�Û ã	UWVEë�?�>



 �© �ÊÈE1��k����~E��~E�¤zf~E��®&�+È �-~�yL�k����~/�Ð�k� � É(È��[�k��~E�§�����

.......

Ωε

0.1 0.7

0.015

0.05

0.025

0.01

0.05

É+��³��f��~Ê°g±)> �Ð~E��}<~/�����Ç�kÃ+��zf~��f���k¬f��~/}

FIRST CORECTOR :  FIRST CELL
At Y1=1.6

1 3.25 5.5 7.75 10
0.769

0.836

0.903

0.971

1.038

ÉL��³��f��~Ê°«©W> � ���«ª��k���f~E��k� � ª�~/�������N�����E���������~/�/�������=�kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�4ªk~E�����/���Ì�
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FIRST CORRECTOR :  SECOND CELL
At Y1=1.6

0.333 2.75 5.166 7.583 10
0.311

0.349

0.387

0.425

0.463

ÉL��³��f��~Ê°g)> � ���«ª��k���f~E��k� � ª�~/�������N�����E���������~/�/�������=�kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�4ªk~E�����/���Ì�

TIME CORRECTOR :  FIRST CELL
At Y1=1.6

1 3.25 5.5 7.75 10
-0.017

0.010

0.038

0.067

0.095

ÉL��³��f��~Ê°=KW> � ���«ª��k���f~E��k� � ª�~/�������N�����E���������~/�/�������=�kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�4ªk~E�����/���Ì�
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TIME CORRECTOR :  SECOND CELL
At Y1=1.6

0.333 2.75 5.166 7.583 10
-0.012

0.009

0.030

0.051

0.073

ÉL��³��f��~Ê°=<W> � ���«ª��k���f~E��k� � ª�~/�������N�����E���������~/�/�������=�kÃ+��zf~Ð�¤�k��³�~E�§�����k�4ªk~E�����/���Ì�

DIRECT COMPUTATION ORDER ZERO

FIRST ORDER SECOND ORDER

ÉL��³k�f��~�¯�¨W> � ���«ª��k����~E� �kÃ���zf~Ð�¤���f³�~E�§�����k�¿ªk~E�����/���Ì�B���� �

¨�È ¨	<
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At t=0.024

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)
(4)

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.085

0.339

0.593

0.847

1.10 ORDER ZERO

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.085

0.339

0.593

0.847

1.10 FIRST ORDER

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.085

0.339

0.593

0.847

1.10
SECOND ORDER

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.085

0.339

0.593

0.847

1.10

ÉL��³k�f��~�¯R° >�3(�������Ï�R~E�/���������kÃ���z�~�z������ -E���§�¤���¿ª�~/���R�E���Ì�$�����f¯
�

¨�È ¨§¯

��~ �²���Á���f��~E��~/�§����zf~�����«ªk�����f~/�[��Ã���zf~ �¤���f³�~E�§�����k�²ª�~/���R�E�¾�Ì�Ê���1ÉL��³k�f��~d¯k¨�®ÀÂ zf~/��~
Â(~H��~E~=��zf~=��}<�f���gªk~E}<~E�§�1�f���«ªR� � ~ � ¬§� ��zf~=�f��~¡�kÃÐz���³�zf~/�5��� � ~/�<Â(�k������NÂ �EÈ � �
ÉL��³�����~E�<¯R°/ÄÁ¯��aÂY~=�f���k��zf����� -E���§���k���E�������<��~/�/�������f�5�kÃd��zf~�zf�k��� -/���§�¤�k�Yª�~E�����/���Ì� ���
� ��½4~E��~E�§��zf~E��³�z§���+�k� � ���Mt � '�B 'A4���
0'�B ' �	
0'�B ' �*
�'�Bn' ��È ��~Y��¬���~E�Áª�~[��zf~[��}<�f���«ªk~E}<~E�§�
�f���«ªR� � ~ � ¬À� ��zf~Ý��~E�E�k� � �k� � ~/�$Â��k���Ï���NÂ�® Â zf���¤z ���B���&~E�E���k���¾�m�f�k���k�����k�f�$��� ��zf~
�������f���¾�����k�:-/���f~/�W¬4~	�ÌÂ(~/~E� � �¾½¿~/��~/�À�LÅÀ��� � �kÃ²���k�f³�zf�f~/���/®kÂ zf���¤z?��~N� � �+���Ï�d���k�������������
� ��½4~E��~E�f�/~"¬&~/�ÌÂY~E~/�Ý¬4�k��za�k���f���N����}1���������f�{���=��zf~�-/���f~?�k¬4�«ªk~���zf~"��~E�/��� � �Ì�R�4~��kÃ
�����f³kzf�f~E���EÈcy{zf~/��~Ï�����k������� � ��½4~E��~E�f�/~dÃP���k}¥��zf~Ï�&�����§�Y�kÃ�ªR��~	Â �kÃ���z�~�ÃP�������«Â ���f³��kÃ
��zf~��¤z²�k��³�~E�d���B��zf~ÐÍ²�«Â�®&�k�{Â(�k�d�&�����À��~ � ������������k��� ��~E�/�������¿È ��~��Á����~E�����zf~ÐÃi�k�	�
��z²������~E�E�k� � ��� � ~E�ÐÂ(�k���r���«Â �f���«ªR� � ~/�?�Bª�~/���Î³��R� � �k���f���N����}1���������Ý�kÃY��zf~<}1~E�k�
Í²�«Â�È�ÉL���²�k������®����aÉ+��³��f��~E�d¯�±gÄË¯k©ÊÂ(~�����~E��~E�§�Ï��zf~?~	ª��������������H��ÃW�¤�k��³�~E�§�����k�-ª�~/���R�E���Ì�
��� ��zf~��4�k���§�8�kO#��
lO�0�I����'�B�
*
0'�B 'A4@���k� � }Ç��Åk~�� -/���k}8���=��� � ~E�{���<��zf�«Â �������Ç��zf~
�²���Á�Ç�&~E����� � �kÃ���� ����}1~�È / ���k�/����� ��z�~H���k}1~=��~/}Ç����ÅÀ�1}1� � ~=���<��z�~H~/� � �kÃÏ���k�Á�
��~E�	��������}Ç�N�B¬&~ � ���f~ÐÃP������zf��� �E�k��~�È
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�§¨ �ÊÈE1��k����~E��~E�¤zf~E��®&�+È �-~�yL�k����~/�Ð�k� � É(È��[�k��~E�§�����

At t=0.04

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.081

0.269

0.457

0.645

0.833 ORDER ZERO

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.081

0.269

0.457

0.645

0.833 FIRST ORDER

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.081

0.269

0.457

0.645

0.833
SECOND ORDER

0 0.225 0.45 0.675 0.9
0.081

0.269

0.457

0.645

0.833

ÉL��³k�f��~�¯k¯)>�3(�������Ï�R~E�/���������kÃ���z�~�z������ -E���§�¤���¿ª�~/���R�E���Ì�$�����f¯
�

¨�È ¨§¯

At t=0.07

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)

(3)

(4)

0 0.225 0.45 0.675 0.9
-0.059

0.034

0.128

0.222

0.315 ORDER ZERO

0 0.225 0.45 0.675 0.9
-0.059

0.034

0.128

0.222

0.315 FIRST ORDER

0 0.225 0.45 0.675 0.9
-0.059

0.034

0.128

0.222

0.315
SECOND ORDER

0 0.225 0.45 0.675 0.9
-0.059

0.034

0.128

0.222

0.315

ÉL��³k�f��~�¯� W>�3(�������Ï�R~E�/���������kÃ���z�~�z������ -E���§�¤���¿ª�~/���R�E���Ì�$�����f¯
�

¨�È ¨� 
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At t=0.08

DIRECT COMPUTATION (1)
(2)
(3)
(4)

(1)

(2)
(3)

(4)

0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1 ORDER ZERO

0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1 FIRST ORDER

0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
SECOND ORDER

0 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

ÉL��³k�f��~�¯��W>�3(���������R~E�/�������=�kÃ���zf~�zf�k��� -/���§�¤�k�4ª�~E�����/���Ì�$�����f¯
�

¨�È ¨�°g±

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

’DIRECT COMPUTATION’
’FIRST ORDER’
’ORDER ZERO’

’SECOND ORDER’

ÉL��³��f��~�¯k±)>��d����� -/���§�¤�k�¿ªk~E�����/���Ì�
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

’DIRECT COMPUTATION’
’ORDER ZERO’
’FIRST ORDER’

’SECOND ORDER’

ÉL��³��f��~�¯�©W>��d����� -/���§�¤�k�¿ªk~E�����/���Ì�

� � �?��'(�/;��-,/�"�

� �?�E�k�À�����k�Á�L�����zf~ �²�����+��� � ~E���f�f����~N� � �"Â(�k���§���NÂ Â zf���¤z"������zf~[����}1~Y�k�+� � ������~ � ÃP���
����~E� � �HÍ²�«Â�®-��~E�/��� � ��� � ~E��Â(�k���L���NÂ �¤��Åk~E�Ð~����f�����E�������=���§���B�k�E�/���f�§�Ð��z�~��f�f�Á��~N� � �
�²��������~{�kÃ&��zf~�Íf�gÂ���zf�����f³�z<�Ð�f~	Â ��~/��} ���Ê��zf~{���NÂ �k� � �Ð�f~	Â �/������~E�/�����r�f����¬f��~/}H®
Â zf���¤z��f���«�$�k����}<�4�k���¤���À�(������~Ð���$��zf~Ð�À�f}1~/�����N�k����~E���f����� �k� ���{z²���{¬4~/~E�=��zf�«Â �¡���
���k�Á�Ï��~/�/��������®¿���&~E�E���k���¾�BÃP������zf~��N����~Ê���HÂ zf���¤za��zf~�Í²�«Â Â��k�Ð���f����~N� � �kÈ ��~��Á����~/���
��zf~5Ãi�k�/����zf������zf~ � ~E����ª���������� �kÃ���zf~5Â��k���r���NÂ ������~/����� ��zf~<���k}<���f�k��Í²�«Â ��~/�������f³�È
� ��~Ê�4������¬f�����¾�Ì�B�����E�����������f�/�ÐÂ(�k���W���NÂ �ÏÂ zf~/�Î��zf~�Í²�«Â �����k��}<���Á��������¬f�f��~E�§�����d���
�E���f��� � ~/���?z���³�zf~/�(��� � ~E�(�k���R}<�����������d~	���²�k�������k��È � �Ç��z����(�E�k��~�®���z�~Ï�f~	�R�{���NÂ �(}1�«�
�f��~/��~E�§�Ð������Ä -/~E���Ç��~/�E��� � �E��}<�4�k�f~E�§�d�kÃWª�~/���R�E�¾�Ì�BÂ zf���¤za��}1�����«ª�~/�d��z�~"�À�f}<~E�����N���
��~E���f�����E®R�k�c���5z²���[¬&~E~/�Ç��zf�«Â �Ç���
	 ¯�° �²ÃP�k�W��zf~����~N� � �5�E�k��~�È ,����k��zf~/�Y�&��������¬������¾�Ì�����
����~E����z���³�zf~/�(£ ~/�R�f�k� � �Y�R��}�¬4~/�(Í²�«Â ���c�����¤zf�k�f³�~���zf~dªR�����E�k�����Ì�1���E�k��~��k�����f}<���������
� 
 � �UC �{�k� � ���<�4~/��ÃP����} � � ��½4~E��~/�§�Ï�k�Á�R}1�����k������~	���²�k�f�������¿È{y{zf~E��~?}1������~E���/®&�k�
Â(~/���4�k�[��zf~E�k��~/�����E�k�4�������f~E�(�k�(~���������~E�f�/~Ï�kÃ-�����������������(�k� � ~E��~E��³��Ç�/���f��~/��ª����������<Â �����
¬4~Ð��z�~Ð���f¬R��~/�/���kÃ+ÃP�����f��~���~E��~N�k���¤z�È
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� � *�*Ý� ��!�, � � 7 �Ç,E����� ��'(���"��! ���B,/91;B� �B� ���:�+� ��;B�����
����� ����� � �{�/�g� �L��.��/� ) �

� ~{�f�«Â ³���ªk~ �k�5~	�����Á��~E���E~��~E���f���rÂ z����¤z<�k�f�f����~/�W���Ð¬&�k��z5�E~/���f������¬f��~E}<���i��È�°«¨ �W�k� �
�i�fÈ K��	È

4 � ÒRÖ ¸ Ò � ´ � ��� ����� b � ��� � 
��  �\` � |�}�~ �?���  <-� � � �����  >���� ���� ����
"�#� �Y� �
� � ��� ( �A�#�7p Pd�� * � 
�� � � d�' �	� ��
 �����R�`R �����![+�-2 ( � �Q$�T=
�� e� � � �A�B�
�B�B� 
���[ � �# ��
 ���
�	�)�W���W�
"�#�

� � � m � � z �

� � � � � � � �kp  � � ��� �� � � � ��� ����� � � � ��� � � �@
�4�


� � ��� � ( �A�#��� ��� � L�`�� ( � �� � t ����� | � � � � �� t � ���%$ � � �kt ����� | � � � � �� t � ���.�o���B�`R#� �#T � ��� $+�"[��.� � � ( ���%$ � �� � � � � '�. ��� ��� ( � � ���.�0�	��
 ��
&�^ ��
���E�s�W��
��3��� ���� ���!
"�#�W� ��
l6M�;���%$6�9���
����� & �'�����#� �i`Y�  �Y� � � � ��� � � � `�� �|�}?~ �?���  < � |�}?~ �?��� )(6V`�� |�}�~ �?�Z��< � |�}?~ ����� ( � � �#7 V�B�` ��
"�#� ���
� � ��� � � ��� 6 � � ������


��� � � � ' ���s��

� � � � � � ��!M
 � ,?È¾° �

� � � ` � |�}�~ �����  
 6V` � |�}�~ �����UB
� ¸ Ö�Ö��.>ry{zf~��f�����kÃ+�E�k�f��������� ���=�Á��� � �����f³1�k�H~/ÆÀ�f��ª��k��~E�§� ¬4�k�f� � �k�Á�$ª��k����~Ð�f����¬���~E}
��¬��¤�����f~ � ¬À�"�����f�f�N��������³Ï��zf~��/~E���c� ������zf~>p  � ����~/�/��������È+É²���L��zf~{���kÅ�~ �kÃ&����}<�f�����E�¾�Ì�
Â(~����f���4����~���z²��� � � ��®&�k� � Â(~ � ~E���k��~ � ¬§� � ��d�È �-~/�D� � b �Y� < % p5 C �V)
�k� � � � bn� � � <a% p5����V)ÀÈ ,������f}<~B��z²���5������¬f��~E} �R,?È¾° �?z²���Ê���f~B���k����������� �
��zf~/��®&ÃP�k�Rp5hQY� ®J��zf~/��~�ÃP�f�f�/�����������N���¡¬&~?~	���f��~E����~ � ¬§�=}1~E�k�f�d�kÃW��z�~"ÃP�������«Â ���f³
ÉJ�k�f����~E��~����f�k�f�������=���B��zf~Gp��Yª��k�����k¬���~	>

� ��� m � � z �

� � � � �7��� � ��p 0� � � � ��� 
 �= � m �s� z �


� � � � �=�� � �kp ���� � � ��� 
 � ,?È ¯ �

6$� m � � z �

� � � � 6 � ��p5�� � � � ��� B
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��� �ÊÈE1��k����~E��~E�¤zf~E��®&�+È �-~�yL�k����~/�Ð�k� � É(È��[�k��~E�§�����

�d~E���E~k®�ÃP����} ��z�~Ý�R����Åk~/�Ç~EÆÀ�²�������k�f�1ÂY~¡��~E~H��z²���<��zf~¡É²���f����~E�5�E�R~ �<�/��~E�§���Ç}��f�Á�
����������Ã �1��zf~ÐÃP�������«Â ����³����R����~E} ��������� � ~J� �

� �  ��� � � L  �7��� � � � Le6 � � � �� ��p  � � �	� �� � � � ��� ����� 

� �  �� � � L  �M�� � � 6 � � � � ��p  � � �	� �� � � � ��� ����� 
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