
HAL Id: inria-00072254
https://inria.hal.science/inria-00072254

Submitted on 23 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Robust Registration of Multi-Modal Medical Images:
Towards Real-Time Clinical Applications

Sébastien Ourselin, Xavier Pennec, Radu Stefanescu, Grégoire Malandain,
Nicholas Ayache

To cite this version:
Sébastien Ourselin, Xavier Pennec, Radu Stefanescu, Grégoire Malandain, Nicholas Ayache. Robust
Registration of Multi-Modal Medical Images: Towards Real-Time Clinical Applications. RR-4333,
INRIA. 2001. �inria-00072254�

https://inria.hal.science/inria-00072254
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

   
   

 IS
R

N
 IN

R
IA

/R
R

--
43

33
--

F
R

+
E

N
G

ap por t  


de  r ech er ch e 


THÈME 3

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

� �������	� � 
���
��	��������
���� ����� ������
 �!� �#"$�%�&� 
'"�
�()�%�
*,+ �%��
-�/.102�-3 �4��"�� � 
'�%� �!05
�+ 
 6 ��
��7
�(/�%�

8 9$9 ��
�(/�4��
������

Sébastien Ourselin, Xavier Pennec, Radu Stefanescu, Grégoire Malandain, Nicholas Ayache

N° -4333

December 2001





Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis
2004, route des Lucioles, BP 93, 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Téléphone : +33 4 92 38 77 77 — Télécopie : +33 4 92 38 77 65

���������
	��
��������	�����	������������ ����	��! "�#�%$��&�'�#��$(��)*���,+.-/�0�0���21
3 �546�0��$����
������ 3 �7-8�:96�;�7����)*���=<?>�>(�7�7)2�@	��������

A�BDC�EGF;HJILKNMPO(Q�RJF;KDSTILM*U�VWEYXZILKNR�[\KDM�M�KN]GU2^�E`_�QaAZHbKdceEGM�KDF;]DQfU2gWRJBNh.i.ITRJK'jkEGSLEGM�_�EGILM*U
l IT]nm�i.SLEGFpo@q
E`]nm�K

r@s�tbuwvyx�z|{~}"��vb�7�Y�b�����Y}�s��YuWuwvJ��u'�Y�7s
��}�v��
��u'�D��vn���Z�
�Y}
}��nvn�����n�Y}
}Z�D�����7�D}��nvn�

�����D��vb���5�5{!�0�������

���D�
���Y���0�
v%��vn�7s�vb����s�v�}������"x�x�x z¡�¢vn�nvbuy£�vb�&¤�¥�¥.¦�z§¤�¨��Z�D��vn�

©,ª*«n¬�­N®
¯�¬�° ±&² vb�W��s�v´³T�Y���(µ�v��D�����5s
����sP��vb��¶·�Y��u'�D}��nv¸�n�YuW�
¹
����}
�ºsZ�Y�(£�vn�n�Yuwv ��»�vbµ
����vb�¼���½��}"�����G�.¹��nv��n�YuW�
¹
��vb�,���G�Y³��w��}¼��s�v�uwvn�.�����D³0¾Zvb³��¿��vn����vn�b�T�D³�³�µÀ��}Á��u'�D��v���¹
���
vn�
��¹
����vb��µ´�D}�����s�vb�7�D�"µÃÂ·{�Ä%r�ÅJÆ���uw�Y}
�'��s�vn��v%���G�Y³����.��s�vb��vp�����w����vn�b�T�D³¿}�vnvn� ¶·�Y����v��D³�����uwv
��vb���������7�D�����Y}��D³����Y������s
uw��ÆÈÇÈµ,��v��D³2����uwv��
ÉÊvyuwv��D}¸¶Ë�Y����vb�0��sZ�D} ��s�v%��u'�D��v��Y�nÌ"¹
�����������Y}Í���
�Y�
���D}Í�Y�n�nvb�
�7�D£
³�v�� ² vb��s�v��Y�PÂ·�7�nµ´¹
}��
vb�(¦buW} ¶Ë�Y��{�Ä¢rÎ�D�
�
³������D�����Y}��;ÅJÆ�r2�'��vb}�������ÉÈ�D���
��¹���s'��u'�D³�³
��vb���������7�D�����Y}'����uwvn�����Y}�v0¹���¹Z�D³�³�µW����uW�
³��Ï¶ÐµW�D}��w�Y���D�
�Ê�D³����Y������s
uw�È���¢��sZ�D�5��s�vbµ
£�vn�n�Yuwvw�D�
�
³������D�����Y}k�D}��º���D�7�¸����vn�b�Ï¾Z��ÆWr@s
���%�
���`�nvn�7�%��} ² �Y³ ² vn���=³��Y�p�D¶@�
vn������}
��}
���D}��
�
���Y���7�DuWuW��}
��ÉÊ�Y��» ¶Ë�Y�%v��Y��sº�D�
�
³������D�����Y}Ñ���D}�����vn�.¹��nvn�%��s�v���vb}�vb�7�D³����~µÒ�D}��Ò���Y£
¹�����}�vn�7�
�D¶@��s�vWuwvb��s��G�¿Æ ± ¹
�p�����D³Ê��}½��s
���p�Z�D��vb�p���%��� ��s���ÉÓ��sZ�D�(�=��vb}�vb�7�D³\��vb���������7�D�����Y}À�D³����D�
������s
u/ÂÐs�vb��v���s�v&£
³��`�7»"��u'�D���7s
��}
�'����s�vbuwv¢�D¶ÊÔ ± �&���¢¥�¥DÕÐÅ\���D}´£�v��Z�D�7�D³�³�vb³�����vn�¸�Y}´����s�v��D�
�D}��Ö���7�D}����D���Ö�Z�D�7�D³�³�vb³y�D���7s
����vn�b��¹
��vÃÉ�����s��a��v��Y���Y}Z�D£
³�µÖ��u'�D³�³p�Duw�Y¹
}"� �D¶(�Y�
�.�������Y}Z�D³
�
���Y���7�DuWuW��}
�,ÉÊ�Y��»��
��s"¹���»�vnvb�
��}
�'��}`�7�Y�b�0��s�vy�D³����Y������s
u×��vb��¶Ë�Y��u'�D}��nvn�&�D}��´��vb}�vb�7�D³����eµ�Æ

Ø��Y��uwvn�.�����D³f�D�
�
³������D�����Y}����ZÉÈvp��s��dÉÎ��sZ�D���w��s�v��D�Í�b³�¹�����vb�&�D¶f£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�&�ÊÙÈ�&�n�Y}.�
}�vn�b��vn�'£"µw�D},�5��s�vb��}�vb�\}�vb�eÉÈ�Y��»w���Ê�%���`�G�W���7�Y�
vJ�e�DÚ £�vb�eÉÊvnvb}=��s�v�����ÉÈvb�@�D}��W��s�v&�n�����\�D¶
��s�vÊ�Z�D�7�D³�³�vb³.�
³T�D��¶·�Y��u Æf�*�Y���7�D£
��³����eµ��`�����D³T�D£
��³����eµ(�D}����7�N¶Ëvb�eµ%��vnÌ`¹
����vbuwvb}"���5³�vn�y¹��2���&�7s��`���7v
± ��vb}�Û��¼���W�
���Y���7�DuÜuy¹
³����Ï���
���G�nvn�����Y��u'�Y�7s
��}�vn���D}���ÛÍ�5{È���W�n�G�Y���.��}Z�D��vp��s�vp�.�ÏÚ¿vb��vb}"�
}��G�
vn�%�D¶Ê��s�vW�b³�¹�����vb��Æ�r@s�v(��vn��¹
³�����}
� �n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ã����uwvn�y�D��v ² vb��µ����`�G�Ò�Y}Ò��u'�D³�³\�D}��
uwvn�.��¹
u:��vn���Y³�¹
�����Y}=��u'�D��vn�%ÂÐ��vn���ÑÆ�¦�Ý���vn�n�Y}��
���D}��'�"Þ���vn�n�Y}��
�È�Y}´Þy£
�Ï���
���`�nvn�7���Y���;ÅJ�.�D}��
��s�vbµk�D��v,������³�³��Y�n�nvb�
�7�D£
³�v´�Y}as
����sk��vn���Y³�¹
�����Y}PÛ�����u'�D��vn� ÂÐ��vn���ÑÆa¦buW}Zx�Þ ¶·�Y�WÞ�£
�Ï���
���
�D}��ºßY¥´�7vn�n�Y}��
�¢¶·�Y�w¦�¥=£
�Ï���
���"ÅJÆ ± }�vW���D}a�Y£
�7�D��}ºv ² vb}Ã��u'�D³�³�vb�%����uwvn�p£`µ������Y�
�
��}
�¸��s�v
�D³����Y������s
uà�Y}�vp����vb� £�vJ¶Ë�Y��v¢��s�v¢¾�}Z�D³�³�v ² vb³Ñ��}���s�v%uy¹
³����Ï�e�����D³�vy�"µG�7�DuW���¿���D����s�vp�n�����0�D¶\�
��³�����s"��³�µ¸�
vb���7�Y�
vn�Í�Y�n�b¹
�7�Y�bµÃÂÐ��vb³T�D��� ² vp�
��vn�b�������Y}�£�vb³���É���s�v ² ��á.vb³2����â�vdÅJã���s�v%��vb���������7�D�����Y}
�D¶fs
����s ��vn���Y³�¹
�����Y}ÍÛÍ�&{5���0�
�dÉ�}����¸¦¢uW}��Y}Í�(�b³�¹�����vb���D¶f�Y}
³�µ¸¤�£
�Ï���
���G�nvn�����Y���ÊÙÈ�dÆ
ä å�æ�ç�è�é ­Nê*«�° ��vb���������7�D�����Y}Ñ�2��v��D³Ï������uwv���uwvn�.�����D³Ê��u'�D����}
�����Z�D�7�D³�³�vb³�����u ����u'�D��v'��¹
���
vn�
��s�vb�7�D�`µ



�
��)*�����0�������0�(�y��	���$��e�;-8�0�0���Ö-���$(��)*�������Ö-×����	��! `-8�%$��������Î1
� �����Î$���� �0>�>��;��)*�@	����&�y�Ö)f�7�7�����%����� �5��	��5-/>��Ö�����5�

�
	 «���
 	 ° �&¹��n�Y¹
���*�
vn�f�
vb��}
��tb��vn�f�D}
}��nvn�d�N³T���7�D�
���.�����È�
vn�*�Y¹
����³��2��}.¶Ë�Y��u'�D����Ì"¹�vn�f�
vÊ���7�D�Ï�
��vbuwvb}`�Ê��� ��u'�D��vn�Êuw�n�.�����D³�vn�Êvn���\�
v ² vb}"¹�v&¹
}w�Z�D�7�Duwtb����v&��uW���Y���7�D}`�Ê���Y¹
�5³�vb¹
�\¹
����³����;�D�����Y}
�b³���}
��Ì`¹�v�Æ�Ù�� vn���¢�Z�D�������b¹
³���tb��vbuwvb}`�y³�v(���Y�����Y¹
�¢³T�,��s��b�7�D�
��vw�Y�����������nv��Z�D�¢³�� ��u'�D��vW���Ò³�� ¹
}
�
vn�È�
����}��b���Z�D¹.á´�
���Y£
³�tbuwvn��vn���È³�v&��vn���D³T�D��v¢�������.��uwvb}������Y}
}�vb³¿�7�D�
���
v�ãf�~µ`�
��Ì`¹�vbuwvb}"����}��Y¹��
�7�Y¹
sZ�D����vb�����Y}��'¶·¹������Y}
}�vb�´�
vn�'��u'�D��vn�,��vb���e�Y���b�7�D���Y����vn�¸�
v��7�D��³�³�v�¤�Þ��Ná�¤�Þ��Ná���¥avb}Áuw�Y��}��
��� ¹
}�vyuW��}"¹
��v�Æ@�*�Y¹
�&��vb}��.��v ² vb�����
vn�0��vbuW���&�
vy���D³��b¹
³f�D¹������¿¶��D��£
³�vn�����Y} ��vb¹
�&����uW�
³��Ï¾Zvb�
vb���Y���D�
��vb�&³�vn����vn��s
}
��Ì`¹�vn���w��sZ�YÌ`¹�vy�~µ`��vp�
vy�
�Y}
}��nv����b�����D}"�%�D��}������
vn�¢�D³����Y������s
uwvn���
�J�
�.���n���%¹
}�v&���Y��s�v¢�����n�b�Ï¾ZÌ`¹�v�Æ�ÙÈvn�b���
vbu'�D}��
v�¹
}'���7� ² �D��³���uW���Y���7�D}"�@�
v���vb�
���Y���7�DuWu'�D�����Y}
ÂÐ¹
}º�D³����Y������s
uwv'���Y¹
����sZ�YÌ`¹�v'�D�
�
³������D�����Y}�Å%vb�%���n�.¹
���p³T�¸���Y£
¹�����vn����vWvb�%³T�´���b}��b�7�D³������'�
v
³T��uw�b��s��G�
v�Æ����Y����v¢£
¹
�0���D}��0�nvb���D�������b³�vpvn�����
v¢uw�Y}`����vb��Ì"¹�� �Y}���vb¹
�0�D¹������ ² �D³T�D£
³�vbuwvb}"�
�Y�n�n�b³��b��vb��¹
}��D³����Y������s
uwv��
vp��vn���D³T�D��v����b}��b�7�D³�Â·vb}�³�� �G�n�b¹
��vb}��nvy¹
}�v��D�
�
���`�7s�vy�Z�D�¢�D�
�Z�N�
����vbuwvb}`�Ê�
v����b�����Y}��\�
� ² vb³��Y�
���nv����D}���Ô ± �&���¢¥�¥DÕÐÅf�;�D}��\vb}'�
�b���7�Y�
vb�Ê³�vn�5��vb��¶·�Y��u'�D}��nvn�Êvb}
³�v¢�Z�D�7�D³�³��b³����;�D}"�%� ² vn�%��vb¹ �
v%��vb�
���Y���7�DuWu'�D�����Y}Ò��¹
��¹
}�vy�D����s
����vn�b��¹
��v���� ¹
}��n�� 
�0���n�.¹
����Æ

�2�Y¹
�\�
vn�Ê�D�
�
³������D�����Y}��5uw�n�.�����D³�vn���"}��Y¹���uw�Y}"�����Y}��ÈÌ"¹�� ¹
}�v@���7�D�
��v��
v��ÊÙk£
���
���%���7�D}.�
���D���
�d����vb³����n�&�Z�D�0¹
}����n��v��D¹�vb��s�vb��}�vb���Z�����D³����7vp¹
}�vJá
�nvb³�³�vb}"�¢�n�YuW�
���YuW���¢vb}"����vp³�vy�
���Ïá �
v
��v ² ��vb}"�0vb��³T���
¹
���7�7�D}��nv%�
v¢���D³��b¹
³��
v¢³T���
³T�D��vJ¶·�Y��uwv�ÆÊ��vn���n�Y}������
�b�7�D�����Y}����
v����Y���7�D£
��³��������
�
v����7�D£
��³�������vb�È�
v&��vb��¶·�Y��u'�D}��nvn�È}��Y¹��@�Y}"�@�n�Y}��.¹
���!�y�7s��Y�������@³�vn�\³��Y�����b��vb³�� ± ��vb}�ÛÍ�À���Y¹
�
�
���Y���7�DuWuwvb��³�vn��u'�Y�7s
��}�vn�&u�¹
³����Ï���
���`�nvn�7��vb¹
�&vb��Û��5{È���Y¹
���n�`�Y���
�Y}
}�vb�&³T�(���7�D}���uW���������Y}
�
v&�
�Y}
}��nvn�Êvb}`����v�³�vn�Êu'�Y��s
��}�vn�dÆ#"Ñvn�\��vbuW���È�
v����D³��b¹
³��@�Y£
��vb}`¹��Ê��¹
�È�
vn�\��u'�D��vn�È�
v0£Z�Y�7��v
vb�W�
v=uw��µ�vb}
}�v ���n���Y³�¹
�����Y}Á���Y}`����vn����vn�b��� ² vbuwvb}`�'�
v´³�� �Y���.��v¸�
v¸¤�¥Òvb���"Þ���vn�n�Y}��
vn�'��¹
�
¹
}�vy���7�D�
��vy�
v�Þw�ÈÙ £
�Ï���
���`�nvn�7��vb¹
������vb�0��vn����vb}"���7�D�����Y}
}Z�D£
³�vn����¹
���
vn����u'�D��vn�&�
vysZ�D¹
��v
���n�7�Y³�¹
�����Y}kÂ·�
v%³�� �Y���.��vp�
v'¦buW}Zx�ÞW���Y¹
�&Þ(£
�Ï���
���wvb�y¦buW}Ñ¦�¥w���Y¹
��¦�¥�£
�Ï���
���"ÅJÆ$���Y¹��0���Y¹.�
² �Y}����Y£
��vb}
���%�
vn����vbuW���&�
v����D³��b¹
³�vb}��n�Y��vy�
³�¹��&¶��D��£
³�vn�&vb}Ò�����Y�
�Z�D}"�¢³�� �D³����Y������s
uwvW� ² �D}"�
³�v¢�
vb��}
��vb��}
� ² v��D¹ �.¹ ���7s��bu'��uy¹
³����Ï�e�n�7s�vb³�³�v����D¹´�
���Ïá=��� ¹
}�v¢��vb����v¢�
v¢�
���n�b�����Y}¸��}.¶Ë�b����vb¹
��v
�¸³T�´�7�D��³�³�v'�.¹ ² ��á.vb³&ãp³�vW��vn���D³T�D��v,�
vn�p��u'�D��vn���
vWsZ�D¹
��vW���n���Y³�¹
�����Y}a�
��vb}��a�D³��Y���puw�Y��}��
��� ¹
}�vpuW��}"¹
��vy��¹
�0��vb¹
³�vbuwvb}"�¢¤(�ÊÙ £
�Ï���
���G�nvn����vb¹
����Æ
%
é ¬�« ç ¯'& 	 «=° �&vn���D³T�D��v��`��vbuW���È���nvb³��`��u'�D��vb����v�uw�n�.�����D³�v��.�Z�D�7�D³�³��b³�����uwv��.��s��b�7�D�
��v���¹
���
�nv
�Z�D��³�� ��u'�D��v



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « x

9Á�&�0	��5�0	��

� � � ¬�­ é ê �2¯�¬ � é � 

¦�Æ�¦ ��vb���������7�D�����Y} ��} ��s�v%�n�Y}"��vJá.�&�D¶�{~u'�D��v�Ä�¹
���
vn� r@s�vb�7�D�`µaÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ �
¦�Æ ¤ ��v��D³Ï������uwv��D}��¸�Z�D�7�D³�³�vb³�����u ÆpÆ%ÆyÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ �
¦�Æ x �f�D��vb���Y���"�D}
���7�D�����Y} Æ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆyÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ �

� ��� å �2®
­D® & & å & å ����� ­ é � 
 å � ¬ �
¤.Æ�¦ �¢�D���.ÉÈ�D��vy�7s��Y���nvn�ÖÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆyÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ß
¤.Æ ¤ �G�D¶·�eÉÈ�D��v���s��Y���nvn�&Æ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆyÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ Ý

� ��� å « å�� � å � ¬ � ® &@® &�� é ­ � ¬ � 
 ���


 � ®
­D® & & å & � 
�� & å 
 å � ¬�®.¬ � é � « ���
��Æ�¦ Û��5{\��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}½�D¶*��s�v ² vn�b���Y��¾Zvb³��¸�n�YuW�
¹
�7�D�����Y} Æ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¦�x
��Æ ¤ ± ��vb}�ÛÍ�Á��uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}Ò�D¶*��s�v ² vn�b���Y�0¾Zvb³�� �n�YuW�
¹
�7�D�����Y}6Æ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¦�x
��Æ x ± ��vb}�ÛÍ�Á��uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}Ò�D¶*��u'�D��vy��vn�7�DuW�
³���}
� ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¦b�

�  "! � å ­ � 
 å � ¬�« �$#
Þ.Æ�¦ ÙÈ�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvn�0�D¶*��s�vp�Z�D�7�D³�³�vb³���vn�b�����Y} ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¦dß
Þ.Æ ¤ �*vb��¶·�Y��u'�D}��nv(�D}Z�D³�µG�����ÃÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆyÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¦�¨
Þ.Æ x {~}&%�¹�vb}��nvp�D¶*��s�vy���D�7�W����â�vWÆpÆpÆ%ÆyÆ%ÆpÆ%ÆpÆpÆ%ÆpÆ%ÆyÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¤�¥
Þ.Æ � rÑ�7�Y�
vJ�e�DÚÃ£�vb�eÉÈvnvb}��
��vn�b�������Y}��D}�� �n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwv ÆpÆ%ÆpÆ%ÆpÆyÆ%ÆpÆ%Æ ¤.¦

# ' � «�¯ ��«�« � é � ® � êÁ¯ é � ¯ & �2« � é � �(�

)
)+*-,�.0/213141



� ���������
	���
¸vb���D³�Æ

� +.��	����%$(�y)�	����&�

± }�v(u'�N���Y�%�n�Y}��nvb��}Ã��}Ò��u'�D��vJ����¹
���
vn�º��¹
����vb��µÍ���¢��s�vW����uy¹
³��7�D}�vn�Y¹��y}�vnvn��¶·�Y�¢s
����s½��vb���
¶Ë�Y��u'�D}��nv��ºs�vb}��nv´����uwvJ�e�n�Y}���¹
uW��}
�À�D³����Y������s
uw���a�D}��À��s�v´����uwv �n�Y}������7�D��}`���W��uW�����7vn�
£`µ���s�vb���p¹��7vn�Í��}½��s�v(�Y��vb�7�D����}
� ���G�Yu Æ ±&² vb�%��s�v(³T�Y���¢µ�v��D������������s½�*vb��¶·�Y��u'�D}��nv´ÙÈ�Yu(�
�
¹
����}
�ÁÂ����ÊÙ�Å�sZ�Y�(£�vn�n�Yuwv �Í»�vbµa����vb�À������}"�����G�.¹��nv �n�YuW�
¹
��vb�w���G�Y³��(��}À��s�v´uwvn�.�����D³
¾Zvb³��¿�\vn����vn�b�T�D³�³�µº��}a��u'�D��v=��¹
���
vn�À��¹
����vb��µÁÔ����Y³TÝ�ßYÕ��D}��a}�vb¹
���D�e��¹
���������D³���}`���7�N�e�Y��vb�7�D��� ² v
��u'�D����}
�¸Ô��¢��»
¥�¥��DÕeÆf��³�³���s�vn��v����Y��vn�@���D},£�v��b³T�Y�����Ï¾Zvn�´�Y�È{~u'�D��vJ�!Ä�¹
���
vn�´r@s�vb�7�D�"µ½Â·{�Ä¢r�ÅJ�
É�s����7v'��sZ�D³�³�vb}
��v=������� ��}`�����`�.¹��nv=��u'�D��v,�
���`�nvn������}
�����G�Y³��y��}a��s�v,�b³���}
�����D³@vb} ² �����Y}
uwvb}"�
¶Ë�Y�@�
³T�D}
}
��}
���
�7�D����vb����}
���Z�D}��=uw�Y}
�����Y����}
��Ô��¢��»
¥�¥D£
ÕeÆ�{~}=}�vb¹
������¹
����vb��µ��.¶·�Y���b�7�D}
���Y���YuW��vn���
�
��vJ�e�Y��vb�7�D��� ² v¢��¹
�����D}��nv'ÂÐ¹�����}
�(�
��vJ�e�Y��vb�7�D��� ² v%��u'�D��vn�;Å@�D³�³��dÉ0����s�v¢��¹
����vn�Y}¸���(��vb³�vn�b�@��s�v
£�vn�������7�N��vn�b���Y��µ´��sZ�D�0uw�Y��vp�7�N¶Ëvb³�µ,��} ² �Y�
vn����s�v%��������¹�v��.¹�����}
�'����vb��vn�Y�7�Y�b�����y��µG����vbuw�dÆ�r@s
���
����vb���.�7�Y���������D³�³�µ¸��vn�.¹��nvn�&��s�vy��¹
����vb��µ¸����uwvy��} ��s�vy�Y��vb�7�D����}
�'���G�Yu Æ@ÛÍ�Y��vn� ² vb���Z���,�n�Yu(�
�
³�vbuwvb}`�(��s�v,�
��vJ�e�Y��vb�7�D��� ² v´�
³T�D}
}
��}
������s�v=��¹
����vn�Y}À¹���vn�W�D}a��}`���7�N�e�Y��vb�7�D��� ² v´��¹
�����D}��nv��
��}��Y���
vb�&���=�n�Y}"�����Y³fs
���&���7�N��vn�b���Y��µ�Æ&�&��¹Z�D³�³�µ��Z��u'�D��vJ����¹
���
vn�½��¹
����vb��µ ��µG����vbuw�&���7�Y��»Í��¹
���
�������D³2��}�������¹
uwvb}"���¢�.¹
����}
�,��s�vy�Y��vb�7�D�����Y}Ò�D}�����vb}��
vb����s�vp���7�Y�7»�vn�Í�
v ² ���nvn�&É�����s
��}���}"���7�N�
�Y��vb�7�D��� ² v(��u'�D��vn��Æ �&v ² vb����s�vb³�vn�7������s�vn��v(��u'�D��vJ����¹
���
vn�Ã��¹
����vb��µ���µ.����vbuw�p�D��v�³���uW����vn�Ò£"µ
��s�v��
������������
! �"#	$�&%�'(�f�D¶���s�v0�D}Z�D���YuW�����D³
£
�7�D��}W�Z�D����vb}`�\������¹��b��¹
��vn��Æf{~}��
vnvn�¿�Y��s�v@�������������Y}��
�D¶&�D}Z�D���YuW�����D³�������¹��b��¹
��vn�(�7sZ�D}
��v,É�s�vb}k��s�v=��»`¹
³�³Ê�����Y��vb}�vn�¿�fÉ�s�vb}k��s�v,�nvb��vb£
�������
��}Z�D³
%�¹
���ÀÂ�Ù �GØ5Å�³�v��D».�����Y�&É�s�vb}���s�vp��¹
uw�Y�¢��������¹�vy������vbuw� ² vn�ÀÔ ) Ø2Ä+**¥�¥NÕeÆ&{e}`���7�N�e�Y��vb�7�D��� ² v
��u'�D����}
�¸ÂÐ��}"��vb� ² vb}`�����Y}Z�D³Ñ��u'�D��vn�;Å5���\£�vb��}
�(�
v ² vb³��Y��vn�=���y�7�Y³ ² v���s�vn��v&�
���Y£
³�vbuw���
�D}��´�D³����
���º�
vb��vn�b�,�n�YuW�
³������D�����Y}��´�.¹
����}
�a��¹
����vb��µ��@��¹��7s6�Y�w£
³�vnvn�.��}
��ÆÖr\µ`�
�����D³�³�µ�� %�¹��Y�������n�Y�
�����
�7�Y}��Y���7�D�
s
���p�D}��´uw�Y��v¢��vn�nvb}"��³�µ´¹
³����7�Y���Y¹
}��´��u'�D��vn�yÂ·� �
ÅÈ�D��v¢¹���vn�=��sZ�D}
»G�@���(��s�vb����³��dÉ
�n�����2�D}��p����uW�
³����b���~µp�D¶.¹��7v0Ô �-,.,%Ý�¥`�dÇ0/%r * Ý�ß.���ÊÙÈ�¢¥.¦JÕeÆ��&�dÉÊv ² vb���Y�.¹�v5������s�v5³���Éa������}Z�D³Ï�
���D��}��Y���7v��7�D�����=��}½� �¸��u'�D��vn������s�vW�D�
�
³������D�����Y}��%��}���u'�D��vJ����¹
���
vn�Ã��¹
����vb��µ��D��v��b¹
����vb}`��³�µ
² vb��µ�³���uW����vn�¿ÆWr@sZ�D}
».�%���´��vn��s
}��Y³��Y�������D³È�
v ² vb³��Y�
uwvb}"�����2���%���¢}���ÉÓ����������£
³�v(���´sZ� ² v'xY�
��}`��vb� ² vb}"�����Y}Z�D³5��u'�D����}
�=É�����sÃ�Ws
����s.����vn���Y³�¹
�����Y}º�D}��Ís
����s"�%�n�Y}`���7�Y���WÔ Ä � � * Ý��DÕe����¹���s½�Y�
ÙÈr���}"��vb� ² vb}"�����Y}Z�D³*��u'�D��vn�yÔ "����¢¨D��ÕÊÂÐ��vn��vn�b�����Y}��D¶*��³��T�D³�£
�7�D��} ��¹
uw�Y���;ÅJÆ\��¹
����}
�w��s�vp³T�Y���
¾ ² v'µ�v��D�����fÛÍ�&{�����¹
���
vn�º��}"��vb� ² vb}`�����Y}Z�D³��
���`�nvn�.¹
��vn�´Ô �1����Ý�ÞNÕ@�D��vw£�vb��}
�Í�
v ² vb³��Y��vn�À�D}��
��s�v�Ì`¹Z�D³����eµ��D¶5��s�v��Y��vb}.�eÛ��
��u'�D��vn�(Â·�7vnv�Ø*����¹
��v=¦dÅ@���¢�D³�ÉÈ�nµ.�¢��uW�
��� ² ��}
�����Z�D�������b¹
³T�D��³�µ
£`µ,��s�vp³���}�vp�����D}¸��u'�D����}
�ÍÔ��%Û�Û * ¥.¦JÕ32dÆ

46574 8:9<;>=7?A@�BDCE@�=7F-GH=IGJ@�K09MLNF>G-@�9POQ@RF-SUTAVWCX;69ZY\[]=7^09_^a`�K09<BDCXbdc

�Ó�eµG�
�����D³fvJá��DuW�
³�v(���%�'��¹
���������D³��D}�� ² ����¹Z�D³����7�D�����Y}Ã��µ.����vbu �
v ² vb³��Y��vn�½�D�¢��s�v(ÇÈ������sZ�Du
�D}��e)Ã�Yuwvb}�� �	�&�����
���7�D³0£Z�Y��vn�P�Y}Á�Y��vb}.�eÛÍ�×��u'�D��vn�W��¹
�����D}��nv��n�YuW�
³�vb��vn�Á£"µk��s�v�xY�
f�g *ihkj3*�lnm7o�p�lEl�jrqtsvuwj�xAm�y{zkmXlnm7o *wp�|}jtm�~My{~�o���y *w�A���{y *wz>p�h�o3*iy{~�o���y *A�0y{p�o3l�z&h�� *Ay���xAz6l��wotlXo�h���xwy�m�z�p!l��wz

��y *Az3j�|<o *+� )vy{~�ot��z3y *�~rxA��l�y��A�{zQy *��Azk��z *���z *�l�pn�wy * .�z&h��wj]pn�wjtl�p��

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « Þ

�`³����nvb�f���D¶·�eÉ@�D��v\�Z�Y�7»Y�D��v¢Â·�.����vn�b��³�µp��}"��vb���7�D��vn����}���s�v\�Y��vb�7�D����}
�&���G�Yu,Å5Ô Ä%vb�7Ý�Ý.�DÄ��.� * Ý�ÝDÕeÆ
r@s
���2}Z� ² ���"�D�����Y}(���`�Y³GsZ�Y�2£�vnvb}�¹���vn����}y�"Þ�}�vb¹
������¹
���������D³.��}"��vb� ² vb}"�����Y}���Ô Ä���� * ¥.¦bÕeÆ2��¹
���
��}
�=v��Y��sÒ�b�7�D}
���Y���Yuyµ�����s�vy�������������Y}����D¶Ê�D}Z�D���YuW�����D³�������¹��b��¹
��vn����sZ�D}
��v��¿�D}���xw���,Þw}�vbÉ
���D�7�Y�7vb����ÉÈvb��v(�Y�nÌ`¹
����vn�¿Æ�r@s�vp��vb���������7�D�����Y}Ò£�vb�eÉÊvnvb}Ò�
��vJ�e�Y��vb�7�D��� ² vW�D}�����}`���7�N�e�Y��vb�7�D��� ² v
���D�7�(�.¹
����}
�w�b�7�D}
���Y���Yu�µ,É@�Y�0�n�YuW�
³�vb��vn�¸É�����s
��}´¾ ² v�uW��}"¹
��vn���D}��=�
��� ² ���
vn�¸������s�v%��¹
���
��vn�Y}ÑÆ��&³���s��Y¹
��s'��}`���7�N�e�Y��vb�7�D��� ² v�£
�7�D��}=�
vJ¶·�Y��u'�D�����Y}=���5}��Y}.�����������¿�`���������w��vb���������7�D�����Y}=ÉÈ�Y�
��¹��'�b��vb}"����}Í��s�vn��vp���Y��vn�d�Z����}��nv%��s�vy�
����u'�D��µ¸¹���vp�D¶���s�v%�
��vJ�e��¹
���������D³f���D�7�WÉ@�Y�0���'��¹
���
v
��s�v,��}
�����T�D³0�D�
�
�����Y��s�Ô Ä��.� * ¥.¦bÕeÆ�r@s�v´xY� �`³����nvb� �G�D¶Ð�~ÉÈ�D��v´¹���vn����s�v=u'�NáG��uW���7�D�����Y}P�D¶
u�¹
��¹Z�D³���}.¶Ë�Y��u'�D�����Y}¸¶Ë�Y����s�v%���������¸��vb���������7�D�����Y}kÔ ) ,f� * Ý��DÕeÆ

Ø*����¹
��v¸¦�ã��������k ��P���&��������� ��	 � '�� �D��
���� �������� �
 ������
�'  ��P��
�
����� �����	 ��'(����'����n%(�&%R���1�n'(�����
�����!	 ��� �D���� �
�����	 � '��+�  ��1�
�7������ ����_�1�n'����t��	��r	$��
<
<��
�'��-�! & ��&���� ����#"%$#���}''&1�'	 ��
!%)(  '	 ��
+* �
,U w�-�E������	."%$� w���� �
/"�01��23�

{e}½�w��vn�nvb}`�¢�Z�D��vb��� ��vb������sZ�
����	4���
��vn��vb}`��vn�Ã�wu�¹
³����Ï��uw�`���D³���vb���������7�D�����Y}½�D³����Y������s
u
Ô ��,¢ÛR) ¥.¦;ÕG£Z�Y��vn���Y}y³��G���D³G�n�Y����vb³T�D�����Y} Â "2Ù�Å\Ô )Ö� � * Ý�ÝNÕ
�Y�
����uW����vn��£"µy�&Äp�D¹������ ��vbÉ����Y}
��vn�7s
}
��Ì"¹�v�ÆÀ������}
�Ã� ² �ná
vb³0��vb³�vn�b�����Y}P£Z�Y��vn�P�Y}À��s�v´³T�D����vn��� ² �D���T�D}��nv��\��s�vbµk�.�7�Y���������D³�³�µ
��vn�.¹��nv´��s�v¸�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}6����uwv´¹�����}
�Ã�Y}
³�µ6¦�¥�5 �D¶¢��u'�D��v ² �ná
vb³���ÆÀÛ��Y��vn� ² vb���Ê¹�����}
�º�
³��G���D³0����uW��³T�D�����~µÀ�b������vb�����Y}6É�����s6��³���ÉÜ�n�YuW�
³�vJáG���~µ��Ê��s�vbµ¼�Y�7s
��v ² vn�P¶��Y���(��vb���������7�D�����Y}6�D¶
Û��?�D}���ÙÈr ² �Y³�¹
uwv�Æ�r@s�vy����â�vy�D¶\Û��Î��u'�D��vn��ÉÊvb��v(¤�Þ��)6Ö¤�Þ��)6
¦�¤�¨ ² ��á.vb³��%�D}�����s�v
ÙÈrÓ��u'�D��vn�yÉÈvb��v=Þ.¦�¤76
Þ.¦�¤86
¨�ßGÆ ) ����s6¦�¥�5/�D¶@��s�vw��u'�D��v ² �ná
vb³����*��s�vW��vb���������7�D�����Y}
�
���G�nvn�.¹
��v��7�D»�vn�0�D£��Y¹
�@�Y}�v�uW��}"¹
��v�Æ���v ² vb����s�vb³�vn�����.��s�v��Y�
����uW���7�D�����Y}¸�
���G�nvn�.¹
��v¢¹���vn�,���
}��Y�����Y£
¹����0���W��s�v%�Y¹
��³���vb��������}��nv%���������(³�v��Y�����e�7Ì"¹Z�D��v¢uW��}
��uW��âd�D�����Y}ÀÔ � "�¨�ßdÕeÆ

��vn�nvb}"��³�µ��0ÉÊv��
��vn��vb}"��vn�Ö�ºuy¹
³����Ï��uw�G���D³���vb���������7�D�����Y} �D³����Y������s
u ���D³����Ã£Z�Y�7vn�6�Y} �
³��G���D³Ñ����uW��³T�D�����~µ¸uwv��Y��¹
��v��
É�s
����s�vJáG�
³����b����³�µ´�7�D»�vn����}"���'�Y�n�n�Y¹
}`�&��s�v%�
��vn�7vb}��nvp�D¶f�Y¹
��³���vb���
Ô ± �&���¢¥�¥DÕeÆJ)Ãv�£�vb³���v ² vÍ��sZ�D�´�Y¹
�¸�D³����Y������s
u �n�Y¹
³�� ³�v��Y�Á���º¶Ë�Y����vb�´�D}��6uw�Y��v����Y£
¹����

)
)+*-,�.0/213141



� ���������
	���
¸vb���D³�Æ

��vn��¹
³����'É�s
��³�v��n�Y}������
vb����}
�kuw�Y��v���u'�D��vÍ��}.¶·�Y��u'�D�����Y}ÑÆ�{e}��
vnvn�¿���Y}�v sZ�Y�,���Ã£�v����D��vJ¶·¹
³
É�s�vb}Í��vbuw� ² ��}
�,���D�7�w���'����vnvn�¸¹
� ��s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}���������}��nv%��s
���&�D³����'��vn�.¹��nvn�0��s�vp¾�}Z�D³
�Y�n�b¹
�7�Y�bµ´�D}��=���Y£
¹�����}�vn����Æ ± ¹
�@���
v������È��sZ�D����s�v���vb���������7�D�����Y}��D³����Y������s
u �n�Y¹
³��=£�v¢v��Y����³�µ
�Z�D�7�D³�³�vb³����7vn�w�Y}w�¢��s�v��D�wsZ�D���.É@�D��v��
³T�D��¶·�Y��u ��}w�Y���
vb�����¢�"�D��}W��}W�n�YuW�
¹
�7�D�����Y},����uwv@É�s
��³�v
»�vnvb�
��}
�'��}"�7�Y�b����s�v��D³����Y������s
u � �0��vb��¶·�Y��u'�D}��nv�Æ

465�� 8:9<C�����@D=7VW9 C�G0^ b0CXBDC����79��7=I?wV

) s�vb}'�7�D³�»G��}
�W�D£��Y¹
�Ê��v��D³�����uwv&�n�Y}������7�D��}"�����.�Y}�v&sZ� ² v&���y����vn�b�Ï¶·µ���s�v&�eµG�
�����D³�����uwv0��}"��vb���
² �D³�Æ@{e}��
vnvn�¿����vb��������vb����}
�¸Þ(��u'�D��vn�&��vb����vn�n�Y}�� ���&Ì"¹
����v��.�ÏÚ�vb��vb}`��¶·���YuÜ�Y}�vy��u'�D��vyv ² vb��µ
¦�Þ�uW��}`¹
��vn��Æ5{~}ÃÔ Ùr�"Ý�ÝDÕe�ZÙÈ��á �
�r��	G���������.³�µ,��vb��������vb�@¶ËÛ���{\xY�
����uwvJ�e��vb����vn�&�D¶f¨�¥�³���ÉÎ��vn���D�
³�¹
�����Y}'��u'�D��vn�\�D¶���s�v�£
�7�D��}ÍÂ�¦�¤�¨ 6¼¦�¤�¨�6ax�¥ ² �ná
vb³��;Å*��}'�D£��Y¹
�\�Y}�v�uW��}`¹
��v�Æ�{e}W��s
���Ê���Y��v��
��s�vp��vb���������7�D�����Y}��D¶5�D} ��}��.� ² ���.¹Z�D³2��u'�D��v%����¤����'x�����uwvn�0¶Ë�Y����vb����sZ�D} �����&�Y�nÌ`¹
�����������Y}ÑÆ5{~}
�Y��s�vb��ÉÊ�Y���
�d�Z��s�v��D³����Y������s
uà��� � �&��	Q����	 �0�Ï¶f��s�v���vb���������7�D�����Y}����0¶��Y����vb�0��sZ�D}���s�v�uwvn�.�����D³
}�vnvn�¿Æ¸{~}a{~u'�D��v=Ä¢¹
���
vn�ar@s�vb�7�D�`µ��f��s�v,�Y�nÌ`¹
�����������Y}a����uwv'���y�~µ`�
�����D³�³�µÃ¶Ð���Yu ¦W���ÍÞ uW}
��vb�yxY� ��u'�D��v��Ñ£
¹
�pÉ�����sk�=uy¹���sas
����s�vb�p��vn���Y³�¹
�����Y}6ÂË¤�Þ�� 6 ¦�¤�¨76 ��¥´��}¼Ô Ä��.� * ¥.¦JÕÐÅJÆ
r@s`¹����2ÉÊvW}�vnvn�½��� »�vnvb�Ã��s�vW��vb���������7�D�����Y}a����uwvw¹
}��
vb�y�7��µP¦(uW}Ã�����Y�
�º�D}a�Y�n�nvb�
�7�D£
³�v
� ² vb��s�v��Y�����'��s�v���u'�D��v��Y�nÌ`¹
�����������Y}Ò����uwv�Æ�Û��Y��vn� ² vb����É�����s���s�vy¶Ð¹
��¹
��v�v ² �Y³�¹
�����Y}½�D¶5��s�v
Û��:�Y�nÌ"¹
�����������Y}k��µ.����vbuw���2��s�v,�Y�nÌ`¹
�����������Y}a����uwv'É���³�³\³���»�vb³�µÃ�
vn�b��v��Y��v'¶Ë�Y���D}º��}��b��v��Y����}
�
��vn�7�Y³�¹
�����Y}ÑÆ

�8����uW�
³�v�£
¹
� ² vb��µÁvJá.��vb}���� ² vÍ���Y³�¹
�����Y}6¶·�Y�=����vnvn�.��}
�k¹
�6�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}��´���,���a¹���v
�,����ÉÈvb��¶Ð¹
³��Z�D�7�D³�³�vb³5�n�YuW�
¹
��vb���Ñ��¹���sº�Y�%�,u'�Y����� ² vb³�µ�u�¹
³����Ï���
���`�nvn�7���Y�y�D����s
����vn�b��¹
��v�Â·��vnv
Ø*����¹
��vÃ¤�ÅJ�%�Y� �
�Y}�vÒ��} Ô ÙÈ�&Û�Ý��NÕe�&¹�����}
�Á�À�¢�ÊÙÊuW�
�:Â·Û��Y���f�D�;ÅJÆ r@s
��� ���Y³�¹
�����Y}ÎsZ�Y�
��s�v��D}��Y��s�vb���.���;�Y� ² �D}`�7�D��v��D¶�}�vnvn�.��}
�¸�W�
vn�.�����D��vn�Òvb}
����}�vnvb�&���Wu'�D��}`�7�D��}Ò��s�vpu'�Y��s
��}�v�Æ
± ¹
�=�����D³¢��}6��s
���=�Z�D��vb�´���'���À��s��dÉÜ��sZ�D� �º��vb���������7�D�����Y}��D³����Y������s
u ÂÐs�vb��vÍ��s�vÍ£
³��G��»`�
u'�D���7s
��}
�w����s�vbuwv¢�D¶ÊÔ ± �&���¢¥�¥DÕÐÅÊ���D}=£�v��Z�D�7�D³�³�vb³�����vn�´�Y} �y�7s�v��D���D}��,���7�D}����D���´�Z�D�7�D³�³�vb³
�D���7s
����vn�b��¹
��vyÉ�����s��W��v��Y���Y}Z�D£
³�µ¸��u'�D³�³��Duw�Y¹
}"���D¶��Y�
�.�������Y}Z�D³2�
���Y���7�DuWuW��}
�,ÉÈ�Y��»�Æ

± ��s�vb����uW���Y���7�D}"����vnÌ"¹
����vbuwvb}`����¶·�Y�y��s�v'�Z�D�7�D³�³�vb³@vb} ² �����Y}
uwvb}"�w�D��vw���Y���7�D£
��³����eµk�D}��
�7���D³T�D£
��³����eµ��@��Æ v�Æ¼��s�v����D�Z�Y�b���eµ¼�D¶%��s�v ���D¶·�eÉ@�D��v ���½£�v �Y���D�
��vn�¼���Ã�Y��s�vb�´�D����s
����vn�b��¹
��vn�
�D}��=�.�ÏÚ¿vb��vb}"��}�vb�eÉÈ�Y��»=�n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}��d���D}��=�;�N¶·vb�~µ��G����}��nv���s�v¢���D¶·�eÉ@�D��v&���È��}`��vb}��
vn�´���y£�v
¹��7vn�,��}´��s�v¢�7�N¶Ëvb�eµ`�e�b�����������D³Ñvb} ² �����Y}
uwvb}"���D¶*����¹
���������D³Ñ�Y��vb�7�D�����Y}ÑÆ\r@s"¹����.��s�v¢��s��Y���nv%�D¶��
u'�D��¹
��v��D}��¸ÉÊvb³�³Ï����vn����vn�Ívb} ² �����Y}
uwvb}"��������uW���Y���7�D}"��Æ

465�� 	�CXb#9<B:F6BD;-CXG]=7?wCE@D=�F-G

)Ãv��
vb�7�D��³Z��}	�Gvn�b�����Y},¤.Æ�¦���s�v@����������£
³�v@sZ�D���.ÉÈ�D��v��
³T�D��¶·�Y��uw�5¶·�Y���Z�D�7�D³�³�vb³��n�YuW�
¹
����}
��Æ�r@s�v
���7�Y�
vn�DÚ,£�vb�~ÉÊvnvb}(��s�v\�
�����nv��Y��s�vÊ��vb}�vb�����b���eµ��G�D}��y��s�vÈ�n�YuW�
¹
��vb�f���dÉÊvb�f³�v��Y�
�*¹���������vb³�vn�b���
�b³�¹�����vb�È�D¶Ñu�¹
³����Ï���
���`�nvn���7�Y�@�ÈÙ��G�n�Y}
}�vn�b��vn�=£`µ'����s�vb��}�vb��Æ �Gvn�b�����Y} ¤.Æ ¤y�
��vn��vb}"���È��s�v&u'�D��}

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ß

Ø*����¹
��v�¤.ã �-���
��� ( ��	$%�� � ���d	 �(�
�7��� "3����& �
�t��	}�  �	$� 	 ��	  ����#" ���&��&(���7�&�����1�&�  �����	}�  �
 � 0��
�
	w�\��
!%��
�w� � &1�w�t������"�
�����	�� 
 ,��80-	}����� � � 2 ���%� �����1� 0 � ��
E%���� $ � 2 
 ���
 ��1�������
��� ��� �!����"$#&%��i�$'#&���� �'� ���r���$'�� 
(
�)*�!�#"d���&��&(���7�&�����1�&�  ��1��	 �d �
+
 �!� �!�& �t�����
 ��i� &1���&�&% � 	 ��	  ����
���w���7��	 ��
!%(�,)-� $ � 2 
 �1
!%(��� ��� ��./�!�0	��n�� ����&�t��� &��n�.�1� 2!2!"3"3" �$��'��-� ����2_���
���w�
�t��2�# �

¶Ëv��D��¹
��vn�'�D¶¢��s�v �7s�����vb}6���D¶·�eÉ@�D��v�vb} ² �����Y}
uwvb}`�����@}Z�Duwvb³�µ ± ��vb}�Û��Ó���ºvJáG�
³��Y���'�7v ² vb�7�D³
�
���G�nvn�����Y���&�Y}Í�w����}
��³�v%u'�Y��s
��}�v��¿�D}�� Û��5{%Â·ÛÍvn�7�7�D��vy�f�Y������}
�={e}`��vb��¶Ë�Y�nvdÅ����'�n�G�Y���.��}Z�D��v
��s�v%�.�ÏÚ¿vb��vb}"�&u'�Y��s
��}�vn���D¶*��s�v%�b³�¹�����vb��Æ

r@s�vb}Ñ��ÉÊvy��vn���D³�³Ñ��} �Gvn�b�����Y}Òx(��s�vp�
����}��b���
³�vn���D¶*��s�vp��vb���������7�D�����Y}Ò�D³����Y������s
u ���(£
³��G��»
u'�D���7s
��}
�w��vn��s
}
��Ì`¹�vp�
vb�7�D��³�vn�´��}ÃÔ ± � � * ¥.¦�� ± �&���¢¥�¥DÕeÆ �Gvn�b�����Y} ��¶Ë�`�b¹���vn�@�Y} ��¹��n�nvn�7��� ² v
�Z�D�7�D³�³�vb³����;�D�����Y}��w�D¶&��s�v´u'�D��}À����uwv¸�n�Y}���¹
uW��}
�Ã����vb���dã'��s�v´�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}6�D¶&��s�v ² vn�b���Y�
¾Zvb³��,�D}��W��s�v���u'�D��v0��vn�;�DuW�
³���}
��Æ�Ø2��}Z�D³�³�µ��"ÉÊv��
��vn��vb}"�@�D}��'�D}Z�D³�µG�7v���} �Gvn�b�����Y},Þ¢��s�v0�"�D��}
��}k�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}À����uwvwÉ�����sk��vn����vn�b����� ��s�v'}"¹
uy£�vb�W�D¶0�
���`�nvn�7���Y�����D}��º��s�v,����â�v,�D¶���s�v
���D�7�.Æ\��vn��¹
³�������s��dÉ���sZ�D��ÉÊv%¾�}Z�D³�³�µ=�Y£
�7�D��} ��vb���������7�D�����Y} ����uwvn�0�D¶f³�vn���@��sZ�D}��Y}�v¢uW��}"¹
��v
ÂÐÉ�s
���7s�É@�Y�&�Y¹
�&�D��u ¶·�Y��{�Ä¢rÎ�D�
�
³������D�����Y}��JÅÈ¶Ë�Y�0s
����s���vn���Y³�¹
�����Y}Í��u'�D��vn���Y}Ò�W�b³�¹�����vb���D¶
�Y}
³�µÃ¤ £
�Ï���
���`�nvn���7�Y���ÊÙÈ��Æ ) ����sº³��dÉÊvb����vn���Y³�¹
�����Y}k��u'�D��vn�=ÂÐ��s�v ,\�D}��
vb��£
��³��(���D�7�D£Z�Y�7vdÅJ�
ÉÈvpv ² vb}��Y£
�7�D��}Í����vb���������7�D�����Y}�����uwvp�D¶�¦�Þ(��vn�n�Y}��
���Y}¸��s�vy�7�Duwvp�b³�¹�����vb�0�n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}ÑÆ

3 354 � >��0�����7�7�5�=�5� � �7������-8�5��	

�3574 6 CXB(^87 CXBD9 L(K0F-=7LN9_?

± }�v@��uW���Y���7�D}"�ÈÌ"¹�vn�������Y}W���f��s�v0��s��Y���nv0�D¶���s�v�sZ�D���.ÉÈ�D��v0�
³T�D��¶·�Y��u �G�Y��������uW�
³����b����³�µW�
vb��vb���
uW��}�vn�&��s�vp�
���Y���7�DuWuW��}
�´���G�Y³��0¹���vn�����w�Z�D�7�D³�³�vb³�����v���s�v��D³����Y������s
u Æ&Ø
���Yuà��s�vpsZ�D���.ÉÈ�D��v
���Y��}"���D¶ ² ��vbÉp�
�p�Z�D�7�D³�³�vb³¿�n�YuW�
¹
��vb�����@vn����vb}`���T�D³�³�µ'u'�Y�
v¢�D¶Ñ�
���G�nvn�����Y�����Guwvbuw�Y��µ����D}��´�D}

)
)+*-,�.0/213141



¨ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

��
_�7���&�  �
_
E�&�����n �
M
E�
��"0 ����N�Ñ�=�
v ² ���nv���sZ�D�%�n�Y}
}�vn�b���¢�
���G�nvn�����Y���¢£�vb�eÉÊvnvb}Ãv��Y�7sÃ�Y��s�vb�p�D}��
É�����s¸��s�v¢uwvbuw�Y��µ�ÆÊr@s�v¢u'�D��} �.�ÏÚ�vb��vb}��nvp£�vb�~ÉÊvnvb}��Z�D�7�D³�³�vb³2�n�YuW�
¹
��vb���0���@��}¸��s�v¢}"¹
u�£�vb�
�D¶��
���G�nvn�����Y�����D}��Ã��s�vWÉ@�nµÃ��s�vbµÃ�D��v'�n�Y}
}�vn�b��vn�a���¸��s�v'uwvbuw�Y��µ�Æ )Ãvw���D}a�.��������}
��¹
����s
�~ÉÊ�'³T�D����vp���D��vb���Y����vn��ã5��sZ�D��vn�Í�D}�� �.����������£
¹
��vn�¸uwvbuw�Y��µ¸�n�YuW�
¹
��vb����Æ

� � ®
­ å ê 
 å 
 é ­ æ ¯ é 
 � �Ñ¬ å ­N« sZ� ² v0�D³�³
��s�vÈ�
���`�nvn���7�Y�����n�Y}
}�vn�b��vn�W������s�v��7�DuwvÈuwvbu(�
�Y��µ�Æ½r@s
���(uw�G�
vb³ÈsZ�Y�(��s�v=�Y� ² �D}"�7�D��v´��sZ�D�w�D³�³@��s�v=�
���`�nvn���7�Y�������D}ÀÉÈ�Y��»a�Y}À��s�v´�7�Duwv
uwvbuw�Y��µÒ£
³��G��»Ã�D}��½��s�vbµ½�
�¸}��Y�p}�vnvn�º���¸vJáG�
³����b����³�µÃvJá
��sZ�D}
��v'��}.¶·�Y��u'�D�����Y}ÑÆ ����ÉÊv ² vb���
��¹���s¼�n�YuW�
¹
��vb���'�D��v=³���uW����vn�P���,��¹����w� ¶ËvbÉ:�
���`�nvn�7���Y����Æº� ² vb}PÉÊ�Y����v��\��s�vb��v �D��v¸���Yuwv
³���uW�����W�Y}k��s�v¸�Duw�Y¹
}"�'�D¶���vnÌ"¹�vb}`���T�D³�uwvbuw�Y��µº��sZ�D�W���D}À£�v´�Y�
�.��vn����vn�k£`µk�Í�
���`�nvn�7���Y�
Â·�Y}½���YuwvWx�¤,£
���%�Y��vb�7�D����}
�¸��µ.����vbuw������s�v���}"��vb��}Z�D³�uwvbuw�Y��µ�����³���uW����vn�Ò���=�,�����"�D£`µ`��vn�;ÅJÆ
r@s�vn�7v%�n�YuW�
¹
��vb�����D��vy�D³��7�(»`}��dÉ�}Í�Y�"�`µGuWuwvb�������yÛÍ¹
³����Ï�e�����`�nvn�7���Y���yÂ �GÛ��ÊÅJÆ

' � «n¬�­ � ª ��¬ å ê 
 å 
 é ­ æ ¯ é 
 � ��¬ å ­ �D��vÈ�n�YuW������vn�(�D¶-
! �%(���J�"v��Y��sW�D¶Z��s�vbuÓ�n�Y}"�7�D��}
��}
�
�W�
���`�nvn���7�Y���D}��Í�W�nvb���7�D��}Ò�Duw�Y¹
}"�&�D¶fuwvbuw�Y��µ�Æ��&�G�
vn����}`��vb�7�Y�b��£"µ �7vb}��.��}
�'v��Y��s��Y��s�vb�
uwvn�7�7�D��vn�5��s
���Y¹
��s,��s�v���}"��vb���n�Y}
}�vn�b�����Y}´}�vb�eÉÈ�Y��»�Æ\ÇÊµ���s
���5uwvb��s��G�¿�`��s�vb��v0��� ² ������¹Z�D³�³�µ(}��
³���uW���%�Y}Ò��s�v�}"¹
u�£�vb�y�D¶Ê�
���`�nvn���7�Y���&��sZ�D�y�'�Z�D�7�D³�³�vb³5�n�YuW�
¹
��vb�p���D}½�n�Y}"�7�D��}ÑÆ�r@s�v�u'�D��}
�.�7��É�£Z�Y��»W�D¶���s
���5�D�
�
�����Y�7s'���f��sZ�D����µG}���s
���Y}
���7�D�����Y}=�D}��(��}.¶·�Y��u'�D�����Y}'vJá
��sZ�D}
��v0��s
���Y¹
��s
�w}�vb�eÉÈ�Y��»��eµG�
�����D³�³�µ �7�D»�v�uy¹��7s�³��Y}
��vb��Æ&��}��Y��s�vb�¢�.���7�Y� ² �D}"�7�D��v�������s�vy¶��Y�b����sZ�D����³��Y£Z�D³
���D�7�=������¹��b��¹
��vn�psZ� ² v(���´£�vy��vb�
³������D��vn�Ã�Y}½v ² vb��µ�}��`�
v�¶Ë�Y�¢��vb��¶Ë�Y��u'�D}��nv(��v��Y���Y}���Æ�r@s
���
�7�Yuwvb����uwvn�2³�v��Y�
�*���¢�0³T�D����vb�f���Y�7�D³Guwvbuw�Y��µy}�vnvn�¿Æ�ÙÊ³T�Y���������D³�³�µ����.����������£
¹
��vn�(uwvbuw�Y��µ��n�Yu(�
�
¹
��vb���Ê�n�Y}"�7�D��}�vn�=�
vn�.�����D��vn�wsZ�D���.É@�D��v��D}��W¹��7v0vJáG��vb}���� ² v���}`��vb���n�Y}
}�vn�b�����Y}´}�vb�eÉÊ�Y��».��Æ��
}�vbÉÈvb�\��s��Y���nv0��}�s
����sW��vb��¶Ë�Y��u'�D}��nv0�n�YuW�
¹
����}
�p���f��sZ�D�5�D¶¿�n�YuW�
¹
��vb�5�b³�¹�����vb����u'�Y�
v��Y¹
�5�D¶
³��dÉ
�n�����&ÉÈ�Y��»G���7�D�����Y}��wÂ·�D¶·��vb}Ò���7�D}����D������vb�����Y}Z�D³f�n�YuW�
¹
��vb���;Å�³���}
»�vn�Í���Y��vb��s�vb�%��s
���Y¹
��s
��}�vb�~ÉÊ�Y��»���¹���¹Z�D³�³�µ¸����s�vb��}�vb��Æ

© � å � å ­ � ¯´¯ � é � ¯ å�� Ø��Y��uwvn�.�����D³��D�
�
³������D�����Y}����Z�D}��=uw�Y��v%vn����vn�b�T�D³�³�µ,{�Ä¢r%�`ÉÊv¢£�vb³���v ² v
��sZ�D�@�%�b³�¹�����vb�È�D¶���µ`uWuwvb��������uy¹
³����Ï���
���G�nvn�����Y�%ÂÐ�eµG�
�����D³�³�µw�ÊÙÈ�;Å5�n�Y}
}�vn�b��vn�'£`µ'�D}'��}"��vb��}Z�D³
}�vb�~ÉÊ�Y��»=���0�����`�G�=���7�Y�
vJ�e�DÚÍ£�vb�eÉÊvnvb}���s�v¢���dÉÊvb���D}��=��s�v%�n�������D¶���s�v¢�Z�D�7�D³�³�vb³¿�
³T�D��¶Ë�Y��u Æ
r@s�vW��µG����vbu/���D}½£�v(¹���vn�Ã�Y�y�=��vn�7v��D����sº���G�Y³5�Y�y�Y�y�D}Ãvbu�£�vn�
�
vn�a��µG����vbuà��}º� �b³���}
�����D³
vb} ² �����Y}
uwvb}`��Æ\{~}w��s
���@�D�������b³�v��`ÉÈv�¹��7vn�w¹
�=���'¦�¥p�ÈÙÈ�Ê�D¶��Y¹
�È³T�D£�ÂÐ£
���
�����2vb}`����¹
u {�{�{fÝ�x�x
ÛÍs
â��Y��vb�7�D����}
� "¿��}`¹.á6¤.Æ ¤.Æ�¦�¨��N³���£���¤.Æ�¦dÅJ���n�Y}
}�vn�b��vn�¼£"µÁ�Ò¶Ë�Y���w�5��s�vb��}�vb�
��vb�eÉÈ�Y��»ÎÂ�¦�¥�¥
ÛÍ£
���w¹�����}
�k¤½��}`��vb���n�Y}
}�vn�b��vn� ¦dÄ�£
���'��É�������s�vn�;ÅJÆ �`¹��7sÖ�ÃsZ�D���.ÉÈ�D��v��n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}Ö���
�D³���v��Y�.µ´�
��vn��vb}`�0��} u'�D}`µ=³T�D£��&�D}��¸s������
���7�D³���Æ

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « Ý

�35�� �QF6Sk@�7 CEB(9eL�K F-=ILN9_?

�`��}��nv0ÉÊv�sZ� ² v&�¢��vnÌ`¹�vb}"���T�D³ ² vb�������Y}'�D¶���s�v��D³����Y������s
u �"ÉÈv�³��G�Y»�vn�(¶·�Y�È��uwvb��s��`�W���p�Z�D�7�D³Ï�
³�vb³����7v¢���ÈÉ�����s�uW��}
��uy¹
u ��vb�
���Y���7�DuWuW��}
��ÆÈ���Z�D�7�D³�³�vb³Ñ�
���Y���7�DuWuW��}
�,uw�`�
vb³¿��sZ�D�0�7vnvbuwvn�
�D�
�
���Y�
���T�D��v0������s�v �`��}
��³�vJ�e�����Y���7�Du(�eÛÍ¹
³������
³�vJ�e�¢�D�7�¸Â �G�\ÛÍ�pÅf�D�
�
�����Y��sÑ�`��}WÉ�s
����s=�D³�³
��s�v
�
���G�nvn�����Y���y��} ² �Y³ ² vn�avJá.vn�b¹
��v'��s�v'�7�DuwvW�
���Y���7�Du �*£
¹
�y�Y}k�.�ÏÚ�vb��vb}`�����D�7�.Æ )ÃvW¹���vn�a�D}
± ��vb}�Û�� �n�YuW�
³��T�D}`�yÙ��n�YuW�
��³�vb�¢���,�
���Y���7�DuÜu�¹
³����Ï���
���`�nvn���7�Y��u'�Y�7s
��}�vn�p�D}�����s�v�Û�vn���
�;�D��v��f�Y������}
�({e}`��vb��¶Ë�Y�nv(Â·ÛÍ�\{�Å5���y�n�G�Y���.��}Z�D��v���s�v��.�ÏÚ¿vb��vb}"�@}��`�
vn�È�D¶Ñ��s�v��b³�¹�����vb��Æ ± }�v&�D¶
��s�v\u'�D��}(�Y� ² �D}"�7�D��vn�f�D¶
¹�����}
� ± ��vb}�Û��½�D}��yÛ��5{����Ñ��s�vÊ���Y���7�D£
��³����~µy� ² vb�*u'�D}"µp�.�ÏÚ¿vb��vb}"�
»G��}��´�D¶ �GÛ��P�b³�¹�����vb����Æ�Ç@�Y��s ± ��vb}�ÛÍ�¼�D}��¸Û��5{Ê�D��v¢���7�D}����D���
�&�D}��=�
��}��Y�0�
vb��vb}��´�Y}
��s�v�u'�Y��s
��}�vW�D���7s
����vn�b��¹
��v��Ñ�Y��vb�7�D����}
�¸��µ.����vbu ���D}���}�vb�~ÉÊ�Y��»����Y���Y³��Y��µ�Æ¢Û��Y��vn� ² vb������s�vbµ
£��Y��s½¹���v���s�vw�7�Duwv(�
���Y���7�DuWuW��}
��uw�`�
vb³&Â �G�\ÛÍ�pÅJÆX)Ãv(}���É��
vb�7�D��³5��s�v(u'�D��}Ò¶·v��D��¹
��vn�
�D¶ ± ��vb}�ÛÍ� �D}��¸ÛÍ�5{JÆ

� � å � % �

± ��vb}�Û����n�Y}����������p��}a����vb�y�D¶0�n�YuW�
��³�vb���.����vn�b��� ² vn�W�D}��Ã³���£
�7�D��µ�¶·¹
}��b�����Y}��y��sZ�D�����D}º£�v
¹��7vn�'��������vn�b�Ï¶·µW��s�v&£�vbsZ� ² ���Y¹
���D¶2�y�
���Y���7�Du É�s�vb}´vJá
vn�b¹
��vn�=�Y}´��sZ�D��vn�,uwvbuw�Y��µwuy¹
³����Ï�
�
���G�nvn�����Y���n�YuW�
¹
��vb���=Ô ± ��v�Ý�¨DÕeÆ´r@s�v ± ��vb}�Û������7�D}����D���kvJá.�������%¶Ë�Y�p��s�v=Ù��fÙ��������D}��
ØZ�Y�����7�D}¸³T�D}
��¹Z�D��vn��Æ5�&³�³���s�v¢�n�G�
v��7vn�b�����Y}��@��}=��s
���È�Z�D��vb�@¹���v���s�v ± ��vb}�Û��ÁÙÁ���7�D}����D���¿Æ
� ³T�D����v&�Z�D���Ê�D¶Ñ��s�v ± ��vb}�Û��ÀÙ¼���7�D}����D���,���5��uW�
³�vbuwvb}"��vn�¸�Y���e�
�7�D��u'���&�n�YuW�
��³�vb�@�.����vn�J�
��� ² vn�d�NÉ�s
���7sWv��Y��vn����s�vÊ�Z�D�7�D³�³�vb³����7�D�����Y}W�D¶Z��vnÌ`¹�vb}"���T�D³�ÙÃ�n�G�
vÊ�D}���vb}Z�D£
³�vn�*��s�vÊ�n�YuW�
��³T�D�����Y}
�D¶*ÙP�
���Y���7�Duw�È¹�����}
� ± ��vb}�Û��º£`µ'���7�D}����D���¸ÙP�n�YuW�
��³�vb����Æ3)Ãv�}���ÉÖ�
vn���b����£�v��~ÉÊ���D¶Ñ��s�v
�n�Y��vp}��Y�����Y}����D¶ ± ��vb}�Û��0ã �N���&��	�	$�
	6��� ������ �
P���D}����N���&��	 	 ��	�	�

�������������7� 	 �

_���JÆ

© �*®
­D® & & å &�« å ¯�¬ � é � �����p�
��vn�nv��D¶��n�G�
v�vJá.vn�b¹
��vn�,£"µ,�D³�³���s�v&�
���`�nvn���7�Y���Ê�D¶2�7�Yuwv0}��G�
v�Æ
r@s�v��Y}
³�µ��.�ÏÚ�vb��vb}��nv0£�vb�~ÉÊvnvb}w��s�v %Z�dÉ0�5�D¶���}�������¹��b�����Y}��5vJá.vn�b¹
��vn�(£`µ��.�ÏÚ¿vb��vb}"�\�
���`�nvn���7�Y���
���0��s�v¢�
��vn��vb}��nvy�D¶��(¹
}
��Ì"¹�vp���
vb}"���Ï¾Z���D�����Y}�}"¹
uy£�vb��¶Ë�Y��v��Y��s�}��`�
v�Æ
��������������������� ��� �"!�!�#"!
$

%"%�%'&�(�)+* � ��� &,)+* #�-�# .0/ & #+1 )�2 � ������!"!�#�!43"56�"!�! &�( #4��� ��.�# *�* ��� *7

ÇÊµp�
vJ¶��D¹
³������D³�³ ² �D���T�D£
³�vn�*��sZ�D�*�D��vÊ��³��Y£Z�D³`������s�v\�Z�D�7�D³�³�vb³.��vn�b�����Y}W�D��v\��sZ�D��vn��£"µy�D³�³`��s�v
�
���G�nvn�����Y���dÆ*{~}¸�Y���
vb�@���(� ² �Y���´��s�v¢�n�Y}��b¹
����vb}"���D}��=�����7����£
³�µw��}��n�Ys�vb��vb}"��uw�`�.�Ï¾Z���D�����Y} �D¶
�7�Yuwv��D¶���s�v ² �D���T�D£
³�vn��£`µ(�.�ÏÚ¿vb��vb}"�\�
���`�nvn���7�Y���������5��������������£
³�vÈ���p�
vn�b³T�D��v0��s�vbu��Y���
��� ² �D��v��
��}¸É�s
���7sÍ���Y��v¢��s�v ² �D���T�D£
³�v%���0��vb�
³������D��vn���Y}��D³�³Ñ�
���G�nvn�����Y����Æ

)
)+*-,�.0/213141



¦�¥ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

��� å �2®
­D® & & å &���� ����� «n¬�®.¬ å 
 å � ¬ ��vnvbuw�����0£�v5��s�v5uw����������ÉÊvb��¶·¹
³G¶·v��D��¹
��vÊ�D¶ ± ��vb}�Û��*Æ
{~�5vb}Z�D£
³�vn�5��s�v0�Z�D�7�D³�³�vb³����7�D�����Y},�D¶ � � ��� �Ê³��G�Y����Æfr@s�v0�Y}
³�µ(�n�Y}������7�D��}"�È������sZ�D�Ê�D³�³�����vb�7�D�����Y}��
sZ� ² v5£�v���}��
vb��vb}��
vb}"�f�D¶
v��Y�7s��Y��s�vb���NÉ�s
����s�uwv��D}��2��sZ�D�Ñ��s�v5��vn��¹
³��*�D¶
��s�v5vJá.vn�b¹
�����Y}��D¶
��s�v
� � ��� �È³��`�Y�w�
�Gvn��}��Y�5�
vb��vb}��w�Y}W��s�v0�Y���
vb�5�D¶¿vJá.vn�b¹
�����Y}'�D¶���s�v��.�ÏÚ¿vb��vb}"�\����vb�7�D�����Y}��dÆ�r@s
���
É@�nµ��Z��s�v%vJá.vn�b¹
�����Y}��D¶*��s�v � � ��� �%���D}¸£�vp�
�Y}�v¢��}��Z�D�7�D³�³�vb³Ñ£"µ´��s�vy� ² �D��³T�D£
³�v%�
���G�nvn�����Y���dÆ
��������������������� ��� �"!�!�#"! � ���
� ����� )��
	�� )�
�2�� )������$

%"%�%7

% � �

Û��5{������@���7�D}����D���¢¶Ë�Y�Ñ�n�YuWuy¹
}
�����D�����Y}�³���£
�7�D����vn�Ñ£�vb�eÉÈvnvb}y��s�v�}��G�
vn�Ñ�D¶��@�b³�¹�����vb�\Ô Û��5{�Ý�ÞDÕeÆ
r@s�vb��v��D��v@Û��5{Ñ£
��}��.��}
���*¶Ë�Y�2��s�v0Ù ��Ù����Ö�D}��(Ø��Y�����7�D}W³T�D}
��¹Z�D��vn��Æf���*��} ± ��vb}�Û��2��v��Y�7s
Û��5{*}��G�
v�sZ�Y�Ê�¢¹
}
��Ì`¹�v����
vb}`���Ï¾Z���D�����Y}=}`¹
uy£�vb�Ê���D³�³�vn�'��s�v ����
P�NÆ��&uw�Y}
�y��s�v�uw�����\���dÉ@�
vb��¶·¹
³�¶·¹
}��b�����Y}��0�
��� ² ���
vn� £`µ=Û��5{J�.ÉÊvp���D}Ñã

� « å � ê ��uwvn���7�D��v%���w�(}��G�
v��

� ­ å ¯ å � � å=��uwvn���;�D��v¢¶Ð���Yu×�W}��`�
v��

� ª2­ é ®
ê*¯�®
«n¬ ��uwvn���7�D��v�¶·���YuÜ��}��`�
vp���w�D³�³��Y��s�vb�0}��G�
vn���

� «�¯�®.¬n¬ å ­ ��¹
£
�Z�D�����0�D¶5� �e³������ �¢���W�.�ÏÚ�vb��vb}`��}��G�
vn���

� �Y� �Z®.¬ � å ­ ��s�vp��¹
£
�Z�D�����&�D¶f� �e³������ �&¶·���Yu }��`�
vn�dÆ
��}k��uW���Y���7�D}`�W�.�ÏÚ�vb��vb}��nv=£�vb�eÉÊvnvb}¼Û��5{y�D}�� ± ��vb}�ÛÍ�?������sZ�D�(v��Y��sPÛÍ�\{%�
���`�nvn�7�

sZ�Y�Ê�����È��É�}´���D�7���D}�� ² �D���T�D£
³�vn���.�Y�Ê��s�v��
���G�nvn����vn�È�D��v�}��Y�È��¹
�
�����7vn�w����£�v��D£
³�v&���y��sZ�D��v
��s�vb����uwvbuw�Y��µ�Æ

��� å �2­ é ��­N® 
 
 ��� � 
 é ê å &
���w���7�D��vn�Á��} �Gvn�b�����Y} ¤.Æ�¦¸ÉÊv�¹���vÍ�½�b³�¹�����vb�,�D¶%uy¹
³����Ï���
���G�nvn�����Y�,ÉÊ�Y��».���7�D�����Y}���Æ ������}
�
Û��5{J�fÉÊv¸��¹
} �Ò� ��{�� �!�& �t�����w�Y}Áv��Y��s¼u'�Y�7s
��}�v��D¶¢��s�v �b³�¹�����vb��Æ¼�Ê�Y��sÁ�
���G�nvn���W¹��7vn�
± ��vb}�Û�� ���¸���7�D���%��v ² vb�7�D³���&(� �&�D%w�%�Y}½�����¢u'�Y��s
��}�v�ÆW� ��s
��v��Y�½���p�=³�����s"�%ÉÈvb����s"��� ��{��
�
���G�nvn���¢��sZ�D�p��sZ�D��vn�p��s�vW�7�Duwv�uwvbuw�Y��µÒ���Z�Y�nv�É�����sk�D³�³5�Y��s�vb�%��s
��v��Y�
�%������¹�vn��¶·���Yu ��s�v
�;�Duwv �N��� ��
_� �E�� �����t�bÆ �`��}��nv¸�
���`�nvn�7��vn�W�
�Ò}��Y�WsZ� ² v��Y�n�nvn�7�(���½v��Y��sÁ�Y��s�vb� � �Wuwvbuw�Y��µ��
ÉÈv(��¹
}½��s�vbu/�Y}Ã�.�ÏÚ�vb��vb}`�%ÉÊ�Y��».���7�D�����Y}�����É�s
��³�v(��s
��v��Y�
�%��sZ�D�p��sZ�D��v(��s�v(�7�Duwv(uwvbuw�Y��µ

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¦�¦

���Z�Y�nv'�D��v'���Z��É�}�vn�a�Y}a��s�v'�7�Duwvwu'�Y��s
��}�v�Æ Ø��Y��v��'�b��vb}��bµ½��v��Y���Y}����*ÉÊv,��s��G����vw��� ��¹
}
�Y}Òv��Y��s�u'�Y��s
��}�vW�'}"¹
u�£�vb�%�D¶5��s
��v��Y�
�%vnÌ`¹Z�D³����,�������
���G�nvn�����Y��}"¹
u�£�vb��Æ¢r@s�v�»�vb��}�vb³*�D¶
��s�vy�Y��vb�7�D����}
�'��µG����vbuà�D¹
���Yu'�D�������D³�³�µ��Y��������}��0�.�ÏÚ¿vb��vb}"�&��s
��v��Y�
�0���w�.�ÏÚ¿vb��vb}"�&�
���`�nvn���7�Y����Æ
�5���`�nvn���7vn�2��¹
}
}
��}
�%�Y}W�.�ÏÚ¿vb��vb}"��ÉÊ�Y��».���7�D�����Y}����n�Y³�³T�D£��Y�7�D��v@���&�7�Y³ ² vÊ��s�vÈ�
���Y£
³�vbu Æf�&uw�Y}
�
��s�vbu ����s�vb��vÊ����������vn�b�T�D³`�
���G�nvn���f���D³�³�vn�(��s�v 	 �w���7������sZ�D�f�
�Gvn��v ² vb��µG��s
��}
����sZ�D�����D}
}��Y��£�v
�
�Y}�v&��}=�Z�D�7�D³�³�vb³��G��¹���s¸�Y�\��}
�
¹
� �D�Y¹
���
¹
�yÂ·{ � ± Å5�Y��vb�7�D�����Y}����D}��'�7�Y��»G�Ê��sZ�D�ÊsZ� ² v�£�v&�
�Y}�v
�7vnÌ"¹�vb}`���T�D³�³�µ�ÆÊ�&³�³¿��s�vy�Y��s�vb�0�
���G�nvn����vn�&�D��vp���D³�³�vn�\��	}�'�����JÆÊ{e}��Y¹
���
���Y���7�Du×��s�v%u'�Y����vb�����

E ��]%(� %����t���7�&%���É�s
����s uwv��D}�����sZ�D�0�����D³����w�
�Gvn�0v ² vb��µG��s
��}
�w��sZ�D�0��vb��¹
³T�D����³T� ² vn���
�
Æ

� 354 � ���#�%�y�5��	��7���´�������0����	 4 -

r@s�vÊ�D³����Y������s
u�ÉÊv��Z�D�7�D³�³�vb³����7v5��}%��s
�����D�������b³�vÊ�n�YuW�
¹
��vn�2�È�Z�D�7�Duwvb�������5���7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}´ÂÐ���������¿�
����uW��³T�D�����eµ��*�Y��� �w}�vdÅ¢�Y}
³�µ�¶Ð���Yu/�n�Y����vn�����Y}��
vb}��nvn��£�vb�~ÉÊvnvb} ² vb��µ�����uW��³T�D���D��v��Y�p��}Ã£��Y��s
��u'�D��vn�dÆ�Ø*��������³�µ���ÉÈvÍ¾�}��Á���Y��}"�������D�����Y��}"� �n�Y����vn�����Y}��
vb}��nvn�´£�vb�eÉÊvnvb}Ö��s�v %Z���D����}
�À��u(�
�D��v ÂÐ��u'�D��v(���´��vb��������vb�;Å¢�D}��Ò��s�v(��vJ¶·vb��vb}��nv(��u'�D��v�Æ(r@s�vb}Ñ�¿ÉÈv�¾�}��Ò��s�v(���7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}
��sZ�D�\£�vn���5��¹
��vb����uW������vn����s�v�u'�D���7s�vn�'���Y��}"���dÆ*r@s�v0���Y��}`�Ê�n�Y����vn�����Y}��
vb}��nvn�Ê�D��v0�Y£
�7�D��}�vn�
¹�����}
����£
³��G��»%u'�D���7s
��}
�%�����7�D��vb��µ�Æfr@s
�����
���G�nvn�.¹
��v\���2vJáG��vb}���� ² vb³�µy�
vn���b����£�vn�p��},Ô ± � � * ¥.¦bÕ
¶Ë�Y�y��s�v,���������a��vb���������7�D�����Y}P�D¶&�D}Z�D���YuW�����D³0��vn�b�����Y}����*��} Ô ± �&���¢¥�¥DÕÊ¶·�Y����s�v'u�¹
³����Ï��uw�`���D³
���������À��vb���������7�D�����Y}Á�D¶&uwvn�.�����D³���u'�D��vn���@�D}��À��} Ô � ± �¢¥�¥YÕ����½�n�YuW�
¹
��v´��s�v´uW���G�e�7�D�������7�D³
�
³T�D}�v(�D¶È��s�v�£
�7�D��}ÑÆy{e}½�Y���
vb�¢���´Ì"¹
���7»`³�µÒ�D�
�
�����Y��s½��s�vW�
vn�����7�D£
³�v(�Y�
����uy¹
u �D}��Í���´vJáG�
��vb}��'��s�v0���D�
��¹
��v&�7�D}
��v��D¶¿��s�v0��v��D���7sÑ�.�%uy¹
³����Ï����vn���Y³�¹
�����Y}¸���7s�vbuwv0���5¹��7vn�¿Æ*{~}w��s�v��D£�� ² v
�Z�D��vb�����*ÉÊv,¹���vn�k���n���D����v'��� ¾�}�v=�����7�D��vb��µÒ¶Ë�Y�y��s�v,£
³��`�7»º����â�vn��Æ �&vb��v��*ÉÊv=�
vn�b���
vn�k���
¹��7v¢�(��u'�D³�³��D}��¸�n�Y}����7�D}"�0£
³��G��»´����â�vwÂ�� 6�� 6�� ² �ná
vb³��;Å@�D}��´���W��¹
£��7�DuW�
³�v¢��s�vy�Y��������}Z�D³
��u'�D��vn�y£"µ¼ÂË�D�puw�����;Åp�=¶Ë�Y�b���Y�y�eÉÊ����}ºv��Y��sk�NáG�����D�yv��Y��sÃ³�v ² vb³È�D¶È��s�vwuy¹
³����Ï����vn���Y³�¹
�����Y}
�`µ`�7�DuW���¿Æ

�@����s�v%³���É ��vn���Y³�¹
�����Y}�³�v ² vb³��
��s�vp��v��D���7s¸¶·�Y���n�Y����vn�����Y}��
vb}��nvn�&�������7�D����vn� vb����s�vb��¶·���Yu
��s�v����
vb}`�����eµ �Y�´¶Ð���Yu �D}`µÁ�
��� ² ���
vn� ��}
�����T�D³%���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}ÑÆ r@s�vb}Ñ�&��s�v���vb���������7�D�����Y}
�Z�D�7�Duwvb��vb���&�D¶*v��Y�7s ��vn���Y³�¹
�����Y} ³�v ² vb³2�D��v¢¹��7vn� �Y����s�v¢��}
�����T�D³����7�D�����Y}Í�D¶*��s�v%��v��D����s��D����s�v
}�vJá.�Ñ�`µ`�7�DuW����³�v ² vb³��d¹
}`����³`��s�v5s
����s�vn����³�v ² vb³`���Ñ��v��Y��s�vn�¿Æf���¿ÉÊv\É���³�³`�.�����b¹��7�Ñ��} �Gvn�b�����Y}(Þ.Æ x.�
�D} �Y�n�nvb�
�7�D£
³�v ��vb���������7�D�����Y}Ö���D}¼£�v¸�Y£
�7�D��}�vn�Á£�vJ¶·�Y��v´��s�v�s
����s�vn���w��vn���Y³�¹
�����Y}ÑÆ ) ����s
��}
v��Y�7s'�`µ`�7�DuW���'³�v ² vb³�����s�v��Y�
����uW���;�D�����Y}'���5����vb�7�D��� ² v��.�D}��WÉÈv�¶Ë�Y¹
}��wvJáG��vb����uwvb}"�7�D³�³�µW��sZ�D�@x
����vb�7�D�����Y}��&ÉÊvb��v���¹��'�b��vb}`�&���,�Y£
�7�D��}��D}��D�
�
����áG��u'�D��v(�n�Y} ² vb����vb}��nv�Æ0Ø��Y�¢v��Y��s�����vb�7�D�����Y}Ñ�
��s�v(���������Ã���7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}º���p�n�YuW�
¹
��vn�Ã£`µÍ���Y£
¹�����³�µ�uW��}
��uW������}
�Í��s�vW�.�����7�D}��nvW£�vb�eÉÊvnvb}
u'�D���7s�vn�(���Y��}`����¹�����}
� "Ñv��Y����r�����uWuwvn�	�GÌ"¹Z�D��vn�0Â "Gr �
ÅÈÔ � "2¨�ßNÕeÆ2r@s�vÈ��³��Y£Z�D³��Y���"�D}
���7�D�����Y}
�D¶f��s�vp�D³����Y������s
u×���0£
����v4%�µ´�
vn�7�b����£�vn�¸��} Ø*����ÆZx.Æ

{e}(�Y���
vb�����&¶Ð¹
����s�vb�f��uW�
��� ² v0��s�vÊ���Y£
¹�����}�vn���5�D}��(����vnvn�G��¹
�(��}(��s�v��D³����Y������s
u ��ÉÈvÈ¾������
�7�Y���5��s�v���u'�D��v0���Y��}"���Ê¹�����}
���%³��`���D³ ² �D���T�D}��nv�Â·�n�YuW�
¹
��vn�W¶Ë�Y�\v��Y��s=£
³��`�7»
ÅJÆfr@s
���\ÉÈ�nµ��GÉÈv

)
)+*-,�.0/213141



¦�¤ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

I’ref = Pyi (Iref)

Bfloat = f(I’float)

iter = itermax

Ti = LTS(Vector_Field)

I’float = T o Pyi (Ifloat)

i = i + 1

i = low level
T = Id iter = 1

iter = iter + 1

no

i = high level
yes

Solution = T

no

yes

T = Ti o T

Vector_Field(Bfloat,Bref)

high level

Py low level

Iref

Ifloat

Ø*����¹
��v´x.ã��_��	 �!	�� �r�&%\%���� '����'	 �  ����&N��� �n'�� �����&�����n �
W��	 'D �������&!	 � (�� 
! ����n�t� ��
  �	��<� ��&N�
���&���� �� �r��	$% �t '	 �!�1���D���� �
/"0��&1���]"]� "0 ��1	$% 	 � ��� �� �P������	 	 ��	 ��� � �

���D}p¶·�G�b¹����Y}�����¹
£���vb���D¶
��s�v���u'�D��vÊ��vb�
��vn��vb}`����}
�&��s�v���vb³�v ² �D}"� ² �ná
vb³���Æ*r@s�v5³��G���D³ ² �D���T�D}��nv
���¢�D³����,¹���vn� £`µºÔ ��,�Ûv)Ö¥.¦JÕ��D}������ ² vb��µ��D�����7�Y�b��� ² v(vn����vn�b�T�D³�³�µ¸¶Ë�Y��³T�D����v(���D�7� ² �Y³�¹
uwvn�dÆ
ÇÈµ �
vJ¶��D¹
³�����ÉÊv�¹���v��D³�³2��s�vy���Y��}"���&¶Ë�Y�&��s�v�³���É
³�v ² vb³�ÂÐ��s�v ² �D���T�D}��nv���vb���nvb}`�7�D��v�����vnÌ`¹Z�D³
����¦�¥�¥�5 ¶·�Y����s�v�³���É?��vn���Y³�¹
�����Y}Ò³�v ² vb³LÅJ�Ñ�D}���ÉÈv(�.� ² ���
v�£"µ��eÉÊ�´��s�v�}"¹
u�£�vb�p�D¶5��vb³�v ² �D}"�
² ��á.vb³��¢�D�&v��Y�7sÍ�`µ`�7�DuW���Í³�v ² vb³���É�����sÒ�(³��dÉÊvb�¢£��Y¹
}��aÂÐ�eµG�
�����D³�³�µÍ¤�¥�5WÅJÆ0r@s
���&uwv��D}��&��sZ�D�
�D³�³Ê��s�vw��u'�D��v'��}.¶·�Y��u'�D�����Y}k���p�7�D»�vb}a��}"���Ò�Y�n�n�Y¹
}"��¶·�Y���n�YuW�
¹
����}
�Í³T�D����v,�.�����
³T�Y�nvbuwvb}"���
ÂË�D����s�v�³���É?�"µG�7�DuW����³�v ² vb³LÅJ�Ñ�D}�����s�v(�D³����Y������s
u �Y���D�
��� ² vb³�µ ¶Ë�`�b¹��7vn�&�Y}���vb³�v ² �D}`�¢��u'�D��v
�Z�D�����0É�s�vb}�vn������u'�D����}
�=��uw�Y��vp�
��vn�b����v%uw�Y�����Y}ÑÆ

� � �0�����7�7�5�´�7-8>(���5-8�5��	���	��������

� �
���D¾�³���}
�W�D¶Ñ��s�v��7vnÌ"¹�vb}`���T�D³ ² vb�������Y}´�D¶¿��s�v��D³����Y������s
u:��s��dÉÊvn�=��sZ�D�Ê��s�v��
���Y���7�Du ����vb}`�
uw�����¢�D¶È�����p�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ã����uwv ÂË�D£��Y¹
�yÝ�x�5WÅ&��}Ò��s�v ² vn�b���Y�¢¾Zvb³��½�n�YuW�
¹
�7�D�����Y} Â·Ø*����Æ�ßG�
���Y�7v��D¶@�Y}�v(uw�Y}��D���
���`�nvn�7���Y�pÉÊ�Y��».���7�D�����Y}�ÅJÆ(r@s�v(��vbu'�D��}
��}
� ����uwv(É@�Y�p��sZ�D��vn�Ò£�vb�eÉÊvnvb}
��u'�D��v���vn�7�DuW�
³���}
��� "Gr �¸uW��}
��uW��âd�D�����Y}Ñ�Ñ�D}���{ � ± �Y��vb�7�D�����Y}��dÆ ��vb}��nv����Y¹
��¾������¢�n�Y}��nvb��}

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¦�x

É@�Y�w���½�Z�D�7�D³�³�vb³����7v ��s�v ² vn�b���Y�'¾Zvb³��¼�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}ÑÆW)Ãv¸��} ² vn�������"�D��vÍ��} �Gvn�b�����Y}Á��Æ�¦Í�D}
Û��5{@��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}a�D}��Í��s���É?��}��Gvn�b�����Y}���Æ ¤,s���É ± ��vb}�Û�� ���D}�£�vy¹���vn�����'¶·¹
����s�vb�
��uW�
��� ² v���s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y} ����uwvn�,É�����s6uy¹
³����Ï���
���G�nvn�����Y�=u'�Y��s
��}�vn��Æ�r@s�vb}Ñ��¹�����}
�a��s
���
�Z�D�7�D³�³�vb³ ² vn�b���Y��¾Zvb³����n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ñ�¿ÉÊvy¶·�Y¹
}�����sZ�D����u'�D��v���vn�7�DuW�
³���}
�´ÉÈ�Y����s�vy³���uW������}
�
�Y��vb�7�D�����Y}ÑÆ ) ����sa�=³T�D����vW}`¹
uy£�vb���D¶@�
���`�nvn���7�Y�����¿���pv ² vb}Ã���G�Y»Ò�D³�uw�������D³�³5�D¶È��s�v'�n�Yu(�
�
¹
�7�D�����Y}a����uwv�Æ´�&�y� �n�Y}���vnÌ"¹�vb}��nv��*��s�vw�7vn�n�Y}��º�n�Y}��nvb��}ºÉ@�Y�y��� �Z�D�7�D³�³�vb³�����vw��s�v'��u'�D��v
��vn�;�DuW�
³���}
�����
vb�7�D��³�vn� ��} �Gvn�b�����Y}Í��Æ x.Æ

�0574 � 	 T =7VWb �79_VW9_G>@�C!@D=7F-G F6SU@�K09��>9_L1@�F6B��r9��7^aLNF-VWbr[3@�CE@�=7F-G

�`��}��nv&��s
���È���\��s�v&uw�����È����uwv¢�n�Y}���¹
uW��}
������vb�=�D¶���s�v¢�D³����Y������s
u �.���\���È��uW���Y���7�D}"�@����u'�D»�v
�D³�³Ê�
���`�nvn�7���Y���p�Z�D�������b���Z�D��v�ÆÍr@s�v,�D³����Y������s
u ¦'vJá.�
³T�D��}��y��s�v'³��`�Y�º¶·�Y�(�¸����}
��³�vw�`µ`�7�DuW���
³�v ² vb³�Æ "�vb���	��

��������������£�v(��s�v(³������p�D¶���vb³�vn�b��vn�Ò£
³��G��».�'ÂÐ��s�����v(É�s
���7sÃsZ� ² v'�=s
����savb}��Y¹
��s
² �D���T�D}��nv�����vnv �Gvn��ÆÊx�Å��D}����������������@����������â�v�Æ

©
&�� é ­ � ¬ � 
 � Â·��vnÌ`¹�vb}"���T�D³���uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}Ò�D¶*��s�v ² vn�b���Y�0¾Zvb³�� �n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�Å
���! é ­ v��Y�7s ����vb�7�D�����Y} ê é
q �  é ­ �#"%$'&(&)�*���+������� ê é
1 � ¯ é 
 � �Ñ¬ å'��s�v%£
³��G��»-,/.�0f��sZ�D��£�vn����u'�D���7s�vn��£
³��G��»�,10
/ � å � ê  é ­
2
� �n�YuW�
¹
��v%��s�vp}�vbÉ����7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}-35476�8
9:� 3<;=3>4?6�8A@!3
B
� ��vn�7�DuW�
³�vp��s�vp�b¹
����vb}"� %Z���D����}
�w��u'�D��v%¹�����}
�C3 4?6�8
D:� å � ê  é ­

Ø��Y�(��s�v,�Z�D�7�D³�³�vb³0�D³����Y������s
u �ÊÉÊv´��s��G����v¸��u'�Y����vb�W��³T� ² v=��uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}?Â·��vnv �Gvn�J�
�����Y}Ö¤.Æ ¤�ÅJÆ��\�Y�7s6�
���G�nvn���wsZ�Y�´�Ã�n�Y�`µ¼�D¶p��s�v ��}
�����T�D³���u'�D��vn���0�D}��6�D�
�
³���vn�=³��G���D³�³�µÀ��s�v
��vn�;�DuW�
³���}
�Í��}k�Y���
vb�y��� ³���uW������s�v'�n�YuWu�¹
}
�����D�����Y}P����uwv�Æ¸r@s�vwu'�Y����vb�(�.� ² ���
vn�y��s�v'³������
�D¶/�*���+�������@£
³��G��».�0��}`���E�GFIH ����� ��¹
£.��³���������É�s�vb��vJ�GFIH ����� ������s�v%���Y�7�D³�}`¹
uy£�vb�&�D¶�u'�Y��s
��}�vn���
��}��b³�¹��.��}
�½��s�v¸��³T� ² vn�'�D}��k��s�v´u'�Y����vb��Æa�\�Y��s¼�
���G�nvn���W�n�YuW�
¹
��vn�K�*���+�������ML7�GFIH ����� £
³��G��»
�.�����
³T�Y�nvbuwvb}"�����È�D}��k�7vb}��
�(������³��G���D³���¹
£.��³������ON#P5Q 0 �D¶��n�Y����vn�����Y}��
vb}��nvn�(������s�v,u'�Y����vb��Æ
r@s�vb}Ñ����s�v�u'�Y����vb�=�n�YuW�
¹
��vn� ��s�v�}�vbÉ ���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}��D}��6£
�����Y�
���Y�����´���,���P�D³�³���s�v
��³T� ² vn�yÂË�D³����Y������s
u ¤�ÅJÆ

�05�� R b#9_G!� 	 =7VWb ��9_VW9_G>@�CE@�=7F-G F6SU@DK 9S�-9_L1@�F6BT�]9��I^ LNF>V br[3@�CE@D=�F-G

r@sZ�D}
».�W��� ± ��vb}�Û��2�\ÉÊv¸u'��µÀ¶Ð¹
����s�vb�w��vn�.¹��nv ��s�v �n�YuWuy¹
}
�����D�����Y}Ö����uwv¸É�s�vb}¼¹�����}
�
£
�Ï���
���G�nvn�����Y�¢ÉÈ�Y��»G���7�D�����Y}��dÆ�{~}��
vnvn�¿�¿ÉÊv(���D}½¹���v(Û��5{0���´�.����������£
¹
��v(�
���G�nvn����vn�¢�Y}Ãv��Y�7s

)
)+*-,�.0/213141



¦b� ���������
	���
¸vb���D³�Æ

©
&�� é ­ � ¬ � 
 � ÂÐ�Z�D�7�D³�³�vb³Ñ��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}½�D¶*��s�v ² vn�b���Y��¾Zvb³����n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�Å
���! é ­ v��Y�7s ����vb�7�D�����Y} ê é
q � �*®
­N® & & å &  é ­ �#"%$'&(&������ ���
	��

��
�� �����
ê é

1 � ¯ é 
 � �Ñ¬ å'��s�v%£
³��G��»-,/.�0f��sZ�D��£�vn����u'�D���7s�vn��£
³��G��»�,10
/ � å � ê �2®
­D® & & å &  é ­
2
� ��&Ð® � å «�° ��vb}��¸��s�vp��¹
£.��³������ N#P>QM0*���W��s�v%u'�Y����vb�
9:� % ®
«n¬ å ­G° �	��
I�/" N#P5Q�����N#P>Q����-N#P5Q���� &(&(&��-N#P>Q

��
�� �����B
� % ®
«n¬ å ­G° �n�YuW�
¹
��vp��s�v¢}�vbÉÎ���7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}�3>4?6�8
D:� % ®
«n¬ å ­G° 3<; 354?6�8�@	3
�:� % ®
«n¬ å ­G° £
�����Y�
���Y��� 3����'�D³�³Ñ��s�v¢�
���G�nvn����vn�
���:� ��&Ð® � å «w® � ê % ®
«n¬ å ­G° ��vn�7�DuW�
³�v%��s�vy�b¹
����vb}"� %Z���D����}
�'��u'�D��v%¹�����}
�C3
����� å � ê  é ­

�
���G�nvn�����Y���N£
¹
����s�v\��}"��vb��vn������}
��¶Ëv��D��¹
��v\�D¶ ± ��vb}�ÛÍ�����Ñ��sZ�D�*��sZ�D����}
����s�v5uwvbuw�Y��µ%£�vb�eÉÊvnvb}
��s
��v��Y�
�&�Y} ��s�v%�7�Duwv%u'�Y�7s
��}�vp��vn�.¹��nvn����s�vp�n�YuWuy¹
}
�����D�����Y}Ò����uwv�Æ5r@s`¹�������s�v¢���
v��(�������
¹��7v ± ��vb}�Û�� É�����s
��}�v��Y��s £
�Ï���
���G�nvn�����Y�¸u'�Y�7s
��}�v��¢�D}�� Û��5{'���au'�D}Z�D��vÃ��s�v��b³�¹�����vb�
�D¶�u'�Y�7s
��}�vn��Æ {~}aØ*����¹
��vw���*ÉÊv'�
��vn��vb}"����s�v ± ��vb}�Û��
�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}k����uwv'¶·�Y�y�.�ÏÚ¿vb��vb}"�
�`µ`�7�DuW��� ³�v ² vb³�¶·���Yu �"! 6#�"! 6#�"!º���$!&%(' 6)!&%(' 6<$�! �À�Y} �Ã£
�Ï���
���G�nvn�����Y�´u'�Y��s
��}�v�Æ
)Ãv¢vJá.��vn�b��vn�´�D} �Y�n�nvb³�vb�7�D�����Y}��D¶*�D£��Y¹
�0Þ�¥�5=�.�D}��=ÉÈv��Y£
�7�D��}�vn� �D�
�
����áG��u'�D��vb³�µ´�"¨�5=Æ�{~}
�
�7�Y�b�����nv��"¹�����}
� ± ��vb}�Û��½��}�����v��Y�W�D¶�ÛÍ�\{��.���(}��Y�5������}
�Ï¾Z���D}`��³�µ���vn�.¹��nv@��s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}
����uwv���£
¹
�&�
vn�b��v��Y�7vn����s�vy}�vn�nvn���7�D��µ��Duw�Y¹
}"�¢�D¶�uwvbuw�Y��µ�Æ�{~} ��s�vyÛ��5{����Y��v��ZÉÊv�sZ� ² v����
��vb�
³������D��v'��s�vW��}
�
¹
�����D�7�´¶·�Y�yv��Y�7sº�
���G�nvn�����Y�y�D¶0�´u�¹
³����Ï���
���`�nvn���7�Y��u'�Y�7s
��}�v��f�D}��Ã��sZ�D�
�n�Y¹
³��´£�v ² vb��µ,�n�Y}������7�D��}
��}
�'É�s�vb}¸¹�����}
�(³T�D����v¢��u'�D��vn����} %Z���D����}
�W���Y��}`����vb�
��vn��vb}"�7�D�����Y}ÑÆ

�05�� R b#9_G!� 	 =7VWb ��9_VW9_G>@�CE@�=7F-G F6S =7VWCX;69 B(9_?wCXVWb �7=7G0;

���%��s�vW}`¹
uy£�vb���D¶@�
���G�nvn�����Y���p¹��7vn�Ò£�vn�n�Yuwvn��s
����sÑ�Ñ��s�v'��vn�7�DuW�
³���}
�Í�D¶@��u'�D��vn�y�7�D»�vn���
s
����s�vb����vb���nvb}`�7�D��v\�D¶
��s�v����Y�7�D³"�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwv�Â·��vnv5Ø*����Æ ��ÅJÆ2��}pÛ��5{���uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}
�D¶���s�vW��vn�;�DuW�
³���}
�ÍÉÈ�Y¹
³��a�Y��»½v��Y��sa�
���`�nvn�7�p���¸�7�D»�v=�¸�Z�D���y�D¶���s�vw��u'�D��v��2��vn�7�DuW�
³�v,���
�D}��Ò��s�vb}a��vb}��Ò���%���¸v ² vb��µ��Y��s�vb�%�
���G�nvn����Æ(r@s�vW�n�YuWu�¹
}
�����D�����Y}a����uwvWÉÈ�Y¹
³��Ã�nvb���7�D��}
³�µ
£�v¢³T�D����vb�0��sZ�D} ��s�vy�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwv¢¶Ë�Y����s�vp��vnÌ`¹�vb}"���T�D³Ñ��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}ÑÆ

)6����s½�D} ± ��vb}�Û��6��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}Ñ�Ñv��Y��sÒ�
���G�nvn���(ÂÐ��Æ v�Æ�u'�Y�7s
��}�vdÅ��
�`vn�&��s�vy��vn�;�Du(�
�
³���}
�¸�D¶È�D³�³f��s�v����Y��}"������£
¹
�¢���%��sZ�D��vn����s�v�³����Y�Ò�Duw�Y}
���D³�³*��s�v��
���`�nvn�7���Y���p� ² �D��³T�D£
³�v(�Y}
��s�v¢u'�Y�7s
��}�v�ÆÊr@s�v%�b¹
����vb}`����uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}�¹��7vn����s
����³T�Y�����D�
�
�����Y�7sÑÆ �`��}��nvp��s�v¢��vn�;�Du(�
�
³���}
�p¶Ð¹
}��b�����Y}w�
���G�nvn����vn�È�D³�³
��s�v����Y��}"���5��}=�%����}
��³�v � � ��� �Ê³��G�Y�Ñ����s�v0�Z�D�7�D³�³�vb³ ² vb�������Y}w¹��7vn�
��s�v �N������	�	 ��	�	�
 ��� � �������7��	 ��
!�����D¶ ± ��vb}�ÛÍ�*�5�D}��À��s�v¸�D³����Y������s
u xÍ���(��vb�
³T�Y�nvn�À£"µa��s�v
�D³����Y������s
u ��Æ�{~}Ò¾���¹
��vwÞ.�¿ÉÊv(�
��vn�7vb}"�p��s�vW�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}a����uwv�¶·�Y�p�.�ÏÚ¿vb��vb}"�%��vn�7�DuW�
³���}
�

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¦�Þ

32x32x32 64x64x64 128x128x128 256x256x124
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

vector field computation for differents pyramid levels

tim
e 

in
 s

ec
on

ds

mono−pro
bi−pro

Ø*����¹
��v¸��ãe� �P�

 
�� ��	 �!	 ��	 ��
_�������n �
  � ��&N� ���&���� �� ����	}%M�  '	 �!�N�������n �
  �
 	  �
! ����
E%
 
���4�!�� ��t���t�� �� 	 �(��&(��
E��� �
 ��U%�� ���
�&��
!�]	 ���w�
	��  ��+��&N��� �w�&�'	��n%!�

�D¶f��u'�D��vn��É�����s�����â�vn���7�D}
����}
�W¶·���Yu ' � 6 ' � 6 ' �W��� % $�! 6 % $�! 6 % $�!GÆ )Ãv%vJá.��vn�b��vn� �D}
�Y�n�nvb³�vb�7�D�����Y}=�D¶¿�D£��Y¹
�ÊÞ�¥�5=�.�D}��WÉÊv��Y£
�7�D��}�vn�w�"¥�5=Æfr@s�v0�.�ÏÚ¿vb��vb}��nv0£�vb�eÉÊvnvb},��s�vn�Y��µw�D}��
vJá.��vb����uwvb}"�7�D³���vn��¹
³����Ê�D��v&vn����vb}"���T�D³�³�µw�.¹�v����p��s�v�£��Y¹
}��
vn�'uwvbuw�Y��µ'�Y�n�nvn���\����vnvn�ÍÂÐ��},�Y¹
�
���Y�7vW¦�x�xWÛ�s
â¢¶Ë�Y��Ý�x�xWÛ ��âp�*vb}"����¹
u {�{�{5£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�;ÅJÆ

©
&�� é ­ � ¬ � 
 � Â·��vnÌ`¹�vb}"���T�D³���uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}Ò�D¶*��u'�D��vy��vn�7�DuW�
³���}
�`Å
���! é ­ v��Y�7s ���Y��}"���D¶f��s�v%��u'�D��v ê é
q � ��vn�7�DuW�
³�vp���Y��}`�0¹�����}
�w��s�v¢���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}
1 � å � ê  é ­

©
&�� é ­ � ¬ � 
 
 ÂÐ�Z�D�7�D³�³�vb³Ñ��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}½�D¶*��u'�D��v%��vn�;�DuW�
³���}
�`Å
��� �*®
­N® & & å &  é ­ v��Y�7s ���Y��}"���D¶f��s�v%��u'�D��v ê é
q � ��vn�7�DuW�
³�vp���Y��}`�0¹�����}
�w��s�v¢���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}
1 � å � ê �2®
­D® & & å &  é ­

)
)+*-,�.0/213141



¦ � ���������
	���
¸vb���D³�Æ

64x64x64 128x128x128 256x256x256 512x512x512
0

10

20

30

40

50

60

size of image	

tim
e 

in
 s

ec
on

ds

mono−pro
bi−pro

Ø*����¹
��v(Þ.ã � �P��
 
 �a��	��E	$��	 ��
!�������� �
  � ��	 � '(� � �����'	 �!	���
�'  �
)	  �
! '����
!%  ���� �!�& �t���t�
 ��
	 �D� &(� 
X��� �
 ��U%�� ����� ��
_�r��	 � '(�+��� ����� �

� ��� >'�����7-8�5��	��

)Ãv���³�³�¹������7�D��v(�Y¹
�p�D³����Y������s
u/É�����sÒ�eÉÈ�¸���D�7�=��vb����Æ%r@s�v�¾������¢�Y}�v����p�D}ÒÛ�� ��ÙÈr�uy¹
³����Ï�
uw�G���D³.���Y��vÊ¶Ð���Yu
��s�vr,\�D}��
vb��£
��³��f���D�7�D£Z�Y�7v%Ô )º��Ý�ßNÕeÆ2r@s�vn�7v\��u'�D��vn�fsZ� ² v@��³���ÉP��vn�7�Y³�¹
�����Y}
Â�!&%(' 6 !&%(' 6 !(' ² ��á.vb³��¢�D¶\����â�vO$'& !&% 6�$'& !&% 6 �'uWu � ¶Ë�Y����s�v�ÛÍ�?�D}�� % $�! 6 % $�! 6 !��
² ��á.vb³��y�D¶È����â�v�� & '"% 6�� & '"% 6 �´uWu � ¶Ë�Y�%��s�v'ÙÈr�Å&£
¹
�%��s�vbµ���vb�
��vn��vb}`���=�eµG�
�����D³�uy¹
³����Ï�
uw�G���D³���vb���������7�D�����Y},��}¸�p�b³���}
�����D³Ñ�D�
�
³������D�����Y}ÑÆ5r2������uy¹
³T�D��v%�D}={�Ä¢r �D�
�
³������D�����Y}Ñ�.ÉÊv¢�D³����
¹��7vn�Í��vb���¢�D¶\�
��vJ���D}��Í���������e�Y��vb�7�D��� ² v(r%¦�ÉÊvb����s`��vn�½ÛÍ�?��u'�D��vn���¿�Y�nÌ`¹
����vn�Ò£"µ "2�,�5�������
�.�D³��
	b������tb��v �������
���7�D³2Â·�f�D�����;Åf��}w��s�v&�n�Y}"��vJá.�Ê�D¶¿��s�v�����v��D��uwvb}`�È�D¶Ñ�f�D��»`��}����Y}�� �È�.����v��Y��v0£"µ
�
vnvb�½£
�7�D��}Ã������uy¹
³T�D�����Y} Â·�¢Ç �
ÅJÆ¿r@s�vn��v(��u'�D��vn�%�~µ`�
�����D³�³�µ�sZ� ² v,�D£��Y¹
� !&%(' 6 !&%('�6�$�! �
² ��á.vb³����D¶f����â�v�� &
�&���&% 6�� &
�&���&% 6 $'& �WuWu � Æ

)Ãva��vb��������vb��vn�?��s�vPÙÈr ��u'�D��vP�Y}?��s�vÀÛÍ�0�er%¦ºÉÈvb����s"��vn� ��u'�D��v��w�D}��
��s�vk���������
�Y��vb�7�D��� ² v���u'�D��v(�Y}Í��s�v����������e�Y��vb�7�D��� ² v���u'�D��v�Æ%���&vJá.�
³T�D��}�vn�Ò��} �Gvn�b�����Y}½¤.Æ�¦���ÉÈv�¹���vn�
¹
������¦�¥W�ÊÙÈ���D¶5�Y¹
�0³T�D£kÂÐ£
���
���,�2vb}`����¹
u8{�{�{ÊÝ�x�x'Û�s
â��Y��vb�7�D����}
�
"¿��}"¹.áÍ¤.Æ ¤.Æ á �N��³���£���¤�ÅJ�
�n�Y}
}�vn�b��vn�Ö£`µÖ�º¶��Y���¸����s�vb��}�vb� ��vb�eÉÊ�Y��»ÓÂ�¦�¥�¥kÛÍ£
���´¹�����}
�Á¤a��}"��vb���n�Y}
}�vn�b��vn� ¦dÄ¢£
���
��É�������s�vn�;ÅJÆQ)Ãv¢�D�
�
³���vn�,�Y¹
���D³����Y������s
u É�����s,uw�Y}��D���
���G�nvn�����Y���D}��'£
�Ï���
���G�nvn�����Y���D����s
����vn�J�
��¹
��v,��}��
vb��vb}��
vb}"��³�µ��f¶·���Yu �Y}�v,��� ��vb}ku'�Y��s
��}�vn�dÆÍØ��Y�(v��Y��sP���Y��v��*ÉÈv'u'�Y�
vÒ¦�¥�¥¸��vb�������

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¦dß

���7�D�����Y}�����} �Y���
vb�0���Wvn������u'�D��vy��s�v¢uwv��D} ����uwvp�D¶f��s�v ² vn�b���Y�0¾Zvb³��¸�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}½�D}��´��s�v
uwv��D}�����uwv¢¶·�Y����vn���0�D¶*��s�v%�
���Y���7�Du Æ

�3574 � F-VWb][3@�CE@D=�F-GH@D=7VW9_? F6SU@DK 9Mb0CXBDC����79���?w9_L1@D=7F-G

)Ãv'�
��vn��vb}"�(��}kØ2����¹
��v��¸��s�v'ÉÈ�D³�³��b³��G��»a����uwvw¶Ë�Y��� �eµG�
�����D³Ê��vb���������7�D�����Y}À�
���Y£
³�vbu �5�Y�(�
��vb���nvb}"�7�D��v��D¶���s�vy�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvpÉ�����s��Y}�vy����}
��³�v(ÙÈ�5�
ÉÊ�Y��».���7�D�����Y}Ñ��É�����s���vn����vn�b�
���Ò��s�v´}`¹
uy£�vb�,�D¶�u'�Y��s
��}�vn�'�D¶¢��s�v¸�b³�¹�����vb��ÆPr@s�v=¾������w�Y£��7vb� ² �D�����Y}¼���(��sZ�D�'��s�v´���Y�7�D³
�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}'����uwv������.�7�Y���������D³�³�µ���vn�.¹��nvn�WÉ�����sW��s�vÈ¾�������u'�Y��s
��}�vn��ÂË¨�¤�5
�D¶��"�D��}(¶Ë�Y���¢£
�Ï�
�
���G�nvn�����Y�@u'�Y�7s
��}�vn�;ÅJ���D}��¸�
vn�b��v��Y��vn�0uy¹���sÍuw�Y��v%��³���É�³�µ=É�����s�v��Y�7sÍ�Y�
�.�������Y}Z�D³Ñu'�Y��s
��}�v
Â·�Y}
³�µ¸�¸¦�¥�5��"�D��}¸¶Ë�Y����s�v%}�vJá.� ��u'�Y��s
��}�vn�JÅJÆ

r@s�v,��vn�n�Y}��À�Y£���vb� ² �D�����Y}k������sZ�D����s�v=�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}P����uwv=�D¶0��s�v ² vn�b���Y��¾Zvb³��a�.���Y���
¶·���Yu Ý�x�5 �D¶p��s�v ���Y�7�D³&�n�YuW�
¹
�7�D�����Y} ����uwvaÂL¶Ë�Y�=�½uw�Y}��D���
���`�nvn���7�Y�,u'�Y�7s
��}�vdÅW���kÞ.¦ 5
ÂL¶Ë�Y�'���b³�¹�����vb�'�D¶(¦�¥�£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�Wu'�Y��s
��}�vn�;ÅJ�È��v��Y��s
��}
�a��s�v¸�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Á����uwv¸�D¶���s�v
�7vnÌ"¹�vb}`���T�D³5�Z�D���'ÂÐÉ�s
����sÃ���y�Y£ ² ���Y¹���³�µ��n�Y}����7�D}"�;ÅJÆwr@s
���pvJÚ¿vn�b�%���¢uw�Y��v ² ������£
³�v���}ÃØ*����Æ2ßG�
É�s�vb��vwÉÊvw�.�����
³T��µÒ��s�vW��vb���nvb}`�7�D��v'�D¶@��s�vW����uwvw����vb}"�y��}½��s�v ² vn�b���Y�p¾Zvb³��Ã�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

pe
rc

en
ta

ge

number of machines

Total mono−pro
Total bi−pro
Vector field mono−pro
Vector field bi−pro
Remaining mono−pro
Remaining bi−pro

Ø*����¹
��v �.ã �3 '	 �!�N�������n �
v����	 �U �����&P� ��	 'D �������&!	 ������
�' 	  �
! '� �E�� �����t�� �� ��
E%  ���� �!�& �t���t�
 ��
���& '	��v�� ���� "0 ��t� �
�������n �
P� � ( � � ��
M��� � ��&P� ����	 � �<��������
_��� '(� �
 �� ��&N� �N���&��	 	 ��	 �-�w�&� �� ��
����	}% �  '	 �!�N�������n �
 #���
E% � ��

�<��
_���n��	 �7�&��	 ����
<��
�' # �N���
�� �+��&N� �!�& '��&�'	 �

)
)+*-,�.0/213141



¦�¨ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

�D}��(��}W��s�v0��vbu'�D��}
��}
�y��vnÌ`¹�vb}"���T�D³��Z�D����Æfr@s
����uwv��D}��\��sZ�D��ÉÊv0���D}
}��Y�5�"�D��}Wu�¹���s,uw�Y��v@£"µ
¹�����}
���Y�
�.�������Y}Z�D³Zu'�Y�7s
��}�vn��ãfÉÊv�}�vnvn�'���%��} ² vn�������"�D��v0��s�v��Z�D�7�D³�³�vb³����7�D�����Y}´�D¶���s�v �~�n�Y}����7�D}"�
����uwv¢�Y��vb�7�D�����Y}�� �&����¶·¹
����s�vb�@��uW�
��� ² v%��s�v�����uwv���vb��¶Ë�Y��u'�D}��nv�Æ5r@s
���@É���³�³�£�v��.���7�b¹�����vn�=��}
�Gvn�b�����Y} �.Æ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

number of mono−processor machines

tim
e 

in
 p

er
ce

nt
ag

e

vector field
other

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

number of bi−processor machines

tim
e 

in
 p

er
ce

nt
ag

e

vector field
other

Ø*����¹
��v�ßGã �����&�t��
_����'(�  � ��&P� ����	 � �-�P�

_��� 
 ��&N���w� ���� �� �r��	$% �t '	 �!�1���D���� �
 ��
!% � 
 ��&N�
� ��	 ����
<��
�' � ��

�<��
_���n��	 �N���
��" �
 �� � �� �!� 	  �
! '�4�!�& �t�����
 �� 	 �D��&(��
E��� �k �
\��&N�U	$���
� # "]��
!% �
�� �!�� ���� �!�& �t���t�
 ��3	 �D��&�� 
E��� �k �
:��&N�U���$'#&�� #��

{e}ºØ*����Æ2ßG�����p���y�Y£ ² ���Y¹�����sZ�D�p¹�����}
��£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�yu'�Y��s
��}�vn�����pu�¹���sauw�Y��v'v��'�b��vb}"�
��sZ�D}'��s�v0�7�Duwv@}"¹
u�£�vb�È�D¶�uw�Y}��D���
���G�nvn�����Y�\u'�Y��s
��}�vn��Æ5Ø����Yu�����vn�b¹
}
�T�D��µ(���Y��}"�\�D¶ ² ��vbÉp�
���&���&�D³����'�7�D��s�vb���Y£ ² ���Y¹��&��sZ�D��£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�&�ÊÙÈ�¢�D��v��~�7s�v��D��vb� �,Â·�b¹
����vb}`��³�µ���ÉÊv����D}Í£
¹
µ
���Y¹
��s
³�µ½�Í£
�Ï���
���`�nvn�7���Y���nvb}`���7�D³Ê¹
}
�����y¶·�Y�y��s�v'�7�Duwv'�
�����nv=�Y��Þ¸uw�Y}��D���
���G�nvn�����Y���Y}�vn�JÅJÆ
r2� v ² �D³�¹Z�D��vWuw�Y��vW�
��vn�b����vb³�µÒ��s�vW�"�D��}Ã�D¶�£
�Ï���
���G�nvn�����Y�%u'�Y��s
��}�vn�´ÂË�D}��½��}��b���
vb}`�7�D³�³�µ½��s�v
�"�D��}Ã�D¶ ± ��vb}�ÛÍ� É�����sº��vn����vn�b�%���¸Û��5{�ÅJ��ÉÊvW}�vnvn�Ò���¸�n�YuW�Z�D��v'��s�v(�"�D��}Ò¶·�Y�%��s�v'�7�Duwv
}`¹
uy£�vb�&�D¶f�
���`�nvn�7���Y����Æ

�35�� 	�9<B(SkF-B(VWCXG]LN9 C�G0C ��c ?w=I?

Ø*����¹
��vW¨=��s���É0�¢��s�v(����vnvn�.¹
�½�D¶\��s�v(�Z�D�7�D³�³�vb³f��uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}k�D¶È�Y¹
�p�D³����Y������s
u �Y����s�v
}`¹
uy£�vb�p�D¶�ÙÈ�5���¢��}��b��v��Y��vn��Æ�r@s�vW����vnvn�.¹
�����¢}��Y��u'�D³����7vn�Ò£"µ���s�vWvJá
vn�b¹
�����Y}½����uwv(�Y}º�
����}
��³�v=ÙÈ�5�:ÉÈ�Y��»G���7�D�����Y}ÑÆ�r@s
����vJá.��vb����uwvb}`��É@�Y���
�Y}�v'¹�����}
�a¦'���º¦�¥ uw�Y}��D���
���`�nvn���7�Y�
u'�Y�7s
��}�vn�ÍÂË�Ò����}
��³�v=�
���G�nvn�����Y�w�D¶¢v��Y��s¼ÉÈ�Y��»G���7�D�����Y}ÁsZ�Y�(£�vnvb}P¹���vn�ZÅJ�È�D}�� ¦´���P¦�¥Í£
�Ï�
�
���G�nvn�����Y�yu'�Y��s
��}�vn�¸ÂÐ��s�v'�n�Y����vn�����Y}��.��}
�Ò�b¹
� ² vw���p��}`��vb�����Y³T�D��vn�a¶Ë�Y���D}a�G�
�½}`¹
uy£�vb���D¶
�
���G�nvn�����Y���JÅJÆ

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¦�Ý

r��wv ² �D³�¹Z�D��v¢��s�vpÌ`¹Z�D³����eµ´�D¶*��s�v¢��vb��¶·�Y��u'�D}��nv���ÉÊvy�D³����(�
³��Y����s�vp��s�vn�Y��vb�������D³�����vnvn�.¹
�
¶��Y�b���Y���%�
��� ² ���
vn�½£`µ½��uw���Ds
³�� �%³T��ÉpÆwr@s
���p³T��É ����uW�
³�µÒ���7�D��vn�%��sZ�D�����Ï¶��35à�D¶@��s�vw�n�G�
v
������vnÌ"¹�vb}`���T�D³��Z�D}��¸��s�v%��vbu'�D��}
��}
�=�n�`�
vp�����Z�D�7�D³�³�vb³�����vn� �Y}�� �
���G�nvn�����Y�����.��s�v%u'�Ná.��uy¹
u
����vnvn�.¹
�´¶��Y�b���Y��ÂÐÉ�����s }��w�n�YuWu�¹
}
�����D�����Y}��
vb³T��µG�JÅÈ����ã

N " $
��� �����
�

������}
�=��s�v �~�n�Y}����7�D}"�%����uwv � ² �D³�¹�vn�¢�.�����
³T��µ�vn�Ò��}�Ø*����¹
��v �.��ÉÊv(vn������u'�D��vn�Ò��sZ�D���
	 ���
¶Ë�Y����s�vyuw�Y}��D���
���`�nvn�7���Y�����Y�7v����D}��Ò�W��³�����s"��³�µ���}.¶·vb�����Y� ² �D³�¹�v��D¶�'
�:¶Ë�Y����s�vy£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�
���Y�7v��.��sZ�D}
»G�����(��s�v ± ��vb}�Û��¼�Z�D�7�D³�³�vb³����;�D�����Y}Í�D¶f��s�v¢��u'�D��vp��vn�7�DuW�
³���}
�ÍÂ �Gvn�b�����Y}Í��Æ x�ÅJÆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

2

3

4

5

6

7

number of processors

ac
ce

la
ra

tio
n

real mono−pro
theoretical mono−pro
real bi−pro
theoretical bi−pro

Ø*����¹
��v=¨.ã � �P�t�&%�� �  � ��&N� ��	��E	$��	 ��
!�������� �
 "�
! ���	 ��	 ��� �&%v�� v��&P� ���(�&�
�N���� �
Z����	 �  �
 � �
�1� 08�i��
_����� 	 ����� �!
!
 
 & � � ( � � ��
M���t� ��&N� %�� ���
�&��
E�t�  �
��"]�t��
 ��&N�& �� �
���n� ��	#��
!%R�&� ��	
�(� �t��	 ���&������ �
 %��<�U�� ��&N� �  '	 	��1
<���t������ �
:����	 ��� �

{e�p������}"��vb��vn������}
������}��Y��vw��sZ�D����s�v'�&uw���Ds
³�� ��³T�nÉ �
��� ² ���
vn�W�D}a¹
�
��vb��³���uW�����Y}a��s�v
����vnvn�.¹
�a¶Ë�Y�b���Y���f��}P�Y¹
�(���Y��v������

�����
N�	 $ � & !��Í¶Ë�Y��uw�Y}��D���
���G�nvn�����Y�(ÉÊ�Y��».���7�D�����Y}����Ê�D}��

�����
�����

N
	=$ ' & '��Í¶Ë�Y�W£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�w�Y}�vn��Æa{~}À�
�7�Y�b�����nv��\s��dÉÊv ² vb���È��s�vb��v´���w�D}¼� ² vb��s�v��Y�
�n�YuW��}
�(¶·���Yu �n�YuWuy¹
}
�����D�����Y}�����uwvn��£�vb�eÉÈvnvb} ��s�v¢u'�Y��s
��}�vn���D}��´��s�v%�Y£���vb� ² vn�¸����vnvn�.¹
�
É���³�³�£�v¢³�vn���@��sZ�D}��
��vn�.���b��vn� £"µ¸�&uw���Ds
³�� ��³T�nÉpÆ

)
)+*-,�.0/213141



¤�¥ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

�&��vJáG��vn�b��vn�¿����s�v�uwv��Y��¹
��vn�Ò����vnvn�.¹
������s
����s�vb��¶·�Y�&£
�Ï���
���`�nvn���7�Y��u'�Y�7s
��}�vn�wÂÐ��s�v(��vJ�
Ì`¹�vb}"���T�D³Ê�Z�D���p�7�D»�vn��� ��u'�D³�³�vb�p����uwvdÅ¢£
¹
�y���p�����D³����´��vb³T�D��� ² vb³�µÃ�b³����7vb�p���¸�����p��s�vn�Y��vb�������D³
�b¹
� ² v�ÆÖr@s
���=���D}¼£�v vJáG�
³T�D��}�vn�6£"µ¼�Ã³���ÉÊvb�´�n�YuWuy¹
}
�����D�����Y} � ² vb��s�v��Y�Á��sZ�D}
».�'���Ã��s�v
��sZ�D��vn�,uwvbuw�Y��µ½Â ± ��vb}�ÛÍ�P�Z�D���;ÅJÆ�r@s�vb��vp�D��v���}��
vnvn�´�~ÉÊ�w����vb���@�D¶*��s�v¢�D³����Y������s
u×É�s�vb��v
��s�vpu'�Y����vb��sZ�Y�����w�n�YuWuy¹
}
�����D��v ����	���	}����
E�& ��(��	.�pÉ�����s��D³�³���s�v%�
���G�nvn����vn��ã�¶·�Y�0�"�D��s�vb����}
�
��s�v,u'�D����s
��}
����¶·���Yu ��s�v,��³T� ² vn�W�D}��Ã¶Ë�Y�y£
�����Y�
���Y������}
�Ò��s�v,}�vbÉ�³�µº�n�YuW�
¹
��vn�k���7�D}���¶Ë�Y���
u'�D�����Y}ÑÆy{e}½��¹��7sÒ���Y�7vn������s�v��n�YuWu�¹
}
�����D�����Y}º����uwv���}��b��v��Y��vn�¢É�����sÒ��s�v����Y�7�D³�}"¹
u�£�vb�p�D¶
}��G�
vn����É�s
����s½���&�eÉÈ�´����uwvn�&³T�D����vb��¶Ë�Y�¢�,�b³�¹�����vb�¢�D¶\uw�Y}��D���
���G�nvn�����Y���¢��sZ�D}Í¶·�Y�%�'�b³�¹�����vb�
�D¶f£
�Ï���
���G�nvn�����Y����Æ

�&�¸�a�n�Y}��b³�¹������Y}Ñ�����=���´�
vJ¾�}
����vb³�µ �7s�v��D��vb����¶��Y����vb�����D}�� uw�Y��vÒv��'�b��vb}"�¸���k¹���vÍ£
�Ï�
�
���G�nvn�����Y�=u'�Y��s
��}�vn�dÆ �&�dÉp�0��s�vÒÌ`¹�vn�������Y}6���=s��dÉ8u'�D}"µ
ÂÐ£
�Ï���
���G�nvn�����Y�;Å'u'�Y�7s
��}�vn�¸�
�
ÉÈv=}�vnvn�a������vb��������vb�W�Y¹
�(��u'�D��vn�(��}k³�vn������sZ�D}P�Í��� ² vb}À����uwv½ÂÐ�eµG�
�����D³�³�µ6¦=uW}k¶·�Y�({�Ä¢r
�D�
�
³������D�����Y}��JÅ��

�35�� TwG���[ 9_G]LN9MF-S+@DK 9e^ CE@�C ?�=��P9

{~}W��s�v��
��v ² ���Y¹��\��vn�b�����Y}��d�"ÉÈv�ÉÊvb��v&�Y}
³�µ���}`��vb��vn����vn�w��}'��s�v0����vnvn�.¹
�W¶Ë�Y�b���Y���"£
¹
�\���5���\�b³�v��D�
��sZ�D����s�v%�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvp�
vb��vb}��
���Y}¸��s�v ² �Y³�¹
uwvy�D¶*��s�vp���D�7��£�vb��}
�w��vb��������vb��vn�¿Æ )Ãv
��vb���Y������}���s�vy¶·�Y³�³��dÉ���}
�=�7�D£
³�v���s�v���vb���������7�D�����Y}Í����uwvn�WÂÐ��}Ò��vn�n�Y}��
�;Å@¶·�Y���.�ÏÚ�vb��vb}`�¢�b³�¹�����vb�
�n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}��0�D}��,�eÉÈ�yu'�D��}=�eµG��vn�È�D¶Ñ���D�7�.Æ5Û��Y��vn� ² vb���GÉÈv ² vb���Ï¾Zvn�´�Y},�Y��s�vb�@���D�7�y��sZ�D�
��s�vy�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvyÉÈ�Y�&�.����vn�b��³�µ¸�
���Y���Y�������Y}Z�D³*���w��s�vp����â�vy�D¶���s�vp���D�7�.ãÊÉÊvp��}��.�����D��v
£�vb³���ÉÎ��s�v%uwv��D}��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvp��vb��uW��³�³����Y}��D¶ ² �ná
vb³���Æ

�%�D�7�(�eµG��v �GvnÌ`¹�vb}"���T�D³ ± }�vp£
�Ï���
��� Þ�£
�Ï���
���
Æ ¦�¥�£
�Ï���
���
Æ
,\�D}��
vb��£
��³���Â�$'& � $ ��� ² �ná
vb³��;Å ¦�¦�¨(� ��x(� ¦�ÝW� ¦b�w�
�.�D³��
	b������tb��v,Â � &($K$ ��� ² �ná
vb³��;Å ��¥�¥(� x.¦ �W� Ý�ÞW� ��Ý(�
r@��uwv¢¶Ë�Y� $ � � ² �ná
vb³�� ßY¤W� x�¨(� ¦�¦�Æ ÞW� ¨.Æ xW�

{�¶y��s�vÒ�n�YuW�
¹
�7�D�����Y} ����uwvn� �D��vÒvJá
�nvb³�³�vb}"�´¶Ë�Y�´��u'�D³�³���u'�D��v ² �Y³�¹
uwvn����v ² vb}ÖÉ�����sÎ�
��vn�.¹��nvn�¸�b³�¹�����vb�@�D¶È¦&£
�Ï���
���G�nvn�����Y���ÊÙ
ÂÐs�vb��v%���2vb}`����¹
u×{�{�{5Ý�x�x�ÛÍs
âNÅJ�GÉÊv�}�vnvn� �D�@³�v��Y���
¦�¥%u'�Y��s
��}�vn�È���p��v��Y�7s=�p�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}=����uwv��D¶��D£��Y¹
�&¦�uW}'¶·�Y� ² vb��µW³T�D����v����D�7� ² �Y³�¹
uwvn�dÆ

r��¢s
����s
³�����s"�Ê��s�v@��uW���Y���7�D}��nv��D¶���s�v@��u'�D��v�����â�v@ÉÈv@¹���vn�(s�vb��v���ÉÈv@}��Y��v���sZ�D����s�v�{�Ä¢r
�D�
�
³������D�����Y}W�
��vn�7vb}"��vn�W��}¸Ô Ä��.� * ¥.¦JÕ.¹��7vn����}`��vb��uwvn�.�T�D��v0��u'�D��v@����â�v%Â�!&%(' � 6 ' ��" � &
�*$ ���
² ��á.vb³��JÅJ����vb��������vb��vn�a��}a�D£��Y¹
�p¾ ² v'uW��}"¹
��vn��Æ¸�fá.���7�D���Y³T�D����}
���Y¹
�y�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}À����uwvn�����
��s
���0��u'�D��vp����â�v¢ÉÊ�Y¹
³�� ��� ² v%��vn����vn�b��� ² vb³�µ¸¤DuW}Zx�¥.���"Þ.���D}���x�x(��vn�n�Y}��
�0É�����sÃ¦���Þ.���D}��½¦�¥
£
�Ï���
���G�nvn�����Y��u'�Y��s
��}�vn���NÉ�s
����s(�D��v\�D³�³"�Y�n�nvb�
�7�D£
³�v\�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvn�Ñ��}%��s
���2�D�
�
³������D�����Y}ÑÆ

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¤.¦

�35 � `.BDC�^09 ��F����#9P@�7 9<9_Gab]BD9_LP=I?w=7F-GJCXG]^ LNF-VWb][ @�CE@D=�F>G @D=7VW9

� ² vb} �Ï¶�ÉÊvÍ¾�}Z�D³�³�µ6�Y£
�7�D��}�vn�Ö��vb���������7�D�����Y} ����uwvn�´�D¶y��s�vÒ�Y���
vb�¸�D¶��Y}�v�uW��}"¹
��v��&É�s
����s
É@�Y�0�Y¹
�&�D��u:¶Ë�Y�0{�Ä%rÖ�D�
�
³������D�����Y}��d�Z�Y}�v%�n�Y¹
³��¸��s
��}
»´�D¶��D�
�
³������D�����Y}���É�s�vb��v%ÉÊvp}�vnvn�¸���
��vb��������vb�*s
����s�vb�f��vn���Y³�¹
�����Y}(��u'�D��vn�5�D}�� �D�Y�f��vn�.¹��nvÈ��s�v\}`¹
uy£�vb�5�D¶Zu'�Y��s
��}�vn�dÆ�{e}���s
�������Y��v��
���@��vnvbuw�@�.� �'�b¹
³��@���p¶·¹
����s�vb�@��uW�
��� ² v¢��s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}¸����uwvn�@É�����s,�Z�D�7�D³�³�vb³�����u É�����s��Y¹
�
uw�G�.�Ï¶·µ`��}
�=��s�vy�Z�D�7�D³�³�vb³\�D³����Y������s
uW���W�7��s�vbuwv¸Â·��vnv �Gvn�b�����Y} ��ÅJÆ ����ÉÈv ² vb���¿��s�vy�`µ`�7�DuW�����D³
�D�
�
�����Y�7s6¹��7vn�P��}¼��s�vÍ�D³����Y������s
u �
��� ² ���
vn�´�Òuy¹
³����Ï�e�����D³�vÍ���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}6vn������u'�D�����Y}ÑÆ
Û��Y��vn� ² vb������s�v¢s
����s�vn�����"µG�7�DuW���¸³�v ² vb³¿�7�D»�vn���D£��Y¹
�&ßYx�5 �D¶2��s�v¢���Y�7�D³��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwv
Â·Ø*����¹
��vÒÝ�ÅJÆÎr@s
���´��¹
����vn�����,��sZ�D�=ÉÊv��n�Y¹
³�� �.�7�Y���������D³�³�µÁ����vnvn�G��¹
�6��s�vÍ��vb���������7�D�����Y} £"µ
�����Y�
�
��}
�y��s�v&�D³����Y������s
u £�vJ¶·�Y��v����5��v��Y��s�vn�È��s�v0³T�Y���\�"µG�7�DuW���,³�v ² vb³��G�D�5��s�v&�n�����Ê�D¶��p³���ÉÊvb�
�
��vn�b�������Y}Ã�Y}½��s�v(���7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}ÑÆWr@s�vw�D��u/�D¶È��s
���p��vn�b�����Y}½���¢���¸vn������u'�D��v(��s
���¢³����7�%��}
�
��vn�b�������Y}Ñ�Z�D}��¸��s�vp�n�Y����vn�����Y}��.��}
�'����vnvn�.¹
�Ñ�
É�����s ��vn����vn�b�����W��s�v¢�`µ`�7�DuW����³�v ² vb³�Æ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

50

100

150

200

250

tim
e 

in
 s

ec
on

ds

number of bi−processor machines

level 32
level 64
level 128
level 256

Ø*����¹
��v=Ý.ã �3 	��E�1�������n �
 ����	 �  �� �&�D��& �������'	��n%v	$������	]"3����& � �� �!�  ���� �!�& �t�����
 �� "0 ���� �
�
�������n �
P� � ��
E��� 
E%w� ��&1���.��&N� � ������	 ���w�
	r���w����� ���  �� ��&N���� �����	]�t '	 �!�1���D���� �
 ����	 ��"���&N�
� �&�  �
E% 	$������	 )�� "0��&N� ��&(����%�	 ���w��	 �!��� "0��
!% ��&N�+	}�����]	$������	���
����

)
)+*-,�.0/213141



¤�¤ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

r���vn������u'�D��v���s�v5³������Ñ��}p�
��vn�b�������Y}��D¶
��s�v����7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}�É�����sy��vn����vn�b�Ñ������s�v��`µ`�7�DuW���
³�v ² vb³��*ÉÈv'¹���vn�º��s�vw���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}S3��w�Y£
�7�D��}�vn�aÉ�����sk��s�vws
����sk³�v ² vb³È�Y����s�vw��vJ¶Ëvb��vb}��nv
Â·�Y¹
� �e�����Y¹
}��=����¹
��s �0¶Ë�Y�\��s
���@vJáG��vb����uwvb}"�;ÅJ���D}��,ÉÊv&ÉÈ�D}`�������n�YuW�
¹
��v���s�v&��vn�����.¹Z�D³�vb�����Y�
�Y}Ò��s�v(���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y} 350@�D�p�D}��Y��s�vb�%³�v ² vb³/��Æ��&�p� �~�.�ÏÚ¿vb��vb}��nvW�D¶Ê���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}�� �(���
�.� �'�b¹
³���������}"��vb���
��vb��v���ÉÊv%��s��G����v%����vb���D¶���vb�
��vn��vb}"�7�D��� ² vp���Y��}`�������WÂÐÉÊv����`�Y»,���Y��}`���0�D�
¦ �N�=�D}���x��N�,�D¶�v��Y��sÍu'�NáG��u'�D³*�n�`�Y���.��}Z�D��v��D¶*��s�v%��u'�D��vdÅJ���D}�� ÉÈvp�n�YuW�
¹
��vn����s�vpuwv��D}
³��G���D³����7�D�����Y}�vb�����Y�0¶·�Y�0v��Y�7s ���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}��Y�@¶Ë�Y³�³���É0��ã

���%N
	 350��#" 
��� $
��� ��� 3 � &������ 3>0�&���� �

� &

)Ãvy��vb���Y���¢��}Í��s�v�¶Ë�Y³�³���É���}
�´�7�D£
³�v���s�v���vb³T�D��� ² v��
��vn�b�������Y}½�D¶Êv��Y�7sÒ�"µG�7�DuW���Í³�v ² vb³*¶Ë�Y�
��s�v&��s
��vnv&s
����s,��vn���Y³�¹
�����Y}¸���D�7�Y��vb���È�D¶Ñ�
��vJ�5�D}��'���������e�Y��vb�7�D��� ² v�Û��6��u'�D��vn��ÆQ)Ãv&��s��Y¹
³��
}��Y��v ��sZ�D�'��s�vb��v��D��v �7�Yuwv¸��uW���Y���7�D}`�=�
vJ¶Ë�Y��u'�D�����Y}��,£�vb�~ÉÊvnvb}Á��s�v���u'�D��vn�'�.¹�v¸���Ã��s�v
��¹
���������D³&�Y��vb�7�D�����Y} �D}��6�D�����Ï¶��Y�b��Â·�.�������Y�������Y} �.¹�v¸���k�D������£
�7�D��}6��}`��vb��¶Ë�Y�nvn�d�@�
��vn��vb}��nv��D¶
vb³�vn�b�����G�
vn���ÑÆ�Æ�Æ ÅJÆ

�%�D�7�W��vb�p¦ �¢�D�7�w��vb��¤ �%�D�7�(��vb��x
{eu'�D��vy�.��uwvb}������Y} !&%(' � 6 $�! � ² �ná
vb³�� !&%(' � 6 $�! � !&%(' � 6 $�!��

,5�ná
vb³�����â�v � &
� � � 6 $'& �WuWu � &
� � � 6 $'&
�(uWu � &
� � � 6 $'& �WuWu��� N�	 3���� x.Æ ÞD�WuWu ¦�¥.Æ ß�uWu ¨.Æ Ý��(uWu��� N�	 3 ��� ¤.Æ ¨�¥�uWu ¦�Æ ¥�¨(uWu ¤.Æ ��¥(uWu��� N�	 3���� � ��� � uWu � � # � uWu � � � � uWu��� N�	 3 � � ��vJ¶Ëvb��vb}��nv ��vJ¶·vb��vb}��nv ��vJ¶·vb��vb}��nv

{e}Ã�D³�³5���Y��vn���Ñ��s�v(��vb³T�D��� ² v(�
��vn�b�������Y}º�D¶Ê��s�v(���7�D}���¶·�Y��u'�D�����Y}a�D�%³�v ² vb³0¦(���%������³�³�£�vb³��dÉ
��s�v ² �ná
vb³@����â�v�ÆÍÛ��Y��vn� ² vb���5ÉÊv´�n�YuW�
¹
��vn�k��sZ�D�����(�n�Y����vn�����Y}��
�����Ò����vb³T�D��� ² v,�
��vn�b�������Y}
�D¶Ê¥.Æ ¤,uWu8�D�&��s�v��nvb}"��vb�%�D¶\��s�v�£
�7�D��}ÑÆ¢r@s"¹����¿�D}Ò�Y�
����u'�D³����7�Y�
vJ�e�DÚº£�vb�eÉÊvnvb}½�
��vn�b�������Y}
�D}��Ò�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}½����uwv(��vnvbuw�¢���=£�v��Y£
�7�D��}�vn�Ò£`µ������Y�
�
��}
�¸��s�vW�D³����Y������s
u �D�&�`µ`�7�DuW���
³�v ² vb³�¦�Æ�)Ãv(�.�����
³T��µ���}½Ø*����¹
��v=¦�¥,��s�v�¶·¹
³�³f�D}�� �e³�v ² vb³�¦ ����vn���Y³�¹
�����Y}Ò����uwvn��¶Ë�Y���.�ÏÚ¿vb��vb}"�
}`¹
uy£�vb���w�D¶�£
�Ï���
���G�nvn�����Y�(u'�Y��s
��}�vn�dã'ÉÈv=�Y£
�7�D��}¼���Y}�v=uW��}"¹
��v´��vb���������7�D�����Y}PÉ�����sP�Y}
³�µ
�~ÉÊ�¸£
�Ï���
���G�nvn�����Y�yu'�Y��s
��}�vn��Æ )6����s½³��dÉ ��vn���Y³�¹
�����Y}Ã��u'�D��vn�=ÂÐ��s�v ,\�D}��
vb��£
��³������D�7�D£Z�Y�7vdÅJ�
ÉÈv(�Y£
�7�D��}Òv ² vb}Òuw�Y��v���uW�
��vn����� ² v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ã����uwvn��ã�¶Ð���Yu8¤.¦(��vn�n�Y}��
�&¶·�Y�(¦=ÂÐ£
�Ï���
���"Å
�ÈÙ ���'ß(��vn�n�Y}��
�@¶Ë�Y��Þ¸ÂÐ£
�Ï���
���"Å��ÈÙÈ��Æ

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¤�x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

50

100

150

200

250

300

350

number of bi−processor machines

tim
e 

in
 s

ec
on

ds

full resolution time
"level 1" resolution time

Ø*����¹
��v ¦�¥.ã��3 '	 �!�1���D���� �
M����	 ��� �� �� ��&N� ���1	�	3�&���� �	 �1���n �
 �(3 � # ��
8 �	��<� ��
!%v��&N� 	�	 ���w��	 � �
� ���� �	��N���n �
 �(3 � # ��
v� �&% �� �� � �� ���  ���� �E�� �����t�� �� "0 ��t� �
�������n �
P�

� � ����)*���Z���������&�y$ )2����)f�7�������&�

r@s�vÈ��vb���������7�D�����Y}'�D³����Y������s
u ÉÈv@��s�����vÈ�����Z�D�7�D³�³�vb³�����v@�n�YuW�
¹
��vn�\�D�fv��Y��sw����vb�W�����Z�D����v ² vn�J�
���Y�2¾Zvb³���£"µp£
³��G��»pu'�D���7s
��}
���"�D}���¹���vn�*��sZ�D� ² vn�b���Y�2¾Zvb³������&vn������u'�D��v@�����Y£
¹����2�Z�D�7�Duwvb�������
ÂÐ�������������¢� �w}�vdÅ¿���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y}(¹�����}
��"Ñv��Y�����erÑ����uWuwvn�G� �GÌ`¹Z�D��vn��Æ5r@s
���*vn������u'�D�����Y}(���*vbu(�
£�vn�
�
vn� ��}½�Wu�¹
³����Ï�e�����D³�v�¶Ð�7�DuwvbÉÈ�Y��»�Æ&�
�
���D¾�³���}
�´�D¶���s�v��
���Y���7�Duà��s���ÉÊvn����sZ�D�¢Ý�x�5 �D¶
��s�v¢����uwv�É@�Y�0����vb}"����}´��s�v ² vn�b���Y�@¾Zvb³��¸�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ñ����s�v%�Y��s�vb�&ß 5�£�vb��}
�W����vb}`����}´��u(�
�D��vp��vn�7�DuW�
³���}
��� "Gr �´uW��}
��uW���;�D�����Y}Ñ���D}�� { � ± �Y��vb�7�D�����Y}���ÆÈr@s"¹����ZÉÊvp�
���Y������vn���Z�D�7�D³�³�vb³
Û��5{��D}�� ± ��vb}�ÛÍ�a��uW�
³�vbuwvb}"�7�D�����Y}��@�D¶¿��s�v ² vn�b���Y�5¾Zvb³��'�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ñ�GÉ�����s=�¢��vn��¹
³�����}
�
�Y�n�nvb³�vb�7�D�����Y}P�D¶��D�
�
���ná.��u'�D��vb³�µº�"¨�5/�Y}º�~ÉÊ�Í�
���`�nvn���7�Y����Æ¸{e}º�
�7�Y�b�����nv��f¹�����}
� ± ��vb}�ÛÍ�
��}�����v��Y�,�D¶�Û��5{��.���,}��Y�È������}
�Ï¾Z���D}`��³�µ'��vn�.¹��nv���s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}=����uwv��G£
¹
�@�
vn�b��v��Y��vn�,��s�v
�Duw�Y¹
}`���D¶2}�vn�nvn�7�7�D��µ'uwvbuw�Y��µ�Æ3)Ãvp�D³��7���
���Y������vn� �D} ± ��vb}�ÛÍ�P��uW�
³�vbuwvb}`�7�D�����Y}Í�D¶*��s�v
��vn�;�DuW�
³���}
�p��sZ�D�5�
��� ² ���
vn�Ê�¢����vnvn�.¹
�w�D¶Ñ��£
���5³�vn���0ÂÐ�"¥�5WÅJ�"u'�D��}
³�µ(�.¹�v0���¢uwvbuw�Y��µW�Y�n�nvn�7�
³���uW���7�D�����Y}��dÆ

r@s�vw����vnvn�.¹
�½��vn��¹
³����y�Y}Ãuw�Y��vw��sZ�D}Ã�eÉÈ�¸�
���`�nvn�7���Y���y�b³�����vb³�µÍ¶Ë�Y³�³���ÉÓ��s�vW��s�vn�Y��vb�������D³
£��Y¹
}������ ² vb}(£"µy�&uw���Ds
³�� �f³T�nÉpÆfØ��Y�f��s�v@�7�DuwvÈ}"¹
u�£�vb�5�D¶Z�
���G�nvn�����Y���d�N��s�vÈ�Z�D�7�D³�³�vb³����7�D�����Y}

)
)+*-,�.0/213141



¤D� ���������
	���
¸vb���D³�Æ

�D�
��v��D������� £�v'��³�����s`��³�µÃuw�Y��v,v��'�b��vb}`��¶·�Y�p£
�Ï���
���G�nvn�����Y��u'�Y��s
��}�vn�¸ÂÐ��sZ�D}
».����� uwvbuw�Y��µ
��sZ�D����}
�Í��} ± ��vb}�Û��ÊÅJÆ �`��}��nv=��s�vbµa�D��v´�D³�������vb³T�D��� ² vb³�µk��s�v��D��vb� ÂÐ���Y¹
��s
³�µº��£
�Ï���
���
�f��Æ v�Æ
¨,�
���G�nvn�����Y������¶Ë�Y�pÞ,uw�Y}��D���
���"ÅJ�ÑÉÊvW���D}½�n�Y}��b³�¹��
vW��sZ�D�p�=��u'�D³�³5�b³�¹�����vb�%�D¶È£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�
�ÈÙÈ�������D}��Y�
����u'�D³��7s��Y���nv�Æ

r@s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}�����uwvn����s�vbuw��vb³ ² vn�0�D��v%vJá
�nvb³�³�vb}"�0�Y} ��u'�D³�³���u'�D��vn�pÂ�¦�Ý(��vn�n�Y}��
�È¶Ë�Y�
Þ�£
�Ï���
���G�nvn�����Y���0�Y} ,\�D}��
vb��£
��³��0��u'�D��vn�JÅJ�Z�D}��´������³�³ ² vb��µ'���G�`�´�Y}¸�~µ`�
�����D³¿��}`���7�N�e�Y��vb�7�D��� ² v
�D}��'s
����s,��vn�7�Y³�¹
�����Y}=Û��Á��u'�D��vn�dã2��vn����vn�b��� ² vb³�µW�"Þ���vn�n�Y}��
vn�@�D}���¦buW}Zx�Þp¶·�Y�@Þ%£
�Ï���
���
�.x�x
�D}��ºßY¥´�7vn�n�Y}��
�¢¶·�Y�w¦�¥=£
�Ï���
��� ÉÊ�Y��».���7�D�����Y}���ÆwØ��Y�%��s
���p³T�Y���p�n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}Ñ����s�v'�n�YuW�
¹.�
�7�D�����Y}�����uwv��D¶f��s�v ² vn�b���Y�&¾Zvb³��ÍvnÌ`¹Z�D��vn����s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}Ò����uwvy�D¶5��s�v���vnÌ`¹�vb}"���T�D³*�Z�D����Æ
r@s
���0uwv��D}��0��sZ�D�0ÉÈvp���D}
}��Y�0�"�D��} u�¹���s�uw�Y��vp£"µ´¹�����}
�'�Y�
�.�������Y}Z�D³�u'�Y�7s
��}�vn��Æ

r@s�v¢�D}Z�D³�µ.�������D¶���s�v�u�¹
³����Ï�e�����D³�v%���7�D}���¶Ë�Y��u'�D�����Y} vn������u'�D�����Y} ��s��dÉ0�@��sZ�D�0�Y}�v&É@�nµ=���
¶·¹
����s�vb�W�Y�n�nvb³�vb�7�D��v,��s�v´�D³����Y������s
u Â·�Y����vn�.¹��nv,��s�v,}"¹
uy£�vb�W�D¶0u'�Y��s
��}�vn�;Åy�������Í��³�����s"��³�µ
�
vn�b��v��Y�7v@�����f�Y�n�b¹
�7�Y�bµ�Æ���áG��vb����uwvb}"���5��s���ÉÊvn�w��sZ�D����s�vÊ��vb³T�D��� ² v@�
��vn�b�������Y}w�D¶���s�vÈ���7�D}���¶Ë�Y���
u'�D�����Y}��D��³�v ² vb³\¦¢���0������³�³Ñ£�vb³���ÉÎ��s�v ² �ná
vb³�����â�v��G¶Ë�Y�0�Y}
³�µ¸¤�ß 5 �D¶f��s�v%���Y�7�D³��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}
����uwv�Æ%r@s�v���vb���������7�D�����Y}Ã�D¶\s
����sÒ��vn���Y³�¹
�����Y}½Û���{@}��dÉ
�7�D»�vn�¢�Y}
³�µk¦yuW}½�Y}½�'�b³�¹�����vb�%�D¶
�Y}
³�µÃ¤ £
�Ï���
���`�nvn���7�Y���ÊÙÈ��Æ ) ����sº³��dÉÊvb����vn���Y³�¹
�����Y}k��u'�D��vn�=ÂÐ��s�v ,\�D}��
vb��£
��³��(���D�7�D£Z�Y�7vdÅJ�
ÉÈvpv ² vb}��Y£
�7�D��}Í����vb���������7�D�����Y}�����uwvp�D¶�¦�Þ(��vn�n�Y}��
���Y}¸��s�vy�7�Duwvp�b³�¹�����vb�0�n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}ÑÆ

��}��Y��s�vb�5É@�nµ����%��uW�
��� ² v0��s�v��n�YuW�
¹
�7�D�����Y}'����uwvn�5É�����s��Y¹
�\��vn�.¹��b��}
�p��s�v@�
��vn�b�������Y}'�D¶
��s�v¢�D³����Y������s
u:���\����uw�G�.�Ï¶ÐµW��s�v��Z�D�7�D³�³�vb³¿�D³����Y������s
uW���%����s�vbuwv�Æ5���\���7�D��vn�,��} �Gvn�b�����Y} Þ.Æ ¤.�
��s�v���s�vn�Y��vb�������D³�³��dÉÊvb�%£��Y¹
}����Y}���s�v(vJá.vn�b¹
�����Y}½����uwv����¢�.¹�v����'��s�v(��vnÌ`¹�vb}"���T�D³���vn�b�����Y}��
�D¶2��s�v��D³����Y������s
u ÂÐ��}´�Y¹
�����Y��v���s�v���vn�7�DuW�
³���}
�W�D¶���s�v�vb}"������v %Z���D����}
�(��u'�D��vdÅJÆ5r2����vn�.¹��nv
��s�v'�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}k����uwv'�D¶@��s
�����Z�D�����2��s�vwu'�D��}Ã���
v�� ÉÊ�Y¹
³��a£�vW��� ��vn�7�DuW�
³�vw��s�v'��u'�D��v
�Y}
³�µ'�D�È}�vn�nvn���7�D��µ ² ��á.vb³��ÈÉ�����s
��}´v��Y��s´�
���G�nvn����Æf�&�Èv��Y��s=�
���G�nvn���Ê�n�YuW�
¹
��vn�@��s�v�u'�D����s�vn�
¶Ë�Y�¢�Y}
³�µ��'¶·vbÉ?£
³��G��».�������%��s��Y¹
³��Ò�Y}
³�µ���vn�7�DuW�
³�v���s�v(�Z�D���%�D¶Ê��s�v�%Z���D����}
�¸��u'�D��v�É�s
����s
���wÉ�����s
��}¼��s�vn��v¸£
³��G��».��Æ ����ÉÈv ² vb���@��s
���Wuwv��D}��w��sZ�D�w��s�v���vb³�vn�b�����Y}Á�D¶¢��vb³�v ² �D}`�'£
³��G��».�
Â·�7vnv	�Gvn�b�����Y}Àx�Å%���D}
}��Y��£�vw�
�Y}�v,�D��v��Y��sa����vb�7�D�����Y}À�Y�y£�vJ¶Ë�Y��v��2����}��nv'���Yuwv'£
³��`�7»G�yu'�nµ
}���³��Y}
��vb�W� ² vb��³T�D�PÉ�����sÀ��s�v=��vJ¶Ëvb��vb}��nv´��u'�D��v�ÆÃr��Ò���Y³ ² v=��s
�����
���Y£
³�vbu �5��s�v=���
v��Í���(���
�
��vJ�e�n�YuW�
¹
��v¸�D}À�D�
�
���ná.��u'�D��v ² �D���T�D}��nv,�D¶�v��Y�7sº£
³��G�ÍÂ·����}��nv,��s�v ² �D���T�D}��nv'�
vb��vb}��
���Y}
��s�v,£
³��G��»º����â�v��f����sZ�Y������£�v'�
�Y}�v¸�D�(v��Y��sÀ�"µG�7�DuW���k³�v ² vb³LÅJÆÒr@s�vb}Ñ�5�D��v��Y�7sk����vb�7�D�����Y}Ñ�
�7vb³�vn�b����s�v%��vb³�v ² �D}`�0£
³��G�n����sZ�D��vb}"������vb³�µ¸� ² vb��³T�D����s�v¢��vJ¶Ëvb��vb}��nvp��u'�D��v��Z�D}��´��vn�7�DuW�
³�vp��s�v
%Z���D����}
�´��u'�D��vW�Y}
³�µ��Y}Ò��s�vn��v�£
³��G�n�����~�Y}���s�v�%�µ"�7Æ�)6����sÒ��¹��7s½�D}Ã�D�
�
�����Y�7sÑ�Ñ�Y}�v(�n�Y¹
³��
vJá.��vn�b�W���Ò��vn�7�DuW�
³�v��Y}
³�µP¤�¥�5 �7�TP�� FIH ��� �D¶���s�v´��u'�D��v���vb�W�
���G�nvn�����Y�'�D�W��s�v¸s
����s�vn���
�`µ`�7�DuW���k³�v ² vb³���É�s
���7s¼�n�Y¹
³��º³�v��Y�k���Ò���b¹
uy¹
³T�D��� ² v´��vn�7�DuW�
³���}
�Ò����uwv´�D¶�³�vn������sZ�D}À�Y}�v
�7vn�n�Y}��=�Y}¸Þy£
�Ï���
���`�nvn���7�Y�Èu'�Y�7s
��}�vn����}�����v��Y�=�D¶Ê¦dß���vn�n�Y}��
�Ê¶·�Y����s
����s,��vn�7�Y³�¹
�����Y}¸��u'�D��v�Æ

r@s�v���vn��¹
³������Y£
�7�D��}�vn�Ò��}Ò��s
���%�D�������b³�v��¿£��Y��sÒ��}Í��vb��uw�%�D¶Ê�n�YuW�
¹
�7�D�����Y}º����uwvy¶Ë�Y����vb�Y�
�������7�D�����Y}��D}��,uwvb��s��G�
�Y³��Y��µ=¶·�Y�@�Z�D�7�D³�³�vb³����7�D�����Y}Ñ�Z�Y��vb}¸��vn��v��D���7s�� ² vb}`¹�vn��¶Ë�Y�È��s�v¢u'�Y�7��� ² v
����v��D��uwvb}`�Ê�D¶�uwvn�.�����D³���u'�D��v0���D�7�D£Z�Y��vn�d�"��¹��7s,�Y�f��s�v0Ì`¹Z�D}"���Ï¾Z���D�����Y},�D¶¿�.����v��Y��v�v ² �Y³�¹
�����Y}

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¤�Þ

�Y}w�&³T�D����v@}"¹
u�£�vb�Ê�D¶��Z�D����vb}"���d�"�Y�f��}.¶·�Y��u'�D�����Y}'��vb������v ² �D³Z�D}��(vJá.�
³��Y�7�D�����Y}w��}(³T�D����v@��u'�D��v
�n�Y³�³�vn�b�����Y}��dÆ

� L��3G F*7 �79_^ ;69!V 9!G-@D?

r@s�v��D¹
��s��Y���0ÉÊ�Y¹
³�� ³���»�v%���(��sZ�D}
» �"�D}�vb��Ç@vb�����Y��¶Ë�Y�0�
���`�D¶·��v��Y�.��}
��Æ

�
���n�����5�y)*���

Ô �>,.,¢Ý�¥NÕ "5Æ ÛkÆ"�&¹�vb�È�D}�� ,(Æ�,\�D}�,5vb³���s�� ² vb}ÑÆ ��
_���&�D ��<�����D�����w� 0-	}�������
 ��1
!%���	 � '���
�' ��

�U���1�& w���1��'�������Æ �`�
����}
��vb����,5vb��³T�D���2¦�Ý�Ý�¥.Æ

Ô Ç]/%r * Ý�ßdÕ �yÆ �(Æ"ÇÈ¹��7s��Y³�â��
��Æ(/Ê�DsÑ�N��ÆGrÑ���Y£Z�D¹
��sÑ� "5ÆGÛ��n�&¹
��uw�Y}`���ZÙ�Æ&�`��¹
��u ��Ù�ÆGÇ��D¹.�
u'�D}
}Ñ�0��Æ ÛkÆ �&vb}��
vb���7�Y}Ñ�\��Æ�"Ñv ² µ��\�D}��P�*ÆQ�%vn����u'�D}ÑÆÃr@s�v¸�n�Y����vn�b�����Y}¼�D¶
����vb��vn�Y�7�Y�b�����Ò��}Z�Y�n�b¹
�7�Y�bµÖ���D¹���vn� £"µ¼£
�7�D��}���s
�Ï¶·�=¹�����}
�¼�D}6��}`���7�Y�Y��vb�7�D��� ² v
¹
³����7�Y���Y¹
}��Ö�
v ² ���nv�Æ {~}����� �  � ��� � 
:�&% �-
����12 � * ���d� ² �Y³�¹
uwvk¦�¤�¥�Þk�D¶
� � � ���G�Z�D��vn�0�"Þ�Ý��"�'���.��Ä���vb}��Y£
³�v���Ø
�7�D}��nv��Ñ¦�Ý�Ý�ßGÆ

Ô Ùr�`Ý�ÝNÕ �yÆ )?ÆÊÙÈ�ná6�D}��6��Æ0��vn��u'�D}���É����bâ�ÆÎ��v��D³Ï������uwvÒxY�¼��u'�D��v ��vb���������7�D�����Y}Á¶Ë�Y�
¶Ð¹
}��b�����Y}Z�D³�uW����Æ 
 � '�
X�
����� �����
 �
!��
!�t� ��
 
:� %(�&�
��
E�b�Z�"¤.ã�¦�¥.¦b�w��¦�¥.¦�¨.�2¦�Ý�Ý�Ý.Æ

Ô ÙÈ�&Û�Ý��NÕ Ä(ÆÑ�0Æ*ÙÊs
��������vb}���vb}Ñ�*�yÆÑ�(ÆÑ���D£
£
�������2�D}��ºÛkÆ¿{JÆÑÛ���³�³�vb��Æ,�¢vJ¶·�Y��u'�D£
³�v'��vbu(�
�
³T�D��vn�@¹�����}
�W³T�D����v¢�
vJ¶·�Y��u'�D�����Y}�»`��}�vbu'�D�����n��Æ � � � ���<����
<�
�D�����n �
P�+ �
 
:�&%'�
���t��	 ��	 � '���
�'���Þ
Â�¦�¥�ÅJã�¦b�"x�Þ���¦b���`ßG� ± �b���Y£�vb��¦�Ý�Ý��.Æ

Ô Ä%vb�7Ý�ÝNÕ �(Æ,Ä¢vb����}
��Æ �`µ.����vbu ¶Ë�Y�¼��¹
���������D³ �
³T�D}
}
��}
�:�D}�� ��¹
�����D}��nv�¹�����}
� ��u(�
�D��v ¶·¹������Y} �D}�� ��}"��vb� ² vb}`�����Y}Z�D³�uW��Æ ÛÒ�Y����vb� � � ��s�vn��������Û�{~r%�6¦�Ý�Ý�Ý.Æ
s"�����Ñã � �NÉ�É�ÉpÆ ��³����nvb��Æ �Y����Æ

Ô Ä ��� * Ý�ÝNÕ �(Æ r%Æ.Ä¢vb����}
���G��Æ'�¢�D£Z� ² ���G��Æ(�¢��»G��}
�����G�0Æ "5Æ
Ä�����uw���Y}Ñ� ��Æ$���D�7�.�G�*Æ`� ² vb��vb�����
Ø@Æ ��ÆQ���Y³�vn��â��Ê�D}��e)
Æ ÛkÆ-)Ãvb³�³��dÆÃ��}À��}`��vb���7�D��vn� ² ����¹Z�D³���âd�D�����Y}¼��µG����vbu ¶Ë�Y�
��¹
���������D³
�
³T�D}
}
��}
���D}��(��¹
�����D}��nv�¹�����}
�%��u'�D��vÈ¶Ð¹������Y}'�D}��w�D}(��}`��vb� ² vb}"�����Y}Z�D³
��u'�D����}
��Æw{~}��r�� �� � 
�� � �12 � * �!�"� ² �Y³�¹
uwvÍ¦ ��ßYÝ´�D¶ � � � �����Z�D��vn�y¨�¥�Ý��G¨.¦�Ý.�
Ù@�Duy£
�����.��v´Â·���yÅJ� ± �b���Y£�vb�y¦�Ý�Ý�Ý.Æ

Ô Ä ��� * ¥.¦JÕ �(Æ r%ÆDÄ¢vb����}
���Y��Æ �¢�D£Z� ² ���D��Æ �¢��»G��}
��������Æ �¢�D�7�.��"5Æ���Æ ± � �¢�Y}
}�vb³�³��D��Æ "5ÆYÄ¢����u(�
���Y}Ñ�fØ@Æ ��Æd���Y³�vn��â����*Æ ÛaÆ*ÇÈ³T�Y��»��5�D}�� )?Æ ÛkÆ6)Ãvb³�³���ÆÍ��}a��}"��vb���7�D��vn� ² ����¹Z�D³Ï�
��âd�D�����Y}Á��µ.����vbu�¶Ë�Y�w��¹
���������D³��
³T�D}
}
��}
�k�D}��À��¹
�����D}��nv�¹�����}
�½��u'�D��v´¶·¹������Y}
�D}��,�D}'�Y��vb}wuW��Æ��� �����
!��	X � 
 � '�
E�
���n� �����
 �
<
!��
!��� ��	 � '���
�'��Z¦�x.ã Ý���ß �GÝ�ßYÞ.�
¤�¥�¥.¦�Æ

)
)+*-,�.0/213141



¤�� ���������
	���
¸vb���D³�Æ

Ô Ä � � * Ý��NÕ �(Æ ��Æ5Ä����Y}�vbuwvbµ�vb���È�yÆ ÛkÆ �Gvb��£�vb³��Ê��Æ �G��s
uW���.���È��Æ*Û�vb³�â�vb���@�D}��kÛkÆf�¢vb³�³�Æ
rÑÉÈ�D�Ê�D}��'��s
��vnvJ�e�.��uwvb}������Y}Z�D³���u'�D����}
��¶Ë�Y�È��}"��vb� ² vb}"�����Y}Z�D³�uW�����D}��´�b�È��¹
���G�
�D}��nv�Æ �!���P% , �&��	}��& �!� ��&(
! �	���
 �
 ���	W�
¤�Ý.ã ��¤��.ß��.��¦�Ý�Ý��.Æ

Ô��"�Y³TÝ�ßdÕ Ø@ÆE�"�Y³�vn��â�Æ�{~u'�D��vJ����¹
���
vn�½�
���G�nvn�.¹
��vn�y�D}�����s�vW�Y��vb�7�D����}
�¸���G�Yu8�D¶Ê��s�v�¶·¹.�
��¹
��v�Æ �#�D%��� �	$ ''���Z¤�¥D��ã ��¥.¦�� �.¦�¤.�*¦�Ý�Ý�ßGÆ

Ô��¢��»
¥�¥��NÕ �yÆ6�¢��»G��}
����Æ �&���w��}º��u'�D��vJ����¹
���
vn�À��¹
����vb��µ�Æ¸r�vn�7s
}
�����D³���vb���Y���'¦�Ý�x.� �`¹
���
�������D³y��³T�D}
uW��� "2�D£��Y�7�D���Y��µ��p¤�¥�¥�¥.Æ ± �7�D³y����vn�7vb}"�7�D�����Y}
�D� �\�%Ù8��}
}`¹Z�D³
ÙÈ�Y}.¶·vb��vb}��nv���ÙÈvb}"��vb�w¶·�Y�w�f�D�7�D³�³�vb³�ÙÈ�YuW�
¹
��vb���ÍÂ·�\�%Ù�ÅJ�\����µ"�D³0{~}���������¹
��v¸�D¶
r�vn�7s
}��Y³��Y��µaÂ��%r �¢ÅJ���`���G��»Gs��Y³�u ���`ÉÈvn�
vb}ÑÆZ�¢vn�nvbuy£�vb��¦b�Y�7¦�Þ.��¤�¥�¥�¥.Æ

Ô��¢��»
¥�¥D£.Õ �yÆX�¢��»G��}
����Æy{~����ã&r2�`����µÒ�D}������Yuw�Y�����dÉpÆ�r2vn��s
}
�����D³È��vb���Y���(¦�Ý�¤.���`¹
���������D³
��³T�D}
uW��� "��D£��Y�7�D���Y��µ��2¤�¥�¥�¥.Æ ± �7�D³�����vn�7vb}"�7�D�����Y}a�D�¢��s�v�)º�Y��s
��}
�����Y}aÙÈ� �
Ä����Y¹
��Û�vnvb����}
��Æ

Ô��%Û�Û * ¥.¦JÕÀ�(Æ ØÈÆ��p�Y��s�vb���(��Æ �0ÆGÛ��D��vb������Æ`Û��Du'�D�7�.��/WÆ"ÛÒ�Du'�D�7�.�.��Æ ���D£Z� ² ���.�D}��,Ø@Æ ��Æ
���Y³�vn��â�ÆfÛ��Y�����Y}¸���Y£
¹����@��u'�D����}
�(¶·�Y���n�Y}"����}`¹��Y¹�����}`���7�Y�Y��vb�7�D��� ² vpuW����Æ �1 ��1���

!��	- � 
:� '�
E�
���n� ������ �
<
!��
E�t� ��	 � '���
�'��¿¦�x.ã�¦�Þ�¨���¦ �.¦���¤�¥�¥.¦�Æ

Ô "����¢¨D�YÕ "5Æ �(Æ�"¿¹
}���¶Ë�Y���¿���yÆY�f�D��������sÑ�`�D}�� "5Æ��&³�£
������s"��Æ�{e}`���7�Y�Y��vb�7�D��� ² v0��u'�D����}
�%É�����s
����s�vb�7�D��vb¹
�����Í�n�YuW�
¹
��vn�¼���Yuw�Y���7�D�
s
���Í�����D}
}�vb��Æ �U�
���& w���1�n'(�����Y�y¦�Þ.ã Þ�Þ�Ý��
Þ��.¦��Ñ¦�Ý�¨D��Æ

Ô Û��5{�Ý�ÞNÕ ÛÍvn�7�7�D��v'�f�Y������}
�Ò{e}`��vb��¶Ë�Y�nv,Ø��Y��¹
u Æ 
 � �,� 2 
:�����
� '���� �#���t����
�' ��
!�7�������D�t�
�!����
!%(����%���Û���µ�¦�Ý�Ý�Þ.Æ5s"�����Ñã � �NÉ�É�ÉpÆ uW�
�Ï�Ë¶Ë�Y��¹
u Æ �Y��� �GÆ

Ô ��,¢ÛR) ¥.¦JÕyr%Æ��&vb���7��sÑ�
��ÆN,\�D} Û�¹
����É���}
»�vb³����D}�� ��ÆN)Ãvnvn��v�Æ�r��dÉÈ�D���
�&��v��D³Ï������uwv%uy¹
³����Ï�
uw�`���D³����~µ'xN�e�wuwvn�.�����D³���u'�D��v0��vb���������7�D�����Y}ÑÆ¿{~}+�r�$'#&��1��
_�7����
!�����n �
!��	'�3 �
 � �����
��
!�t�� �
 �3 '	 �!�N�7������������ �
�� ² �Y³�¹
uwv,¦��.�Z�D��vn��ßG¦�¨��.ßY¤�Þ.�<��¹
³�µ¸Ý���¦�¤'¤�¥�¥.¦�Æ

Ô ± ��v�Ý�¨NÕ ± ��vb}�Û��P�&����s
����vn�b¹
��v%��v ² ��vbÉÖÇÈ���D���¿Æ�� �P��
 
 � � ��
!% � ��� 2����!	 ��� �D���� �

�r�& '��&�'	 ��
!�7�������D�t� �<�
�t���� �
 ��� �Y� ± �b���Y£�vb�y¦�Ý�Ý�¨.Æ

Ô ± �&���¢¥�¥NÕ ��Æ ± ¹
����vb³���}Ñ�f��ÆÑ���G��s�v�� ��Æ2������u'�.���D}�� ��Æ��fµ"�Y��s�v�Æ�ÇÊ³��G��»½ÛÒ�D����s
��}
��ãW�
Ä¢vb}�vb�7�D³�Ä��7�DuwvbÉÈ�Y��»Ö���P{euW�
��� ² vÃ���Y£
¹�����}�vn�7�¸�D¶(��������� ��vb���������7�D�����Y}��D¶
ÛÍvn�.�����D³�{~u'�D��vn��Æ�{e}Ò��Æ ÛkÆ��&�LÄ¢���Y�T�=�D}�����Æ���vb³��Ñ�¿vn�.�����Y���d� � &�� �&% ��
_�7����
!�'�
���� �
!��	 �3 �
 � ��� ��
!�t�� �
 
:� %����t��	 ��	 � '(���3 '	 �!�N��� 
1' 2�
!%(�3 '	 �!�N�7����� 2.����� ���7�&%
��
_�7�����w��
_���n �
/� 
�� � �12 � * �!� #D�0�Z�D��vn��Þ�Þ�ß �GÞ����.�p����������£
¹
����sÑ�%�*vb}
}���µG³ ² �D}
�T�
� �G��� ± �b���Y£�vb�y¦�¦J�7¦b�,¤�¥�¥�¥.Æ

g�� ) g��



� éGè ®
­Dê2« �,å ® & ç ��� 
 å�� & ����� ¯"® &Ê©	�
� & � ¯�®.¬ � é � « ¤�ß

Ô ± � � * ¥.¦JÕ ��Æ ± ¹
����vb³���}Ñ�*��Æ����G��s�v���Ä(Æ
�`¹
£��7�Y³�� �(Æ��*vb}
}�vn�����D}�� ��ÆÑ�fµ"�Y��s�v�Æ¸�&vn�n�Y}.�
������¹��b����}
�Í�¸xY� �`����¹��b��¹
��vW¶·���Yu �Gvb���T�D³ �&�������Y³��Y�������D³ �Gvn�b�����Y}���Æ ��	 � '�� ��
E%
��� ���n �
 �3 	��E�1����
�'��¿¦�Ý
Â�¦J�~¤�ÅJã ¤�Þ��Gx.¦��E�"�D}"¹Z�D��µ�¤�¥�¥.¦�Æ

Ô �ÈÙÈ��¥.¦JÕ ��Æ\�2vb}
}�vn���0�*ÆÈÙ@�Y�7s
��vb�����D}�� ��Æ5�fµ"�Y��s�v�Æ r��7�Y��»G��}
�a£
�7�D��} �
vJ¶·�Y��u'�D�����Y}��
��}a����uwv=��vnÌ`¹�vb}��nvn�(�D¶&xY�×� �Ò��u'�D��vn��Æ�{e}kÛaÆ {JÆ�{~}��7�D}Z���D}��a��Æ ÛaÆ�"Ñv��Ds"µ��
vn�.�����Y����� ���� � �6 � ��� 
 � * � ����}"¹
u�£�vb�@¤�¥�¨�¤¢��} "��%Ù �����Z�D��vn��¦ ��Ý���¦dßYÞ.�G�%� ² �����
ÙÈ���
� �G���P��¹
}�vy¤�¥�¥.¦�Æ��`�
����}
��vb�i,5vb��³T�D��Æ

Ô � ± �¢¥�¥NÕ ��Æ"������u'�.�(��Æ ± ¹
����vb³���}Ñ�
�D}�� ��Æ"�fµ"�Y��s�v�Æ*ÙÈ�YuW�
¹
�7�D�����Y}´�D¶Ñ��s�v&Û����G� �.�D�������7�D³
��³T�D}�vp��}�xY� {eu'�D��vn�&�D¶*��s�vpÇÈ�7�D��}ÑÆÈ{e} �(ÆP,5vb��}��Y}Ñ��vn�.�����Y���+�_������&+�r�1�� ��P�&��

�3 �
 � ��� ��
!�t�  �
��3 	��E�1�7��� ��� ���n �
 " � � ��� * � �!�!�Y� ² �Y³�¹
uwvy¦�¨D�"¤N�~xp�D¶ �-� ������� �
�+ ��7���+� 
 �3 '	 �!�1�7�
� �E�
����
!�t�n���Z�D��vn� ��¨�Þ��.ßY¥.¦����&¹
£
³���}Ñ�Z{e��vb³T�D}��¿�<��¹
}�v �w��¹
³�µ
¤�¥�¥�¥.Æ �`�
����}
��vb��Æ �5³�vn�b�����Y}
��� ² vb�������Y}Ñã�s"�����Ñã � �NÉ�É�ÉpÆ ��}
���T�.Æ ¶·� �D���&�fr �D�����
x�¨D��¦�Æ s"��uW³�Æ

Ô � "�¨�ßdÕ �2vb��vb�3��ÆN���Y¹����7vnvb¹"ÉP�D}��y�&}
}
����»yÛkÆ "Ñvb���dµ�Æ��� ! �����������'��&���t���n �
 ��
!%����N��	������
� ���7�&�����n �
ZÆ<) ��³�vbµ �Gvb����vn�5��}w�����Y£Z�D£
��³����eµw�D}��WÛÒ�D��s�vbu'�D�������D³��`�7�D�����������n����¾������
vn�.�������Y}Ñ��¦�Ý�¨�ßGÆ

Ô �1�"�&Ý�ÞNÕ ��Æ �G��s�vb}
»�� Ø@Æ ���Y³�vn��â��Ó�D}�� �*Æ¼���Gvbuwvb��Æ �`¹
��vb���n�Y}��.¹��b����}
� �Y��vb}.�
�n�Y}.¾���¹
�7�D�����Y}ÃuW����u'�D����}
� ��µG����vbu×¶Ë�Y�¢��u'�D��vJ����¹
���
vn�Ò��s�vb�7�D�"µ�Æ ���D%��n �	} t''���
¦�Ý�Þ.ã ¨�¥�Þ��G¨.¦b����¦�Ý�Ý�Þ.Æ

Ô )º��Ý�ßdÕ ��ÆD)Ãvn���Ê�D}��,�D³�ÆÑÙÈ�YuW�Z�D�������Y}¸�D}��'v ² �D³�¹Z�D�����Y},�D¶¿��vb����������vn�b��� ² v���}`��vb��uw�`���D³Ï�
���eµÒ£
�7�D��}Ã��u'�D��v'��vb���������7�D�����Y}º��vn�7s
}
��Ì"¹�vn��Æ �� ��1��
!��	] � �3 	��1� 2.�t�����
� � �_ '�
	  '��&��� &!����¤.¦�ã Þ�ÞD�w�GÞ����.�2¦�Ý�Ý�ßGÆ

Ô )ÖØ2Ä * ¥�¥NÕ+��Æ��WÆ�)º�D��¾Zvb³��¿�wÛkÆ�ØZvb���7�D}"��� �(ÆyÄ%�D³�³�vbâ��W��Æ��¢�D£Z� ² ���WØ@Æ ��Æ����Y³�vn��â��w�D}��
�yÆP�¢��»G��}
����Æ���v��D³Ï������uwvp£
���Yuwvn��sZ�D}
�����D³f����uy¹
³T�D�����Y}��D¶ ² �Y³�¹
uwvb�������%£
�7�D��}Í�
vJ�
¶·�Y��u'�D�����Y}Á¶·�Y�'��u'�D��v¸��¹
���
vn�¼}�vb¹
������¹
����vb��µ�ÆÖ{~} �'� � �!�!�!� ,��$'#& �������
 ����
	 ��
!�t�
� �
��"0 �������
�' ��
!% �3 '	 �!�N����
�' �3 �
 � ���&�

!�t�b� ² �Y³�¹
uwv&¤�x�¥.�`�Z�D��vn��¦���¦ �.�
�%�D³�³T�Y����� �G������� ² �w��¦�¥w¤�¥�¥�¥.Æ �G��"ar�vn�7s
}
�����D³*�&vb���Y���p¦�¨�¨.Æ

Ô )Ö� � * Ý�ÝNÕJ��Æ�)Ãvnvn��v��2�2Æ��������7sÑ��r%Æ���vb������sÑ�*r%Æ¿ÇÈ³T�NÚ�vb�����*�D}��ÃÛaÆ��&¹
������Æ,Ä��7�nµ`� ² �D³�¹�v
£Z�Y��vn�Í��vb���������7�D�����Y}��D¶\�b�¢�D}���uW����u'�D��vn�&£"µ u'�Ná.��uW��âd�D�����Y}½�D¶f³��G���D³f�n�Y����vJ�
³T�D�����Y}ÑÆ&{~})���&�  �
!% ��
_�7����
!�����n �
!��	 �3 �
 � ��� ��
!�t�  �
 
:�&%��n� ��	 ��	 � '(� �3 '	 �!�1� �
� 
1'�2�
!% �3 '	 �!�N�7����� 2��t��� ���7� % ��
_�7�
���w�

_���� �
�� 
�� � �12 � * ��� #D� ² �Y³�¹
uwv�¦ ��ßYÝ��D¶
� � � ���G�Z�D��vn� ��Þ���� ����x.��Ù@�Du�£
�����.��v=Â·�.�yÅJ� ± �b���Y£�vb��¦�Ý�Ý�Ý.Æ

)
)+*-,�.0/213141



¤�¨ ���������
	���
¸vb���D³�Æ

Ô )W,f� * Ý��NÕ×ÛaÆ )?ÆP)Ãvb³�³������*Æ<,����Y³T�.� ��Æ��@����¹
uW��� ��Æ �¢�D»Y�N����u'�.���D}��Í�yÆ<�¢��»G��}
����Æ@ÛÍ¹
³����Ï�
uw�`���D³ ² �Y³�¹
uwv5��vb���������7�D�����Y}�£"µ¢u'�Ná.��uW��âd�D�����Y}��D¶
uy¹
��¹Z�D³`��}.¶·�Y��u'�D�����Y}ÑÆ/
:�&%'�
���t��	 ��	 � '(� 2�
!��	 �w��� �J��¦�Â�¦dÅJã x�Þ��GÞ.¦���¦�Ý�Ý��.Æ

g�� ) g��



Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis
2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique
615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38330 Montbonnot-St-Martin (France)

Unité de recherche INRIA Rocquencourt : Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)

Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)��������� �	��
�


���������� ��� ���

ISSN 0249-6399


