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Finite volumes methods with centered fluxes: application to
aeroacoustics

Abstract: After having through various forms linearized the Euler equations and doing theoret-
ical reminders, we study a not-diffusive, leap-frog scheme, stable with a condition of type CFL
within the framework of small perturbations around an uniform flow. We widen our study in
the case of small perturbations around a steady flow in one dimension of space illustrated by the
evolution of a pulse in a nozzle.
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Introduction générale

L’aéroacoustique se situe & l'interface entre les deux disciplines traditionnelles que sont la
mécanique des fluides et ’acoustique. L’étude du bruit d’origine aérodynamique a connu une
évolution considérable ces derniéres années, avec en particulier un développement trés rapide
des techniques de simulation numérique. Les domaines d’application de ’aéroacoustique se sont
aussi tres largement élargis. Orientée initialement vers 1’aéronautique, elle concerne actuellement
de fagon cruciale tous les moyens de transport et ceci tant pour la minimisation des nuisances
apportées aux riverains que pour l’amélioration du confort des passagers: transports terrestres,
aéronautique, spatial.

Les travaux que j’ai entamés pendant mon stage de DEA et que je poursuis aujourd’hui visent
& long terme le développement et la validation d’une méthode numérique capable de propager
le bruit généré par les structures turbulentes d’un écoulement stationnaire. L’originalité de la
démarche est de vouloir utiliser pour la propagation des ondes des schémas en volumes finis
utilisant des flux centrés et qui ont déja fait leurs preuves pour la résolution des équations de
Maxwell [15].

La méthode de volumes finis proposée par Remaki [15] permet aux ondes acoustiques ou élec-
tromagnétiques de se propager sans diffusion, sur un maillage quelconque, avec une dispersion
raisonnable (c’est-a-dire avec une vitesse d’onde relativement précise; le schéma est d’ordre deux
sur maillage régulier). C’est un schéma explicite de type saute-mouton, stable sous une condi-
tion de type CFL. Nous souhaitions conserver une discrétisation en maillages non structurés en
simplexes, puisque la géométrie du domaine de ’écoulement autour de sources de bruit (par-
ties tournantes des moteurs et jets, véhicules, etc...) est compliquée. D’autre part, initialement
congue pour la propagation en milieu homogéne, cette méthode est également capable de gérer
des hétérogénéités fortes de matériaux. Cette méthode devait donc s’adapter naturellement &
la propagation d’ondes régie par la linéarisation des équations d’Euler autour d’une solution
stationnaire, uniforme ou non. En effet, dans le cas d’une linéarisation autour d’un écoulement
non-uniforme, les paramétres physiques de la propagation du son varie d'un volume fini & ses
voisins.

Les résultats que nous présentons dans ce rapport constituent une amorce & ce projet, les
différents points abordés sont les suivants:
Dans la partie une, nous présentons le cadre du probléme et les différents modéles auxquelles
nous nous sommes intéressés.
La partie deux est purement théorique, elle m’a semblé importante pour la justification des
différents résultats obtenus.
La partie trois s’attache & décrire I'utilisation de schémas volumes finis sur les équations d’Euler
linéarisées autour d’un écoulement uniforme.
Dans la partie quatre, nous avons étudié I'utilisation d’un schéma volumes finis avec flux centrés,
explicite de type saute-mouton, non diffusif et stable sous une condition de type CFL.
Quant a la partie cing, elle met en évidence la transition difficile de 1’écoulement uniforme &
I’écoulement stationnaire en dimension un.
Enfin la partie six consiste en l'illustration des résultats des parties quatre et cing sur le probléme
particulier de I’évolution d’un pulse au sein d’une tuyére de section variable.

RR n® 4506



INRIA



Schémas en volumes finis avec flux centrés: application a l’aéroacoustique 9

1 Les équations d’Euler et leur linéarisation

1.1 Lois de conservation:

Le systéme des équations d’Euler instationnaires en deux dimensions d’espace sous forme
conservative s’écrit dans le cas d’un gaz parfait:

oW | OF (W) | 9G (W)

=0 1
ot oz dy (1)
p pu2 pv
- pu . pu”+7p . puv
W=1 F(W) = ou G(W) = o0 +p
E (E+p)u (E+p)v

N
avec p la masse volumique, u et v les composantes du vecteur vitesse U et E 1’énergie totale par
unité de volume.

La pression p est donnée par la loi d’état des gaz parfait:

p=r-1) (B- 3o (2 + 7))

ou 7 est le rapport des chaleurs spécifiques.

1.2 Linéarisation autour d’une solution stationnaire

Considérons X¢ = (po,ug,v0,po) une solution stationnaire assez réguliére de (1), le systéme
obtenu peut s’écrire sous forme non conservative :

( dug dpo dpo dvg B

,080a -I-u()aa -I-ana-l-po&y =0

uQ (i

% + uopoa— + vopo—4— 3y =0
\ Ipo g oo (2)

Dy + wopo—5_- oz + vopo—4— By =0

Buo 87)() apo 8p0 .

\'Ypo(ax‘Fay)-l-an +U08y—0

On peut linéariser les équations d’Euler au voisinage de cette solution stationnaire Xy pour
étudier des petites perturbations.
Posons X (z,t) = Xo () + 6 X (x,t); on a alors:

W (X0 +6X) = W (Xo) + I% (X0) 6X + ...
(FoW)(Xo+6X) = (FoW)(Xo) + 2EM) (X4)§X + ...
(GoW) (Xo+6X) = (GoW)(Xo) + 2EW) (x5) 6X + ...

Ce qui conduit, au second ordre prés, a:

) (8W ) <8(F0W

ot \ X (XO)‘SX) oz 2(M

i <X0>6x) —0

RR n® 4506
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Dans ’hypothese de la régularité de la solution W, I’équation(3) nous permet d’obtenir :

bp
o | podu+ugdp
it | pobv + vobp
%6}7 + 36p (ud 4+ v3) + po (uobu + vobv)
( pPodu + ugbp
u%ép + 2ugpodu + op
¢+ 9z | wopodv + vopodu + ugvodp
U ( 70p + 16p (uo + vo) + po (updu + 11061))) + u (ﬁpo + %,00 (u% + v%))
( podv + vobp
s POV + Vg podu + ugugdp
+ ay | v36p + 2v9pobv + bp

V0 ( =6p + 26p (ud + vE) + po (uodu + UO(SU)) + 6v (%po + 2po (ud + v%))

\

En utilisant des combinaisons entre les lignes, on obtient :

( oW |, OF(W aé
bp podu + upbp PoOv + vodp
= | podu Polodu + Op =~ (= _ | povodu
W= pobv Poobv G (W) | povebv + bp
3 op ugdp + ypodu vobp + ypodu
0
s (pobu + uobp) G2 + (podv + vobp) G2
H(W)= dvg 3110
(pod 1) 6 1)
Podu + ugdp) F2 + (podv + vodp) G
\ (v—-1) ( 0vodU %— + (povodv + 6p) 8vo + porodvdL + (pouedu + 8p) (911.0)

En utilisant le systéme(2), on peut récrire H :

0
auo Buo ép Opo
i po | 0uF2 + dv ) T
= 81)0 81)0 _ bpdpg
po | bugt + v ) o By

(y— )< 5u3p0 6U3po+5p(8u0+3vo))

1.3 Cas particuliers
1.3.1 Cas trivial

Considérons le cas particulier ot Xg = (po,ug,v0,p0) = (p0,0,0,p0) avec pg,po constants, ce
qui correspond bien & une solution triviale du systéme (2). On obtient alors:

ot oz dy =0
op podu Pobv
= | podu ==\ | op ~ (s _ | O
| W= podv F <W> 10 ¢ (W) | ép (6)
op YPodu YPobu
| 7(7) =

INRIA
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Nous retrouvons ainsi I’équation de 1’acoustique:

0%6p
W - C%Aép =0
1.3.2 cas moins trivial

Nous pouvons aussi considérer le cas particulier ot Xo = (po,u0,v0,P0) avec pg,uo,v0,P0
constants, ce qui correspond également & une solution triviale du systéme (2). On obtient alors:

(o | OF(F) | 9G(W)

ot ox Yy =0
bp podu + upbp P00V + vgdp
) = PooU 7 (W) _ Pouodu + Op & (W) _ PoVOU
PV Polgdv Povodv + Op
op ugdp + Ypodu vodp + Ypodv
|7 (W) =0
on peut récrire ce systéme sous une autre forme qui sera utile par la suite:
bp bp Sp Po0U podv
o | bu o | bu o | 6u o | & a0
J— JE— JR JE— PO JR = 0 7
ot | oo | T | 6w | TG | v | Tar | 0 oy | & @)
op op op pocgéu pocgév

1.3.3 Cas isentropique

o . d .
Pour un gaz parfait a chaleurs spécifiques constantes, nous avons: ds = ¢, (%p — 77”). Si

nous regardons le modéle de petites perturbations isentropiques autour de Xy = (pg,u0,v0,P0),
on obtient une équation supplémentaire: ép = 0(2)6,0 avec c(z) = %. Nous allons alors montrer la
proposition suivante:

Proposition 1.1 En supposant que la relation suivante est vérifiée :
op = c%ép

et que ’écoulement initial est a entropie constante, alors le systéme (4) est équivalent au systéme
sutvant:

( 6p
% Podu + upbp
) Poov + vodp
Podu + ugbp PoOv + vobp
+ % (u% + cg) op + 2ugpodu + a% ug POV + vopodu + ugugdp =0
L ugPoOv + vopodu + ugugdp (v% + cg) op + 2vgpodv + Op

Démonstration 1.1 Montrons tout d’abord que dans le cas de petites perturbations se faisant
a entropie constante (méme si I’écoulement initial n’est pas isentropique), nous avons bien la
relation 8p = c36p: en effet dans le cas d'un gaz parfait a chaleurs spécifiques constantes, nous

avons
80
po = Kp{exp (C—) ;

(%

RR n® 4506
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avec K une constante, s ’entropie par unité de masse et ¢, la chaleur spécifique & volume constant
par unité de masse. D’ou

. S
po+6p = K (po + 6p)” exp (c—°>

et en développant cette relation au premier ordre, nous obtenons:

6
po + 6p = Kpoexp< )(1+M>
Cy P0o

YPo

c’est & dire:

op = 5p =ciép

En supposant de plus que I’écoulement initial est & entropie constante, nous avons la relation
supplémentaire:
grad (po) = cggrad (po)

Nous allons alors montrer que dans ce cadre, la premiére et la quatriéme équation du systéme
(5) sont équivalentes. En multipliant la premiére équation de (5) par cZ, on obtient:

dép O 0 ock dck
— 4+ — (upd 6 — (vo6 v) = (pod op) — ) bp) —
5 T g (W00 + 7P “)+ay (v06p +podv) = (podu + uodp) -2 + (podv + vobp) By
Or
20 0% _ 290 b0 _ 0P 2070 _ ()00
0oz po Ox p3 Ox ~Tor T Yoz 7 0
dck Ipo
=(y—1)22
PO By (v=1) dy
dck oc; op Bpo Opo \ d'apres(2) Ouy Oy
Z0 — (v —1) hut 2 SV | -0, 70
69 (w052 +v0 ay) -1 2 (10222 + 12 - 1)8p (G2 + 5
On peut donc récrire cette ligne sous la forme:
dbp 15] 0 Ao c')po ouy  Ovg
et = = (v—1 -0, 70
e (uO5p+7po5U)+ay (v00p + Ypobv) = (v )(5 B >+ 6v e p(aw + ay))

Ce qui correspond & la quatriéme ligne du systéme (5).

Remarque 1.1 Nous avons évidemment un résultat similaire en dimension un, sauf que dans

ce cas il n’est pas nécessaire de supposer l’écoulement initial & entropie constante car le systéme
9po [e)

(2) écrit pour une dimension d’espace nous donne la relation: ugZ2 = = upc} 2,

1.4 Exemple de modéle d’étude
Par exemple, nous pourrions nous intéresser au modéle d’étude suivant :

3W(t T aF(W(t,z,y) 8G(W(t,m,y))

9 =0 sur  x RT*

W (O,.T,y) =W (‘T,y) sur 2 X {O}
W (t,x,y) = Weo (t,2,y) sur Q x Rt

INRIA
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Avec € un ~ouvert borné de R? de frontiére 99 = T', W (t,z,y) une fonction vectorielle de R*
définie sur Q x Rt. Les fonctions de flux F (W (t,z,y)),G (W (t,x,y)) définies dans R* seraient:

op

podu + upbp

P00V + vodp

ﬁép + 36p (ud +vg) + po (wobu + vobv)

( podu + upbp \
udép + 2uppodu + 6p
ug POV + vopodu + uguydp

ug (%6}) + 36p (ud +v3) + po (uobu + vm?v)) + bu (%po + 2o (ud + v%))
podv + vobp \

ugPo 0V + vgpodu + ugugdp
G(W)= va6p + 2v9pedv + 6p

vg (%6}7 + 36p (ud + v3) + po (uobu + voév)) + bv (%po + 2o (ud + v%))

1.4.1 Conditions aux bords

Pour un écoulement externe, nous distinguerions la frontiére 4 l’infini notée I'y et la frontiére
sur le bord de l'obstacle (paroi) notée T'y:

I

Fi1G. 1 — Domaine de calcul pour un écoulement externe
Sur I's nous supposerions ’écoulement uniforme, Wo, = W (incident). « serait I'angle d’at-

taque de ’obstacle par rapport au fluide avec My, le nombre de Mach & l'infini. Sur 'y, nous
. . .. . - — R .
imposerions la condition de glissement: U.n = 0 avec n vecteur normal & la paroi.

RR n® 4506
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2 Partie théorique

2.1 Systémes hyperboliques et symétriques

Dans la premiére partie, nous n’avons fait qu’écrire des systémes d’équations sans justification.
Le but de ce stage étant d’étudier des schémas permettant d’approcher les solutions éventuelles
de ces équations, il est donc évidemment primordial de se demander dans quel cadre, sous quelles
conditions et dans quel sens ces différents problémes admettent des solutions. Cette partie (2.1)
constitue un rappel succinct de résultats théoriques qui nous sera utile pour la suite.

2.1.1 Systémes hyperboliques

Nous considérons un systéme de lois de conservation de la forme:

Z 8.7: :0, W e IRP

avec d la dimension d’espace et p la dimension du systéme. Les fonctions de flux F; : IR? — IRP
sont supposés différentiables par rapport au vecteur W. Dans la cadre de nos équations (aprés
linéarisation), les flux sont des fonctions linéaires de W. Par ailleurs dans I'’hypothése de la
régularité de la solution W, I’équation précédente peut s’écrire sous forme non conservative ou
quasi-linéaire :

A o =0 Q

Définition 2.1 Le systéme (9) est dit strictement hyperbolique si la matrice Zle A; (W)y,
est diagonalisable dans IR et si ses valeurs propres sont distinctes quel que soit le vecteur unitaire
v. Le systéme est dit hyperbolique au sens large si la matrice Zle Ai (W) v; est diagonalisable
dans IR et si ses valeurs propres ne sont pas toutes distinctes.

Par exemple le systéme des équations d’Euler constitue un probléme hyperbolique. Rappelons
quelques résultats élémentaires : considérons le probléme de Cauchy

oW 19144
{ S tag =0 V(z,t) € R x [0, + 00| (10)

avec a = cste € R et W : IR x [0, + co[ — IR. On nomme caractéristique les droites d’équations
T — at = ¢ = cste, on a alors les résultats suivants:

Théoréme 2.1 Une fonction W € C* (IR x [0,T]) est solution de (10) si et seulement si W est
constant le long de toutes caractéristiques. Si g € O (IR), alors l'unique solution du probléme
(10) est donnée par:

W(zt)=g(x—at) V(zt)€RxI[0,+ 0.

RR n® 4506
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Considérons maintenant le systéme

ow ow
W (z,0) =g (x) Ve € R

aveC W = (Wi,..,Wm) : IR X [0, + 0o — IR™ et A = (ay;),; une matrice diagonalisable dont les
valeurs propres sont réelles. Il existe une matrice inversible T telle que:

TLAT =D = diag (A,..,Am)

Les colonnes de T sont formées des vecteurs propres de A, appelons les r1,..,r,,. Décomposons
W dans cette base:

W (z,t) = Z vs (x,t) s
s=1

Le probléme (11) peut s’écrire:

i avs_l_% r
~ ot or ) °

W (2,0) = 3255 vs (2,0) s = g (2) = 3L, 95 (2) 7

Finalement

ot ox

{ % Dm0 vse(1,.m)
vs (2,0) = g5 (z) Vs € {1,..,m}

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 2.2 Sig e (C!(R))™, alors le probléme (11) admet une unique solution

W (z,t) = igs (x — Ast) 75 V(z,t) € R x [0, 4 oo
s=1

Une démonstration des deux théorémes précédents est donnée en Annexe. Voir [9] pour une étude
plus détaillée de ce type de problémes.

2.1.2 Systémes symétriques de Friedrichs

Rappelons le cadre général proposé par Friedrichs pour étudier les systémes symétriques
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre. On se restreint ici aux problémes d’évolution
posés dans des domaines de la forme © x [0,7] o €2 est un ouvert de IR™ et nécessitant la donnée
de la fonction inconnue au temps ¢ = 0. Soient A; (z,t), m matrices carrées symétriques de L(IRP)
dont les coefficients sont lipschitziens dans 2 x [0,7] et Ay (z,t) une matrice carrée de L(IRP) dont
les coefficients sont dans L (Q x [0,7]). On cherche une fonction U: Q x [0,7] — IRP, solution
de

Ox; (12)
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Avec
Up € (L* ()", Fe (L*(Qx[0,1])"

Pour Q différent de IR™, il faut rajouter a (12) des conditions aux limites. Une solution proposée
par Friedrichs pour obtenir un probléme bien posé est la suivante: soient I' = 02 et n vecteur
normal & I', orienté vers 'extérieur. On pose

B(x,t) = anAi (zt) Vzel
i=1

Soit M (z,t), une matrice carrée de L(IRP), définie Vx € T, et telle que:
M+ M >0
Ker(B—M) @ Ker (B+M) = IRP
Alors la condition aux limites homogeéne est :
U(z,t) € Ker (B(z,t) — M(z,t)) Vz eT. (13)

On se rapportera a Phillips-Sarason [13] pour la théorie générale et on retiendra pour la suite le
résultat suivant: sous des hypothéses convenables de régularité, le probléme défini par
(12) et la condition aux limites (13) admet une solution unique.
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2.2 Théorie des schémas

Dans la premiére partie, on a présenté des équations hyperboliques. En pratique, il n’est
pas toujours possible de calculer explicitement la solution d’un probléme, c’est pour cette raison
qu’ont été introduites les méthodes numériques. Plusieurs familles de méthodes existent (mé-
thode des différences finies, méthodes des volumes finis, méthodes des éléments finis, méthodes
spectrales, ...). Dans cette partie, nous commencerons par rappeler rapidement certaines défi-
nitions et résultats fondamentaux (que nous illustrerons par le probléme simple de 1’équation
d’advection). Puis nous détaillerons deux points cruciaux dans ’analyse des schémas de tout
type: la méthode des équations équivalentes et ’analyse de Fourier.

2.2.1 Rappels

Considérons le probléme de Cauchy suivant:

ou  9Y _ +
{B{M% 0 V@t eRxR (14)

u(z,0) = ug (x) Ve € R

On supposera ¢ > 0 (le cas opposé se déduisant aisément par symétrie) et la donnée initiale
est supposée de classe C', périodique sur IR de période 1. Cette hypothése permet de limiter
la résolution du probléme & un intervalle borné et de supprimer le probléme des conditions aux
limites. Pour résoudre ce probléme, on définit un maillage du domaine [0,1] x IRT, d’intervalles
Ar = % en espace et At en temps. En supposant que nous ne connaissons pas la solution de
notre probléme (ce qui évidemment n’est pas vrai), le but de la méthode consiste & calculer le
mieux possible les valeurs de la solution exacte u aux noeuds du maillage, c’est & dire avoir

u =~ u(z;,t") avec z; = jAz, t" = nAt > 0. Pour cette équation, un schéma possible est:

n+1 n n n

ST — u, o —ul
+1 1

J J c J J

At 2Ax

U

=0 (15)

Définition 2.2 Le schéma précédent définit une approximation consistante de l'opérateur auz
dérivées partielles % + Ca% si pour toute fonction v = v (t,x) suffisamment réguliére, le

v(zt+ At) —v(xt) v(z+ Azxt) —v(z— Ax,t"™) ov ov
ke Al + I ot t oz ) (@)
z€{0,..,N}Az

tend formellement vers 0 lorsque At et Ax tendent vers 0 indépendamment.
Définition 2.3 Un schéma consistant est précis a l’ordre p en temps et q en espace si et
seulement si la norme tend vers 0 comme O (AtP + Ax?) lorsque At et Ax tendent vers 0

indépendamment.

Définition 2.4 Un schéma numérique est dit convergent au sens de la norme |||| si et seulement
si, pour la résolution numérique de [’équation considérée (sur le domaine ]0,L|)

li n_ ") ] =0 VT >0
v <0§:§;§T I = ey t™); ll)
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Définition 2.5 Un schéma numérique est stable pour la norme ||| si et seulement si pour tout
T > 0, il existe une constante Cp ne dépendant pas de At et de Ax telle que :

|u™|| < Cr|lu?|| Vn tel que nAt<T

quelle que soit la condition initiale u®. Dans cette définition, on parle d’une norme ||| sans
précision. Si l'on note u™ = (u?), pour j € {1,..,N}, la solution numérique au temps t" = nAt,

on peut définir plusieurs normes:

N
luloo = sup [uf|, llwll =) Azlu}|, |luall =
1<j<N j=1

qui correspondent, de fagon discréte auz normes de L™ (]0,1[),L* (0,1]),L? (]0,1]).

Théoréme 2.3 Théoréme de Laz: Supposons que le probléeme (14) est bien posé et qu’ il
est approché par un schéma linéaire que l’on supposera consistant alors la méthode numérique
converge au sens de

VT > 0 I m_u(zt™). |l | =0
>0, lim tgl;l;llfuj w (i), |

en

si et seulement si le schéma est stable pour la norme ||||.

Démonstration 2.1 Commencons par supposer le schéma stable: soit u la solution exacte du

probléme (14) et (u?) la solution obtenue par un schéma linéaire, consistant, de condition initiale

u?— = ug (x;) et on suppose u assez réguliére. Posons alors:

n__ n qn n __ n

ef =u; —u(w;t") € _(ej)lgjgN

Si le schéma est précis & ’ordre ¢ en espace et p en temps, alors pour tout 7" > 0, il existe une
constante positive Cr telle que:

sup |le"]| < Cr (A + Az?)
tn<T

On écrit le schéma sous la forme ™! = Mu™, ot M est un opérateur de IRY dans R et
u” = (u”

I/1<i<N
fonction v réguliére vérifiant g—“ + c% =0, on a, en posant v" = (v (wj,t"))lngN

. Comme le schéma est précis a l'ordre q en espace et p en temps, pour une
7
"= My 4 Ate", on ||| < C(Ax? 4 AtP)
En utilisant ces deux égalités, on obtient pour 'erreur
et = Me™ — Ate®

Et par récurrence

n
e = M"e® — AtZM"ikekfl
k=1
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Puisque le schéma est stable, ||u"| < Kr|[u®||, et comme, u® = M™u’, la stabilité implique

|IM™|| < Kr Vn tel que nAt < T. Puisque e® = 0, finalement:

le™[| < At [IMF||[|eF| < nAtKpC (AP + At?)
k=1

Ce qui acheve la premiére partie de la démonstration. Supposons maintenant que le schéma est
convergent, nous allons utiliser le théoréme de Banach-Steinhaus dont une démonstration est
donnée en annexe. Rappelons 1’énoncé de ce théoréme:

Théoréme 2.4 Soient E et F deur espaces de Banach. Soit (T;);c; une famille non nécessaire-
ment dénombrable d’opérateurs linéaires et continus de FE dans F. On suppose que

sup || Tizx|| < o0 x€FE
el

alors
sup || Till c(m,ry < 00
iel

c’est a dire qu’il existe une constante c telle que :

[Tizl| < cllzll  VzeE, Viel
Considérons alors l'opérateur 7T, qui a (u? );» €n supposant que nous
travaillons dans des espaces de fonctions appropriés que nous ne détaillerons pas ici, nous avons
alors bien & faire a une famille d’opérateurs linéaires et continus. Comme

), fait correspondre (u

(2

lim T,ul (z,t) = t) 1 At — tjA
Az,lAIEtl—>0 w (x,t) = u(x,t) lorsque nAt— tjAzr —

0

Il en résulte que T,,u’ reste borné pour toute fonction u® assez réguliére. On obtient finalement

la consistance grace au théoréme précédent.
[ |

2.2.2 Présentation de la méthode des équations équivalentes

La méthode des équations équivalentes introduites par Warming et Hyett est une méthode
formelle qui permet 'analyse de I'ordre d’un schéma numérique, elle permet également d’étu-
dier les erreurs de troncature et de mesurer les effets dissipatifs et dispersifs. Nous allons donc
rappeler rapidement le principe de 1’équation équivalente, et cela en gardant notre exemple de
I’équation d’advection. Nous démontrerons ensuite certains résultats dis & Warming et Hyett,
pour une obtention rapide et puissante de I’équation équivalente dans le cas de schémas linéaires
4 dimension d’espace quelconque. Tous les développements qui suivent sont formels et nous ne
chercherons pas & les rendre rigoureux d’un point de vue mathématique. Permettons nous de
récrire le schéma (15) sous la forme

u(x,t + At) —u(x,t) 4ot (x 4+ Az,t) —v(x — Ax,t)
At 2Ax

=0 (16)
En supposant que u est C°°, on peut écrire les développements de Taylor au point (z,t) suivants:

ou At o

0
e + W +0O(At?) = —c (8_Z +O (sz))
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En dérivant cette égalité par rapport a t, puis par rapport a x, on obtient:

82u At 83 a2u 9
o+ 7o OB =gz 0 ()
*u At u 0*u 9
oiox 2 apan T O (B) = (@H)(M )>

En éliminant ces termes dans (16), on obtient:

ou ou At &*u
E—Fc%: . — 5 52 —i—O(Atz)—l—O(Am )
Formellement, cette équation est 1’équation aux dérivées partielles réellement approchée par notre
schéma. Il s’agit de I’équation équivalente a ’ordre deux, nous pourrions poursuivre les dé-
veloppements jusqu’a n’importe quel ordre. Les termes restant constituent ’erreur de troncature
de la méthode numérique. En particulier, I’équation précédente montre que le schéma est d’ordre
un en temps et deux en espace. De plus, dans un cadre général, nous pouvons affirmer que:
— les effets des termes sont approximativement additifs.
— les termes de dérivées paires g—ipg% sont des termes de diffusion.

L., . . 2p+1 . .
— les termes de dérivées impaires % sont des termes de dispersion.

En effet nous pouvons illustrer les deux derniéres notions par un exemple: Soit A,u,w,p € IR
avec A > 0, le probléme

ou ou _ 0%u Pu

— +
o o ot Thgpm V) € RxR

u(z,0) =sin(wr+¢) VreR

Admet une unique solution donnée par:

u(z,t) = e sin (w(z—(c+ uwQ) t) +¢)

Cette solution est & comparer & la solution v du probléme:

ot

{ @+cg—”—0 V(zt) € Rx RT
x
(z,0) =sin(wz+¢) VrelR

donnée simplement par v (z,t) = sin(w(z — ct) + ¢). On peut ainsi remarquer que l’effet du
terme /\g—i% porte sur I'amplitude de la solution. Pour A > 0, la solution est amortie, d’autant
plus vite que w est élevée: cet effet est dit dissipatif. Quant au terme u%, il modifie la vitesse
de propagation ¢ de la solution de fagon décroissante pour p < 0 et de maniére croissante sinon;
de plus dans les deux cas la perturbation agit proportionnellement & la fréquence. Cet effet, qui
module la vitesse de propagation selon la fréquence, est dit dispersif.

2.2.3 Une méthode de calcul des équations équivalentes

Cette méthode a été introduite par Warming et Hyett [16]. Nous allons dans cette partie éta-
blir deux propositions permettant dans différents cas d’obtenir simplement I’équation équivalente
d’un schéma. Ces deux résultats sont parfaitement détaillés dans [14].
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Cas monodimensionnel Considérons une équation aux dérivées partielles linéaire & coeffi-
cients constants de la forme suivante (en dimension un):

ou oK
= = Z Ok 55 (17)
K>0

Ou il s’agit d’une somme finie, et nous supposons que cette équation est approché par le schéma
suivant (sur un maillage régulier):

wt —

’Tt" =" U (Az)ulyy (18)
k

Ou il s’agit toujours d’une somme finie, et nous introduisons la fonction suivante :
gas (X) =) Uy (Az) FA7X (19)
k

Proposition 2.1 Supposons que le schéma (18) est consistant avec l'équation (17). Alors l’équa-
tion équivalente du schéma (18) s’écrit:

ou o

avec Y1~ ak (At,Az) X* le développement en série de la fonction :

_ log (1 + Atga. (X))

F(X) Az

Lemme 2.1 Supposons que le schéma (18) est consistant avec l’équation (17), et posons go (X) =
Y w0 Ok X, alors:
VXE€R  gas(X)—go(X)=0O(Ax)

Démonstration 2.2 Démonstration du lemme
Comme le schéma est consistant, nous avons pour toute fonction v(x) C'*°

. d¥u
Alirgo zk:\llk (Ag) v (z+ kAx) _KEQOOKdJE—K =0 (20)

X

Pour tout X € IR, nous pouvons prendre v (z) = e, ce qui donne:

li U, (A,)eFAzX — XK =0
iy | 20 (Aa) P58 = 5 b

d’ou le résultat.

Remarque 2.1 Nous pouvons démontrer ce lemme dans un cadre plus général. En effet, le
premier terme de (20) peut s’écrire :

(kAz)X d¥y
D2 We(da) e
k K>0
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Et donc
S0 (Ax) % 6k +O(Az) VK
- !
(kAzX)E K
DD W(An) =) 0k XN+ O(Ar) VX EC
k K2>0 K>0

Ce qui démontre le lemme VX € C.

Démonstration 2.3 Démonstration de la proposition
Supposons que u (z,t) satisfait '’équation suivante:

t+ At) — ;1)
ul@t+ As u(@ Z\I!k (Az)u(xz + kAx,t)

Et que de plus, nous puissions appliquer & u la transformation de Fourier: par exemple u C* &

support compact sur IR x IR*. Ces hypothéses ne sont pas restrictives car elles ne changent rien
a lobtention de ’équation équivalente. La transformation de Fourier nous donne:

eiTAt _
(S5 ) aten = s a6 21

En utilisant le développement en série entiére de la fonction exp (x), on obtient:

> 2 aen = Y 3w (a0) E22)” ey a (e

p>1 & p>0 p:

Et en appliquant la transformée de Fourier inverse, on a:

APl gp z)P op
S o = T Y m(an O

' _
p>1 b kE p>0

La méthode des équations équivalentes qui consiste a établir explicitement cette égalité est sou-

vent non triviale. D’aprés (21), la distribution u (€,7) est nulle excepté sur 'ensemble défini par:
1,7'At -1

~— = 9z (i€). Cet ensemble est également défini par:
log (1 + Atgaz (i .
i og (1+ AigA (i) _ F (i€) (22)

Regardons de plus prés le lemme obtenu précédemment:

Y3, (Ag) FAZX)] kA””X - Y oxX¥=0(Aaz) VX
E p>0 K>0

Ce qui est trés appréciable car Wy (Azx) est formé de puissances négatives en Az. Il s’en suit qu’il
existe une suite de polynomes en X: (g, (X)), - ,; telle que

9z (X) —go (X) =) Aafg,(X) VX
p>1
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On peut donc écrire pour At,Ax petits:
F(X) =

log (1 + Atgo (X) + At )5 APy, (X))
At

= 90 (X)+ Y SpgrAaPAtXT 3 oy (At,AZ) X

p+g>1 k>0
r>0

En réutilisant (22), et ce qui précede:
it (¢,7) = F (€)@ (67) = it (6,7) = Y i (At,Ax) (i€) @ (E,7) = 0
k

Et en utilisant la transformée de Fourier inverse, on obtient ’équation équivalente :
ou oFu
— = ar, (At,Az) —

Ce qui achéve la démonstration.

Illustration Reprenons le cas de l'introduction:

u(zt + At) —u(x,t) 4ot (z + Az,t) — v (z — Ax,t)

At 2Az =0
On a alors:
{ \Ill (A.I‘) = _2£x
\I/Q (Ax) = ZXI
Donc c
JAx (X) = _A_x sinh (A.CIJX)
D’ou formellement )
B (AP~ c\P . »
F(X)=-Y g (A—x) (sinh (AzX))
p>1
P
(AP~ /¢ P (AzXx)*t
F(X)=— Z . Z =)
= P (Am) S0 (2n + 1)!
On obtient:
(g (AL, Az) =0
ay (At,Ax) = —c
2
¢ @

_ c2At [ 2AL2 Ax?
-T2 ( 2 "’T)

Ce qui permet d’écrire facilement 1’équation équivalente & 'ordre 4 :

Ou  Odu 2 At 0%u <C<2 2 AIBz)) Pu (czAt (02A1f2 Ax2>) o*u
te—=—-c"—-5— |z |cAt"+ — +

\

ot ' Oz 2 Ox2 3 2 oz \ 2 2 3 ozt

Ce résultat nous permet de retrouver que ce schéma est d’ordre un en temps et deux en espace,
de plus nous avons ainsi obtenu les deux premiers termes diffusifs et le premier terme dispersif.
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Cas bidimensionnel La proposition 2.1 démontré dans la partie précédente peut facilement
s’étendre aux équations linéaires & coefficients constants et & deux dimensions d’espace. Consi-
dérons ainsi que 1’équation aux dérivées partielles:

ou oK +My,

= I— 2
ot Z Ok.m Dk oyM (23)
K,M>0

est approchée par le schéma explicite suivant:

n+1

Im

At

n
u Uy

=D Uik (AT,AY) U}y i (24)
j’k

Proposition 2.2 Supposons que le schéma (24) est consistant avec l’équation (23). Alors l’équa-

tion équivalente s’écrit:

I tky

OxI Oyk

ou

E = Z Otj}k (At,A:E,Ay)

J:k
Avec ijk ajk (At,Az,Ay) X7Y* le développement en série de la fonction:

log (1 + Atgaz,ay (X,Y))
At

0 gasay(XY) =) U, (Ax,Ay) fAeX+havy
J:k

F(X,)Y)=

Démonstration 2.4 Supposons que u (x,t) satisfait I’équation suivante :

u (xayat + At) —u (xaya
At

t .
) = E U,k (AzAy)u(z + jAz,y + kAy,t)
Jk

Et que de plus, nous puissions appliquer & u la transformation de Fourier, nous obtenons alors:

eiTAt -1
(T) u (6,(,7') = JAzAy (Z&,ZC) u (§aCa7—)

La suite de la démonstration est identique a celle de la proposition 1, en prenant: go (X,Y) =
ZK,MZO HK,MXkYM-
|

Illustration Reprenons I’équation d’advection en deux dimensions avec ¢ constants:

ou  Ou Ou_,
at " “ax " “oy

Iustrons la proposition sur le schéma:

n+1 n n n n n
u,. — U U, — U, .. — U

k k 1,k -1,k Jk+1 k—1

J J +e J+ J +e 7,k+ J

At 26 26y

=0

Nous avons:
\111,0 (AJT,Ay) = —ﬁ
‘11—1,0 (AxaAy) = ﬁ

\If(),l (A.CIJ’,Ay) = —2£y
\IJO,_l (A:c,Ay) = ﬁ
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Donc
gaeay (XY) = —Ai sinh (AzX) — Aiy sinh (AyY)

( (10,0 (X,Y) =0
1.0 (X,Y) = —C
ao’l (X,Y) —C
11 (X,Y) = —CzAt
042,0 (X,Y) = CQZAt

| 21 (X)Y) = —SAs

a(),z (X,Y) = 622At
a1,2 (X,Y) = CQQAt
O[2,2 (ij) — 3042At3

\

Les résultats obtenus sont trés intéressants par le fait qu’ils peuvent alléger de maniére trés
importante les calculs de I’équation équivalente, de plus ces résultats peuvent s’étendre aux
schémas implicites, nous renvoyons & [14] pour plus de détails.

2.3 Analyse de Fourier

Dans la partie précédente, nous avons détaillé certains résultats permettant d’étudier ’ordre
d’'un schéma et ’erreur de troncature. Dans cette partie nous allons nous intéresser a un autre
point crucial sur ’analyse d'un schéma: la stabilité. Nous allons montrer comment dans le cas
particulier d’opérateurs & coeflicients constants approchés par des quotients différentiels & pas
constants pour des problémes posés dans IRY, I’analyse de Fourier est un outil trés utile pour
I’étude de la stabilité.

2.3.1 Théorie

Revenons 4 la définition 2.5 de la stabilité, on pourrait juger redondant le fait d’avoir introduit
trois normes car toutes les normes sont équivalentes dans IR™. Il n’en ait rien car cette remarque
est justifiée si et seulement si nous travaillons & Az fixé, c’est a dire & N fixé. En effet cette
équivalence n’a pas lieu uniformément pour toute valeur de Az. Or la majoration uniforme
doit étre indépendante de Ax. Temporairement, laissons de c6té le choix de la norme avec
laquelle travailler. Nous allons commencer par rappeler des résultats trés pratique sur les matrices
circulantes.

Matrices circulantes L’entier N étant provisoirement fixé, tout schéma & deux niveaux peut
s’écrire sous la forme:

un—|—1 = Mu™

avec M une matrice carrée d’ordre N. D’out u® = M"u0, la suite de vecteur (u™), est donc
bornée si et seulement si la suite (M™), est bornée. Or en notant p (M) le rayon spectral de la
matrice M, nous avons le résultat suivant:
Proposition 2.3

1M ~ (p(M))"

—00
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(Voir démonstration en annexe). Donc si p (M) < 1 alors lim, oo M™ = 0 et la suite (M™) est
bornée; et si p (M) > 1, alors la suite (M™) diverge.

Définition 2.6 Une matrice M = (Mij)1<ij<N est dite circulante si et seulement si elle vérifie
pour tout quadruplet (i,j,k,0) € {1,2,..,.N}*:

i—j=k—1 (mod N)= M;; = My,

Par exemple, la matrice :

a b 0 0 c\
c a b 0
M= 0 ¢ a b
0
0 c b
b 0 0 c a

est circulante, Ya,b,c

Proposition 2.4 Soit M une matrice circulante d’ordre N. Alors M est diagonalisable et a pour
vecteurs propres les vecteurs Xy, (pour k € {1,..,N}) de coordonnées:

1 . (Qijlm
X
JN PN

(X3); = ) Vj € {1,.,N} (25)

Démonstration 2.5 Posons:

0 1 0 0
0 1
H = 0
0 1
1 0 0

On vérifie que H' = E~! et que HY = Id. De plus:

N
M= M;H™
j=1

Donc M a pour vecteurs propres les vecteurs propres de E, il reste & vérifier que les vecteurs de
(25) sont bien vecteurs propres de H. Or cela est immédiat car

2tk
MX, =M\ X, avec Mg =exp ( ZN7T>

Les N valeurs propres étant distinctes, la matrice H et donc toute matrice circulante est diago-
nalisable.
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Ce résultat nous invite a regarder tout vecteur dans cette base de vecteurs propres. Pour tout

— (. £ _ N . , .
vecteur v = (uj), <j<n» on peut écrire u = > k1 kX k. En fait les coordonnées vy, sont reliés
aux coordonnées u par une transformation de Fourier discréte :

uj = \/_ Z U, eXp (2@%6#) vVe{12,.,N} (26)

k=1

Lemme 2.2 Soit u = (u;);<;<y € v = (Vk)<p<y deus vecteurs vérifiant (26). Alors , v est
donné par la transformation de Fourier discréte inverse :

1 X _ 2ijkn
Vg = T Z s exp N VEk € {1,2,..,N}

Et de plus :

N N
Dol =" gl
k=1 g=1

Démonstration 2.6 Pour m € {1,2,..,N}, calculons w,, = \/» Z] 1 Uj €Xp ( Zlﬂﬂ) En uti-
lisant (26), on a:

or

f: (exp (W>)J e

Jj=1

ce qui démontre le premier résultat du lemme. De plus:

ot =3 (G (49)) (e ()

Jj=1 Jj=1

on obtient finalement le résultat annoncé.

Nous allons illustrer, sur un exemple, les résultats obtenus.

illustration Reprenons I’équation d’advection monodimensionnel approché par un schéma ex-
plicite centré:

n+1 n n n
U, — U, U, — U,
+1 1
J J c J J

At N
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On a alors u™! = Mu™, avec

1 —wv 0 0 v
v 1 —v 0 0

M = . ou v=—
Do ) 2IAT
0 T
v 0 ... 0 v 1

On a alors M = Id — vH +vH !, les valeurs propres de M sont donc:

9
A =1—2ivsin (%) Vk € {1,..,N}

il existe donc k tel que |Ax|> > 1, nous avons donc & faire a un schéma inconditionnellement
instable. Dans le cas du schéma décentré a gauche, nous aurions obtenu que |)\k|2 <1 Vksiet
seulement si 0 < % < 1. Sous cette hypothése, en décomposant u™ dans la base des vecteurs

propres sous la forme 4™ = lecv:l VR X, on a vf = (Ag)" v9. Donc

N N N N
Az |[uf|? = Az |lpll? < Az Rl = Az [lud)?
j=1 k=1 k=1 j=1

Ce qui signifie que le schéma est stable en norme L2, et donc converge pour cette norme d’aprés
le théoréme de Lax.

Remarque 2.2 On peut résumer sous forme simpliste la démarche de l’analyse de Fourier dans
le cas d’un schéma linéaire explicite de la forme :

un+1

— n n n
i = QU ;_ + ,BUJ + YUj+1

On suppose qu’il est consistant. Pour étudier sa stabilité et dons sa convergence, on utilise un
mode de Fourier, c’est a dire que l’on pose :

u? = e? u;-H'l =\ (0) eV’ 2]

d’ot ' '
A(0) = ae™ + B+ e
et lorsque la solution du probléme approché par ce schéma est assez réguliére, le schéma est stable

en norme L? si et seulement si |\ (0)] < 1 VO € [0,27]. La valeur \(0) est appelée facteur
d’amplification du mode de Fourier e .

Remarque 2.3 Bien que tout ce qui a été dit précédemment ait été vu sur des schémas a un
niveau et 4 une dimension, on peut facilement étendre ces résultats sur des schémas a plusieurs
niveaur et 4 plusieurs dimensions, en effet considérons par exemple l’équation :

ou ou ou

iy
—i—cay

+c—
ot ox
approchée par le schéma consistant :

n+l _  n—1 n _an n _an
Uy 1 Uy 1 Upy1g — Up—1y U pr1 — Up 11
+ +c

= 0.
2At 2Azx 2Ay
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En posant

uy . .
W" = ( uf’ll 1 > ona W' =MW" avec M une matrice circulante
k.l
k.l

Pour étudier sa stabilité, on injecte un mode de Fourier, c’est a dire:

1 ik tilo k61 4-il6 12 k01 +il6
upy = €T =l = A (01,02) €T gt = A% (01,0,) T2

1 . sin (k61)  sin(167)
— Z 4icA -
A \ + 2cAt ( - + ” 0

En posant 1 = i), on a donc une équation de la forme p® 4+ pp+1 =0, avec p réel. Cela permet
d’affirmer qu’une condition nécessaire et suffisante de stabilité pour la norme L? est p < 2, c’est @

dire ‘cAt (Sm(kgl) + Sm(wz))‘ <2 V61,05 € [0,27]. Ce qui est équivalent a |c| At (ﬁ + ﬁ) <2

On obtient alors

Remarque 2.4 Enfin, on peut également appliquer ce type de méthode sur des systémes d’équa-

v Bw —0
tions plus complezes, regardons par exemple le probléme des cordes vibrantes: gt ‘933
—_— - c— =0
ot ox
Utilisons alors le schéma suivant:
1
vy — vy Wiy —We_g
—c =0
n At n—1 n Az n (27)
We =Wk ka1 T Y1
At Azx

Vi
Wi

En posant W™ = (

poser:

) ,on a Wt = NW™ aqvec N une matrice circulante. On peut alors
k

vp = A, eik?

w} = Bpet*?

Bry1 = B + chtsm(G)A
C’est a dire :

An—|—1 B A, B 1 icAtAsijnw)
( By ) = G( B, ) avec G = ( iCAtAS;n(g) 1 )

G (0) est appelée la matrice d’amplification du schéma. Ces valeurs propres sont les facteurs
d’amplification du mode de Fourier ¢°. On obtient ainsi
icAtsin (6)

Ax
Finalement le schéma est inconditionnellement instable. Nous pouvons conclure en faisant une
derniére remarque: nous avons illustré cette exemple en wutilisant la matrice d’amplification or
nous aurions pu poser directement

On obtient alors :

A=1=+

v = AN"ek?
w = BA"etk?

et en réinjectant ces expressions dans (27), nous aurions obtenu les facteurs d’amplification du
mode de Fourier "7,
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3 Schéma volumes finis

Cette partie a pour but de rappeler le principe de la discrétisation en volumes finis et d’illus-
trer cette méthode sur le systéme (7) en utilisant le schéma de Lax-Friedrichs et de Steger-
Warming.

3.1 Exemple de maillage volumes finis

Soit €2 le domaine d’existence de I’équation (7), on définit une subdivision T}, de €2 par des
triangles.

Q = Uk
kET),
0
ENk'"=<{ ou 1 sommet Vkk' €Ty
ou 1 coté

Les noeuds de la triangulation sont les sommets des triangles et on pose:

W, = W(ait)
a; = Sommet 1=1...ns
ns = Nombre de sommets

Pour chaque noeud a;, on peut par exemple définir le contour de la cellule ¢;  (volume de controle)
en joignant les milieux des cdtés adjacents & a; et les centres de gravité des triangles dont a; est
sommet.

Fi1G. 2 — Ezemple de cellule

Nous prendrons comme notations:

(Q = U C;
icJ
J c{0,1,2,.}

|c;| = surface (¢;)

! s()={jeJ;j#i telsque dc;Ndc; # 0}

dc;j =0c;N0ocj, jEJ

Nij = (NaijNyij) est la normale extérieure du coté dc;; de  Oc;
lij = |9cij]

( At = pas de temps et tp = kAt, k C {0,1,2,..}
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Formulation intégrale Reprenons l’équation (7) sous la forme:
ow OF (W) 0G(W)
+ +

5 P 2 =0 sur Qx (0,7) avec 0<T < oo (28)
op podu + upbp Poov + voop
| podu | pouodu + dp | povodu
W= Podv F (W)= pPotodv G(W) = povobv + Op
op upép + Ypodu voOp + Ypodv

Nous cherchons a résoudre (28). Pour que le probléme soit bien posé il serait évidemment néces-
saire de rajouter a cette équation une condition initiale et des conditions aux bords (voir page
8).

Gréce a (28), nous obtenons pour toute cellule ¢;, @ € J:

tet1 tpy1
+ >
173 tg

j€s(i)

Sur chaque cellule ¢; nous considérons les approximations suivantes:

/ W (eyt) dedy  ~  |e|Wh

/ W (2.9.) dedy

/ (F (W)ny + G (W)n,) dSdt = 0
dci;

eyl

/ W (z,y,t) dedy S (WikJrl - Wzk)

Ci 173

tht+1 &
/ / (F(Wyng +G(W)n,) dsdt ~ At (0HE" + (1 - 0) HE) 1
t 30.;1‘

avec W une approximation de la solution exacte W dans la cellule ¢; & Uinstant tz, § € [0,1] et
HZk] = H;; (Wi’“,WJk,nij) correspond au flux numeérique de W a travers le coté dc;; de la cellule
¢;. Les approximations et ’équation précédente nous donnent:

whtt _ ok AL ) [(eﬂfjﬂ +(1-0) H’;) zij] . ded, k=0,1,. (29)

Ce & quoi nous devons rajouter:
1
w? = ﬁ/ W (z,y,0) dzdy, 1€J
C; i

Lorsque © € ]0,1], le schéma est dit implicite. Pour la suite, nous nous intéresserons aux cas ou
le schéma est explicite (© = 0), et prend donc la forme:
At .
Wh = Wk — = S Hy (Wi’“,WJk,nij) lj, i€J k=01,. (30)
*jes(i)

Propriétés du flux numérique Nous verrons par la suite, différents choix possibles pour
I’expression du flux numérique et nous supposerons qu’ils vérifient les assertions suivantes:
i) H;j (u,v,n) est défini et continue sur DxDxS; avec D domaine de définition des fonctions F et G

it) H;; est consistant : H;j (u,u,n) = F (u) ng + G (u) ny Yue D, ne€S

i11) H;; est conservative : H;; (u,v,n) = —Hj; (v,u, —n) Yu,w € D, n €S

Si la condition %) ou i) est vérifiee Vi € J, j € s(i), alors la méthode sera, respectivement,
dite consistante ou conservative.
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3.2 Illustration
3.2.1 Choix du probléme

X cobp
Plagons nous dans un cadre isentropique et considérons les variables | Y =1 podu
Z Poov
Notre systéme s’écrit alors:
X upX + oY voX + coZ
0 0 0
E Y +8_ UOY + C()X +8_ UOY =0
Z T\ w2z Y\ wZ +cX
H,—/ \ . ~~ vl ~ ~ )
w F(W) G(W)
ou encore:
0 v 0 ¢
ow o <o oW 0 0\ ow
5 T o w 0 oz 0 v 0 3—:0 (31)
0 0 uQ r Co 0 Vo Y
A B
Avant de donner différents flux, rappelons quelque notations:
pour tout vecteur n = ( Zm , on note
Yy
P(Wmn)=F(W)n, +G(W)ny
NgUo + NyVo CoNyp CoNy
P(n) = An, + Bn, = CoNg NgUy + Ny Vo 0
Cony 0 Ny U + Ny Vo
Ng Uy + Ny 0 0
P(n)=T(n) DT ' (n) avec D= 0 Nay + NyUo + o0l 0
0 0 Nglo + Ny — Col|n|
1 0 |lnll/v2 |nl/v2
T(n)= H ny Nz /V2  —ng/V2 et comme T(n) € (O (3) = T !(n) =T (n)
n

—Ng ny/\/§ _ny/\/§
D* = diag (\EAF,05)
|D| = diag (|A1],|A2],|As])
Pt = TD*T !

3.2.2 Différents flux
— Le flux de Lax-Friedrichs:

Hijrr (wv,n) = 1 Fu)ng + G (u)ny + F (v)ng + G (v) ny — i (v—u)
2

avec A;; = Aj; > 0 indépendant de u et de v.
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— Le flux de Vijayasundaram:

H;jy (uv,n) =Pt (u _2‘_ v,n) u+ P~ (u _2'_ v,n) v

— Le flux de Steger-Warming;:
Hijsw (w,) = P* (un) u+ P~ (v,n) v

— Le flux de Van Leer:

Hijvr (u,0,n) =

(73 (u,n) + P (v,n) — ‘IF’ (“ ;’ ”,n>

-

— Les quatre schémas précédents vérifient les trois assertions précédentes.

— Dans le cadre de notre systéme, P ne dépend que de n, donc les trois derniers flux sont
identiques.

| =

Remarques

— Une version équivalente du flux de Vijayasundaram s’écrit:

HEy (uv,n) = (A+ (u;—v) w4 A” (u;—v) U) ng+ (IB+ (U;U) u+ B (u—zl—v) v) Ny

Dans le cadre de notre probléme (en supposant 1’écoulement uniforme subsonique, uy > 0
et vg > 0), nous avons:

up+cg  ug+tco 0 ug—Co —up+co 0
=+ U —2|—c U —2|—c 2—|— U 20
_ o+t¢co o+co - _ —up+co 0—Co
AT = 5 3 0 AT = > 5 0
0 0 U0 0 0 0
vo+cCo 0 vo+co vo—Co 0 —vo+cCo
2 2 2 2
Bt = 0 v O B~ = 0 0 0
vo+co 0 vo+cCo —vo+cCo 0 Vo—Co
2 2 2 2

3.2.3 Illustration en dimension deux

Nous allons dans cette partie écrire explicitement le schéma de Steger-Warming appliqué a
léquation (31) sur un maillage régulier composé de rectangles o le domaine est infini.

Y,

(mn,m) >-

Fi1G. 3 — Grille volumes finis

Pour le schéma de Lax-Friedrichs, nous poserions A;; = 2 X %, respectivement: \;; = 2 X ﬁ—;

pour les cellules ¢;, c; telles que Oc;; est parallele respectivement avec l’axe des ordonnées,
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ol avec l'axe des abscisses. Pour ne pas alourdir notre étude, nous renvoyons & l’annexe pour

I’écriture explicite du schéma de Lax-Friedrichs appliqué & nos équations. Notons W:L Ll =
20 2

wk ((m + %) Ax, (n + %) Ay) une approximation de W & l'instant ¢; dans la cellule c dont le
1 0
. 1 1
centre a pour coordonnées ((m + 5) Az, (n+ 5) Ay) et np = ( 0 ) , Mg = ( 1 ) Alors en

utilisant le schéma de Steger-Warming, I’équation (31) s’écrit:

k+1 _ k
mrd s = Wt oed
& (@ () + P () WE AP ) WE P () WE )
+ nt3 +3.m m—3,n+3
P+ Pt wk P~ Wk P~ Wk
—RL (B () + P (ma)) WE L+ <>m+2,n+§+ (~no)WE .y )

En supposant que I’écoulement initial est subsonique et que les différentes grandeurs sont posi-
tives, on obtient:

k+1 _ k
mtynty Xm+2,n+2
At Uy — C co+u
k 0 0 vk 0 0 vk
- COXm+ n+l+ X 1 - X _1 1
Azx 2 m—|—2,n—|— 2 m—3nt3
At Cco — Ug ug + Co
—— (wY*, . .+ v o, - vE o
Az mt g0ty 2 m+ 3 nt g 2 m—3.nt3
At co + v —c
k 0 0 vk Vo 0 vk
B Xyt - X 1t Xt iy
Ay m+3,n+35 2 m ,n 2 m 2m
At co—v v + ¢
k 0 0~k 0 0 -k
y \midnid T Tmigsy T g Omidncd
k+1 — k
m+%m+% m+%m+%
At Ug — Co Cco + U
———|cY i .1+ M s o1— YE oo
A m+g5,n+ty 2 m+35,n+ty 2 m—g,n+ty
At Co — Up ug + ¢o
——(uoXE i+ XF 51— AT
x m+3.n+y 2 m+35,nt3 2 m—3,nt3
At
k k
Ay (UOYW+%:”+$ UOYM+%:H—%)
k+1 — k
m+%m+% m+%m+%
At
k
_Aa:( 0211 +1 uoZ,, 1,n+§)
At Vo — Co co + Vo
X COZIC 1t ZE i s VARERE
Ay +2’n+ 2 m+t5nty 2 mtgm—y
At Cco — Vo Vo + Co
i X T X e Xl
Ay mtgnty 2 m+g.nt3 2 mt3n—y
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3.2.4 Etude de 'ordre

En utilisant la technique des équations équivalentes sur le schéma précédent et en se placant
en r =T, 1,1 = ((m+ %) A, (n—l— %) Ay), t = t* = kAt, on obtient, en effectuant les
22 2
différents développements limités :

096 06 096 dbu dbv
S T a0 Gl oS e + O (A + O (Ax) + O (Ay) = 0

ot ox dy dy
odu odu obu ¢k 9ép
- At A Ay) =0
ot T, T T e + O (At)+ O (Az) + O (Ay)
abv ob6v abp dbu & dép B
W+u0%+U06—y+00%+%B—y—l_O(At)—I_O(Ax)—I—O(Ay)_O

Ce qui prouve que sur le maillage considéré, le schéma de Steger-Warming approche le probléme
(31) a ’ordre un en temps et en espace. En effectuant le méme raisonnement sur le schéma de
Lax-Friedrichs donné en annexe, nous aurions obtenu:

96p 06p 0bp obu dbv (A Az?  Ay?

9P 4 gDl 40220 1 g O 4 g Y 2 L2 AR A2 ) =0
8t+u08x+v08y+p08x+p08y+o +At+At+ x° + y)

96 06 06 2 06 Azx?  Ay?
- I ;+;—O—p+O<At+—x+—y+AI2+Ay2):0

ot "o T8y Ty oa At T A
0bv obv abp dbu ¢k dép Az?  Ay? 9 9
Y o ug S p g2l g 0P At+ 22 12V LA A2 =
En +u08$ +v08y +008:1:+p0 By +O | At+ At+At+ x4+ Ay 0

Ce qui montre que le schéma de Lax-Friedrichs peut étre inconsistant. Mais que sous les hy-
potheéses Az = O (At), Ay = O (At), ce schéma est d’ordre un en temps et en espace sur le
maillage considéré.

3.2.5 Etude de la stabilité

En utilisant ce qui a été vu sur l'analyse de Fourier dans la partie 2.3, nous allons déterminer la
matrice d’amplification du schéma et exprimer ses valeurs propres: en supposant que W::L 1l

27 2
puisse s’exprimer sous la forme d’une de série de Fourier discréte & deux variables d’espaces,
posons

k — i(m91+n02)
5pm+%’n+% Age
(5uk: — B ez(m01+n02)
———
vk L= Ckez(m01+n02)

v
m+3nty

En utilisant (62),(63),(64), on obtient alors:

( Atuoi 3 Atvoi . 1 1
A1 = A | — Ap S (01) — Ay sin (62) + 5 €08 (61) + 5 €08 (02)>
Atpgi . Atpoi .
+By, (— A/;:O sin (91)> + Cy, (— A’;/O sin (01)>
_ Atugt . ANV 1 1
) By1 = By ( Ag S (61) Ay sin (02) + 5 €08 (01) + 5 €08 (92))
Atc(z]i .
+ Ay (— Ao SIT (91)>
o Atuoi . Atvoi 3 1 1
Cry1 = Cg Q— g S (61) — Ay sin (02) + 5 €08 (61) + 5 €08 (02)>
A, (_ Atcgi .o (92)) INRIA
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On obtient la matrice d’amplification du schéma,:

G = ( Aéuol sin (91) Aguo’t sin (92) + COS (91) —+ cos (92)) Id

0 — Aépmoisz'n (61) Agzﬂsm (62) (32)
+ 27;;; sin (61) 0 0
22;?; sin (62) 0 0

Les valeurs propres de la matrice

0 Agpol sin (61) AK;” sin (62)
Ategi .
M = 2230 sin (61) 0 0
tc2i
— Ay Sin (62) 0 0

. 2 . 2
sont w1 =0, pg= iAtco\/<%(01)) + (%(32)) , M3 = —uo. Ainsi les valeurs propres de la

x

matrice d’amplification sont:

(

AL = % (cos (01) + cos (02)) — iAt (uo sin (01) + 3 sm (62)>

. sin 0 2
) Ay = 3 (cos (61) + cos (09)) — iAt | 22 sin (6;) + Resin (02) + CO\/ _|_ A(ya)) (33)
2
A3 = 3 (cos (61) + cos (02)) —iAt | %2sin (61) + Ay sin (02) — co\/ Sm(el) + 812(52))

\

” sin(601)
Posons U = ( UO ) et n = At SinA(gQ) , nous avons alors:
0 _ =7

Ay

S(M)=-U-n

S(A2) ==U-n—coln|
S (A3) = —=U -n+ colln]|

Donc en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et I'inégalité 2ab < a? + b?, on obtient:

p(G)* < 5 (cos® (61) + cos® (62)) + (co + IUIN* 1]

2 2
p(G)2 < - (2 - SiIl2 (01) (1 — 2At2 (||AZ{C||2+ CO) ) o sin2 (02) (1 _ 2At2 (HAU;L‘F CO) ))

Nous obtenons ainsi pour le schéma de Lax-Friedrichs une condition suffisante de stabilité:

—_

()

min (Az,Ay)
~ V2(lU] + )
Pour le schéma de Steger-Warming, nous verrons dans la suite une condition suffisante de sta-

bilité sur maillage quelconque. Nous allons & présent introduire un nouveau schéma auquel nous
comparerons le schéma de Lax-Friedrichs et le schéma de Steger-Warming.

(34)
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4 Un autre schéma volumes finis pour un écoulement initial uni-
forme

4.1 Choix du schéma

Nous supposerons donc dans cette partie que ’écoulement initial est uniforme (& vitesse non
nulle), et que ’hypothése d’isentropie reste vraie. Nous repartons en fait du systéme (31):

X 9 UQX + CQY 9 voX + C(]Z

B

a Y +a— UOY+COX +8_ UOY =0
VA T\ w2z T\ wZ + X
w F(W) G(W)

Existence et unicité La remarque que nous allons faire aurait trés bien pu étre fait dans la
partie précédente mais nous avons préféré 'introduire dans la partie la plus importante.

En utilisant ce qui a été vu dans la partie théorique, nous pouvons formellement parler d’existence
et d’unicité de la solution d’un tel systéme. En effet le systéme précédent peut encore s’écrire
sous la forme:

oW oW _ow
A B —
o Thar Thg, T

avec A et B deux matrices symétriques constantes. On se trouve donc ici dans un cas particulier
des systémes symétriques de Friedrichs. De ce fait modulo des hypothéses de régularité, en fixant
une donnée initiale et des conditions aux limites appropriées le probléme (31) admet une solution
unique.

De plus lorsque nous travaillons en une dimension, le probléme peut se récrire:

ow (uo CO)&W_

—_— — =0
Bt+ co  Up ox

Nous pouvons, d’aprés le théoréme 2.2, donner alors ’expression de la solution si la donnée
initiale est assez réguliére.

Choix du flux Nous choisissons:
1
H;; (u,u,n) = 3 (F (u)ng + G (u)ny + F (v) ny + G (v) ny)

Apres la discrétisation spatiale, le schéma s’écrit comme une équation différentielle ordinaire
donnée sur chaque cellule ¢; par:

dw
U (W) =0
7 TYw)

ol

1
T (W) > Hijly;

.
i jes(i)
Schéma en temps Nous choisissons comme discrétisation temporelle le schéma suivant:

Wt = Wl _2ALT (W) sur chaque cellule (35)
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Illustration en dimension deux Nous allons dans cette partie écrire explicitement le schéma,
sur un maillage régulier composé de rectangles ou le domaine est infini: en utilisant (35) et
I’expression de H;; on obtient:

( n+1 o n—1 n _ n n _ n
Xm+§,l+§ m+1 l+1 ‘u Xm+%,l+% Xm—é,l+§ o Xm+%,l+§ Xm+§,l—§
2At 0 2Az 0 2Ay
n _vn n _7n
Ymegert T Vmopid Imedied ~ Zmeed
+co + ¢ =0
2Azx 2Ay
n—+1 _yn—1 n _vn n _yn
ibiry " Tmedisd o Ymageny “Vmoged | Ymedd Vg
2AL 0 2Az 0 2Ay
3 (36)
n _vn
Xm+g,l+% Xm—— J+3
+co =0
2Ax
n+1 n n _ n n —_ n
2ot =2 . Zsaet L1 .\ Lt = Dy
[ v
2A¢ 0 2Ax 0 2Ay
n _yn
Fmierd " Amited
+co =0
\ 2Ay

4.2 Etude de 'ordre du schéma

Proposition 4.1 Le schéma (35) est d’ordre deuz en espace et en temps sur un maillage régulier.
Démonstration 4.1 Pour simplifier les calculs, nous proposons de montrer la proposition pré-
cédente dans le cas du systéme (36). Pour ce faire, nous utilisons la technique des équations

équivalentes: on se place en = = Ty Lyl = ((m+ %) Az, (n+ %) Ay), t =1t" = nAt. En
considérant les différents développements limités, on obtient:

X+ w0l + %+l + a2 +0 (A1) + O (Az?) + O (Ay?) =0

O +uo %y ‘H’an +eo%y +O (A7) + O (A2?) + O (Ay?) =0

%—f—}—u() +U0 —I—C() By —l—O(Atz)—I-O(A:CQ)—i—O(AyZ):
Ce qui prouve que le schéma (36) approche le systéme (31) & 'ordre deux en temps et en espace
sur le maillage considéré.

Remarque 4.1 Cela nous permet donc d’affirmer que notre schéma est plus précis que le schéma
de Laz-Friedrichs ou de Steger-Warming.
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4.3 Etude de la stabilité du schéma

Proposition 4.2 Le schéma (36) est stable sous la condition de type CFL suivante :

|U()| |U0‘ 1 1
A — — <1
t(m + Ay + |co| Azt A (37)

Démonstration 4.2 En utilisant ’analyse de Fourier décrite dans la partie 2.3, on pose:

xn L= )\nXei(mel—I—neg)

mt3mts ,
Y qmyy = XYy 20, (XY, 2) # (0,00)
Z:H_%,n_'_% _ )\nZei(mel—l—n@Q)

On obtient alors en injectant ces expressions dans le systéme (36):

. 1 . . . .
X (2& + uomz(fl) + +wg —WZ(;Z))> + CoYmZ(mel) + COZZSZZ(;z) =0

) Y();At +u zszn(91)++ zszn(@z)) +e Xzsm(el) 0

_1
\ Z(;A%‘ +quszn(01) + 4o zszn(Gg)) +e X'Lszn(ﬂg) —0

On obtient trois équations possibles pour A — %:

X +u0131n(01)++ zszn(y@g) 0

2At
_1 . 2
ZA;: T ug 'Ls'm(ﬂl) + g zszn(@g) T ¢ i (S'ZL;Z;) + (S’leg) —0

AZ—A % +up 'Lszn(01) ¥+ zszn(@g) \/(smeé + (s’mﬂg)
Les différents A possibles vérifient une équation de la forme:
N4 Eid-1=0 avec k réel.
En posant yu = i)\, on obtient u? — ku + 1 = 0 avec |u| = |A|. Donc une condition nécessaire et
suffisante de stabilité s’écrit |k| < 2. En effet dans ce cas, on a deux racines complexes conjuguées

de module 1 ce qui assure la stabilité; dans le cas contraire, on a deux racines réelles dont 1'une
a une valeur absolue strictement supérieure & 1, d’oil l'instabilité. Or

2A¢ ( sinl01) 4y “"(92)) ‘ , \

Ay

sin(61) sin(03) (si'nBl) (sznez)
SUP[0,27] x[0,27] 24t (uo Az TUW TRy TC\ R T )‘,

At < szn(@l) + szn(@z) —c (szzgé) + (szn92) ) ‘

= 2At ('“0' + 2+ leol 1/ 5oz + £ ) INRIA
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Ce sup est atteint pour 1 = ¢ = 7. Donc une condition nécessaire et suffisante de stabilité

s’écrit: |
lug| | |vol 1 1
AL [ — + — < 2.
(A + Ay + [col +Ay

4.4 Comparaison avec le schéma de Lax-Friedrichs

Dans le cadre d’un maillage régulier en rectangle, nous avons obtenu une condition suffisante
de stabilité pour le schéma de Lax-Friedrichs. Nous pouvons de plus constater que:

™ ™ 1 1
ii—,ﬂ:—):'A p U0 4 Y0 g
i:L2J3A(2 2 Zt(Ax Ay~ OV A2 Ay)
Finalement:

|U()| |v0| 1 1
_ > A (2ol | [%l
p(G) max(l)‘llmaxﬂ |)‘2‘maxa|)‘3‘max) > At (A + A + ‘ 0‘ + Ay

Ce qui prouve que le schéma (36) admet un domaine de stabilité plus important que celui du
schéma de Lax-Friedrichs.

4.5 Conservation de ’énergie discréte

4.5.1 Sur un maillage régulier en une dimension

Dans le cas monodimensionnel, et ol les volumes de contrdle sont des segments de longueur
Az, le schéma (35) s’écrit (la variable Z disparait):

xnt, _xnt X" . -X" N ST S
mty mtd +u m+§ Tmj +e mty Mty
2A¢t 0 2Az 0 27z -
(38)
Y;J:% —Y”;E Y"+% -y X:H_% —X;_%
IAT tu AT + AT =0
Proposition 4.3 On définit l’énergie discréte par:
no__ n n+1 n—1 n n+1yn—1
zsvf_z((xm+l) + XX+ (v ) LYY +2) (39)
m

Alors l’énergie donnée par la formule (39} se conserve et est une forme quadratique définie positive
des variables X"+ X" Y"1 Y™ pour £L (Jug| + |co|) < 1. (le milieu de propagation est supposé

Démonstration 4.3
2€2f =

2 2 2 2
n+1 n . n+1 n+l n—1 n+1 n . n—|—1 n—|—1
; ((Xm+;) +(x7,) - X (Xm+; Xm+;> + (Ym+;) +(vn) -y <Y +
En injectant les équations de (38), on obtient:

282}‘ =
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2 2
+1 At +1 At _|_1
5 (X;Jré) + (X:wr%) + AmuoXn% (Xr1rlz+% X %) + ReCo X (Y£+
2 2
n+1 n At n+1 n _vn n+1 n
=) s () s o (s vz ) ¢ e (3,
D’ou
2ey¢ 252}?1 =
- 2 2
+1 -1 At +1 n n n -1
(Xgﬁ;) - (X;;&%) + Ay (X:H; (Xm+% —Xm_%) -Xn (XLg
5| 8 (e, (g = v )~ 3 (vt -t
2 2
n+1 _ n—1 At n+1 n _yn _yvn n—1
A (Ym+§) (Ym+;) + Azt (Ym+§ (Ym+% Y —%) Yotl (Ym+§
At n+1 n—1 n—1
L st (Ym+§ (X:wg B Xﬁlg) - Ymn+§ (Xm+§ -X —%))
Or:
n n—1 n—1 _ n—1 n o n
2 (s (3 =07, )) = - 20 (0 (kg - 30))
n n—1 n—1 _ n—1 n n
S (e () = -2 (o Oy 1)
m m
> (% (it -t)) =~ (vt (g - ¥y
m m
-1 -1 _ -1
S (v (ot -3t ) = -3 (o (v - v

En utilisant ces résultats dans 1’égalité précédente, on obtient:

n—1 __
2e,p — 2¢ of =
n+1 n—1 n+1 n—1 At n n At
> Hmeg T +2) (X iy =X A (X =X ) + A (7
o (v 1) (Y"f Yroh+ Rl (V7,s — Y7, ) + Akeo (X0

=0 grace a(38)

n

3
m+3

— X"

—Yg_l)
2
- X'I'L_1>
2
X:;_ﬁ))
2
yn-

-Y"

)
)))

1
2

1
m=3

Vérifions maintenant que snf est bien une forme quadratique définie positive des variables

X X YL Y™ pour L (Jugl + |ep]) < 1. On a:

A:c
253‘)(' =
2
n+1 n At n+1 n n n+1
(Xm+ ) + (Xm%) + RLyoX™ (Xm+7 — X" %) + RLeoxrt
> 2 z
n+1 At n+1 _ At n
™ (Y +2> + (Y£+;> + Abuo¥ )t (Ymn+g yn ;) + ALy
d’ou
2€Zf Z

i)
“x)
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() s (o) - ((s2) (G (2))
—%M(( ) (Y
" (Y"f) (V) -2
gtie ( (21) (o

Finalement:
2eyr >
At ) 2 ) 2
Z[(l—A—(WOHWOD) ((XZ+%) (X)) () + ()
At nos
= pour A—x(|u0|+|00|)<1 2e5p >0
De plus:
n n+l _ vn n+1
Qavf_0<:>X+2 X+2 Y1 = Y+§_O vm

Ce qui achéve la démonstration, implique la conservation de I’énergie discréte et la stabilité du
schéma pour {L (Jug| + |co|) < 1 (puisque X et Y sont bornés en tout point du maillage).
[ |

4.5.2 Sur un maillage régulier en deux dimensions

En restant dans le cadre d'un maillage régulier en rectangles, c’est a dire, en utilisant (36);
on a la proposition suivante:

Proposition 4.4 On définit l’énergie discréte par:

2 2
Xy pn) XL XL 1+(Y L)

92eM :Z ( m+3,l+3 m+§,l+2 m+35,l+5 +2,l+ (40)
Yn—|— Yn 1 (Z ) Zn+ Zn 1

mi |+ mt141 m+;,l+§+ +1i4l + mtd 41 Ymy Ll

Alors pour At (|u0\ + X |v°| + |eo] (ﬁ + Aiy)) < 1, ’énergie donnée par la formule (40) se conserve
et est une forme quadmtzque définie positive des variables X" 1 X yntlyn zntl 70 (le milieu
de propagation est supposé infini).

Démonstration 4.4
_ 5 )

X'rH—l (Xn ) o Xn+l Xn+l X'n

( miderd ) T\ s midird (Pmidid T Amib

2
2

2€n :Z Yn—|—1 (Yn ) _Yn—|—1 Yn+1 _Yn 1

vf T\ mity) T mtglty \Tmtglty T mAglg

m,n 9
2
Zn—|—1 (Zn ) _ Z’I’L—|—1 Zn—|—1 _ ZTL 1
L ( mt 5.+ + mt gty met 5.0+ mt gl met.l+3 i

En injectant les équations du systéme (36):

(M

2ey5 — 263}71 =
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n+1 n _ n _ n n—1 _ n—1
2om [Ax (X Voo (g = Xioyin) = Yoo (Xm 104d Xm—;,u%))

n+
+A_yUO X

At n+1
+ECO X

- -1
Z""’1 (Z" —Z" —Z" X" z"
+ < ot Pmadarl ~ dmotasd mAd it \ Ny 3 el T4 101
At n+1 n n n n—1 n—1
~vg | Z A -7 -7 7 -7
+Ay m—l—%,l—k% ( m—|—%,l+% m+§,l—% m+3,l+3 m—|—%,l—|—% m—|—%,l—é
+1 n n—1 n—1
Ateo [ Zm (X — ) X - X
+ 1 m+1+3 m+1l 1 m+2,l+% m+3,0+3 +3,1-1

m-rz5 )
2 2 2
Xn+l _ X'n—l Y'rH—l Yn Z'rL+1 o Z’n—l
+< m+ 5,143 m+5,l43 m+5,l+5 mt1 143 + m+ 3,145 m+t 31+

Une nouvelle fois, en effectuant des changements d’indices:

n n _ yn—1 - _ Z n—1 n
2 (Xm+%al+% (Xm+2,l+% Xm—%ﬂ%)) (Xm+%,l+% (Xm+%,l+

m,l mal

N =
|
33

|

o

i

N =
N——
N——

n n—1 n—1 _ n—1 n _ n
Z(Xm+éal+% (Xm+§,l+§ Xm+é,l—$>) - Z(Xm+§,l+ (Xm+%,l+% Xm+§,l—é)>

m,l m,l

n n—1 n—1 _ Z n—1 n _wn
Z(Ym+§,l+2 (X +3,0+1 Xm%,l—k%))_ (X +10+1 (Ym+§,z+% Ym—;,l+;>)

m,l mzl

Finalement, en combinant ces différentes sommes et en utilisant les équations du systéme (36),
on obtient:

2 (sﬁf - EZf_l> =0

Montrons maintenant que sous la condition: At ('”0‘ + X ‘v°| + |co| ( A; T Ay)) < 1, nous avons

bien & faire & une forme quadratique définie et positive. Nous avons:

2€Zf =
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[ ALy X7t (X” _xr ) Lo XL (X'” _xn ) ]
Ax Ll+3 m+3,1+1 m—11+1 + Ay m+1+1 m+11+3 m+31,0-1
At n+1 n n

Lo X"+ (Y" _y» ) X" (Z -z
+ +304+L Um+3 044 m—3,l+3% T Ay +3 043 \Tmt4 143 m+3,l—1

n+ n _yvn At n+1 n _vn
+ “ Y +14l (Ym-l—%,l-l-% Ym—%,l+§) T a0 Ym +%2 Yo +10+3 Ym+%,l—%)

2

1
Loyt (X" X" ) yrtl )
S| Aol ey~ Xoopan) + (i mthi)
m,l _|_ u ZTH— (Zn _gn ) + Z'rH- (Z _gn )

0 1 3 1 1 1 UO 1 1 1 3 1 1
+olty \Tmt g m—y.lty +3 +% mty,lt; mt3,l—3

2

At n+1 n n n+
+ 4 €0 Z 114l X" 1, s — X" 1) + Z 41 1)
+o:lts U mtg,its mt3,l-3 lts +5:0+3
n+1 2 2
X CY
L + m+27l+% + m+é’l+ i

En utilisant I'inégalité:|a (b + c)| < a® + % (6% + ¢?), on obtient:

2€;Lf Z

G I ) [ EEICEE RN CRE))
Z <Y7:Ill l+%>2 (Yn %4_%)2 (1—At<‘“0|+‘”0\+|00\))

m,l 5
2
n+1 n - luo| \vol leo|
(Zm+%,l+%) +<Zm+%,l+%) (1 At( Ty ta ))

Ce qui achéve la démonstration de la proposition, et nous donne une condition suffisante de
stabilité (ce résultat étant cohérent avec le résultat de la partie 4.3).

4.5.3 Sur un maillage non régulier en deux dimensions

Nous allons démontrer un résultat analogue en dimension deux sur un maillage non structuré:

cellule ¢;

Fi1G. 4 — Ezemple: maillage non structuré en triangles
Proposition 4.5 Soit

= lel (X + XX (O Y (20 + 2 ) ()
%

On a alors
E" —E" 1 =.
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Démonstration 4.5 En reprenant (35)
Jeif (W = WiTh) = —2At ) Hijlyg
jes(i)
On obtient:
el (X1 = XP7) + AL S e by ((w0X] + oY) mige + (w0 X7 + 027 mijy) = 0
lei] (VP —vh) + At D jesti) li ((quj" + COXJ”) Nijz + UOY;'nnz'jy> =0 (42)
|C1'| (Xin+1 Xn 1) + At Z]es(z i (UOZJnn’L]x + (UOZJn + CoX?) nijy) =0

Grace au fait que:

Z lijnijz = Z lijnijy =0

j€s(3) j€s(3)

De plus nous avons également les résultats suivants:

Z Z lin?X;?_lnijm = Z Z lininX;-l_lnijx

i jes(i) j i€s(d)
= — Z Z linZLX;-Lflnjm = — Z Z lin;LilX;'Lnijz
J i€s(y) i jes(i)
Z Z lin;-l_IY;nnijm = Z Z l”)(]nY;nnz]ﬂE
i jes(i) J i€s(j)
=3 XY e ==Y > XY i
Jj ies(g) v jes(i)
Exprimons E" — E"~1:
E" — Enfl —

Sl [t = ()P () = () (20 - (2]

7

ALY Ly | | w0 XX — woXPXT T+ o XPTY = oo X7V | nija

jes(®) 1 3 3 1

n+1l yvn nyvn—1 n+1 —»n nrrn—1 .
+ | voX| Xj—voXin +co X Zj—coXiZj Nijy

5 6 7 8

S

n+lyn nyn—1 n+1l yvn nyvn—1 n+lyn nyn—1
+ | wY; + Y; —ugY; 1/] +coY; Xj — Y Xj Nijz + | voY; Y] —vY; Y] Nijy

~~ " ~~ " ~~

9 10 11 12 13 14

n+1r7n n rn—1 n+1r7n n r7n—1 n+1lyn n yn—1 .
+ U()Zi Z‘7 _UOZi Z‘7 TL’L];C + UOZi Z] —’U()Zz' Z] +COZi X] —C()Zi )(‘7 n”y

~~ -~ ~~ -~ ~"

15 16 17 18 19 56
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En utilisant les résultats précédents sur 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20 et en combinant aprés transfor-
mations 1 et 2,3 et 12,4 et 11, 5 et 6, 7 et 20, 8 et 19, 9 et 10, 13 et 14, 15 et 16, 17 et 18, on
obtient :

E™ — Enfl —

S [t virt) (Jed (7 = YY) 4 A e by ((w0Y] + X)) mige + 00¥7 sy ))
X0 (Jel (K07 X + A e ((uoX;? 0¥ ) nige + (10X + 0 Z7 ) niy ))
(2 2 (led (207 - 207 + ALY e by (uozjﬂnijm + (w027 + coX7) niy ) )|

—0  dapres(42)

Ce qui acheéve la preuve.
|

Regardons maintenant dans le cas du maillage défini par le dessin précédant sous quelle condition
E™ est une forme quadratique définie positive.
Proposition 4.6

Soit E™ = Z |Cz| ((in)z + XZ?‘L—HXZ?‘Lfl + (Y—ln)Z + Y;n—kly;nfl + (Zln)2 + ZZL+IZZT171)

On a alors
((X.n)2 + (X71)?) (el = At (§ ol + § ol + leol) 72)
B > Z + () + (7)) (el = 5t (ol + Jvo] + |eol) P)
- <Z”> +(Z74)?) (leil = 8t (Juol + ol + [eol) P2)
avec

Pi=> 1l Viel
jes(t)

Démonstration 4.6 Nous avons
2 n 2 n n n—
(X)? + (X7 S X (Xt - X
D I e o N D (A LA iy
; 2 _
: 2P+ (20 =2t (2 - 2
Cest a dire
2
|ci ((X”)2 (X.n—"l) ) + At Z]’es(z’) linZ-n—'—l ((uoX? + C()an) Nijz + (U()X;-l + C()Z;-Z) nijy)
2 n n mn
E" = Z + |CZ| ( f (Yn+1) ) + At ZjES(i) lini?H—l ((U/OY; + C()Xj) Nijz + U()Y;- nijy)
; 2
ULl (04 (2)) + A e 120 (w078 mige + (w07 + X ) miy)

Donc en utilisant que

Atz Z uolijnijzX?“X;-L 2 _A;u() Z Xn+1 P +Z Z

i jes(i) i jes(i)

S (X)) =Y (X1

i jes(i) i
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At D colignie XY > Atc" Z(X”+1 P+Y Y ()’

¢ ]ES(’L 1 ]Es(z

> ) =300,

i jes(d) i

Et en regroupant les termes, on obtient le résultat annoncé.
[ |

Finalement, le résultat précédent nous donne une condition suffisante de stabilité qui dépend
du pas de temps, des valeurs initiales et de la géométrie du maillage. En effet cette condition
suffisante s’écrit:

; 1 1
%ZAt (E‘UO|+§‘U0|+|C()|) Vied

Ce résultat est trés intéressant car il nous permet de définir un pas de temps suffisant en fonction
de la géométrie de notre maillage.

Illustration En considérant le maillage simple suivant:

-1 -

cellule c;

cellule c;

Fi1G. 5 — maillage en triangles rectangles isocéles

Une condition suffisante de stabilité s’écrit

At < l . (43)

— (24 v2) (5 [uol + 5 [vol + leo])

4.6 Comparaison avec le schéma de Steger-Warming

Nous allons rappeler certaines définitions et certains résultats sur les schémas monotones,
pour une étude compléte de ce type de probléme nous renvoyons a [9]. Reprenons la forme
générale des formulations intégrales:

Wk—H Wzk | | Z Hﬁ] ( nij) lij, 1€J, k=0,1,..

JEs(7)

Ce que l'on peut noter sous la forme

WhH = 1 (W’“) ieJ k=0,1,. (44)
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Définition 4.1 Soit M > 0. On dit que le schéma (44) est monotone sur l’ensemble
My = {W = {Wj}jeJ§ W oo = Slellj)|WJ| < M}
J

si et seulement si VYW = {W;} W* = {WJ*} € My
W, <W} VjeJ= H,(W)<H (W VieclJ

Définition 4.2 On dit que la fonction fluz H;; est lipschitz-continue sur toute boule B (0,R) si
et seulement si YR > 0, il existe une constante c(R) telle que

|Hij (u,v,n) = Hij (u*0*n)| < c(R) (Ju —u*| + v =2"]), Vuu'wo* € BO,R), neS

Théoréme 4.1 Supposons que le schéma (44) est consistant, conservatif, monotone sur l’en-
semble My et que la fonction fluz est Lipschitz-continue.
Supposons de plus que la condition suivante est vérifiée :

P;
Atc (M) el <1 Vield

Alors le schéma est LP stable Vp € [0,00]: i W% € My et [WO1 < o0, alors |[WO|, < oo et
IWEp < I1WOl,, k€ ZF, pelooo]

_ 1
IWel, < (WO IWell) 7, ke Z*, pe 000
En utilisant ce théoréme sur le schéma de Steger-Warming appliqué au systéme (31), nous obte-
nons le résultat suivant:
Théoréme 4.2 Une condition suffisante de stabilité de ce schéma sur tout maillage s’écrit
P
At max As(ng)| — ) £1 s€{1,2,3
(el ) < (123)
avec s les valeurs propres de la matrice D (voir 3.2.1)
Finalement
— Le schéma (36) est stable sous la condition

At < ViedJ

— Le schéma de Steger-Warming est stable sous la condition

|es]
At ——————
~ Pi|As (ni)]
Par exemple, dans le cadre d’un maillage en triangles rectangles isocéles, la condition suffisante
pour le schéma de Steger-Warming s’écrit:

Vies(i), 1€J

l
(2 + \/5) (\/§|U()| + \/§|U0‘ + 2 |CO|)

cette condition étant plus restrictive que celle obtenue pour notre schéma.

At <

Conclusion Nous avons finalement montré que dans le cadre de petites perturbations autour
d’un écoulement uniforme, notre schéma était plus précis et “plus stable” que les schémas de
Lax-Friedrichs et de Steger-Warming. Mais le résultat le plus important réside évidemment dans
le caractére non diffusif de notre schéma contrairement aux deux autres.
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5 Etude du probléme pour un écoulement initial stationnaire

5.1 Mise en équations et choix du schéma

Nous travaillons donc maintenant avec des données initiales dépendant de 1’espace. Pour
traiter le plus grand nombre de problémes possibles, nous supposerons simplement que la donnée
initiale est assez réguliére et bornée. Nous verrons que ce probléme est bien plus délicat que le
précédent. Par exemple méme sur un maillage régulier, il n’est plus question d’utiliser I’analyse
de Fourier...

— En dimension deux, en conservant ’hypothése d’isentropie et en gardant les variables ini-

X op
tialess W= Y | = | podu+ updp | On obtient le systéme suivant:
VA PoOv + vpop
ox oy oz _
8811/2 g:c oy 0
E % ((C% — ug) X + QUQY) + a—y (—UQU()X + UQY + U()Z) =0 (45)
0z 0 0
E+8x( u0U0X+v0Y+u0Z)+8—y((cg—vg)X+2v0Z):O

— En changeant de variables, nous pouvons récrire les équations précédentes sous une forme

X cobp
non conservative mais symétrique: en posant W= | Y = | podu On a:
VA podv
8X d ad 800 800 X 800 300
Y X))+ —(cpZ X Y —+ 72—+ — — —
5t o2 (oY +upX) + %y (coZ + vo )8 B ; 8y o (Uo 5, T V0 8y)
BY a X
(ugY + coX) + 5~ (0Y) = ~Y T2 — 2220 ¢ o (46)
55 v
(0 710
— 4+ — (wZ) + — (vpZ X -Y— —-Z—
ot + ox (woZ) + Jy (v0Z + coX) = ox 8y copo 8y

— En une dimension d’espace, nous pouvons également donner sous deux formes équivalentes
le systéme d’équations :

8_X+8_Y+2(UX)_
welX\Y_(°% . 3815 (gx oz~ 0T (47)
Y b O+ 5 (AX) + o (w0 ) = — (X +¥) 5
ot | ox \ 0 dx ~ 0 0 or

0 0
—+ — (Y — X X+Y
X\ _ [ cobp ot +8:c (o )+8 (uoX) = ( 0 * > Ox
)T )TN 0 (e y) 2
ox 0 ox vt )= Oz

Existence et unicité L’intérét d’avoir transformé le systéme (45) en (46) réside dans le fait
que le systéme (46) peut encore s’écrire sous la forme:

OW (z,y,t OW (z,y,t OW (z,y,t
($7y7 ) +A($,y) (x7y’ ) _{_B(m’y) (x.?y? )

W=0
ot oz oy T C@)
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avec
uw ¢o O vo 0 co

Alzy)=1| co uw 0 B(z,y)= 0 wy 0

0 0 g c 0 v

Nous retrouvons donc un systéme symétrique de Friedrichs et d’aprés la partie théorique, sous
des hypothéses convenables de régularité, le probléme (45) et donc le probléme (46) associé a
une donnée initiale et & des conditions aux limites appropriées admet une solution unique. Les
mémes raisons justifient le passage du systéme (47) au systéme (48).

5.2 Etude d’un schéma en dimension un

Pour approcher le systéme d’équations (47), nous allons utiliser le schéma & pas constant
suivant:

XZZ+17X“,171 Yyn _yn

i + i+1 - Yo + ”0i+1X?+1*U0i71X7—1 -0
At Az2 5 Az (49)
}/‘i"+l_)/‘£”_1 + (00i+1) X_Z"+1—(C().L-,1) X_b-n;l + u0i+1Y+1 U5 — IY 1 — (Yn + U Xn) U0i41 —U0i—1
At Az Az i 0i24 Az

Etudions certaines propriétés de ce schéma.

5.2.1 Etude de ordre du schéma

Proposition 5.1 Le schéma (49) est d’ordre deuzr en temps et en espace

Démonstration 5.1 En utilisant toujours la technique des équations équivalentes et en se ra-
menant & x = x; = 1Az, t = t" = nAt. On obtient:

‘9_X+3 Y—|—u0X)-|—O(At2)+O(A$) 0

&
¥y +3—(COX+U0Y) (Y + uoX) —+O( +0O(Ar?) =0
Ce qui prouve que le schéma (49) approche le systéme (47) & ’ordre deux en temps et en espace.
[ |

5.2.2 Etude de la stabilité du schéma

Revenons a la forme des équations du probléme (47), le terme a droite : (Y +ueX) 2 auo )

est similaire & un terme source et il est responsable de la difficulté des équations. Dans cette
optique, commencons par regarder les équations sans ce second membre. En considérant donc le
systéme suivant:

0X (9Y 8

(u X)=0
5% T (50)
A, + 6— (COX) (9.73 (U()Y) =0

et le schéma suivant qui lui est consistant & ’ordre deux en temps et en espace:

Xt - xpt LYY

7 1—1

U0i+1X;n+1 - uOi—le:n—l —0
A Ay , Az - n (51)
' -y + (coir1)” X4y — (coi—1)” X7y + Uit ¥ity — U0l Vit _ 0

At Ax Az

RR n® 4506



52

On a alors le résultat suivant:

Proposition 5.2 Soit

B =3 [eo? (X1 + XX+ (V) 4 YT gy (2X7Y o+ XY Xy
(52)
Le milieu de propagation est supposé infini. On a:

E"—E"'=0
De plus sous la condition

2 2
inf; (2?)2> — % (QSupi ( l) (1 + sup; 2 ))

inf >0 (53)
2
inf; (1 — 7:23) — &6 sup; (uo ) sup; |1 —

7

i

l’énergile définie par (52) est une forme quadratique définie positive des variables X™ X"+l y™n
et Ynti,

Démonstration 5.2
En o Enfl _

001 ((Xn+1) (Xf—l)Z _ Xi”+1 (Xz."-H _ Xin_l) +XP (X:in . X;L—Z))

Z n (Y;n-{—l)2 B (Y;nfl)z C oy (v Yy v (v - vie?)

3

oy (XP (V7 = Y72 4 (X7 = X772) 4 X0 () v (- )

(2

001 ((XnH) + X"+1 (YZ}H =Y Fuwi1 Xy — UOi—lXﬁl)>

—co? (X7 + X7 4L (Vi7" = Vi woin XI5 = woia X25') )

+ (V) + VAL (co2 Xy — ol X0y + wiga Yy — gt V)

= Z - (Y;n_l) -V R ~ (COz+1in+11 CO'LZ—lXin—_ll + “0i+1Yz+1 - “01‘—11/71_11)
—ug X RE (ot X7y — oty X0 Fuoin ity ' —woi YY)

—uoi X7 &5 (cof 1 X4y — o1 XiLy + uoipa iy — uoim1Yiy)

At n—1 n—1 n—1 n—1
—uoiY;" Ay (Y1+1 Yo tuein Xy _U’Oilez'—l)

LAt
—uo, YT R% (Vi = Yy o XPyy — woina X7 )
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_ COz ((X”‘H) + )(1”4'1 ﬁi ( Z,th — Y;Til + U()Z'_|_1X?+1 — uOi—lXinf1))
—co} (in_l) +Y" 1At (COz+1X 0012—1in—1) COZinAz (“0i+1Xz‘n+_1
+ (Y;nH)Q + YR (co7y X7y — ol Xy 4 woip1 iy — w0i1 Vi)
-y | (V)" + co? X771 AL (Vi — Y2y) = VAL (woign V37" — woi 1Y77")
Tl XTI (g XT ) — u0im XI ) + u0i Y T AL (ugpy X7y — gimy X
+eof X7 Ry Az (“0i+1Xz'n+71 ug;-1X; ) + UOZY;H% (“0i+1X?+1 - Uoz‘le?—il)
Y THAL (ugi 1 Yy — wgic1 Y y) — uoi VAL (woip 1 X7 — woim1 X151)
| +Y" ﬁa: (UOH-lY;—H Uoz'—1y;ri_11) —ug;¥;"" lA (“01+1X UOi—lX{ll)

En simplifiant et en regroupant les termes, on obtient:

[ co; ((Xn+1) + inHﬁi (Y, =Y +ugip X2y — uoqu?_l))
B Z —cof (in_l) co? XTI RE (Vi) — V™)) 4+ ol XI T RE (uoip1 X4y — w01 X7 )
i + (Yz‘nH) an+1 ﬁi (CO%HXZLH - COZZ—IX’?—I + “0i+ly;':t-1 - UOi—IY'Vil)
— () Y TUAL (002 XTy — coFy XT) + Y TUAL (ugi Y — uoim1 V)
cof (X 4+ X771 (X = X7t R (Vi — Y2 w0 X7y — w0 X7y

23

L -

ce qui achéve la premiére partie de la démonstration. Nous pouvons récrire E™ sous la forme :

? (X777 + (x7+1)?

E"=Y)"

i

+ (VY 4 (v

_FU/OIL'XZTH—l (Y;'IH—I

n—1 At
Y+ 25 (o X

=0

- X (- X))

. Y~n+1 (Y-n+1 o
(2 2

V) g (e

v

2 n n
—co; 1 X" +uoi1Yi

-

i

+ (cof X7+ V) 52
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n
i+1

i + (1/177,‘}'1 +U()Z'X?+1) At (Coz+1X

Y + qu—I—lX

2
— €01 XLy + uoit1 Y

— U1 X"

1)

—uop 1 ¥}")

')

= X771 o 20 (X7 4 X0Y)

B 2 2
cor (e )+ (e ) ) o (1 20 (00 +

() |

)

— ugi—1 X"

- uOi—IYYil))
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. 2
En posant Z" = uy X" + 7:—2?)’1" v (i,n)

(@) @) + (1 5) (0 + 07))

€oj; €o;

2 2 2
n __ co; r7n+1 At Y041 n o _ _ U0y n n _ 7n
B = E: T i As ((1 CO?+1) i+1 (1 cog_l)yz'q*‘ i+1 Zz'fl)
i

2 2 2
_ uo; n+1 n+l) At [ €Oit1 >n _ i1 7n
|+ ((1 CO;) Yy 4 7 ) AL (UWZZ.+1 wiigm

7

Donc
((Z”"'l)2 + (Z”)Z) (inf- (co?) S (2811 ; (CO?) (1 +sup; |1 — o5 )))
i i i\ uo? Az Pi \ o, Pi !
E™ >
+ (v 4 (v)?) (inf (1 - 225) — AL sup, (90 sup, [1 - 2
: i 7 a_?‘ Az SUP; uo; sSup; EIZ
Ce qui montre bien que sous la condition
inf; (222) — % (2 sup; (Z‘(’)) (1 + sup; (1 — 7:2; ))
inf >0
2 o2 ug2
inf; (1 - 7;25) — 2 sup; (u%l) sup; |1 — C::%

E™ est une forme quadratique définie positive des variables Z",Z"t1 Y™ Y"*! et donc des va-
riables X", X" 1 Y™ Y™t ce qui prouve le théoréme. Ce résultat nous donne donc une condition
suffisante de stabilité sur le schéma (51).

|

Remarque 5.1 Nous pouvons voir que cette condition suffisante de stabilité n’est jamais vérifiée
si D’écoulement initial est supersonique sur l'un des segments du maillage.

Remarque 5.2 Nous avons donc montré dans le cas ou l'on négligeait le “terme source” du
schéma (49) qu’une certaine énergie discréte se conservait, malheureusement nous pourrions
démontrer qu’il n’existe pas de résultat analogue lorsque nous tenons compte de ce terme. Par
exemple pour l’énergie (52), nous aurions obtenu :

At

BN - B = Az [(wois1 — woim1) (V" + uof X') (Y"1 = 2u0, X771 = V"7 1)]
[

Finalement, il sera nécessaire d’étudier au cas par cas selon l’écoulement initial I’évolution de

E™ — E™'. Nous verrons dans la partie suivante un exemple d’écoulement ot il existe une limite
de stabilité pour le schéma (49).
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5.3 Etude de petites perturbations autour d’un écoulement initial particulier

Le but de cette partie est d’utiliser le schéma vu dans la partie précédente. Seulement, en une
dimension d’espace, les solutions stationnaires de équations d’Euler ne sont guére intéressantes car
elles sont constantes. C’est pourquoi nous allons nous-mémes construire dans un cadre particulier
une solution digne d’intérét, pour cela nous allons considérer un “pseudo” probléeme 1D: un
écoulement dans une tuyére. Aprés avoir succinctement rappelé la théorie d’un écoulement dans
une tuyére, nous utiliserons notre schéma pour suivre I’évolution d’une petite perturbation au
sein de notre écoulement.

5.3.1 Etude d’un écoulement dans une tuyére

Considérons 1’écoulement stationnaire d’un gaz supposé parfait dans un tuyau de section
variable, dit tuyére. Nous supposerons qu’on puisse considérer le mouvement du gaz dans chaque
section du tuyau comme étant uniforme, et que la vitesse soit pratiquement dirigée suivant
I’axe du tuyau. Il faut pour cela que le tuyau ne soit pas trop large, et I'aire S de sa section doit
varier suffisamment lentement suivant sa longueur. De sorte que toutes les quantités caractérisant
I’écoulement seront des fonctions de la seule coordonnée le long de I'axe du tuyau. Pour ce faire,
nous travaillerons avec le type de modéle suivant :

0.1m

d>>0.1m

Fi1G. 6 — modéle de tuyeére

Mise en équations Repartons des équations sous forme intégrale des équations d’Euler

/{/agﬂ)dv+é/ﬁ(pﬁ-d§) Z/Z/pde—/s/pd:?
/4/% [p (e+%u2>} dv+/8/p (e—l—%u2> i-dS = —/S/pﬁ.d§+/4/p (f'g) dV—l_/l/quV

Avec

. f densité massique d’une force volumique.
- pe énergie interne, E = p (e + gu?).
. ¢ chaleur recue par unité de masse.
Dans I’équation de I’énergie, plusieurs autres phénomeénes peuvent venir s’ajouter:
- les effets rotationnels.
- les effets visqueux.
- les effets diffusifs, conductifs et radiatifs.
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- les effets gravitationnels.
Tous ces phénomeéne seront évidemment ici négligés. De plus, par rapport au probléme qui nous
concerne, nous avons f = 0 et ¢ = 0. Par rapport aux hypothéses sur ’écoulement, effectuons
un bilan sur le contour suivant:

(u1,p1,p1,S1 )= (13 ,p3,02,52)

Fi1G. 7 - Contour

Les équations s’écrivent:

//pﬁ . dg =0= p1u151 = p2u252 (54)

Sa
// pit - d5) // piS — S+ pridSi+ [ pdS = paSa s, (59
S1

1 L o= R u? u’
//p (6 + §u2> u-dS = —//pu-dS = pru1S1+p1u151 (61 + 71) = poug Sy+pota Sy (62 + 72
S S

(56)

2 2
u u
P +€1+—1 = P2 +62+—2
en divisant par(54) pP1 2 P2 2

Les équations (54) et (56) montrent que le long de la tuyére, nous avons les relations suivantes:

p(z)u(x)S (z) = const = C4 0P (@) + 2 ()" = const = Cy

p(z)(y—1) 2

Appliquons la relation (55) & un volume de controle infiniment petit:
pS + puS + pdS = (p + dp) (S + dS) + (p + dp) (u + du)* (S + dS)
En gardant les termes du premier ordre et en utilisant que d (pu.S) = 0, on obtient:

Sdp + Su*dp + pu®dS + 2puSdu = 0
ud (puS) = 0 <= pu’dS + puSdu + Su’dp = 0

Finalement:
dp du

dr — Mz

et les trois équations donnent le systéme suivant:

d

— (puS) =

% du

oo tpu =0 (57)
d(_w  u)_

dr \p(y=1) 2/
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Nous renvoyons a [2]| et [3] pour une étude compléte sur les écoulements dans une tuyére. En
combinant les trois équations du systéme (57), nous obtenons une équation différentielle reliant

uet 5 1 O\ du 1 0\ dS
v+ 2\ au 2 -

Cette équation différentielle permet, connaissant S (z), de chercher u (z) ou inversement et de
trouver ensuite p (x) et p (z).

Illustrations
— Considérons la tuyére donnée par la figure 6, avec
S(z) = 0.1 Vzx € [0,0.3] | J[0.7,1]
T 22 —-2+031  Vz€[0.3,0.7]
et de plus
u (z) = 100m.s~1
p(z) = 1.3kg.m™3 Vz € [0,0.3]
p(x) = 1013.2mbar
Bien qu’il n’y ait pas de solution explicite & notre équation, nous obtenons alors grace au
logiciel Scilab.

p en Pa cenm/s
103631 331
ot o]
. o]
s 28
s w274
. 20|
- o]
aoes oe|
e ]
85 ; ; . . ; , , , . xenm 322 , , , , , , , , , xenm
10 oy oz o3 osa os o8 or s oo 10

Fi1G. 8 — pression et célérité

m.v en kg/m"3 uenm/s
1.31 190
1297 180 |
0
7
160
125
150
12
10
2
130
20
115 xenm 100 xenm
0 1.0 1.0

F1G. 9 — masse volumique et vitesse

— On peut également en supposant 1’évolution de la vitesse connue trouver la forme de la
tuyére adaptée : soit

w(z) = 100 Vz €[0,0.1]J[0.9,1]
T —28645.8 % (x — 0.5)* 4+ 4895.83 % (x — 0.5)> +50 V€ [0.1,0.9]
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Avec
S(x) =0.1m
p(r) =1.3kg.m™3 Vz € [0,0.1]
p(x) = 1013.2mbar

On obtient alors formellement la forme de la tuyére qui permettrait d’obtenir une telle
évolution de la vitesse, mais il faut également tenir compte du fait que notre modéle a un
sens physique si les variations de la section de notre tuyére reste raisonnable.

LR ¥ 8B EREEEGE
T S T TR R R R B B -

F1G. 10 — vitesse et forme de la tuyére

5.3.2 Evolution d’un pulse

Le but de cette partie est de décrire et comparer les résultats obtenus pour la propagation
d’une perturbation choisie sous la forme d’un pulse au sein de trois écoulements distincts.

Premier modéle Les données pour le premier modéle sont:

— Pour l’écoulement
u (z) = 100m.s*
p(z) = 1.3kg.m=3 Vz € [0,5]
p(x) = 1013.2mbar

— Pour la section
S(z)=0.1m

— Pour la perturbation

X (z,0) = 6p(x,0) = exp (—100 (x — 1.25)2)

Vx € (0,5
Y (2,0) = po (z) bu (z,0) = cpexp (—100 (x — 1.25)2) <3

Pour le pas d’espace Ax =1/1000m

Solution exacte pour le systéme (50)

D’apres le théoréme 2.2, comme les fonctions X (z,0) et Y (z,0) sont réguliéres, le probléme
(50) admet alors une unique solution sur [0,5] x IRT donnée par:

X (2,t) = exp (—100 (z — (ug + o)t — 1.25)2)
Y (z,t) = cpexp (—100 (x — (uwgp+co)t — 1.25)2)
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Deuxiéme modéle
— Pour Uécoulement
u(z) = 100m.s~ !
p(z) = 1.3kg.m=3 Vz € [0,2.25] (59)
p(z) = 1013.2mbar

— Pour la section

S () = 0.1 Vzel0,2.25]J[2.75,5]
T 1 0.64(z—25)24+0.06 Ve [2.252.75)

— Pour la perturbation

X (z,0) = 6p (z,0) = exp (—100 (x — 1.25)2>

Vz € (0,5 60
Y (2,0) = po (2) du (2,0) = co (x) exp (—100 (z — 1.25)2) €05 (60)

— Pour le pas d’espace Az =1/1000m

Troisiéme modéle Pour ’écoulement et la perturbation nous gardons respectivement les

mémes données que (59),(60). Nous conservons également le méme pas d’espace. Seule la forme
de la tuyeére change:

0.1  Vzel0,1]J[4,5]
S(z)y=< 005 Vzel23]
0.025 (z — 2.5)% +0.04375 V€ [1,2]J[3,4]

Résultats sur les écoulements Les quatre dessins qui suivent représentent la forme des
tuyéres pour le modéle 2 et 3 ainsi que ’évolution de la vitesse de 1’écoulement dans chacune de
ces tuyeres (’évolution des vitesses étant toujours obtenue grace a (58)).

senm

0.10 senm
0.10-
000 |
000 |
008 |
00s |
o007 4
007 4
006 |
sos

o o o o o
2 8 8 ' 8 8
L

o
x
8
3
o
X
)
3

o

1 2 3 4 1 2 3 4
Forme de la tuyere pour le modele 2 Forme de la tuyere pour le modele 3
m/s
uenm/s

200 1

N
cvgr s EEEEE S5

xenm o T T T T xenm

o

1 2 3 4 1 B 3 a
Courbe de vitesse pour le modele 2 Courbe de vitesse pour le modele 3

Fi1G. 11 — vitesses d’écoulements et formes des tuyéres pour le modéle 2 et 3
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Reésultats sur la stabilité Les dessins qui suivent représentent les résultats obtenus grace au
schéma (49) pour les modeles 2 et 3 en faisant varier le pas de temps.

— Pour le modéle 2

Y en kg/m~2.s Y en kg/m”2.s
350 - 350 4
i
310 310 | \
A |
] f \
[\ |
o] I \
[\ |
150 I 150 ( 1
110 [ 10| [
a n
[\ ||
30 | | \ 20|
-10 | / -10 7| N
—50 T T T T -50 T T T T xenm
1 2 3 a 5 (o} 1 2 3 4 5
Representation de Y pour le modele 2 apres 290 iterations Representation de Y pour le modele 2 apres 724 iterations
dt=1,9.10"—6 s dt=1,9.10"-6 s
Y en kg/m"2.s
350
a10 i
[
270 I
230 - | \
190 ||
150 ||
110 f‘ |
| |
307 \‘
W
-50 ; ; ; ; xenm
0 . 2 2 4 5
Representation de Y pour le modele 2 apres 290 iterations
dt=2,1.10"-6 s
. . \ - pop .
Fi1G. 12 — Représentations de Y pour le modéle 2 avec différents pas de temps
N
— Pour le modéle 3
Y en kg/m~2.s Y en kg/m~2.s
350 350 - I
310 7| 310 | |
270 | f‘: 270
[ 1 |
230 ‘\ “ 230 — ‘
/ [
n R
110 | 110 | }
| 1 |
0 [ 0]
20 J \ 20
o\ |
10 10
-50 ; ; ; ; xenm  -50 ; ; ; ; xenm
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
Representation de Y pour le modele 3 apres 420 iterations Representation de Y pour le modele 3 apres 724 iterations
dt=1.9.10"—-6 dt=1.9.10"-6
Y en kg/m”n2.s
350 -
|
270
230 |
150 |
!
110
|
o] I
P
7] f h
20|
-50 . . . . xenm
[}

1 2 a a
Representation de Y pour le modele 3 apres 145 iterations
dt=2.1.10"-6

Fi1G. 13 — Représentations de Y pour le modéle 8 avec différents pas de temps
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Etude comparative

La figure (14) correspond aux résultats obtenus par notre schéma sur le modeéle 1 et 2 et
la solution exacte pour le modeéle 1. (sur le premier graphique les courbes noires et vertes
sont confondues, le deuxiéme graphique est un zoom sur les trois courbes)

La figure (15) correspond aux résultats obtenus par notre schéma sur le modeéle 1 et 3 et
la solution exacte pour le modéle 1.

La figure (16) correspond aux courbes de la solution exacte, de la solution approchée par
notre schéma, de la solution approchée par le schéma de Lax-Friedrichs, de la solution
approchée par le schéma de Lax-Wendroff (équivalent dans le cadre de notre probléme au
schéma de MacCormack) et de la solution approchée par le schéma de Van Leer (équi-
valent dans le cadre de notre probléme au schéma de Steger-Warming et au schéma de
Vijayasundaram) pour le modéle 1.

Grace a (39) et au changement de variable effectué entre (38) et (51), nous savons que
I’énergie discréte :

2 2
n __ 2 n n+1 n—1 n n+1lyn—1
2en = j(co ((Xeré) +Xm+§Xm+;) n (Ym+%) +Ym+;Ym+;>
m

se conserve et est une forme quadratique définie positive pour % (luo] + |eo|) < 1. La figure
(17) correspond a ’évolution de cette énergie pour toute les solutions énoncées précédem-
ment.

Y enkg/m™2.s

350 7]

3107

2107

2307

1907

1507

1107

Y enkg/m2s
3367
3327
287
247
3207
316 7
3127
3087
3047
307
T i T — " T T enm 0 +—A—Hb——————> xem
1 2 3 4 5 A 416 418 4N 42 4% 4% 4B 4N 4R 4%
Solution exacte pour le modele 1 Solution exacte pour le modele 1
__Solution approchee pour le modele 1 __Solution approchee pour le modele 1
_Solution approchee pour le modele 2 _ Solution approchee pour le modele 2

F1G. 14 — Représentations de Y pour le modéle 1 et le modéle 2
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Y en kg/m~n2.s

350 —

310

270 —

230 —

190 —|

150 —

110 —
70 —

30 —

—10 —

_s0 T T T x en m

o 1 2 3

S|
Al

Solution exacte pour le modele 1
__ Solution approchee pour le modele 1
_ Solution approchee pour le modele 3

Fi1aG. 15 — Représentations de Y pour le modéle 1 et le modéle 8

Y en kg/m”2.s

350
310
270
230
190

150

110

70

30

-10

-50 xenm
0 1 2 3 4 5

__Solution exacte Solution approchee par le schema de Van Leer
___Solution approche par notre schema ___Solution approchee par le schema de Lax—Friedrichs
Solution approchee par le schema de Lax-Wandroff

Fi1G. 16 — Représentations de Y pour le modéle 1 grice a différents schémas
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Eenj

5e6

4e6 7

3e6

2e6

le6 7|

0 T T
0 1e-3
___Solution exacte
___Notre schema

Schema de Lax—Wandroff

2e-3

T T T
4e-3

T T T
5e-3 6e—3

Schema de Van Leer
___Schema de Lax—Friedrichs

Fi1aG. 17 — Evolution de ’énergie pour différents schémas

Les résultats Les figures (12),(13),(14),(15) et d’autres qui n'ont pas été représentées nous
permettent de remplir le tableau suivant:

BILAN
modele 1 modele 2 modele 3
Limite théorique
de stabilité At < 2,27.10°6 v v
Condition théorique
suffisante de stabilité v At < 2.107%5 At < 2.107%s

pour le schéma (51) d’apres (53)

Pour le schéma (38)

Pour le schéma (49)

Pour le schéma (49)

Limite de stabilité observée At <2,27.107 %5 At < 2,1.1076s At < 2,1.107 65
Pour le schéma (51) | Pour le schéma (51)
Limite de stabilité observée v At < 2,1.10 6 At < 2,1.10 6

Nous pouvons de plus faire les remarques suivantes:

1.

RR

Pour le modéle 1, la solution exacte et la solution approchée par le schéma (38) sont
indiscernables (voir figure 14).

. Pour le modéle 2, nous observons une ‘“réflexion” a ’endroit ol la tuyeére se déforme et le
pulse se propage quasiment & la méme vitesse que le pulse du modeéle 1 (voir figure 14).

. Pour le modéle 3, nous observons deux “réflexions” aux endroits ol la tuyére se rétrécit
puis s’élargit et le pulse se déplace plus vite que le pulse du modéle 1 (voir figure 15).
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4. Nous vérifions grace a la figure (16) la qualité de notre schéma comparativement au schéma
de Lax-Friedrichs, au schéma de Steger-Warming (équivalent ici au schéma de Van Leer)
ou au schéma de Lax-Wandroff.

5. Enfin la figure (17) illustre le caractére non diffusif de notre schéma contrairement aux
schémas énoncés précédemment.

Interprétation Les résultats sont assez simples & interpréter:

— Pour le modéle 1, nous avons vu que le schéma (38) était d’ordre deux en temps et en
espace et non diffusif. Cela explique 1.

— Gréce aux résultats sur la stabilité donnés par le tableau précédent nous pouvons vérifier
que la limite de stabilité observée pour le schéma (49) est la méme que pour le schéma
(51), qu’elle est en accord avec la condition théorique suffisante de stabilité pour le schéma
(51) et cela pour le modeéle deux ou trois. Ce qui montre que dans le cadre de notre étude
la limite de stabilité du schéma (51) n’est quasiment pas modifiée lorsque nous rajoutons
le terme source.

— L’accélération du pulse du modéle 3 par rapport au pulse du modeéle 1 ou 2 s’explique par
le fait qu’en moyenne la vitesse de ’écoulement du modéle 3 est plus importante que celle
du modele 1 ou 2 (car notre onde se propage vers la droite & la vitesse cg (x) + ug (z)).

— Les résultats théoriques énoncés pour le schéma de Lax-Friedrichs et le schéma de Steger-
Warming dans la partie 3.2 expliquent les mauvais résultats obtenus avec ces deux schémas.
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6 Conclusion

Cette étude a permis de mettre en évidence que 1'utilisation de schémas volumes finis avec flux
centrés pour I’étude de petites perturbations autour d’un écoulement uniforme ol stationnaire
pouvait étre trés intéressante. Mais il faut évidemment tempérer son enthousiasme car les résul-
tats obtenus sont pour I’instant trés ciblés. En effet par exemple, I’étude de petites perturbations
autour d’'un écoulement uniformes se sont révélées instructives mais demeurent trés restrictives et
peu applicables aux réalités physiques des problémes d’écoulement. De plus dans le cas de petites
perturbations autour d’un écoulement stationnaire, seuls quelques résultats sur le probléme en
une dimension ont été obtenus, il reste donc énormément de difficultés & franchir.

En revanche, il me semble évident que 1’utilisation de ce type de méthode appliqué & l'aéroa-
coustique pourrait s’élargir dans un futur proche car pour l'instant peu de recherches ont été
faites dans le domaine non stationnaire sur les équations d’Euler linéarisées.

C’est pour cette raison que cette étude pourrait se poursuivre principalement sur les problémes
suivants:
— Etudes de petites perturbations autour d’un écoulement stationnaire en deux puis trois
dimensions d’espaces tout d’abord dans ’hypothése d’écoulements isentropiques.

— Reprendre ensuite cette méme étude dans ’hypothése d’écoulements non isentropiques.

— Et enfin I’élaboration d’un code capable de propager le bruit généré par les structures
turbulentes d’un écoulement stationnaire.
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7 Annexe

7.1 Démonstration du théoréme 2.1

.Enoncé du théoreme:
Considérons le probléme de Cauchy :

o [ BB =0 VD) € Rx D0+ ool

avec a = cste € R et W : IR X [0, + oo[ — IR. On nomme caractéristiques les droites d’équations
T — at = ¢ = cste, on a alors:
une fonction W € C* (IR x [0,T]) est solution de (10) si et seulement si W est constant le long
de toutes caractéristiques. Si g € C! (IR), alors I'unique solution du probléme (10) est donnée
par:
W(zt)=g(zx—at) VY(xit)€Rx][0,+ 0|

Démonstration 7.1 Commencons par supposer que W € C! (IR x [0,T]) est solution de (10),

L, L e - _ dt __ de __ . .
considérons une caractéristique quelconque t =t (s), v = x (s), avec 3; = 1, 5 = a; on a alors:

d ow ow

_ = [ D = I

s (W (z(s),t(s))) <8t —I—aaw)(:z:(s),t(s)) 0 VseICR

Finalement, W (x (s),t(s)) = cste Vs € I.

Inversement, supposons que W € C! (IR x [0,T]) est constante le long de toute caractéristicue.
Soit (zg,tp) € IR x [0,T], il existe alors une caractéristique définie sur I et so € I telle que
x (s9) = g, t(sg) =tg. Or Vs eI

d ow ow
0= 07 (2(9)6) = (

En prenant s = sg, on obtient: (%—Vf —I—a%—‘fc/) (zo,to) = 0 VY (=mg,tp) € IR x [0,T]. De plus, si
g € C* (IR), la fonction g (x — at) satisfait les hypothéses précédentes et d'un autre coté comme
toute solution W est constante le long des caractéristiques, W (x,t) = W (x — at,0) = g (z — at).
Ce qui achéve la démonstration.

|

7.2 Démonstration du théoréme 2.2

.Enoncé du théoréme:
Considérons le systéme:

ow ow
(11) { o+ AGy

=0 V(zt)€eRx|0,+ o0f
W (2,0) = g (x)

Vx € IR

avec w = (w,..,wm) : IR x [0, + o[ = IR™ et A = (a;j),
valeurs propres sont réelles. On a alors:

; une matrice diagonalisable dont les
si g € (C*(R))™, le probléme (11) admet une unique solution

W (x,t) = igs (z — Ast) s V(z,t) € R x [0, + oo
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avec (75), famille des vecteurs propres de A et (g5), coordonnées de la fonction g dans cette base.
Démonstration 7.2 Ce résultat découle immédiatement du théoréme précédent appliqué a
chaque coordonnée de la solution W du probléme. En effet en écrivant W (z,t) = > 0", vs (z,t) 7,
W est solution si et seulement si:

Qe AP =0 Vs {l,..,m}
vs (,0) = g5 (x) Vs € {1,..,m}

Orsigs € CL(IR) Vs € {1,..,m}, 'unique solution du systéme précédent s’écrit
vs (,t) = gs (z — As)
Clest adiresi g € (C (R))™, I'unique solution de (11) est W (z,t) = 37, g5 (z — At) 1y V(zt) €
R x [0, + ool
|

7.3 Démonstration du théoréme de Banach-Steinhaus

.Enoncé du théoréme:
Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (7;);; une famille non nécessairement dénombrable
d’opérateurs linéaires et continus de E dans F. On suppose que

sup | Tiz|| < oo z€FE
el

alors
sup ||Tz‘||L(E,F) <
iel

c’est & dire qu'il existe une constante c telle que:
| Tiz|| < c||z| Ve E, Viel

La démonstration de ce théoréme peut se faire en utilisant le lemme de Baire.
.Enoncé du lemme de Baire:
Soit X un espace métrique complet. Soit (X,,),~; une suite de fermés. On suppose que

Int(X,)=2 VYn>1.

() -

n=1

Alors

Démonstration 7.3 Démonstration du lemme de Baire
Soit O,, = [X,,, comme Cint (A) = adh (CA), O,, est donc un ouvert dense. Il s’agit de montrer

que Q =2, O, est dense dans X. Soit O un ouvert non vide de X, montrons que O N # @.
On choisit xg € O et rg > 0 arbitraires tels que

B (.’130,7"0) C O
On choisit ensuite x1 € B (zg,r9) N O et 71 > 0 tels que

§($1,T1) CB (SL‘(),’I‘()) N O
0<r< %0

INRIA



Schémas en volumes finis avec flux centrés: application a l’aéroacoustique 71

Ce qui est possible puisque O7 est un ouvert dense. On construit ainsi par récurrence deux suites
(zn) et (r,) telles que:
B (n41,rnt1) C B(p,rn) N Opya
{ 0<rp < TT"

La suite z,, est donc de Cauchy or X est complet: lim,, .o 2, = [. De plus 2,4, € B (zn,m) VY (n,p) €
N2 en passant a la limite on obtient I € B (z,,m,) Vn € N. Et finalement, on obtient le résultat:

le ONQ.

Démonstration 7.4 Démonstration du théoréme de Banach-Steinhaus
Posons Vn € N*
X,={re€eEViel |Tiz||<n}

X, est donc fermé et d’aprés I’hypothése du théoréme, on a
U x.=E
n=1

D’apreés le lemme de Baire, on obtient qu’il existe ng € N tel que Int (X,,) # @. Soient zy € F
et 7 > 0 tels que B (zg,r) C X,,, on a

|T; (zo+7r2)|| <ng V(i,z) € Ix B(0,1)

Finalement
T Til| e, ry < no + || T3 (o) ||

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

7.4 Démonstration de la proposition 2.3

Enoncé de la proposition:
Soit p (M) le rayon spectral de M matrice carrée d’ordre N. On a alors pour toute norme matri-

cielle |||I:
M|~ (p (MD)"

n—0oo

Démonstration 7.5 Soit p un vecteur vérifiant
p#0, Mp=2Xp, [A=pM)
et soit q un vecteur tel que la matrice pqg’ ne soit pas nulle. Comme
p (M) [lpg'[| = v [l = [Mpg"|| < [IM]|[lpg"]]
. 1 .
On obtient p (M) < ||M]|, or comme p (M) = (p(M"))=; on a déja
p(M) < IM"|[» Vn e N

Considérons maintenant pour € > 0, la matrice M, = ﬁ, elle vérifie p (M) < 1. Montrons

qu'’il existe alors au moins une norme matricielle subordonnée |||, telle que ||[M|l. < p(M) + e.
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Pour cela utilisons le fait qu’il existe une matrice inversible U telle que U™*MU soit triangulaire,
supérieure par exemple:

()\1 h12 h13 th
/\2 h23 hQN

U MU =

AN-1 hN-1N
AN

Les scalaires \; étant les vecteurs propres de la matrice M. Pour tout scalaire k # 0, considérons
la matrice

Dy, = diag (1,/4;,/4;2,...,/@]\’_1)
On a:
A Kkhio K,2h13 c . K,N_lth \
Ao Féhzg - ... K/N_2h2N

(IUDN)_I M(UDN) =

AN-1 Kkhn_1 N
AN

Etant donné € > 0, fixons & tel que Z;-V:H_l |/<aj_1h1-j| <e Vie{l,.,N—1}. Alors 'application
-1
[« M — [[M]], = [| (UDy)™" M(UDy) [|oo

vérifie | M|, < p (M) + ¢, et d’autre part c’est la norme subordonnée a la norme vectorielle u €
KN — || (UD,) ™ 2||o. On rappel que Moo = max; >_; Imij|. Finalement, comme p (M) < 1,
d’aprés ce qui préceéde il existe une norme matricielle subordonnée ||||+ telle que [|[M ||+ < 1. D’ou
comme ||MP ||, < |[|M||%, on a lim, ..o M' = 0. Par suite, il existe un entier £ = & (¢) tel que

[y

[2k— [IMf| = ————
(p (M) +¢)

<1

Conclusion: on obtient le résultat annoncé

M|~ (o (M))".

n—oo

7.5 Le schéma de Lax-Friedrichs

Appliquons le schéma de Lax-Friedrichs au systéme (31) sur un maillage régulier composé de
rectangles ol le domaine est infini avec de plus A;; = 2 x %, respectivement: \;; = 2 X ﬁ—é, pour
les cellules ¢;, c;, telles que Jc;; est parallele respectivement avec I’axe des ordonnées, ou avec I’axe

: k _ wwk 1 1 o
des abscisses. En notant que W* il = w ((m + 5) Az, (n + 5) Ay) est une approximation
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de W al'instant ¢; dans la cellule c dont le centre a pour coordonnée ((m 1) Az, ( ) Ay)
I’équation (31) s’écrit alors:
( At
k+1 k _ k _ k
Wttty ™ Winidntl = "3a5 (F (Wm+%an+%) F (Wm—%)m%))
At
—— (@ (wk - (wk ))
¢ 2Ay ( m+3,n+3 metg3n—3
1 k k k
+§ <Wm+%’ A 2Wm+%m+%)
k k k
A+ (Vi + Wby = i)
Ce qui donne:
At
k+1 _ k _ k
Wotsnes = ~3ar (F (Wnagors) =F (Wooyons)
At
A (G(Whys ) —a(Whis ) 61
o T R o
k
(s F W s T Wi eg Wiy )

Par souci de commodité dans ’étude de ce schéma, nous manipulerons la premiére forme de

I’équation. En revenant aux grandeurs qui nous intéressent, nous pouvons
volumes finis sous la forme:

RR n® 4506

récrire le schéma

(o =80k
ZAAZ ) (6pm+27n+% - (5pfn_%,n+%) + po (6u:1+%,n+% — Suk —%,n+l))
L CYCEHRET T VA CERIREL AT (62)
+ <6pfn+§,n+% + 8, Lntdl ™ 25'Ofn+§,n+§)
4 (et + 0 = 200001 00)
( 5u:j+1%’n+% = 6ufn+%,n+% 2
~ 325 (“0 (5“ﬁ+g,n+g —dup s +;) + o (5ﬂfn+gm+; - ‘5an_2,n+;))
= (5“fn+g,n+g - 5“ﬁ+g,n—;)) (63)
-I-i <5uk+%’ ! +5u7’fn_%’n+% —2(5ufn+%’ +%>
|+ (B e 8t 20t )
(S0 = Py
— AL (uo (61}7’;_‘_%7”_1_% — 511:1_%’n+%))
335 (00 (00 sy = higny) + 3 (P = higany) (64)
+3 (61}1];—1—%,11—1—% + vk i 261;7’;%“%)
\ +3 (6vfn+%’n+% +6vm+%’ 1 2(5vm+%’n+%)
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