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Low thrust orbit transfer

Abstract: The Low thrust orbit transfer’s problem is studied. The survey
discribe existing optimal and suboptimal methods for resolving this problem,
numerical results for most common transfers are included as well.

Key-words: Orbital transfer, optimal control, Lyapunov control system
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Chapitre 1

Position du probléme

1.1 Introduction

L’utilisation, sur des satellites, de moteurs électriques de trés bon rende-
ment mais de poussée faible posent, depuis quelque temps déja, de nouveaux
problémes pour les chercheurs. L’arrét de I'utilisation de moteurs chimiques
permettrait de réduire la masse de carburant, mais demanderait d’effectuer a
I’aide de moteurs électro-ioniques non seulement le maintien a poste —ce qui
se fait depuis les années 70— mais aussi la mise a poste. La commande devient
plus complexe a cause du fait que la durée du processus de transfert est accrue.

Avant de présenter au chapitre 2 les approches proposées dans la littérature
pour résoudre ce probléme, nous le posons ici en détail. Il est a noter que, a
part la faible amplitude du controle, la “faible poussée” ne change guére la
formulation du probléme, bien qu’elle change beaucoup sa résolution.

1.2 Probléme de rendez-vous orbital en poussée
faible

Dans cette premiére partie nous allons présenter: la dynamique d’un satel-
lite en poussée faible, les conditions aux limites et les contraintes particuliéres
qui correspondent & notre étude, puis nous allons formuler le probléme de la
commande optimale pour divers critéres.

RR n° 4623



6 Andrei IVANOV

1.2.1 Equations du mouvement

La description de mouvements spatiaux nécessite six parametres (dans l'es-
pace Euclidien X,Y,Z pour déterminer la position et XY ,Z pour la vitesse).
Cependant, géométriquement, il est préférable d’utiliser d’autres parameétres
dits "orbitaux" (a,e,i,Q2,w,v).

a - le demi grand axe

e - I’excentricité

1 - 'inclinaison

() - I'ascension droite du noeud ascendant
w - argument du périgée

v - I’anomalie vraie

Notons que les cinq premiers paramétres décrivent la forme 'orbite et le
sixiéme décrit la position du satellite sur ’orbite. Cela signifie que si le satellite
se trouve sur son orbite (le mouvement libre) seulement ’anomalie vraie change
sa valeur. Hélas, dans le cas une orbite circulaire I’ascension droite du noeud
ascendant n’est plus définie, alors la singularité est apparue. L’autre type des
éléments dits "équinoxiaux" élimine ce probléme.

a=a
e, = ecos(w + )
e, = esin(w + Q)
h, = tan(1/21) cos(2)
hy = tan(1/214) sin(2)

A P’avenir, nous adoptons ces éléments pour établir la dynamique d’un
engin.

Les équations de Gauss décrivent le mouvement du satellite sur I'orbite
soumis & des forces perturbatrices. Les derniéres se pressentent dans le repére
dit "orbital local" qui se déplace avec I’engin. Il existe 2 types de repéres: "tan-
gentiel /normal" (T, N,W) et "radial /normal" (Q,N,W). Nous allons adopter
le repére "tangentiel /normal" qui créé par la composante tangentielle du vec-

INRIA



Transfert d’orbites en poussée faible 7

teur de la vitesse, le vecteur qui appartient au plan orbital et le vecteur normal
a ce plan.

En fonction des éléments orbitaux et du repére local choisi, il existe plu-
sieurs variantes des équations de Gauss (Battin, 1987), (Carrou, 1995).On choi-
sit le repére "tangentiel /normal" (T,N ,W) parce qu’il permet de définir 1’orien-
tation d’un vecteur par rapport au vecteur vitesse du satellite de fagon plus
simple. C’est important dans le cas de contraintes sur la direction de poussée.
Désignons par

Fr
F=| Fy
Fw
le vecteur de poussée exprimé dans ce repére. Alors, les équations prennent la
forme suivante:

dey \/%DA;m <WFT — C.Fy — ey(hysin L — hy, cos L)FW)
) }7 — }/;%A(WFT + E.Fy + ez(hy sin L — hy cos L)Fw) 1)
hy 5\/%% (14 h%+ h2) cos(L)Fw
dhy %\/%% (14 b2+ h2) sin(L) Fy
\ dL _  JEDE % B (hgsin L — hy cos L) Fyy
avec:

A=/1—-¢,2—¢,°
B = ./1+2¢e,cos L+ 2e,sin L + e + e
C

_ 2egey cos L—sin L(e2—e2)+2ey+sin L

B
D=1+e,cosL+eysinlL
E = 2eg ey sin L—cos L(ez —ei)—i—Zez +cos L
B

Le changement de masse du satellite est donnée par:

dm _ _F(X,t) @)
dt — golsp

RR n° 4623



8 Andrei IVANOV

ol gy est ’accélération de la pesanteur au niveau de la mer, Isp est 'impulsion
spécifique du moteur et ot F(X,t) est le module de poussée:

F=\/F}+F}+F}.

Distinguons le module et l'orientation de la poussée:

FT ur
F=| Fy | =Fu; u=| uy |,ur+uy+uy=1
FW Uw

Notons & et n les angles sphériques de u:

ur = cos & cos Y
uy = cos€siny (3)
Uy = siné

ou ¢ désigne I'angle entre le vecteur de direction de forces perturbatrices et
le plan orbital (T,N ) et 1 l'angle entre sa projection sur le plan orbital et le
vecteur de vitesse.

Finalement on va présenter la dynamique du satellite (1),(2), du point de
vue de la théorie de la commande. Le vecteur d’état X = (a,€4,y,hz,hy,L,m)T
comprend 6 parameétres orbitaux et la masse de ’engin. Les trois composantes
du vecteur de poussée F sont les commandes du systéme. Alors, dans la forme
condensée le systéme (1), (2) se ré-écrit:

dX

e Fo(X) + Fru X)F + +F(X)Fu (4)
ot (X,F,u) € R" x [0, + 00) x S%,Fy,Fm,F : R — R". Notons également, que
le systéme (4) est affine en la commande si ’on considére que F est fixé, et que
le systéme ou 'on ne considére que les variables spatiales (les six premiéres
composantes du vecteur d’état X). Ce fait sera important pour 'emploi de
méthodes de stabilisation.

1.2.2 Conditions aux limites

Le probléme de rendez-vous est caractérisé par les positions exactes dans les
moments initiaux et finaux. Le vecteur X au moment %, est entiérement donné.

INRIA



Transfert d’orbites en poussée faible 9

X(to) = (@0,€20,40,Pz0,Py0,L0,mp)). La position finale est donnée par les six
premiers parameétres de X(¢;) La masse finale my est libre. Les conditions sur
la position finale du satellite s’écrivent :

a(tf) — G,f = 0

ex(ty) —ezr =0

ey(tf) —eyr =0

ho(ts) — hay = 0 (5)
hy(tf) - hyf =0

L(t;)) —L;=0

On précise un cas particulier, mais important, quand l’orbite finale est
géostationnaire. Alors, la longitude finale est en relation par rapport au temps
final.

Donnons deux définitions:

La longitude terrestre A représente l'angle que fait le méridien local par
rapport au méridien de Greenwich.

Le temps sidéral T, représente ’angle que fait le merldlen de Greenwich par
rapport au vecteur I'du repére inertiel géocentrique (I J K ) (Montenbruck &
Gill, 2000)

T(t) = 6o + 01 (t — o)
ol #y - le temps sidéral a I'instant ¢

0, - la vitesse angulaire de la Terre.

Alors, la positon finale du satellite par rapport a la Terre L est reliée avec la
longitude terrestre A(¢s) et le le temps sidéral T(t) selon 'expression suivante:
Atf) = L(ty) — Ts(ts). Finalement, la contrainte dans le cas d’une orbite
géostationnaire s’écrit,

L(ts) = 61ts + (Af + 0o — O1t0)

1.2.3 Contraintes sur la commande

La manoeuvre que nous allons étudier demande beaucoup plus de temps
que celle pour un moteur chimique. Cette circonstance nous oblige a prendre

RR n° 4623



10 Andrei IVANOV

en compte quelques phénoménes supplémentaires:

Eclipse Solaire: A cause de leur limitation technologique, les moteurs
ioniques ne peuvent travailler que dans la phase de visibilité directe du soleil,
mais au cours de plusieurs révolutions il est incontestable que la satellite entre
dans 'ombre de la Terre. Cette contrainte sous-entend que la commande égale
zéro (F(X,t) = 0) pendant 'éclipse solaire. Pour décrire cette partie de tra-
jectoire, il est nécessaire de déterminer la forme de 'ombre de la Terre. Un
modéle simple (en forme du cylindre) a été proposé par Escabal (fig.1) .

I's Soleil
r R,
Satellite Terre

F1G. 1.1 — Modeéle de [’éclipse solaire

Dans la forme analytique 1’équation d’un cylindre se présente dans la forme
suivante (Edelbaum, Sackett, & Malchow, 1973):

SXt)=(1—-XHX2+(1-YAOY*+ (1 - 207 —
2(XY. XY + X, ZXZ+Y,ZYZ) - R>=0 (6)

ou X,Y,Z - coordonnées du vecteur position du satellite, X,,Y;,Z, - coordon-
nées du vecteur position du Soleil, R, - rayon de la Terre.

Le satellite se trouve dans 'ombre de la Terre si S(X,t) < 0 et K(X,t) =
X X +Y,Y + 7,7 < 0. L'équation (5) est vérifiee en moments d’entre et de
sortie du satellite dans ’ombre de la Terre. Cette contrainte forme une domaine
Cy(t) telle que:

F(X,;t)=0si X € Cy(t) (7)

" Ci(t) ={X eR :5(X,t) < 0,K(X,t) <0} (8)

Bien que le modéle en forme cylindrique soit assez approximatif, il donne les
résultats admissible dans la plupart d’application (Edelbaum et al., 1973),
(Ferrier & Epenoy, 2001), (Geffroy, 1997), (Geffroy & Epenoy, 1997). Dans

INRIA
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le cas d’une contrainte plus rigoureuse les modéles sophistiqués peuvent étre
utilisés (Carrou, 1995),(Neta & Vallado, 1998).

1.2.4 Critéres & minimiser

L’optimisation des rendez-vous peut étre accomplie par les critéres diffé-
rents. Les deux critéres possibles ce sont :

- le minimum de temps de manoeuvre J = min fotf dt

- le minimum de consommation de carburant J = min(mgy — my).

Notons que le temps final ¢; est libre dans le premier cas, tandis que il est
fixé dans le deuxiéme.

1.2.5 Objectif de la résolution du probléme de rendez-
vous

Le but de notre travail est de créer une loi de commande qui permet d’ac-
complir le rendez-vous en 6 paramétres orbitaux pour le systéme (4),(5) soumis
aux contraintes sur la commande (13).

On va envisager 2 type de commande & élaborer:

- créer une commande sous optimale (& la base de fonction de Lyapunov)
dans la forme F(X,t) qui effectue le rendez-vous en durée limitée et prend
en compte les contraintes éventuelles telles que I’aréte les moteurs pour
des raisons techniques ou une correction nécessaire d’orbite au cours de
manoeuvre.

- créer la commande optimale (4 la base du principe de Pontryagin) dans
la forme F(t) pour le systéme ouvert, qui vérifie un des critéres §2.4.
(dans ce cas les contraintes se déterminent a priori)

RR n° 4623
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Chapitre 2

Méthodes existantes pour la
résolution du probléme de
transfert ou de rendez-vous
orbitaux

Toutes les méthodes peuvent étre séparées en deux grandes classes. Le
premier type donne la solution exacte de problémes optimaux et basé sur le
principe de Pontryagin ou la programmation non-linéaire. Trés souvent la ré-
solution de ce type de problémes est assez sophistiquée, demande une grande
proportion de calcul et soufre de insuffisance de robustesse. Vus ces problémes,
I’implémentation de ces méthodes a bord du satellite est trés problématique.
Alors, il est désirable de trouver des approches sous-optimales, mais robustes
et simples qui permettent leur réalisation en temps réel. En méme temps, 1'uti-
lisation de méthodes optimales est nécessaire pour le controle de la proximité
et du cotit des solutions finales.

Dans notre bref apercu nous présenterons ces deux types de méthodes. Nous
allons commencer par des méthodes optimales, présenter ’idée de résolution
de probléme numérique et montrer les ressemblances entre la méthode de Pon-
tryagin et la méthode de la programmation non linéaire. Pour une grande part,
cette section est inspiré par l'article de J. Betts (Betts, 1998).

RR n° 4623



14 Andrei IVANOV

2.1 Commande optimale

Avant de commencer & décrire des approches différentes, on va rappeler
trés vite des résultats généraux de programmation non-linéaire (NLP), la pro-
grammation quadratique (QP) et "sequential quadratic programming" (SQP)
qui utilisent tous la méthode itérative de Newton.

2.1.1 Préliminaires

Présentons, dans le formalisme proche de celui de (Betts, 2001) le probléme
de minimisation d’une fonction F'(x) de n variables sous m contraintes ¢(x) = 0
(avec n > m).Le Lagrangien s’écrit

L(x,\) = F(x) — A¢(x) (1)

On va approximer le Lagrangien par sa série de Taylor a l'ordre 2 au point x:

—— oL oL - 1%L,
1, 0L - L,
“(x — _(\ — — (A — 2
+2(x ) 89@6/\()\ A)+ a2)\()\ A) (2)

Minimiser L est un probléme de programmation quadratique!. Les condi-
tions nécessaires pour que le point (z*,\*) soit un extremum du Lagrangien
s’écrivent;:

V. L(x,\) =0 (3)

VaL(x,\) =0 (4)

1. Le probléme de "Programmation Quadratique (QP)" (Betts, 2001) consiste plus géné-
ralement a minimiser une expression de la forme

1
§pTHLp +97p

sous les contraintes linéaires
Gp=—c

et le systéme KKT donne la condition nécessaire de I’extréme.

INRIA
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Prenant les gradients de (2) par rapport de Z et A nous avons:

vl — OF (z) N Aac(x) N <82F(ac) /\azc(x)> (@ — 1)

oz oz o0z? oz?
3258 (5 6)
Vil = —c(z) - 82—?(3‘: —x) (6)

Introduisons les notations:

OF OF GF]T

T _ F T _
¢ = (V.F(2)) [aml,axz, e

dc(x)
“= "%
0*F(z)  0%c(x)
Hy = -
L < o )
Alors, les conditions (3), (4) s’écrivent dans la forme suivante :

0=g—G'\+Hy(Z—2)-G"(A=)), (7)
0=c—G(z—1). (8)

ce qui s’écrit, sous forme matricielle :

H, GT —pP|_ 19 9
@ G- ®
le dernier systéme est connu comme systéme de Kuhn-Tucker (KT) ou de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ou p est "search direction" p = Z — x pour le pas

Z =1 + p. A correspond % c’est-a-dire le valeur au nouveau point.
Bien sur, dans le cas o1 ’on minimise vraiment une expression quadratique

L, 1a méthode de Newton converge en un pas.

Dans le cas général (NLP), le probléme est plus complexe, mais la pro-

cédure de la résolution reste trés proche de celle que 1'on vient de décrire.
On essaye d’aborder le NLP par la résolution d’une suite de sous-problémes

RR n° 4623



16 Andrei IVANOV

QP. Cette approche s’appelle le SQP (sgquantial quadratic programming). A
chaque itération nous avons p et AA = A — X et une approximation suivante:

SNSRI ™
Le paramétre « € [0,1] doit étre ajusté pour garantir la convergence; il est
par exemple choisi selon la condition suffisante donnée par Goldsstein-Armijo.
Bien sur, nous n’avons présenté que le concept de base. (pour obtenir plus
d’information voir (Gill, Murray, & Wright, 1981)). Nous avons cité cette mé-
thode parce qu’elle joue un roéle principal dans les paragraphes suivants quand
nous allons étudier le problémes de la commande optimale, o1, aprés discrétisa-
tion, la fonction F'(X) sera notre critére a optimiser et ¢(X) sera la dynamique
du systémes. Notons que le choix d’une voie pour créer ¢(x) assigne souvent la
différences entre méthodes.

2.1.2 Meéthodes Indirectes: rappels de contréle optimal

On va formuler (voir (Bryson, Arthur, & Ho, 1975)) le probléme de la
commande optimale dans la forme de Mayer. La fonction de cott @[z (tf),ty].
La dynamique du systéme est donnée par I’équation :

Ccll_)t( = f(x,u) (13)
sur U'intervalle ¢ € [0t7], x € R™, u € R™ avec les conditions initiales:
X(to) =X (14)
et les conditions finales:
U x(ts),ts] =0 (15)

avec U : R" x R — R
Ecrivons par analogie avec le (1) le Lagrangien pour les contraintes (13-15):

L=+ 0+ /Otf Y {f(x,u) - ‘fl—ﬂ dt, (16)

ou le multiplicateur v € R? et les variables ajointes A(t) € R"

INRIA
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Les conditions nécessaires du premier ordre demandent que L soit station-
naire par rapport z(.), u(s) et t;. Ceci s‘écrit de la maniére suivante: Pour les
variables d’adjointes:

% = F(z,u) ou F(z,u) = g—i (17)
avec les conditions aux bords
0P
Atf) = ——— ol ® = Ty 18
(f) 8$(tf) ou ¢+V ( )
Quant a wu, la condition prend la forme:
o0H
— =0 19
5 (19)
ou I’Hamiltonien est défini par
H(zu,)\) = \'f.

Le principe du maximum de Pontryagin (Pontryagin, Boltjanskii, Gamkrelidze,
& Mitchenko, 1974) donne la condition plus forte suivante:

u* = argmin H (20)

qui reste méme valable avec des contraintes quelconques sur le controle.

Au temps ¢ nous avons la condition de transversalité :

O A Flalts) )] = 0 (21)
f

Les équations (13,15,19) s’appellent le systéme d’Euler-Lagrange. Si I’équa-
tion (19) peut étre résolue explicitement sous la forme u = u*(x,A), il reste les
équations (13,17) avec les conditions initiales (14), les conditions finales (15),
les conditions aux bords (18) et les conditions de transversalité (21). Le dernier
probléme est connu comme TPBVP ("Two Points Boundary Value Problem").
Il a 2n variables z,) et le temps final ¢;.

Faisons trois remarques:

— Le temps t; peux étre fixé ou rester libre alors nous pouvons transférer
le probléme vers le premier (temps fixé) par le nouvel variable z,4; = ty,

RR n° 4623



18 Andrei IVANOV

— Si I’équation (19) n’est pas résolu par rapport u, nous avons un sgotéme
algébro-différentiel (DAE) qui peut etre résolu par la méthode linéaire &
la base de BDF (backward differentiation formula) proposé par Gear,

— Notons également que le Hamiltonien est une constante du mouvement
du systéme d’Euler-Lagrange. Cette propriété est importent pour le tra-
vail analytique (Bryson et al., 1975).

Remarques sur les méthodes numériques

Il existe plusieurs méthodes de résolution du TPVBP. Parmi elles, les
méthodes sont développées expressément pour le systéme d’Euler-Lagrange
(comme exemple: la méthode des gradients (Pytlak, 1999)) ou des approches
plus générales, citons la méthode du tir. La derniére, quant a elle, il semble [est]
la plus répandue (Edelbaum et al., 1973), (Ferrier & Epenoy, 2001),(Geffroy
& Epenoy, 1997),(Tebbani, Bertrand, Bernussou, Racois, & Romero, 2001).

L’idée principale de cette méthode est la suivante: supposer les valeurs
indéterminés pour 2 bords, intégrer le systéme, de facon itérative corriger la
supposition pour que les conditions aux bords soient vérifiées. Le probléme de
minimisation de ’écart final s’écrit dans les termes du §2.1.1 avec:

z = {A(to) ts}
U[X(2)t]

c(z) = | At) — 2% (22)
o+ H

t=ty

Faisons une remarque concernant (22): le probléme consiste & trouver (\,t)
tels que le Lagrangien L = Ac(z) ait un extremum (A\*,t}). La condition (4)

donne oL
o 0=c(z)=0

Dans ce cas, le conditions (15),(18),(21) sont vérifiées, alors, le probléme (22)
est une formulation particuliére du probléme NLP § 2.1.1.

La majeure difficulté de cette méthode est le probléme d’initialisation car le
systéme d’Euler-Lagrange est trés sensible vers une conjecture initiale (Bryson
et al., 1975). Cet obstacle peut étre atténué un peu par division l'intervalle

INRIA



Transfert d’orbites en poussée faible 19

t € [0,tf] aux sous intervalles. Alors, le probléme a plus grand domaine de
convergence par rapport a la condition initiale servant a initialiser 1’optimisa-
tion, mais la dimension de problémes s’augmente puisque les contraintes des
accordances entre sous intervalles doivent étre ajoutées. Cette approche appe-
lée "tir multiple’ ("multiple shooting"), est utilisée dans (Bertrand, 2001).

2.1.3 Meéthodes Directes

L’alternative principale de méthodes présentées au-dessus est ’approche
directe. Tandis que les méthodes indirectes cherchent a approcher par des mé-
thodes numériques les solutions du systéme d’Euler-Lagrange, les méthodes
directes n’utilisent ni condition d’optimalité (17), ni équation adjointe (19),
mais appliquent directement les méthodes de programmation mathématique a
une approximation discréte de la dynamique (probléme d’optimisation de di-
mension finie), d’ot son nom ’direct’. Il y a plusieurs variantes de ces méthodes.
On peut distinguer ’direct shooting’ (Betts, 1998), méthode de la collocation
(Hargraves & Paris, 1987), 'multiple shooting’ (Gath & Well, 2001),(Spencer
& Culp, 1995) méthode de la transcription (Enright, 1991). La dernier est ap-
paremment la plus répandue et elle a plusieurs réalisations dans les logiciels
de l'optimisation de trajectoires (OTIS par Hargraves et Paris (Hargraves &
Paris, 1987) , SOCS développé au Boing (Betts, 1993),(Betts, 1994), ALTOS
par L’agence Spatiale Européenne (Gath & Well, 2001))

En bref, nous allons présenter les différences entre méthodes.

a/ Transcription directe. L’idée de base consiste a remplacer la dynamique
du systéme par son approximation dans un maillage. Trés souvent, on
utilise un schéma d’Euler:

Tpyl — Tn — hf(xmun) = Cn (23)

Alors, nous obtenons le probléme d’optimisation avec des contraintes non
linéaires (23), Les paramétres d’optimisation X = {x,,un,ts}, le critére
¢ et les conditions (15) dépendent de I’état final et du temps final. Les
contraintes (23) sous-entendent I’accomplissement ¢,, = 0 dans un chaque
point du maillage. Bien sur que la méthode d’Euler puisse étre remplacée
par Pautre (par exemple, par régle de Runge-Kutte, Hermite-Simpson et
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etc.) Ainsi, dans les termes de §1 le probléme s’écrit :

T = {xl,_ul, . ,_JSN,’U,N}
v,
Co
c(x) = :Cl (24)
CN-1
| \I}tf J
F(z)=¢

b/ Méthode de la collocation. Elle consiste a décomposer l'intervalle

[to,tf] aux segments et 'approximation de la solution par les polynomes
en chaque segments. La méthode a été proposé par Hargraves et Paris
(Hargraves & Paris, 1987). Dans la version originale elle utilise un po-
lynome d’Hermite & = Cy + C1.S + C,8% + C353,5 € [0,1] pour état
est I’approximation linéaire pour la commande. Les coefficients C; sont
choisis de maniére que Z(0) = z,,2(1) = xn+1,% = in,% = Zpi1-
La condition de la collocation est posée au milieux de chaque intervalle,
notamment dz/dz, = f(z.,u.). Alors, des contraintes supplémentaires
s’écrivent :

A=f —#

T

Dans des travaux plus récentes l'approximation utilise B-spline (Betts,
2001) et au lieu de la méthode de Gauss qui ne pose la contrainte que
sur des point internes de segments, on utilise la méthode de Lobatto ou
les points au fin de segments sont également les points de collocation.
On s’est aper¢u que la méthode de la collocation directe (& la base de
polynome d’Hermite) est équivalente la transcription directe qui utilise
la méthode implicite de Runge-Kutte.

¢/ “Tir multiple”. L’autre type de méthodes ciblées a la réduction de la di-

mension de probléme non linéaire s’appelle ’tir multiple’ (multiple shoo-
ting). L’idée réside de réunir quelques pas d’intégration et calculer I'er-
reur (écart final) a la fin de intervalle réuni. Cette approche a été utilisé
par Enright (Enright, 1991), Conway (Conway, 2002). Notons que dans
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le cas extréme quand nous avons un seul segment et plusieurs pas d’in-
tégration cette méthode devient le tir direct (par analogie de celle que
'on utilise pour le probléme indirect).

Faisons quelques remarques générales consternant la méthode directe:

— souvent la dimension de probléme est si grande qu’elle ne permet de
résoudre le probléme en temps raisonnable

— dans le cas complexe le probléme a des milles équations et contraintes,
alors la dérivation de la matrice c(x) et la tache difficile, dans ce cas, la
factorisation avec le complément de Schur peut etre utilisé (Betts, 2001),
(Gill et al., 1981)

— l'inconvénient le plus important, ce qu’il n’existe pas ne la condition suf-
fisante pour garantir 'optimalité globale de la solution, car si la conjec-
ture initiale est loin de la solution, la méthode peut converger vers un
extremum local. C’est pourquoi la solution étaient trouvé par ce type de
méthode demande une vérification supplémentaire.

2.2 Meéthodes non optimales a priori

Cette partie est consacrée a la commande sous optimale. Les méthodes pré-
sentées au-dessus visent a donner des stratégies optimales, mais ces controles
en boucle ouverte sont assez sensibles aux perturbations. Le reméde est de
utiliser a priori un contrdle de type ’feedback’. Nous allons présenter deux
méthodes 1) ’stearing method’, ou “semi-feedback”, et 2) stabilisation.

Semi-feedback

Premier type de méthodes essayent de créer I’histoire optimale du mou-
vement par maximisation la vitesse de changement les paramétres orbitaux
(Dadebo, McAuley, & McLellan, 1998), (Kluever, 1997b), (Kluever, 1997a),
(Matogawa, 1983), (Spitzer, 1995) :

da di de df2

A A (25)
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c’est-a-dire que I'on définit quatre feedbacks u,,ue,u;,un par

d

u,(X) = arg max d—CtL(X,u)
d

u.(X) = arg max d—j(X,u)
di

u;(X) = argmax ﬂ(X,u)

Q
ug(X) = arg max C;—t(X,u)

Ces lois maximisent les corrections de parameétres séparément. Pour corriger
le paramétres simultanément on introduit la fonction u:

u= Gaua + Geue + Giui + GQuQ (26)
B ”Gaua + Geue + Giui + GQuQ“ ’

G.,G.,G;,Gq étant des foncions de ¢ dans la forme suivante :
G(t) = Gp + Git + Got? (27)

Alors, le probléme s’optimise par rapport au parameétres G et au temps de I’ap-
parition de ’coast’ arcs pendant chaque arc de poussée (Kluever & O’Shaugh-
nessy, 2000),(Tebbani et al., 2001).

Stabilisation

Pour un systéme
X = f(X,u) (28)

le probléme de la stabilisation (par feedback) d’un point d’équilibre X est
celui de trouver un contrdle de la forme u(X) qui rende ce point X asymp-
totiquement stable, c’est-a-dire tel que toute solution du systéme bouclé X =
f(X,u(X)) converge vers X sans s’en éloigner trop pendant la phase transi-
toire. On peut aussi parler de stabiliser une trajectoire t — X (¢), c’est-a-dire
concevoir u(X,t) tel que cette trajectoire soit (uniformément) asymptotique-
ment stable au prix de choisir un contréle pas trés lisse au voisinage de cette
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trajectoire cible, on peut demander de converger en temps fini plutdt qu’asymp-
totiquement.

Une trés bonne référence pour la théorie de la stabilité du mouvement, ou
des équations différentielles X = F(X,y) est 'ouvrage (Hahn, 1967). Il y est
bien décrit ce qu’est une fonction de Lyapunov, i.e. une fonction V telle que

V(t,X) — +oosi | X| — +oo,
V(t,X) € R x R*\{0}, V(¢,X) > 0,
V(t,X) € R x R"\{0}, VV(X,H)"F(X,t) <0

et son intérét pour I’étude de la stabilité. Son existence entraine la stabilité
asymptotique. Dans le cas o l'on a seulement VV (X H)TF(Xt) < 0 —on
parle alors parfois de fonction de Lyapunov au sens large—, on conclut a la
stabilité (non asymptotique, c’est-a-dire sans convergence) en général, et a
la stabilité asymptotique sous réserve que la seule trajectoire X(t) telle que
F(X(t),t)VV(X(t),t) soit identiquement nul soit le point d’équilibre, ou la
trajectoire) visé(e) («principe d’invariance de LaSalley).

L’outil fonction de Lyapunov est aussi beaucoup utilisé pour la stabilisa-
tion, voir par exemple (Coron, 1999) ou I'ouvrage récent (Bacciotti & Rosier,
2001). L’idée est de rechercher une fonction telle qu'il existe un feedback qui en
fasse une fonction de Lyapunov du systéme bouclé. Il se trouve que ’on peut
caractériser cela sans faire référence a ’existence de ce feedback. On appelle
fonction de Lyapunov de contréle (CLF) pour le systéme (28), une fonction V'
telle que

V(t,X) = +oosi | X| = +oo,
V(t,X) € R x R"\{0}, V(¢£,X) > 0,
V(t,X) € R x R"\{0},
Ju € R™s.t. V(X u,t) = VV(X,0)Tf(X,ut) < 0.

(29)

Si il existe un feedback stabilisant continu, ou différentiable, u = u(X,t), alors
(théorémes de Lyapunov inverse, cf. (Hahn, 1967)), il existe une fonction de
Lyapunov pour le systéme bouclé, et cette fonction vérifie les propriétés ci-
dessus (Ju est obtenu en prenant u = u(X,t)). Le théoréme d’Artstein dit que,
réciproquement, ’existence d’une CLF entraine la possibilité de construire trés
facilement un feedback stabilisant un peu abstrait («relaxed feedback» dans le
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cas général) mais continue, et méme différentiable sauf a la cible dans le cas
d’un systéme affine par rapport aux controles

m

X = f(X’t’u) = fO(Xat)+Zfi(Xat)ui (30)

=1

et tous les systémes que nous allons rencontrer sont de cette forme. La recherche
d’une CLF est une tache difficile en général, bien que moins délicate que celle
d’une fonction de Lyapunov pour une équation différentielle sans controle, car
plus sous-déterminée.

On peut également parler de CLF au sens large si la derniére ligne se lit
Ju € R"s.t.VV(X,t)Y f(X,u,t) < 0 au lieu de < 0. Dans ce cas, on peut
construire un contréle feedback qui fasse décroitre V', au sens large, mais il
reste & vérifier ensuite les condition du principe de LaSalle. Dans le cas de
systémes affines comme (28), une intégrale premiére de f, (qu’on appelle le
champ de dérive), c’est-a-dire une fonction V telle que

VV(X,) fo(X,t) = 0 (31)

est évidement une CLF au sens large (en prenant u = 0 pour réaliser «Ju»).
Et de fait, un controle?

u; = —VV(X )" fi(Xt), Vi € [I,m)u = (U, - - - Upm)- (32)
conduit a .
VXt = =Y (VWD) < 0. (33)

Ces idées ont été utilisées dans (Jurjevic & Quinn, 1978), d’oi le nom de
méthode dite «de Jurdjevic-Quinny, encore appelée «damping control» car le
control (32) simule un amortisseur (frottement fluide). Evidement, il reste en
général & vérifier les conditions du principe de LaSalle; des conditions suffi-
santes pour que ce soit la cas sont données dans de nombreux articles; on peut
a nouveau consulter (Bacciotti & Rosier, 2001).

2. Au lieu de ce controle précis, on peut bien sur utiliser d’autres u(z) tels que V soit non
positif comme dans (33). Une possibilité est, bien str, de choisir u qui rende V le plus négatif
possible, c’est-a-dire u(X,t) qui minimise V(X,u,t) pour chaque (X,t). Ceci est développé
dans (Vincent & W., 1997, §5.3).

INRIA



Transfert d’orbites en poussée faible 25

Pour le controle de 5 paramétres orbitaux du satellite (changement d’orbite
sans rendez-vous), cette idée est appliquée dans la littérature par
- Ilgen en 1992-93, voir (Ilgen, 1993) (c’est en réalité un transfert 3D (a,e,i)
qui y est réalisé),

- Coron, Praly et Chitour en 1997-99, voir (Coron, 1999, §3.2.1, pp. 332-338)
ou cela est traité en exemple (des explications plus détaillées étant contenue
dans le rapport CNES (Chitour, Coron, & Praly, 1997), a priori confidentiel),
et

- J.E Marsden et coauteurs dans le trés récent (Chang, Chichka, & Marsden,
2002), qui retrouvent essentiellement, dans un autre formalisme, les résultats
donnés comme exemple dans (Coron, 1999).

Toute fonction V' qui ne dépend que des paramétres orbitaux (a,eq,ey,hz,hy)
est évidement une intégrale premiére de la dérive, c’est-a-dire qu’elle est constante
si les controles sont mis a zéros. L’idée est donc de choisir une telle fonction
qui soit minimale sur ’orbite visée, et qui soit telle que, lorsqu’on applique le
“damping control” de type (32), les conditions de LaSalle soient satisfaites.

Notons que cela ne réalise pas le rendez-vous en six parameétres. Pour réa-
liser cela avec cette méthode de type Lyapunov, il faudrait disposer d’une
fonction qui soit positive partout et ne soir nulle que quand le satellite est non
seulement sur l'orbite visée mais a la bonne longitude.

Si ’on construit naivement une fonction des six parameétres qui vérifie cela,
par exemple en ajoutant a la fonction de (p,ey,e,,h,,hy) la carré de la différence
entre L et le L visé (on peut faire moins naif, bien siir), on n’obtient pas une
CLF (29) car, a cause du terme VV (X ,t)T fo(X), il y a des points (X,t) pour
lesquels V(X,u,t) > 0 pour tout u. On suggére dans (Coron, 1999, §3.2.1) —et &
nouveau cela est développé dans le rapport (Chitour et al., 1997)— d’utiliser les
techniques dites de «forwarding» ou d’«ajout d’intégrationy (Mazenc & Praly,
1996; Sépulchre, Jankovi¢, & Kokotovi¢, 1997) pour déduire une fonction de
Lyapunov 6D de la fonction de Lyapunov 5D aisément obtenue. Ce processus
est hélas trés consommateur en temps de calcul car il demande d’intégrer a
chaque pas la trajectoire. Des améliorations importantes ce cette méthodes
sont nécessaires.

Remarque sur le cotit La méthode de stabilisation fournit une commande
relativement robuste (on peut espérer obtenir une méthode efficace qui “subisse
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les éclipses mais n’ait pas a les prévoir dans la stratégie), mais elle ne sous-
entend aucune optimisation de la commande par quelque critére que ce soit. Il
sera nécessaire, si une telle méthode est utilisée d’évaluer a posteriori le cotit, et
si possible dévaluer I'impact de la «forme» des fonctions de Lyapunov choisies
sur ce coiit. Cette possibilité a été notée par exemple par Ilgen (Ilgen, 1993)
qui suggére de choisir les trois parameétres qu’il laisse libre dans sa fonction de
Lyapunov pour optimiser un coiit.
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Chapitre 3

Résultats numériques

3.0.1 Comparaison les résultats de la stabilisation avec
commande optimale

Dans cette partie nous proposons les résultats du calcul des trajectoires par
la méthode de la stabilisation § 2.2 et celle de la Commande Optimale & base
de moyennation (Geffroy, 1997). Pour déguiser la qualité de méthodes et com-
parer le temps de transfert nous allons étudier les transfert les plus communs.
Notement nous etudions les cas suivants:
orbite de départ : MEO, GTO+, supGTO+, GSO.
orbite cible: GEO.

Les parametres du satellite

Fra:=0.35 N
Isp = 2000 s

1) Le Cas de transfert MEO & GEO a les parametres suivantes:

RR n° 4623



28

Andrei IVANOV

L’orbite initiale MEO : L’orbite finale GEO:

ap = 21378.1 km ay = 42164.2 km
€y — 0 € — 0

io = 00 ...40° ip = 0°

Qo = Qo(t)

Wy = 00

Ly=0

2) Le Cas de transfert GTO+ & GEO a les parametres suivantes:

L’orbite initiale GTO+: L’orbite finale GEO:

ag = 29271.1 km ay — 42164.2 km
eo = 0.440468 ef =0

io = 00 ...40° ip =00

Qo = Qo(t)

Wy — 00

L() — 0

3) Le Cas de transfert de supGTO+ a GEO a les parametres suivantes :

L’orbite initiale supGTO+: L’orbite finale GEO:

ag = 41378.1 km ay — 42164.2 km
eo = 0.604184 ef =0

io = 00 ...40° ip = 0°

Qo = Qo(1)

Wy = 00

Ly=0

4) Le Cas de transfert GSO & GEO a les parametres suivantes:

L’orbite initiale GSO: L’orbite finale GEO:

ag — 42164.2 km ay — 42164.2 km
eo = 0.611563 e =0

ip = 00 ...40° Z'f:OO

Qo = Qo(t)

Wy — 00

LO — 0

Sur ces simulations, on n’a pas fait figurer e, et h,, qui restent a peu prés

a zéro.
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optimale)
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Tirons quelques conclusions:

a/ Le temps de transfert dans le cas de stabilisation environ 10-20 % plus
que le temps optimal. Notons également que la convergence n’est pas la
méme pour tous les paramétres orbitaux dans le cas de stabilisation. Ce
probléme peut étre allégé par le choix de coefficients de coiit dans la fonc-
tion de Lyapunov correspondant les paramétres orbitaux. Ce probléme,
pourtant ne permet pas estimer assez précisément le temps de transfert
cas le choix de parameétres restent imperique.

b/ Deuxiéme remarque concerne la loi de commande. il est clair que le ma-
naeuve optimale demande souvent dépasser ’orbite ciblée pour y revenir
aprés avoir corrigé les autres paramétres orbitaux (voir fig. 3.2 Ampli-
tude). Hélas, cela n’est pas reflété dans 'approche de stabilisation quand
on impose l'inégalité (33).

Malgré ces deux remarques cette approche est intéressante a étudier car elle ap-
porte une grande compacité de calcul (dans le cas de la stabilisation classique)
et ne demande pas de vérification supplémentaires pour des contraintes.

RR n° 4623



34

Andrei IVANOV

INRIA



Transfert d’orbites en poussée faible 35

Chapitre 4

Conclusions et Perspectives

Il ressort de notre apercu de la littérature que le probléme de rendez-vous
(6D) n’est jusqu’ici que trés incomplétement traité dans le cas de poussées
faibles.

Les méthodes de controle optimal sont & perfectionner, mais on propose a
court terme d’étudier en profondeur les méthodes de «stabilisationy, dans le
but d’effectuer des manoeuvres 6D qui soient certes sous-optimales mais moins
sensibles aux contraintes comme les éclipses.
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