
HAL Id: inria-00071952
https://inria.hal.science/inria-00071952v1

Submitted on 23 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Asymptotic analysis of shape functionals
Serguei Nazarov, Jan Sokolowski

To cite this version:
Serguei Nazarov, Jan Sokolowski. Asymptotic analysis of shape functionals. RR-4633, INRIA. 2002.
�inria-00071952�

https://inria.hal.science/inria-00071952v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

   
   

 IS
R

N
 IN

R
IA

/R
R

--
46

33
--

F
R

+
E

N
G

ap por t  
de  r ech er ch e 
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F»w)¬-PQ�(������#&A�����FR��ST�U03�J?B
�U�&#&V$	WFYX �<Ò � ÍóÖW��Ó±Ö � ���JÒ �v�BÖW��Ö �s� Ô$��Õ�Ô ����� Ï�Í®Î<ÍLÒLÓ � Î�	 � ÍóÖ�Ô_Õ � �RÖaÍ � � m i N 
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������� Ï�Í®Î<ÍLÒLÓ�Ô���Ô8Ð ��� Ò � Î
	 ��� Ô±Ï�Ö	�����ÓRÍLÒ¿Î���Ô<Ð � H@S
F]S!¬������ 	������������&�	�W������
 	$KL	�����/ � �� ��� ����� B���� ����� �����������! � �#"$� ���%���'&(�)��� � &*���+���+, � ���.-

�/ �+01�+� ��2�2 ���	��, � -3�4-.54� 2�6�)��� �879��-:� 2)2 � � �+7; �<�3�=7>, 2 & � @��4 ���	�?��� 2 �@� �879�?�+,BAC� � ��� , � XD- ��� ��� ����� ,
���E�@�B��� � & � ����� � � � 2 �F���1,G��� 7IH �KJ1LFM H�N�OIPFQ8RCS�T9T�U�H � 
�V(W8XYX)ZY[\W8]_^`]4aIH

bdc_e ���\� 	������&�������f�W�D���;
 	$KL	��6��/ � � � 2I� & � �+�	��, � � � 7>,� 2 �@� �+7��g ���@�4- ��� �+7��K� � , � 7>,� 2 � ���#� �
&h �Fi ��� ,!�.- � & � i � �j� � �1, � �! �k� � 7>,�� � 7>01���	�+, � 0 � @�&*� �6�1� &*�<l  X � 79���?�4-.51� 2m�6�Y��� �87��n���3������� � & � ���
� � � � 2 �F�)�1,��� Spo9oqH9r JYs Hmt s+u H9vxw)O9U@w)O�R*Q �=J1LFM HtzyQ+P8HG{$H � V�|)[�V(W8XYXY])[p|>WYW.^`|4a�|$H

b X e ���h} �z�DA�����VW	��J/Y��~ �C�-��	����6/WF2Vx�Y����� �-� = ��/�#&A�	��C���W�WST��������V$��/�� " �����10 ��� 5 �(�\�#" �
��2m��� ���1�x- " � 2 �f7>,G���+& �#" �\- " �F�1&\- � &F�.-�-8�.-\� o L H&7IHGt$w)U u�� RE��t L P�O s�L O9PFQ8R+�G� � V(W8XYXYX)[�a��YX>W.^6aYa9W+�>H

b W+� e =>������O����U%'��.�����,���� ? ���)���D��&F 
 ��� " � 2 �.-��Y,G� ��� � ��� � & � �.-+�C�p,G�1��54- � -�� �\� �p�+&*�+, ��� �1� ���1�@�+7>��7$-��
�1,��� 2��� � ��� � ����� , t � Sp��R*Q+P u Q8R/w)okS �I 1J o s Q8R u o?¡pQ8R u�¢ o J o �=£ w)o L PFw)U��9N M9u U JY� Q8U@T M9u�J �>|1�Y�IW1H

b WYW e�¤ �I����� F1#&A�����	6.�������} ��} � S��x�&�����J/"�$���¥�6#&A�.�� 	�#�A����§¦�7�¨<¨+�@�\�	� �#"$� � ��� & �6��2>� � � i)5=�1,G�
- " � 2 � ��2��� � ��� � ����� , �(� - � &.79� � 7>&F�.- t L P�O s�L H©pT LFu�ª	u@« H>¬xV(W8XYX4a[/a�|_^`]>W1H

b W8| e�® � ® �-	�Em����¯@F2A�
� Xz° � - � �+,G���K�1,�±�1-�51� 2�6�Y��� ��- �(�f2I� �@��-n² ���#" �j-����1�#� � ���8i � ,G�1&.5 2 �1& �D�+� &
�#" �\³E�+��� "$� � ��� &F�.- � ,G� �6� & V�´�O9RFR u�J oG[�µ�RFTQ+¶ M9u � J1L HG· J OI¶n¸���V(W<[�V(W8XYX)ZY[��_^¹Z1{$HhV�º¥o ¢ U L P J o9RFU6H u o
´�O9RFR u�J o?� J1LFM HtIOIP   Q+»>R�¸���V(W<[�V(W8XYX)ZY[\W�¼>Z1|)[

b W8� e �W� ��	�������	6.C� ?BAC� ��.�
���U	6.�� �$� =>�D= 	$F<�D��.�E$
 �½� " � �6��2>� � � i � ���1�p�4-.51� 2m�6�Y��� � ��� &B¾�¿+X
-.5_- � ���f-�� �#" �À���@�4- ��� � �#� 5Á���4-+� t � Sp� 7)w)OIP�o J Upw)o £ w)o L PFw)U J o � ©pT LFu�ª�u@«8J1LFu w)oqH/Â�ÃxV�{)[�V�|1�Y�IW<[
W<Z1]Y{<¼GW<ZYZ c H

b W�a e ����=>�+0 ��¯ 
�Y�Ä�Ä¨ � 7>,G�)�1&.5%01�1��79� 2 & � ¨������ �+� & �#" �����#� �Å2��� �'�FÆ+79� ����� , �(� -8�F� � ,G� � &(���& � ,!�
� � �Ç� � ,±² �#�#" �3,G�1&.& � ²È-.� ��� lhÉ�l�� " � � ² �1Ê � � �	��,9- ��� ,G�1�¥���4-+�<l � J1L HËR*Ì�HqÃ�Ã�V(W�a9W<[�V(W8X)Z1{)[E]>W�a1^`]Y�)ZH
V�º�o ¢ U L P J o9R�U�H u o?� J1LFM µ;t9t>´�t$ÌmwYP�o u ¶:�9¬xV(W8X)Z1{)[*[

b W8] e ���6=>��0 �¯ 
 �C�n� � 79�15 �(���#" ���4-�51� 2�6�Y��� �\¨�� " �10 ��� & �(���#" �C- � ��7 ����� , �(� �1,n�+�Í� �Ë2m��� �;¨ � 7$,�)�1&.5E01�1��7��
2 & � ¨+�@�+� � ,'�:� � ��� � ,'² ���#" �	-����1�#� "$� �@� vxP�O � »?t$Q ª H9NhQ L PFw   R*¶HÎxV(W8X c W<[�])Z<^ c |=V�´�O9R�R u�J oG[

b W8{ e ����=>� 0 �¯ 
 �C�;GÏ� � � "�� ,i �*� �;-�51� 2�6�Y��� � Xz° 2 �1,I- ��� ,I- �(� � � ��7 ����� ,9- �(� ¦ � 7$,�)�1&.5ÑÐ9�1��79�;¾/& � ¨ Ê
�����f- �Gv�P J o�RFU J1LFu w)o9RÒwYÓ�� J1LFM Q ª�J1LFu�s+J Ux�nw)o9w ¢ P J T M R+��Ô�w)U�H�W+�)|$�GSp�'t�W8XYXY|$H

b W<Z e M �$,J	�#&V$�Õ�F2VW	q�.�����&.�� 
ÍÖ�$Ö�'�Y�&,��h�6��V$��Ö�(�Õ�F V$
 �����	×�)�$#&A$�mÕ�F2VW
C� " � �6�.2>� � � i � ���1�Ø����& � 04� ��� 01�
�	� �#">� �À�1,G�Ï�Y& ��� Ù � � �1�/,�+7>&(�1�/,m� � ² � &�Ú<- �+� &3,97>���+& � ���Y��- � ��7 ����� , �(� - " � 2 � � ,90Y��&�-+� 2 & � ¨������f- �
´�´/^`�)Z1�YX$� � ·p´ � SC^ÜÛ�wYPFP JYu o9QY��W8XYXYX$H

b W c_e M�Ý�,J	�#&V$�Õ�F V$	����6�&��.�� 
ÍÖ�$Ö�'�Y��,�Ý	�6��V$�xÖ�'�Õ�F V$
 �BÞ3Ýß×�ØàháGâxàÕ:ã8äxå¹æ3Þ:Ý ¤Eç9è�é àxêë�Ò,�,97 Ê
�	��& � ���1�q- � ��7 ����� , �(� - " � 2 � � ,�01��&�-+� 2 & � ¨������f- ��ì � � 2 7 � � ����� ,G�1�Ò� 2��� � ��� � ����� ,'�1,G�Ç� 2)2 � � ��� ����� ,I-
��Â�V�|1�Y�)|)[���|Y�>W.^`|Y]Y]$H

b W8X e�í Ý\î�ï�á�â�ï è àð�æEñ<ÝóòEã+ô�ä é àmð�æEõ�Ýföâ�ï�÷>å é à¥æ�ømù��F� ��� 01�=� � �Y7$� �Ç�(� - � � � �4-=² ���#" ���Y0 ����� ��- �(�
01�1& ��� 7$-ó- " � 2 ��- S�T�T�U�HI�nQ s�M HG´�Q   HGúqûmV(W<[�V(W8XYX4a[;tqW8]>W.^¹tmW<Z_aIH

b |1� e ñ_Ý¥}?ÝÒîÇï�ü�à�êqã8äxå¹æ/öhÝ�Þ3ÝD
Eïxý1ï é àð�� 2 �F� � &*�1� 2 & � ¨������f- � ,j- � ,i)7$�@�1& 2 ��& � 7$&8¨������ � ��� � ,I-:�1,G�
-8��� � �)�*þ �1� , � �F° � ��,I- ��� ,I- �(� � � ùp�+&*�+, ��� �1� ��2 ��&*� �6� &�- vxP�O � »Çt L H ^ÜNhQ L Q+P�R*Ì�OIP ¢ � J1L HI©pÌ�R M9s�M H)Î�V(W8XYX c [
W8]>W.^`|>W8|$H�V�º¥o ¢ U�H L P J o9RFU�H u oÇNzPFw s Q+Q �9u o ¢ RØwYÓ LFM Q�t L HNxQ L Q+P�R*Ì�OIP ¢ � J1LFM Q ª�J1LFu�s+J Ut$w s+u Q L »Y�>Î�V�|1�Y�Y��[
W8|)Z<^�W c W1�qS ª Q+P8H9� J1LFM Hmt$w s H9vxP J o9RFU�H�t$Q+P<HG|$��W8XYX$��S ª Q+P8H�� J1LFM Ht>w s H@��N¥PFw  >u�� Q8o s QY�9´ � [

b |>W e öhÝ@înÝóîÇï è ïmô è æ;}?Ý í Ýóÿ ç ð�å è � " �'��ùp�F� ��� 0Y� Ù ���@�±�	� �#"$� � � , �#" �=�	�F� " �1, � ��- �(� � � � 2I� - ��� �
��� � �+& � �1��- V�´�O�RFR u�J oG[ �¹«8�9J1L Q8U��ËR L*  w:NhQ L PFw «8J8  w � R*¶Yw ¢ wkµpo u@  Q+P�R u@L Q LFJ �9NhQ L PFw «8J8  w � R*¶�hW8XYXY�$H
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] c �m��&�iY7�� � �El��E� � �1& � 0<���I�1,K� � Ú ���� � ²Ø-�Ú �

b |Y| e }?ÝhÞ3ÝØî�à è��xé ï9êØ¯ ç ð%¦ � 7$,�)�1&.5 2 & � ¨+�@�+�f- �+� &��+�Í� �Ë2m��� ����Æ+79� ����� ,I- � ,j� � ��� � ,I-E² ���#" � � , � ���1� � &
�1,i)7$�@�1& 2>�1� , � - vxP�O � »À�=w)R*¶Yw   H/� J1L H�©pÌ�R M9s�M H��$Î�V(W8XY{)ZY[3|1�)X_^`|YXY|$HEV�º�o ¢ U�H L P J o9RFU�H u oÑvxP J o9R+H
�nw)R s w
	 � J1LFM Hmt$w s H��$Î�V(W8XY{)ZY[p|Y|)Z<^`�>W8�)[

b |Y� e }?Ý¥Þ3ÝDî�àhý��$àmð�æz}?Ý�3Ý í ïxýI¯��9ï¥æ���Ý ® àhã<ã<ü�ï è�è ø/�Í� �Å2��� �3¨ � 7$,�)�1&.5=01�1��7�� 2 & � ¨������f- � ,±� �1Ê
��� � ,9-ó² �#�#"�2>�Y� , � - � ,i)7>���1& ����� ��- S ª Q+P<H�� J1LFM Ht$w s �9NzPFw  $u�� Q8o s QY��W8XYX)ZH

b |4a e }?Ý�îÇô�� é ï � ý ç æIò�Ý� ç���ç ��å�ï�æ í Ý�õpïxã8â ç � ç å#ã8âqð�å��å`æGò�Ý�õpô é áGâ�ô���ï � ý ç � " &*��� Ê ¿ � �	��,9- ��� ,G�1�
¾Ò& � ¨������f- �(�Ç�#" ���j� �#" ����� ��� ���1��� " � � &.5 �*� øÒ�@�4- ��� � ��� 5=�1,G�À� " �+&�� � �+���4- ��� � �#� 5 ·�wYP LFM�� w)U�U J o � �
S ª R L Q+P �9JYª ��W8X)Z1X$H

b |Y] e�� Ý9ÿ ç�� ô�å����$à è æ��\ÝGöGï è áGâ ç ã+� ��ï!� ç9è áGåÍï ì � � 2 7 � � ����� , �*� - � ,i)7>���1&D- � ��7 ����� ,I- � ,3���#� �Å2��� � 2 & � ¨ Ê
�@�+�f-E�1,G�?���@�4- ��� � ��� 5 N J P u R+��� J RFR*w)oqHxW8X c Z

b |Y{ e ò�Ýqÿ ç ÕBå è ã8äxå¹æ���Ý�ömà�äxà��>àÕ:ã8äxå�� 2��� ���1�G- " ���#�Å- �+� &.�	�F� � ,n�f- 2�" ��&F�8lÒ� " � �6��2>� � � i � ���1�x���+& � 04� Ê
��� 0Y�\��� �#"$� �)l ´�´/^`�4a�XY]$� � ·p´ � S�^ÜÛ�wYPFP JYu oIQY��W8XYX c H

b |)Z e ò�Ýxÿ ç Õ	å è ã+ähå`æ"��Ýhömà�äxà!�$àÕ3ã+ähå/� ��2>� � � i � ���1�h���& � 01� ��� 0Y� ��� &�,979�8�@��� ����� , �(� , � , Ê � � &(�87$�@�1&;0 �1� �1-
£ w)o L Q ª TmwYP J PF»3� J1LFM Q ª	J1LFu�s R+��S ª Q+P u�s+J on� J1LFM Hmt$w s Hm�9Î�¬xV�|1�Y�Y��[����4a9W.^`�Y{>W1H

b | c_e ò�Ýmÿ ç Õ	å è ã+ähå`æ#��Ýmömà�äxà!�$àÕ:ã8äxå�ø/,��&�iY5�� " �Y,i���17�� �6� � 2)2 �F�1& � ,$i �(� ���10 ����� �.- � ,?�+���4- ��� ��- � � � �4-
Û�Q8RDT9P>yQ+T�O9Ì�U u�s+J1LFu w)o�R � Q�U�� � o�R LFu@L O L yº�U u Q £ÒJ P LFJ o3|Y��$1|1�Y�IW1� L w J T9TmQ J P u o É�, � l%�Ilq� � � � �4- � � � &�79� Ê
� 7>&*��- H

b |YX e ò�Ý;ÿ ç ÕBå è ã8äxå¹æ&��Ýóömà�äxà!�$àÕ:ã8äxå¹æ;Þ3Ý ×��àxáGâxàÕ3ã+ähå'�7$- ��� Ù ��� ����� , �(�k�#" ��¨�7�¨<¨+�@�k�	� �#"$� � ��� &
�#" �Ç� � � 2 � � �1,G�.�Ç� � , � � ��� � ����� , 2 & � ¨������f- �*�/2 �@� � �.-��1,G�B- 2�" �+& � ���1�h- " ���#�Å-�£ ¡�^Ü´Cw ª �q�4P �)( wYP�U �
£ w)o ¢ PFQ8R�RCwYÓ¥t L P�O s�L O9P J U J o � �KO9U LFu��9u R s+u TGU u o J PF»	©pT LFu�ª�u@«8J1LFu w)ojV (Á£ t>��©p^`�)[+*ÒO-, J U@w.$4· u�J1¢)J P J
r J U�U�R8�9·�Q/	10zwYP�¶G�� J »�W<Z<^`|>W1�ØW8XYXYX

b �1� e ��Ý@ÿCÝØÿ�å�à è ã)æ2�óÝ í ï ��ç9è�ç ã ¾Ò& � ¨��43���	��-f�17)°B� � � �#�65��-\, � , "$� � � i�3��,��- W8XY{ c �m¡pO�oIw � �>N J P u R+H
b �>W e }?Ý'?Ý í ïxý9¯Å�9ï�æóõ�Ý�Þ3Ý7�+��ïxü ç9è�ç ðhã+ähå�å�øD- ��� ��� � ��- � ,98!:Ñ�1,� � ,À³<;� �@����&n�8���4-�-+��-k�Y,G� �#" �

� � &(�Y,G�)� Ê �¥i)� � ,����8° � ��7>� 2 & � ,G� �Å2 ��� �+� &�- � ��7 ����� ,I- �(� ���#� �Ë2��� �n¨ � 7>,G�)�1&.5�04�1��7�� 2 & � ¨������f- � ,
� � ��� � ,I-�² ���#" - � ,i)7$�@�1& 2>�1� , � - � , �#" �ó¨ � 7$,�)�1&.5 � J1LFM H$· JYs�M P8H$¬!�GV(W8X)Z c [D|Y]_^ c |$HqV�º¥o ¢ U�H L P J o9RFU�H
u o?S ª Q+P8H9� J1LFM Ht$w s H�vxP J o9RFU�H�V6t$Q+P<HÅ|)[7�$��Â�V(W8X c a[EW.^`]Y{)[

b �Y| e }?Ý%3Ý í ïxý9¯Å�9ï�æ�
BÝ%=�Ý í à é àxý�àð�æ�õ�Ý�Þ3Ý��+�ï�ü ç9è�ç ðhã8äxå�åÒ�Ò,k, � ,9� � ,���1&E¨��+,G� � ,i �*� � 2 ��� � �
² �#�#" �±�+&*�)��Ú ¡ u ,Q+PFQ8o LFu�J U J o �Ñu o L Q ¢ P J UÒQ4>O J1LFu w)o9R+H?*Dw)O9o �9J P�»  1J U�OIQ3T9PFwYÌGU@Q ª R?V � HË·EHzÔ�Q+¶>O J
�nQ ª wYP u�J U s w)U�U�Q s�LFu w)oG[fv/Ì u U u R u �/W8X)Z1X$�óW�a�]_^�W8{Y�$HóV�º¥o ¢ U�H L P J o9RFU6H u o S ª Q+P8H¥� J1LFM HDt$w s H¥vxP J o9RFU�H
V6t$Q+P8HÅ|)[7�>�9ÂxV(W8X c a[\W8|Y]_^�W8�YX)[

b �Y� e }?Ý"3Ý í ïhýI¯��9ï¥æxöhÝ�Þ3Ý�
Eïxý1ï é àðÈ� " �\�4-�51� 2�6�Y��� ��¨�� " �10 ��� & �(� �+,��&�iY5 � , � �6i)&(�Y�Å-;7>,G���+&�-.���1�Í�
2 ��& � 7>&+¨�� ����� ,I- �(�E�#" �	¨ � 7$,�)�1&.5?,�F�1&Ç� � &�,�+& 2>�1� , � -Ç�Y,G�k� � , � ���1� 2>�1� , � - v�P�O � »?�nw)R*¶Yw   Hq� J1L H
©pÌ�R M�s�M H�¸�@xV(W8X c ZY[�Z1X_^�W8|YX$HØV�º�o ¢ U u R M:L P J o�RFU�H u o?vxP J o9R+H9�=w)R s H�� J1LFM Hqt$w s HG¸A@�V(W8X cYc [pZYZ<^�W8|)ZY[

b �4a e }?Ý%3Ý í ïxýI¯��9ï¥æxöØÝqÞ:Ý�
EïxýYï é àmð�æqõ�ÝqÞ:Ý�����ï�ü ç9è�ç ðhã+ähå�åm�;-�51� 2�6�Y��� �f¨�� " �Y0 ��� & �(� - � ��7 ����� ,I-
�(� ��Æ+79�4- �ÍÊ � � ,���1&3��Æ+79� ����� , � ,À, � ,9&*�ÜiY7>�@�1& 2 ��& � 7$&8¨����j� � ��� � ,I- ¡ u ,Q+PFQ8o L R u�J U �Ëo�»YQ:µ�P J<  o9Q8o u�Jku
u�M NzP u�ª Q8oIQ8oqH@�>Ô u U�o u O9R+�Û u@LFM H9S s+JY� Ht s+u HG�ûmV(W8X c ��[\W<Z<^`]1�>H�V�´�O9RFR u�J oG[

b �Y] e }?Ý+?Ý í ïxý9¯Å�9ï�æ/öhÝDÞ3ÝD
EïxýYï é àmð�æDõ�ÝDÞ3ÝB����ï�ü ç9è�ç ðhã+ähå�åó�Ò, �#" �3�1-�51� 2�6�Y��� �k¨�� " �10 ��� & �*�
- � ��7 ����� ,I- �(� ���#� �Å2��� �K¨ � 7>,G�)�1&.5Ï01�1��7�� 2 & � ¨������f-k² ���#"±� &�&F�6i)7>���1& 2 ��& � 7$&8¨F� ����� ,9- �(�?�#" �=� � ��� � ,
NzPFwYÌGU�HI� J1L HS�o J U6H@�9Û�Q8o u o ¢ P JY� �IÛ�Q8o u o ¢ P JY� µpo u@  HI¬xV(W8X c W<[�Z1|_^�W8]Y�$H�V�´�O�RFR u�J oG[

C�D �!CFE



��-.51� 2m�6�Y��� �	�1,G�1��54- � - �(� - " � 2 � � 7>,G� ����� ,G�Y�Å- ]YX

b �Y{ e }?Ý7?Ý í ïxý9¯Å�9ï�æ�öhÝCÞ3Ý�
EïxýYï é àmð�æ�õ�ÝCÞ3Ý �+��ïxü ç9è�ç ðhã+ähå�åC��-.54� 2�6�)��� �K�F° 2 �1,I- ��� ,I- �(�3�#" �
� � i$��,901�1��7���- �(� ¨ � 7>,G�)�1&.5Ï01�1��7�� 2 & � ¨������f- �+� & �#" � � � 2 �@�)��� �.2 ��&*� �6� & � ,!� � ��� � ,I-k² �#�#" -����1�#�
"$� �@��-k�`«+  HzS�¶ JY� H�· J OI¶Àt9t�t>´óHzt$Q+P8H�� J1L HzúG¬�V�|)[�V(W8X c a[B�4aZ<^`�)Z$W1H;V�º¥o ¢ U u R MÏL P J o9RFU�H u oÀ� J1LFM H
µ;t9t>´ �`«+  Q8R LFu » J Hm�IúhV(W8X c ])[��Y|>W.^`�4a�])[

b �)Z e }?ÝA3Ý í ïxýI¯��9ï¥æ�öhÝ$Þ3Ý$
Eïxý1ï é àðDæ$õ�Ý>Þ3Ý ����ï�ü ç9è�ç ðhã+ähå�å��-.51� 2m�6�Y��� �+- �(� - � ��7 ����� ,I- �6� �+�Í� �Ë2m��� �
¨ � 7>,G�)�1&.5 Ê 01�1��7�� 2 & � ¨+�@�+�f-�7>,G����&��\- � ,i)7>���1& 2 ��& � 7$&8¨F� ����� , �(�C�#" ��� � ��� � , v/Ì u U u R u�� v/Ì u U u R u µpo u@  H
W8X c W:V�´�O9RFR u�J oG[

b � c_e�� Ý 3Ý í ïhý��.ï¥æDöhÝzÞ3ÝD
\ïhý1ï é àð�æ¥õ�ÝzÞ3ÝB�+��ïxü ç9è�ç ðhã+ähå�åz��-.54� 2�6�)��� -+� " ��� " � � & � �3���#� �Å2��� - Ê
� " ��&	�/�Y,G�1²���& � �17 � i���¨���, � ,n- � ,$iY7>� ;�Y&�i�.- � ;� & � ��,�
��<¨ � � � ��,Gl�)l *�Q+P�U u o � S�¶ JY� Q ª	u Q�^6Ô�Q+P�U J1¢ H�W8XYX>W1H
V�º�o ¢ U u R M	L P J o9RFU6H � SpR*» ª T L w LFu�s�LFM Q+wYPF»	wYÓ�Q8U�U u T LFu�s Ìmw)O9o �9J PF»  1J U�OIQpT9PFwYÌ�U�Q ª R u oBR u o ¢ O�U J P�U@»fTmQ+P*^
L OIP�ÌQ �?� w ª�JYu o9R+H>Ô�w)U�HxW1�A* J R*Q8U � * u PF¶ M��J O9RFQ+P/Ô�Q+P�U J1¢ �|1�Y�Y��[

b �YX e�� Ý 3Ý í ïhý��.ï¥æDöhÝzÞ3ÝD
\ïhý1ï é àð�æ¥õ�ÝzÞ3ÝB�+��ïxü ç9è�ç ðhã+ähå�åz��-.54� 2�6�)��� -+� " ��� " � � & � �3���#� �Å2��� - Ê
� " ��&	�/�Y,G�1²���& � �17 � i���¨���, � ,n- � ,$iY7>� ;�Y&�i�.- � ;� & � ��,�
��<¨ � � � ��,Gl��l *�Q+P�U u o � S�¶ JY� Q ª	u Q�^6Ô�Q+P�U J1¢ H�W8XYX>W1H
V�º�o ¢ U u R M	L P J o9RFU6H � SpR*» ª T L w LFu�s�LFM Q+wYPF»	wYÓ�Q8U�U u T LFu�s Ìmw)O9o �9J PF»  1J U�OIQpT9PFwYÌ�U�Q ª R u oBR u o ¢ O�U J P�U@»fTmQ+P*^
L OIP�ÌQ �?� w ª�JYu o9R+H>Ô�w)U�H|$�A* J R*Q8U � * u PF¶ M��J O9RFQ+P/Ô�Q+P�U J1¢ �|1�Y�Y��[

b a)� e�� Ý?3Ý í ïxý���ï�æØöhÝxÞ:Ý�
Eïxý1ï é àðDæ�õ�ÝØÞ:Ý2�+�ï�ü ç9è�ç ðhã8äxå�åC�Ò, �#" �\- � ,i)7>���1& ����� ��- �(� - � ��7 ����� ,I-
�(���#" �K¿ � & � � " ��� ��2 & � ¨������ � , �#" �%�F° � ��& ��� & �(� �±-.�@�+,G����&j� � ,� � J1L HCR*ÌmwYP�o u ¶GH��$����V#a[�V(W8X c �)[
a��Y]_^6a�]Y{$HzV�º¥o ¢ U u R M:L P J o9R�U�H u o?� J1LFM H�µ;t9t>´�t>ÌwYP�o u ¶H>¸�@xV(W8X c ])[�a9W8]_^6a��)ZY[

b a9W e Þ3Ý@õ�Ý í àð�áGâ�ï è � � �+,��& 2>� �@�1& �@� � ����� ,'�Y,G�	��� 2 �)� �#� 5Ç��� � & � �.�.- ��� & �#" � ��2 �+&(� �6� & �(���#" � �#" � � &.5
�(� ���@�4- ��� � ��� 5 � ,'� � 7�¨���53� � ,9,��� � ���:&*�Üi ��� ,I- � J1L H «8JYª Q L ¶ u �Gú�ûmV�|)[�V(W8XYX1��[EW8]>W.^�W8]Y�$H

b a�| e Þ3Ý@õ�Ý í àmð�áGâ�ï è É�, � �6i)&(�1�ó� " �1&*�)� � �+& � - ��� ��- �(� ���@�4- ��� � � ,G�8��7$- ��� ,I-'�1,G�Á���10 �#��� �.- � , �#" � � ² �1Ê
� � �	��,I- ��� ,G�1� �#" � � &.5 �(� ���@�4- ��� � �#� 5 º¥OIP<H��IH9S�T9T�U�HË� J1LFM H�Â�V(W8XYXY|)[�|>W.^`�1�>H

b a�� e öhÝ/Þ3ÝC
Eïxý1ï é àðDæ�õ�Ý/Þ3Ý��+��ïxü ç9è�ç ðhã+äx��æ øÒ�#� �Ë2��� ��¾Ò& � ¨+�@�+�E- � ,Ï¿ � ��� � ,I-B² ���#" ¾ � ������² � -+�
��� �8�)�#" ¦ � 7$,�)�1& � ��- �9¡pQ��pP�OI» L Q+P/º��>Tmw)R u@LFu w)o u o:� J1LFM Q ª	J1LFu�s RóW8�$� (jJ U L Q+P � Q��pP�OI» L Q+P<�mW8XYX4aIH

b aYa e öhÝqÞ3Ý�
Eïxý1ï é àðDæ��?Ý ® Ý#��à!�+�9ï�ähàð$ï��C7 2� 7>&F�ó�8& ��� ��& � �1�z�1-�51� 2�6�Y��� �f� � ,G� ������� ,I-ó� � �+&*�)��Ú ���Ë2 -��
�1,�?-8��� � �)�*þ �1� , � �F° � �+,I- ��� ,I- �(�Ç�#" � � �1� 5� ��2 �+&(� �6� & vxP�O � »k�nw)R*¶Yw   Hx� J1L Hx©pÌGR M9s�M H@��¸mûmV(W8XYXY{)[
W8{<¼>Z1]$H�V�º¥o ¢ U u R M3L P J o9R�U�H u o?v�P J o9R+H9�=w)R s w
	 � J1LFM Ht$w s H¸ûqV(W8XYXY{)[óW8�<¼${Y{$H

b a�] e öhÝIÞ3Ý9
Eïxý1ï é àðk�m��� ��Ê �)�(þ �1� , � ¨ � 7>,G�)�1&.5ó01�1��7�� 2 & � ¨������f-�lz� " � 2>� ��51, � � � �Y� 2 & ��2 �+& � 5��1,G� �+� &.���1�
2>� - ����� 0Y� ��2 �+&(� �6� &�- N¥PFwYÌ�U�HG� J1L HqSpo J U�H@�mt L H ^ÜNxQ L Q+P�R*Ì�OIP ¢�� t L H ^ÜNhQ L Q+P�RFÌ�OIP ¢ µ�o u@  H%�Î�V(W8XYX)ZY[fW8{)Z<^
W8XY|$HØV�´�O9RFR u�J oG[

b a�{ e öhÝÒÞ3ÝÒ
\ïhý1ï é àðÁ��-.51� 2m�6�Y��� �B- � ��7 ����� , �6� � 2 & � ¨������ ² �#�#" -����1�#� � ¨�- � �)�8�@��- ¡ u ,mQ+PFQ8o L R u�J U��Ëo»YQ
µ�P J8  oIQ8o u » J HÂ��V�{)[�V(W8XYXY])[�W+�)�>W.^�W+�1a9W1H�V�º�o ¢ U u R MfL P J o�RFU�H u oÇ¡ u ,mQ+PFQ8o LFu�J U>Q4>O J1LFu w)o9R+H�Â��V�{)[�V(W8XYXY])[
XY{Y]_^`X)Z_a[

b aZ e öhÝhÞ3Ý�
\ïhý1ï é àðÏ��-.54� 2�6�)��� �	��° 2 �Y,I- ��� ,I- �(� � � i�+,904�Y��7��.- Û�Q8o u o ¢ P JY� µpo u@  H�W8X c ZkV�´�O9RFR u�J oG[
b a c_e öhÝEÞ3Ýf
Eïxý1ï é àð �x² �1Ê(� ��&.� �4-�51� 2�6�Y��� ��- �(� - � ��7 ����� ,I- �(� - 2 ��� � &*�1� 2 & � ¨������f-'² �#�#" - � ,iY7>�@�1&

2 �+& � 7>&8¨F� ����� ,I- � J1L H1R*ÌmwYP�o u ¶H<Î�ÃxV��)[�V(W8XYX>W<[�|YX>W.^`�Y|1�>HGV�º¥o ¢ U u R M;L P J o9RFU�H u o\� J1LFM H4µ;t9t>´\H4t$ÌmwYP�o u ¶GH
ÎGÃ�V�|)[�V(W8XYX>W<[��1��Z<^`�4a)��[

b a�X e öhÝDÞ3ÝD
EïxýYï é àmð�æz~Çô¥ÝDÞ3Ý ® àxü�ïxã+â ç ð Ð��1& � � ����� , �(���#" � � , � ��,I- �#� 5 � �)� �6� &�7>,G���+&Ç&�7 2� 7>&F� �(�
�#" �ó� � i�1�	��, � ¨�� � ²����+, � ² � � � �#� � ,���1&ó�+&*�)��Ú_-p�¹«+  H>S�¶ JY� H>· J OI¶�S�P ª Q8o u�J o3t9t>´óH$�nQ+¶ M H>úxV(W8X c |)[
�1�4^6a)��V�´�O9R�R u�J oG[
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{1� �m��&�iY7�� � �El��E� � �1& � 0<���I�1,K� � Ú ���� � ²Ø-�Ú �

b ]1� e öhÝ�Þ3Ý¥
Eïxý1ï é àð±�;-�51� 2�6�Y��� �:� � ,G� �#����� ,I-	� �x2>�Y� , � -��Ò-+��� � �)�(þ �1� , � �F° � ��,I- ��� ,I- �(�Ç��2 �+&(� �6� &�-B�Y,G�
�#" ���	� �#"$� � �(� ��� � � " �F���1-�51� 2�6�Y��� �E�F° 2 �1,I- ��� ,I- vxP�O � »Çt L H ^ÜNhQ L Q+P�R*Ì�O9P ¢ � J1L H>©pÌ�R M9s�M H�¸�V(W8XYXY{)[
WYW8|_^�W c �=Vz´�O9RFR u�J ok[;V�º¥o ¢ U u R M:L P J o9RFU6H u o?v�P J o9R+H9S ª H�� J1LFM Ht$w s HGt$Q+P8H�|$H!�$Ã�ÂxV(W8XYXYX)[pZYZ<^�W8|Y{)[

b ]>W e öhÝCÞ3Ý�
EïxýYï é àmð�� � &.,�� - � ,��Æ+79�1� �#��� �.- ��� &pþ.7$,� ����� ,I- �(� - 2 � ��� �1��¨ � � � ��-?�Y,G� �#"�� ,�& � �4- � J1LFM H
�nQ LFM w � R�S�T9TGU�H�t s+u H@�G��@xV��)[�V(W8XYX)ZY[p|>W8X<¼$|4a��$H

b ]Y| e öhÝØÞ3Ý¥
Eïxý1ï é àð�� " � 2>� ��51, � � � �Y� 2 & �.2 ��& � 5 �(� -+�+� �.Ê ���(þ �Y� , � �+�Í� �Å2��� �B¨ � 7>,G�)�Y&�5 Ê 04�1��7�� 2 & � ¨+�@�+�E-
�1,G� �#" �k�1� i$�<¨+&(� � �k����-��8& �Å2����� , �(�B�#" � � &:� ��� & � ¨+7 � �.- µpR*TmQ+¶ M9u�ª�J1L Hxo J OI¶GH�¸IúhV�])[�V(W8XYXYX)[ÇZYZ<^�W�a�|
V�´�O9R�R u�J oG[pV�º¥o ¢ U u R M:L P J o9R�U�H u o?´�O�RFR u�J o?� J1LFM Ht>O9P   Q+»$Rp¸IúxV�])[�V(W8XYXYX)[pX4aZ<^�W+�IW�a[

b ]Y� e öhÝmÞ3Ý�
\ïhý1ï é àð'�m�+� � �)�(þ �1� , � �F° � ��,I- ��� ,9- �(�p�#" ��¿ � & � � " �@� �92 & � ¨+�@�+� ��2 �+&(� �6� & � ,?²�� � i "� �F� � 7>,G� Ê
����� ,k- 2 �)����- � J1L H9R*ÌmwYP�o u ¶GHA�$ÂmûqV�|)[�V(W8X cYc [C|Y|4a1^`|4a9W1HhV�º�o ¢ U u R M�L P J o9R�U�H u o:� J1LFM HIµ�t9tI´ßt>ÌwYP�o u ¶H
ÎG¸�V(W<[�V(W8XYX1��[�|Y|YX_^`|4aZY[

b ]4a e öhÝ�Þ3Ýh
\ïhý1ï é àð ì � ,G���+, � &*� � �F�:���4-�-+�.- 2 & � ¨+�@�+�f- ��� &\�Ç- 2 � ��� �1�Ø�+���4- ��� �Ç¨ � �15k£ H9´óHIS s+JY� HGt s+u H
N J P u R+HGt¥yQ+P8HxW1HGÂ��$Î�V(W8|)[�V(W8XYXY�)[fW8�Y|YX_^�W8�Y�4aIH

b ]Y] e öhÝhÞ:Ý�
Eïxý1ï é àð�� " ���)�1���8i� � ��,I- � &f�1,�:�����4-�7>&F�.-+l �)l��;-�51� 2�6�Y��� �	�Y,G�1��5_- � - �(� �1, � - �)� & ��2� �
�	�F� � �k² ���#" ��� � �F� � - �=Q+¶ M9J o u ¶ J	L*  Q+P � H L Q8U J H��IV�|1�Y�Y��[ÇWYW8�_^�W8|4aIHÒV�´�O9R�R u�J oG[EV�º¥o ¢ U u R M=L P J o9RFU�H u o
�nQ s�M9J o u�s R�wYÓ�t>w)U u�� RDÌ9Ó��Y]IV��)[�V�|1�Y�Y��[�XY{_^�W+�)])[

b ]Y{ e öhÝóÞ3ÝE
EïxýYï é àmð�æ í Ý�ö�� ç áàmð�å�ôxã+��
 ç ô ��ç�� ïmô ç9é � 2)2 & � ° � ��� ����� , �(� 7$,m¨ � 7>,G�����Ñ� � �Ç� � ,I-
¨�5Ñ¨ � 7$,���F��� � ��� � ,I-�ló¦ � 7>,G���1&�5 Ê 04�1��7�� 2 & � ¨������f- ��� & �#" � � �1� 5� ��2 ��&*� �6� & SpU ¢ Q+Ì9P J Spo J U u@« H
¬�V�])[�V(W8XYXY{)[p|Y|YX_^`|Y{ c HzV�º¥o ¢ U u R M:L P J o9RFU6H u o=t L H9NhQ L Q+P�R*Ì�O9P ¢ � J1LFM H �IHG¬xV�])[�V(W8XYX)ZY[ c Z1X_^`X>W8|)[

b ])Z e öhÝ�Þ3Ýp
\ïhý1ï é àð�æ í Ý�ö�� ç áàmð�å�ôxã+��
 ç ô ��ç�� ïmô ç9é �m��� � ���(þ �Y� , � �F° � ��,I- ��� ,9- �(�?�#" � �f��7>���1,9,
� � 2 ���)� � �Y, � ,n� � ��� � ,I-�² ���#" �+51� � ,�1& � ���Y� � 7 � ��� � -;£ w ª�ª H u o�� J1LFM H$N M »>R u�s R+H��$¬G¸�V��)[�V(W8XYX)ZY[/{ c X_^
Z4��ZH

b ] c_e öhÝ�Þ3Ýó
\ïhý1ï é àð�æ í ÝEö�� ç áàmð�å�ôxã+��
 ç ô ��ç�� ïmô ç9é � " �'��&.& � &�-K�17�� �6� � 2)2 & � ° � ��� ��� ,i�7$, Ê
¨ � 7>,G��F�����@�4- ��� �:¨ � � � �.-B¨�5n¨ � 7>,G���F� � ,m�.- NzP u ¶>U�H� J1L H��=Q+¶ M HqÎ��V#a[�V(W8XYX c [E{Y]1�4^`{Y{Y�$HDV�º�o ¢ U u R M
L P J o9RFU6H u o �IH�S�T9T�U�HI� J1LFM H��=Q s�M HÎG��V#a[�V(W8XYX c [�{1�)]_^`{>W8{)[

b ]YX e öhÝ�Þ3Ýx
EïxýYï é àmð�æ í ÝØö�� ç ámàð�å�ôhã���
 ç ô ��ç�� ïmô ç�é �p& ��� Ù � � �1�x¨ � 7>,G�)�1&.5:� � ,G� ������� ,I- �+� &E���#� �Å2��� �
-�54- � �+�f- � ,K� � �Ç� � ,I-ó² ���#" � � , � ���Y� � 7 � �@� � - �6��� , Ù , ��� 5 ¡pwY¶$U�HI´�w)RFR+HIS�¶ JY� HI· J OI¶GHIÂmûGûmV��)[�V�|1�Y�IW<[
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