N

N

Fonctions Géométriques Principaleset Paramétrisation
de Forme Adaptéea I’ Optimisation en Aérodynamique

Jacques Morice, Jean-Antoine Desideri, Jean-Paul Zolésio

» To cite this version:

Jacques Morice, Jean-Antoine Desideri, Jean-Paul Zolésio. Fonctions Géométriques Principaleset
Paramétrisation de Forme Adaptéea I’ Optimisation en Aérodynamique. [Rapport de recherche] RR-
4643, INRIA. 2002. inria-00071942

HAL 1d: inria-00071942
https://inria.hal.science/inria-00071942v1
Submitted on 23 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00071942v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISRN INRIA/RR--4643--FR

ISSN 0249-6399

ZIINRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Fonctions Géometriques Principales
et Paramétrisation de Forme Adaptée
a I’ Optimisation en Aérodynamique

Jacques Morice — Jean Antoine Désidéri — Jean Paul Zolésio

N° 4643
Novembre 2002

THEME 4

apport
derecherche







% I N R I A

SOPHIA ANTIPOLIS

Fonctions Géométriques Principales
et Paramétrisation de Forme Adaptée
a4 I’ Optimisation en Aérodynamique

Jacques Morice , Jean Antoine Désidéri , Jean Paul Zolésio

Théme 4 — Simulation et optimisation
de systémes complexes
Projet Opale

Rapport de recherche n® 4643 — Novembre 2002 — 23 pages

Résumé : Ce rapport s’insére dans le cadre d’études en conception optimale de forme aéro-
dynamique pour lequelles on cherche des paramétrisations géométriques adaptées a ’écou-
lement [8] [9] [10]. On présente ici une méthode pour identifier un ensemble de fonctions de
forme visant & capter la sensibilité de ’écoulement & la géométrie. On modélise la perturba-
tion du champ de vitesse consécutive & une perturbation de la forme par le gradient d’une
fonction potentielle harmonique. En simplifiant les conditions aux limites, on aboutit & un
probléme de valeurs propres dont les vecteurs propres associés représentent discrétement
les fonctions de forme principales. La méthode est illustrée par le calcul de ces fonctions
dans le cas d’un écoulement autour d’un profil NACAQ012. Ultérieurement, ces fonctions
de forme serviront de base fonctionnelle pour représenter la perturbation du profil dans un
calcul d’optimisation d’un critére aérodynamique.
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Principal Geometrical Functions and Shape
Parameterization for Optimization in Aerodynamics

Abstract: This report is part of a series of studies in aerodynamic optimum-shape design
in which we attempt to adapt the geometrical parameterization to the flow [8] [9] [10]. Here
a method is presented permitting to identify a set of shape functions seeking to capture the
flow sensitivity to the geometry. The velocity field perturbation is modeled by the gradient
of a harmonic function. After simplifying the boundary conditions, an eigenvalue problem
is considered; the associated eigenvectors represent discretely the principal shape functions.
The method is illustrated by the actual computation of these functions in the case of the flow
over a NACAOQ012 airfoil. Ultimately, these shape functions will serve as a functional basis
to expand the airfoil perturbation in an optimization calculation w.r.t. some aerodynamic
criterion.

Key-words: Optimisation, Shape functions, Shape derivatives, Laplacian, Eigenvector
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1 Introduction

Pour optimiser un profil d’aile en aérodynamique, ’approche classique est d’ utiliser un
code de calcul de ’écoulement consideré, une paramétrisation de la forme, les calculs de
dérivées, la théorie du controle, et une méthode de descente pour obtenir la solution. Une
approche, pour la paramétrisation de la forme, est de considérer un profil initial auquel on
rajoute une combinaison linéaire de fonctions de forme comme par exemple les fonctions de
Hicks-Hennel"). Lors de Poptimisation vis-a-vis d’une fonctionnelle de ’écoulement, comme
par exemple, la maximalisation de portance ou la réduction de trainée, on observe que la
qualité du résultat optimisé dépend du choix des fonctions de forme, du code de calcul
de V’écoulement, et du degré de convergence itérative (donc de la méthode choisie pour
Poptimisation).

Dans cette étude, on s’intéresse & la partie paramétrisation de la forme. On cherche un
ensemble de fonctions adaptées a 1’ optimisation. C’est-a-dire un ensemble de fonctions qui
capture la sensibilié de I’écoulement & la géométrie pour ensuite optimiser une fonctionnelle.
Pour capturer cette sensibilité, on modélise la perturbation d’écoulement par un potentiel
harmonique, et on calcule “la dérivée du potentiel par rapport & la géométrie”.

On utilise une méthode de dérivation par rapport & la forme, pour cela on s’appuie sur
BI4IBlE] pour obtenir le probléme variationnel que vérifie cette dérivée. Ensuite, on donne
le systéme vérifié par la dérivée. A partir de ce systéme, on construit un opérateur compact
auto-adjoint que 'on diagonalise. Puis, on précise la méthode numérique employée pour
déterminer les fonctions de forme. Enfin, on illustre la méthode par les résultats numériques
pour le NACA0012.

2 Perturbation et Sensibilité

On considére un écoulement compressible Eulérien bidimensionnel stationnaire initial
dans un domaine  extérieur a& une géométrie de profil d’aile I". On perturbe légérement
la géométrie et on note : I'; la géométrie ainsi perturbée, oit 7 est un petit paramétre
de perturbation tel que Iy = I'. On note : w la composante normale de la “vitesse de
perturbation” de la géomeétrie, de sorte qu’au premier ordre un point X € T est transformé
en un point )T; el :

— — N
X;=X+71wng (1)
avec 7y la normale sortante sur T.

On suppose que les perturbations géométriques sont suffisamment réguliéres pour que
les perturbations induites sur 1’écoulement le soient également, ce qui nous améne 3 faire
la simplification suivante : dans la géométrie (2., la perturbation du champ de vitesse de
I’écoulement stationnaire est approchée par un gradient de potentiel ®, harmonique
(AD, =0) :

—

- ——
V,=Vo+Vo, (2)

avec &y = 0 partout dans 2.

INRIA



Fonctions Géométriques Principales 5

F1G. 1 — & gauche : profil non perturbé, a droite : profil perturbé

Les conditions aux limites sur les profils sont :

Vo.ng = 0 sur T (3)
?777; =0surl; (4)
avec 7, la normale sortante sur T';.
Alors @ est solution du systéme :

—A®,. =0 dans T, (5)

0%, —
= -Von; T, 6
o 0-N, sur (6)
On rappelle la notion de dérivée par rapport a la géométrie du potentiel  en considerant :

) 0P,
¥ = (S ) 7)

T

De maniére trés rigoureuse, la dérivée précédente nécessite quelque précaution : lorsque 7
varie, la fonction @, est un élément d’un espace fonctionnel mobile (avec le paramétre 7 )
ainsi la dérivée précédente doit étre comprise comme étant la dérivée d’une extension de la
fonction @, & tout le plan et on montre alors que la restriction de cette dérivée 4 la géométrie
initiale ne depend pas, en 7 = 0, du choix de ’extension.

A T infini, la vitesse ne doit pas dépendre de la perturbation :

—
lim Ve, .(X)||=0 8
lm T80 ®)

RR n° 4643
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On considére 'ouvert borné 2, défini par le bord du profil et une frontiére extérieure
notée I',. Cette frontiére est ici un cercle.
Sur la frontiére extérieure, comme approximation, on peut prendre soit la condition de

T

on,

de Dirichlet. Bien entendu on pourrait imposer sur I', une condition “transparente”’ en
utilisant une condition intégrale classique sur I's,. Nous pensons que pour un rayon assez
grand la sensibilité & la forme n’est que trés peu affectée par notre approximation.

Dirichlet &, = 0, soit la condition de Neumann = 0. On choisit d’imposer la condition

3 Probléme variationnel vérifié par @

On suppose que la frontiére de Q est C! par morceau. Ceci veut dire que le vecteur
unitaire tangent ainsi que le vecteur normal n sont continus sur le bord I" sauf peut-étre en
un nombre fini de points anguleux. On caractérise d’abord le probléme variationnel vérifié
par & . Pour cela on introduit ’espace fonctionnel des éléments de H(€2) nuls sur la frontiére
extérieure :

H oo () ={f € H' () / fir, =0}

Soit ¢ € Hj (), on multiplie A®, par ¢ et on intégre sur Q. et par la formule de
Green on obtient : 5%

—AD, :/ Vo, Vo — 9
/QT @ o @ 5 o 9)

11 vient d’aprés (5) et(6) :

/ vqu.mp:—/ Vot (10)
Q, .

Comme ¢ est de trace nulle sur I',, on obtient par la formule de Stokes :

/ V<I>T.V<p=—/ div(w%) (11)
Q. Q.

On utilise le résultat classique de dérivation par rapport & la forme suivant :

0 0
E(AT F(1,X)dV);= = /Q E(F(T,X))T:(]dv + - F(0, X)wdo

(voir [3],[4],[5] ou[6]) pour établir le probléme variationnel verifi¢ par & .
D’une part ®; = 0 par hypothése, d’autre part ¢ ne dépend pas de 7, de plus ¢ est de
trace nulle sur ', et enfin comme :

0.(V6r)r—0 = V(2270

INRIA



Fonctions Géométriques Principales 7

On obtient : 5
—( / Ve, .Vo)r—g = / Ve Vo (12)
67— Q. Q
0 ., = ., =
o[ div(@T) = [ div(oTa)e (13)
T Jo., T

On arrive alors & :
Vo € Hy . (92), / Ve Vo =— / div(LpVg)w
Q r

Dans cet espace, comme chaque élément est de trace nulle sur I's,, on a l'inégalité de
Poincaré :

Vo € H (9 /Q lolPdv < C /Q IVl 2du (14)

avec C une constante qui dépend de (2.
Ainsi on peut munir 'espace d’ Hilbert Hj () de la norme :

191y 0 = [ IV A1

Par le théoréme de Lax-Milgram, on en déduit alors que : & € Hj () et qu’ il est
unique.

En conclusion :

@' est 'unique élément de Hj () solution du probléme variationnel suivant :

Vp € HY (), /Q Ve Vo= — /F div(pV)w (15)

3.1 Equation verifiée par @'
On introduit I'espace des fonctions tests D(f2), et Iespace des distributions D' () :
D(Q) = {p € C=(R™) tel que son support est dans N}

D’aprés le probléme variationnel (15), du fait que D(Q) C Hj ,,(Q2) on a alors :

Vo € D(Q) /QVcb'.w =0 (16)

<—A® o>, ,=0 (17)
Donc on obtient I’équation aux derivées partielles (EDP) verifiée par ® dans D' () :

—A® =0 (18)

RR n° 4643
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3.2 Conditions aux limites

Maintenant, il convient d’établir les conditions vérifiées par ® surle profil d’aile et sur
la frontiére extérieure. Soit ¢ € H&’OO(Q), par la formule de Green, comme ® vérifie PEDP
(18),0n a:

/Qw’.wz/r(w"%’)gp (19)

Pour le terme de droite de la formulation faible (14), en utilisant la formule de la diver-
gence d’un scalaire multiplié par un vecteur on a :

/div(cp%}) w= /(V(p.vo))w +/<pdiv(‘70)w (20)
r r r
D’aprés les conditions aux limites sur le profil (3) on a :

w.% = Vrp. < 170),% > 70 (21)

Par une intégration par parties sur I :
— —
[ Vo) = [ pdion@ ) + Saflorl@) pla) Vi) ) (22)
T r

Ou a; sont les points singuliers de la frontiére I" et [a](a;) désigne le saut de la quantité a
en le point a;. On suppose le dernier nul soit parce que le bord est régulier et fermé, soit
parce que Vp (ou/et w) s’annule(nt) aux points anguleux a,. Notons que si w est nul en ces
points cela veut dire que dans les perturbations de forme envisagées ils resteront inchangeés.
En utilisant la formule de la divergence tangentielle d’un scalaire multiplié par un vecteur
on obtient :

— — —
/ Vi (w T ) = /(vF w. Voo + wdive (V) Yo (23)
r r
Or on a la formule suivante (réf :[4],[5]) avec E une fonction de RY dans RV :
div(E)r = divr(E)+ < D(E).g, ng >

avec D étant la matrice Jacobienne, on obtient alors :
= [divtoT)w = [(Vew. T 40 < DTG >) e (24)
r r

D’aprés la relation (18), on trouve sur I' la condition de Neumann suivante :

@I
0% G Tor 4w < D) > (25)
0

On note : s ’abscisse curviligne de T', dans ce cas la condition de Neumann sur le profil
s’écrit : )
o
0

INRIA



Fonctions Géométriques Principales 9

Le terme < D(IZ).?TO’ , g > mesure les variations de la vitesse dans la direction 7g. Les
variations de la vitesse autour du profil d’aile dans la direction normale sont peu importantes
du fait que l'on suppose que le fluide est glissant. Dans ces conditions, on peut négliger ce
terme par rapport au module de V;.

Pour la suite, on prend pour la condition de Neumann sur le profil :

%’
9° _ o, r 2
g w Vo sur (27)

Et comme &' € Hj (), on a sur 'y, la condition de Dirichlet suivante :
® =0sur Ty (28)
En conclusion :

&' est solution du systéme composé de (18), (27), (28). L'unicité de la solution dans
H(},OO(Q) est triviale. D’aprés la conclusion de la partie précédente ® est I'unique solution
dans Hj . (9) du systéme suivant :

A®' = 0sur Q

0%’

= = 3 T 29
9o Vor Osw sur (29)
® =0surly

4 Fonctions de forme
L’analyse porte désormais sur les fonctions suivantes
B = aVo
Avec
a = 0w
considérées comme éléments de H = L%(T).
Dans cette partie, on précise la méthodologie employée pour obtenir des fonctions w par

un probléme aux valeurs propres, qui engendre de fortes variations de &' . Pour cela on étudie
I’endomorphisme © de H dans H qui & 3 associe la trace (I)\r de la solution du systéme (29)

avec H = L*(T'), c’est-a-dire :
0(8) = @'

On montre que cet endomorphisme est continu, auto-adjoint, positif et compact dans
’espace de Hilbert L2(T).

RR n° 4643
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4.1 Propriétés de ©

4.1.1 Continuité

Lemme 1
© est un endomorphisme continu de L?(T').

Preuve :
Pour montrer que I'endomorphisme est continu, il suffit de vérifier qu’il existe une
constante C' tel que : ,
Va € L*(T), 1@ ()|l z2(ry < Clledlp2ry

D’aprés la formule de Green et PEDP verifiée par & (28) :

, 3
Yo e HE _(Q) / ve ve= [22 ., (30)
’ Q r 9no
Or on peut prendre ¢ = <I>I, on obtient alors :
/ V3 (0).V® (a) = / 0 d (o) (31)
Q r
par application de Cauchy-Scharwtz dans L?(T') on a,
[ 9% @98 (@) < lallo 18 (@20t (32

par application du théoréme de trace, comme & est de trace sur I's, et comme on a inégalité
(14), il existe une constante C telle que :

/ @' (a)? < C / Vo' (0).VE (@) (33)
r Q
PourC:C',ona: ,

1@ ()lz2(ry < Cllallz2(ry (34)
On en conclut la continuité de I’endomorphisme.

4.1.2 Caractére auto-adjoint de ©

Lemme 2
© est un opérateur auto-adjoint positif de L2(T').

Preuve :
11 suffit de vérifier que :

w%ﬂaewmmajémmm=46mﬂn

r

INRIA
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Soit (a1, ) € (L2(T))?, la relation (32) est valable pour & (ay),® (o). Comme on peut
prendre ¢ = @ (a1) ou ¢ = ® (a2), on obtient alors :

/Q V& (01).V® (a2) = /F 0@ (03) (35)

/ VP (03).V8 (1) = / 02 () (36)
Q T

Donc l'opérateur est bien auto-adjoint. Par ailleurs ’opérateur est positif car :
/ V3 (). () = / 0d' () > 0 (37)
Q r

4.1.3 Compacité

Lemme 3
© est un opérateur compact de L?(T").

La preuve résulte directement de la compacité de l'inclusion de H/?(I") dans L*(T).

4.2 Probléme aux valeurs propres

L’endomorphisme continu © de L?(T') est compact et auto-adjoint positif. D’aprés la
théorie spectrale classique, on lui associe un ensemble de modes propres, les valeurs propres
forment une suite décroissante de réels positifs. Les fonctions propres forment une base
orthogonale de L?(T). En particulier, ’espace propre associé & la plus grande valeur propre
correspond au mode de perturbation géométrique qui a le plus d’influence sur ’écoulement.

L’idée directrice de notre approche est donc d’utiliser les premiéres fonctions propres
de 0, disons par exemple les 15 premiéres, (31, ..., 315, pour exprimer les variations w de la
géométrie. L’idée immédiate serait de définir a; = % mais comme ¢, est la dérivée par
rapport & l’abcisse curviligne s de la composante normale w de la vitese géométrique du
bord on voit qu’une condition nécéssairement vérifiée par les fonctions a; est que l'intégrale
totale le long du bord T soit nulle. Les fonctions 8; étant complétement indépendantes (dans
leur définition méme) de la fonction V; on voit bien que le choix immédiat dont nous parlons
pour les fonctions a; ne peut pas vérifier cette relation nécessaire. On propose alors d’utiliser
pour générer les fonctions de forme w;, non pas directement les fonctions propres (; mais
des combinaisons linéaires de ces fonctions qui vérifient la condition précédente . Désignons
par :

H,={a € L*T) tels que /r a(s)ds =0}

Si Ej, désigne le sous espace de L%(T") engendré par les k premiéres fonctions propres 3;, 1 <
1<k,

RR n° 4643
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Les fonctions «; seront choisies dans Ej [ H.., intersection qui n’est pas réduite au seul
élément zéro. Par exemple on peut construire les fonctions de la maniére suivante :

. Bi Bit1
1<i<k-—-1 P == — Y
St , «Q v Y o
avec 5 8
it 1 ;
;= Pt om Pi
= r Yo ) rVo

On vérifie alors que : [ ai(s)ds =0 .
Ainsi on obtient 31, 3z... qui ont le plus d’influence sur I’écoulement, puis on obtient les
w; (fonctions de forme) correspondant au §; grace a la relation suivante :

wils) = wi(0) + / (o) do (38)

5 Aproximation numérique

5.1 Discrétisation de ©

Pour trouver une base approchée H™ de H, du probléme aux valeurs propres, il faut
vérifier :
D’abord que chacun des éléments peut s’écrire :

a(s) Vo (s)

Ensuite comme le profil d’aile est un circuit fermé, il faut vérifier aussi que :

/r a(s)ds = 0 (39)

On construit la base orthonormée de la maniére suivante :

Soit (g1, g2y «evveee- ,gn) une famille libre de L?(T') tel que chaque élément est & moyenne
nulle, ainsi cette famille libre peut représenter a. Comme Vg, ne s’ annule qu’ un nombre
fini de fois, (Vo g1, Vorg2, - , Vor gn) est également une famille libre de L2(T'); ainsi cette
famille libre peut servir & la représentation de la fonction .

On utilise le procédé d’orthogonalisation de Gramm Schimdt, pour obtenir une famille
orthonormée (£, f5, ..ceoenen.. , ) qui sert de base orthonormée de 1’espace approché.

A © € L(L*T)), on associe ©,, € L(H™) dans la base fZ,f5, ..., f5. On construit la
matrice ©™ de cette endomorphisme dans cette base, comme la base est orthonormée les
coefficients de la matrice sont :

07 =< On(f2), f7 >12(r)= /F@n(f{g)ffda (40)

INRIA



Fonctions Géométriques Principales 13

5.2 Calcul numérique de la matrice

Pour résoudre le systéme (29), on utilise une méthode intégrale basée sur la formule de
Green. Le principe de la méthode est exposé en annexe [1].

Le profil d’ aile est représenté par un polygone, de méme pour la frontiére I',. On note :
2n le nombre de faces du polygone qui représente le profil de laile, p1,pa, ....c..... , Pan les
sommets de ce polygone. Soit I'; la iéme aréte du polygone dans le sens anti-trigonométrique
en partant du bord de fuite et dist(T';) la distance de cette aréte. On introduit I'? la réunion
de I’ aréte ].—‘21' et 'aréte F2¢,1 1 Vi c [|1,n|]7 ].—‘12 = F2i71 UFQl

Dans la procédure FORTRAN utilisée (DO3EAF de la bibliotheque NAG), la fonction
@' et sa dérivée normale sont approchées par des constantes sur chaque I'? en entrée comme
en sortie. La base orthonormée approchée de L?(T) est construite comme suit :

r2i—1

2i+1

FiG. 2 — Détail de la représentation du profil d’aile
On définit les g; par : Vi € [|1,n — 1]],
9i(8) = 1/(dist(To;_1) + dist(T2;)) sur T2
9i(8) = —1/(dist(T2i41) + dist(Taiq2)) sur T7
gi(s) =0 sinon

On a seulement n — 1 fonctions car on a n ensembles I'? ol on spécifie une constante.
On approche V;,. sur I'2 par une moyenne pondérée des vitesses aux noeuds du profil
T k3 )
notée Vp.(7) :

1, Vor(pai—1) dist(Tai—1) + Vor. (paiy1) dist(T'a;)

Vo) =5 ( disH(T) + dist(Tai1) FValpn))  (41)
On définit les f; par : Vi € [|1,n — 1|]
fi(s) = Vor (5) gi(s) sur T3 (42)

RR n° 4643
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On orthogonalise par le procédé de Gramm Schimdt, on obtient : f. Les coefficients de
la matrice ©™ sont donnés par (44), les fonctions sont approchées par une méthode P, issue
de la routine, ainsi les intégrales sont approchées par :

[ 0uti) £5dr =3 0,026 £50) istTe) +aisi(Ca) (49
k=1

avec : (k) la valeur de f sur T'?, ©,(f°)(k) la valeur de ©,(f°) sur I'2.

5.3 Calcul numérique de w

Aprés diagonalisation de la matrice symétrique, si on note V* un vecteur propre de la
matrice dans la base des f; alors la fonction a, qui lui est associée, est :

n—1 .
af(s) = a? = ; 1% éi((]])) sur F? (44)

Il n’y a pas de probléme de division car du fait de ’obtention des f on a :

150) = (3 ek g(e ) * Voo ()

De ce fait, on remarque que les noeuds impairs du profil ont une valeur & droite et & gauche
différentes, il faut en tenir compte pour l'intégration. Pour déterminer la valeur de w* en
chaque noeud du profil (p1, pz2, ....... Pan), on note w¥ = w¥(p;). Comme le profil présente un
point anguleux au bord de fuite, on fait le choix de poser w¥ =0 :

Vi € [2,2n], wf = wf_l +/ a*(s)do (45)
T, 4

D’aprés la méthode employée pour approcher les intégrales (cf : 47) :

wf = 5—1 + dist(I‘j_l)ozf, (46)

ol j = 25" — 1 lorsque j est impair, et j = 25’ autrement.

6 Reésultats numériques

Dans cette partie, on présente les résultats numériques pour le NACAQ0012 avec un angle
d’attaque de 8° et avec un nombre de Mach & l'infini de 0.3. D’abord on trace les courbes
des w qui correspondent aux plus grandes valeurs propres de O, puis les profils d’aile qui
résultent de ces perturbations & partir du profil NACAQ012 (relation (1)).
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6.1 Courbes de w

Ces courbes représentent les w correspondant aux plus grandes valeurs propres (w1, w2, ws,

...) dans le cas d’un profil NACA0012 (figures 5 et 6).

1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8

F1G. 3 - 0 : profil NACA0012, 1 : wq, 2 : wo, 3 : w3

Si la vitesse était constante sur le profil, on trouverait des modes de Fourier. On trouve
ici des modes qui en sont proches. Les modes principaux sont associés aux grandes valeurs

propres ; ce sont les modes les moins oscillants.

Pour la partie inférieure du profil d’aile, la zone d’abscisse [0,0.1] a une influence im-
portante sur w, ceci s’explique par la présence d’un point de vitesse nulle, ce phénoméme
est encore plus visible quand on représente les «. On repésente oy , celui qui correspond
a wy pour le NACAO0012, le long de la partie inférieure du profil d’aile en partant du bord

d’attaque (cf figure 5).

6.2 Profils d’aile

Ces courbes représentent le profil d’aile initial et les profils associés aux plus grandes
valeurs propres; on a pris pour 7 une valeur qui rend les formes perturbées visibles. Les
profils perturbés sont alors transformés par rotation et par homothéthie de telle maniére

que le bord d’attaque soit au point de coordonnée (0,0) (figures 6 et 7).
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o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 4 - 0 : profil NACAQ012, 4 : wyg, 5 : wj, 6 : wg

F1G. 5 — Fonction oy

7 Conclusion

On a construit un ensemble de fonctions de formes principales.Ces fonctions sont reliées
a la sensibilité de ’écoulement & la géométrie par la “dérivée du potentiel par rapport a la

INRIA
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0 2 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
F1G. 6 — 0 : profil initial, 1 :profil 1 , 2 : profil 2
6 —
/o
/i
/:
/
2t
;
ol
\
\\ i
H\ \
n — - «\
8 | 6 s — — |
0 2 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Fi1G. 7 - 0 : profil initial, 3 : profil 3, 4 : profil 4

géométrie”. On a montré que la zone de vitesse nulle proche du bord d’attaque est critique

pour ces fonctions.
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K — -
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

F1G. 8 — 0 : profil initial, 5 : profil 5, 6 : profil 6

Ultérieurement ces fonctions propres serviront comme base de représentation des per-
turbation d’une forme de profil dans un calcul vis & vis d’ un critére aérodynamique. Des
variantes de la méthode pourront étre élaborées pour utiliser la variable pression (qui influe
directement sur la portance et la trainée) ou bien la vitesse.
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8 Annexe [1]

Méthode intégrale pour la résolution du laplacien en 2D

Pour résoudre ’équation de Laplace, on utilise une procédure de la bibliothéque NAG.
Cette routine est utilisée pour le cas d’un laplacien en 2D avec un domaine arbitraire (
réféerence NAG : DO3EAF, référence bibliographique [1]) . Pour résoudre ce probléme la
routine NAG utilise une méthode intégrale basée sur la formule de Green.

Formule de Green : soit Q2 un ouvert, soient ¥ et ¢ des fonctions reguliéres

o0 _
/Q—Aqsw/m%w—/gww (47)
En échangeant ¢ et v, on obtient :
oY _
/Q—A¢¢+/BQ%¢—/QV¢V¢ (48)

Pour résoudre le probléme, on introduit une identité et la solution élémentaire du lapla-
cien. Cette identité relie une intégrale sur ’ouvert {2 et une intégrale sur le bord de 'ouvert
0N. Elle est obtenue par la différence entre (47) et (48)

/ —Ap G+ MGy = / (49)

On introduit la solution élémentaire du laplacien en deux dimensions. Elle est definie par
I’équation suivante :
AE =6, dans R? (50)

ol 8y est la mesure de Dirac. La solution de ce probléme est : E(X) = 2« In(|| X||2)-

C’est, une distribution, de plus Ejg2\(o} € C*(R? \{0}).

On se place dans un probléme intérieur o I'ouvert est borné par une frontiére extérieure
T'w et une frontiére I" représentant le profil d’aile.

Le probléme que ’on pose (dont 3 est la solution) est le suivant :

—A¢ =0surQ (51)
? =fsurT (52)
¢ =0sur e (53)

8.1 Expression de ¢(Xj)

Dans cette partie, on obtient deux relations entre des intégrales sur le bord fonction de
o, gﬁ et a¢ ou ¥ = In(||X — Xoll2) = w et E est la solution élémentaire. L’une
donne la valeur de ¢(Xp) sur un point du domaine et ’autre sur un point de la frontiére.
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8.1.1 Cas out X est a ’intérieur du domaine

On a 27 ¢¥(X) = E(X — Xp) ou E est la solution élémentaire et 1 vérifie I’équation :
2TAY = 6x, dans R? (54)

Comme 1 explose en Xy, on applique 'identité (49) sur I'ouvert €2, : Pouvert Q privé de
la boule fermée de centre X, et de rayon € :

Q= Q\ B(Xo) 090 =0B. T JTw

la formule (49) donne :

| aov-sve= [ SRy (55)

D’une part, ¢ vérifie le systéme (54), d’autre part ¢ est solution de I’équation de Laplace;
I’intégrale sur €2 est donc nulle :

| asv-avo=o (56)
On sépare l'intégrale sur le bord, on obtient :
oY 9¢ o 3(/5 /
8B, One ¢ on, v= 6n w (57)

Maintenant, on fait tendre € vers 0, dans cette égalité.
Soit X € 9B, :
o

9% (X) 6(X) = VH().ne(X) 6(X)
Ona: 1 = in(|X —Xol2), de plus ne = (—cos(f), —sin(#)) et X — Xy = (e cos(f), esin(h)).

On obtient alors : 89 #(X)
2 ) ) = -2

On fait le changement de variable s = €6, ou s est ’absisse curviligne sur la boule :

211
W hds=— [ o(X(c,0))db

8B, on. 0

Ainsi en passant & la limite (quand € tend vers 0), comme ¢ est L2(Q) d’ aprés la partie

3,0na:
lim oy
e—0 8B, 37%

¢ ds = =27 $(Xo) (58)
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Nous avons ¥(X) = In(|| X — Xo||2) ainsi sur la frontiére de la boule on a :4)(X) = In(e).
On fait le méme changement de variable s = €8 :

99 ¥ ds = € ln(e) 09

a8, One o One

(e,0) db

Comme ¢ € H(Q) on a: 8¢ - est bornée quelque soit €. Comme €ln(e) tend vers 0 quand
€ tend vers 0, on a :
. 9¢
im

im | o Pds=0 (59)

Ainsi on a trouvé une relation qui donne explicitement la valeur de ¢(X,) dans Q en
fonction des intégrales sur le bord du domaine avec ¥(X) = In(|| X — Xo||2) :

o §(Xp) = g;f ~ Py / (60)

8.1.2 Cas ou X est sur la frontiére

On se place dans le cas d’un ouvert régulier. On s’intéresse & un point du profil d’aile T'.
Dans ce cas, de maniére analogue & ce qui précéde, on prend comme ouvert : 2, = Q\ B.(Xp).
Dans ce cas, on définit en plus T'. =T\ dB(Xy) et on prend ¥(X) = In(|| X — Xo|2), de
sorte que (57) s’écrit :

N 9¢ o 3<75 /
_ — 1
/8& nr on. ¢ on. v aT. an ¢ (61)
On fait tendre € vers 0, on obtient pour 2 régulier :
oY 8¢
Xo) = 2
mox) = [Gro-Seus [ 3 (©2)

Pour un point sur la frontiére extérieure, nous obtenons le méme résultat pour 2 régulier.

Remarque : Si on prend comme frontiére extérieure un triangle alors 1’égalité précédente
n’est pas vraie pour un sommet. Il faut remplacer m par 'angle du triangle au sommet
considéré.

En conclusion :

La relation (62) relie la valeur de ¢ en un point intérieur au domaine a des 1ntegrales
sur la frontiére (profil d’aile et limite & D’infini) faisant intervenir & la fois ¢ et 2. Or,
les conditions aux limites naturelles du probléme, (53), ne fournissent qu’une seule de ces
fonctions.
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8.2 Complétion des conditions aux limites

Dans cette partie, on se place sous les hypothéses de notre probléme. Le but de cette
partie est de trouver les expressions g—fb sur la frontiére extérieure et ¢ sur le profil d’ aile
qui manquent pour pouvoir calculer en tout point du domaine Q2 par (62).

On utilise la relation (62), d’une part on multipie cette expression par une fonction test
nulle sur I' et ensuite on intégre sur la frontiére extérieure. Soit § une fonction test s’annulant

sur I'.

/1“ (—br(o) + brm(%

D’autre part, on multipie cette expression par une fonction test nulle sur I'y, et ensuite
on intégre sur I'. Soit u une fonction test s’annulant sur ',

)) 6(X,) ds(X) = /dr 6(Xo)ds(Xy)  (63)

n [ S0Xa)n(Xo)ds(Xo)+ [ (~br()+br (50 u(Xa)ds(Xo) = = [ de(5E)(Xa)ds(Xo)
T T n
(64
avec :
= [ 800 (1X = Xoll) ds(x)
(X — Xo)n(X)
0= JLo0 S 0
br (Zﬁ) Fmg—z(X)l"(”X—Xo”ﬂds(X)

On aboutit ainsi & un systéme d’équations linéaires dont la solution fournit les données
manquantes.
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