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Implicitization of algebraic surfaces

Abstract: The aim of this report is to describe different methods for computing
the implicit equation of a parameterized surface, and to analyze their strength and
drawbacks. We focus on the following approaches: projective resultant formulations
of Macaulay, of Morley, residual resultant, moving surfaces, Grébner basis, inversion
formula.

Key-words: Geometry, algebra, resolution, surface, rational parameterization, re-
sultant
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1 Introduction

Il y a classiquement 2 maniéres de décrire une surface algébrique: la premiére
est de donner son équation implicite, la seconde est d’en donner, si elle existe, une
parameétrisation (ici les seules paramétrisations considérées seront les représentations
rationnelles. Une telle paramétrisation existe ssi la surface est de genre 0). Les deux
ont leurs avantages et leurs inconvénients: ainsi il sera facile de représenter une
surface donnée sous forme paramétrée, mais plus délicat de déterminer si un point
de ’espace appartient ou non & cette surface. Au contraire une simple substitution
permettra de répondre & cette question si on connait ’équation implicite de cette
surface.

Toute surface donnée par une paramétrisation rationnelle admet une équation impli-
cite, et le probléme qui consiste & déterminer celle-ci est appelé probléme d’implici-
tisation. Le probléme inverse qui consiste a trouver une représentation paramétrique
d’une surface donnée sous forme implicite est appelé probléme de paramétrisation.
Nous nous intéresserons seulement au probléme d’implicitisation.

Une autre de ses applications est le calcul d’intersections de surfaces:

supposons que l'on ait deux surface S7 et Sy données par deux paramétrisations
Uy :C? — C® et Uy : C? — C3, et que I'on veuille en calculer I'intersection. Alors si
on peut calculer I’équation implicite F} de S1, I'intersection des deux surfaces sera
donnée par Fi(C) ot C désigne I’ensemble des points de C? vérifiant Fy(¥3) = 0
(C’est en général une courbe de C?).

Notre but est de présenter différentes méthodes permettant 'implicitisation, de pré-
senter les forces et les faiblesses de chacune d’elles, et de comparer leur efficacité.

2 Reésultats préliminaires

2.1 Existence de I’équation implicite

Une surface paramétrée est donnée par une application du type:

_ k2 -W — ]{23
Y = ( (S,t) — (a:(s,t),y(s,t),z(sat)) )

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 5

k corps
2(s,t) = B (o) = BER A1) = B ot pi € Klsi]
avec et PGCD(p;yi=1..4)=1

W = {(s,t) € k2/pa(s.) = 0}

Les paramétrisations issues de situations concrétes (en modélisation) sont des
paramétrisations réelles: k = R. Cependant comme R n’est pas algébriquement clos,
on étend p = R2 — W — R3 en une fonction encore notée ¢ qui va de C2-W’ dans
C3, ou W' = {(s,t) € C?/p4s(s,t) = 0}.

L’image de ¢ n’est pas en général une variété algébrique de C?, donc on est amené
& considérer sa cloture de Zariski Z :=imp.

Proposition 2.1 Z est une variété algébrique irréductible.

Preuve:

En effet Z est irréductible ssi Z(Z) :={Pe Clx,y,z]/P(Z) = 0} est un idéal premier, ce
pi(st) pa(s;t) pg(s,t)) —
pa(s,t) 'pa(st) ' pa(s,t)’

que nous allons montrer. Soit P€ Z(Z). On a donc P(im ¢)=0, ie P(
0 pour tout (s,t)€ (C)2 — W'.

On peut choisir un entier « suffisamment grand pour que (p(s,t))®-P(2L0) p2(s) pa(s))

p4(s,t)’p4(s,t)’p4(s,t)
soit en fait un polynéme de C[s,t]. Ce dernier polynéme définit alors une fonction

polynomiale nulle sur tout C2, donc est le polynéme nul.
On a donc montré:

PeI(Z) e JdaeN/(ps)*-Pop=0¢€ (st

('implication inverse étant évidente).
Soit A,B € Cls,t] tels que A- B € Z(Z).
Pour montrer que Z(Z) est premier il faut prouver que A € Z(Z) ou B € Z(Z). Or
on vient de voir que
A-BeZI(Z) < Jae N/(ps)*  (AB)op =0 € C[s,t]
< Ja € N/[(pa)* - Ao ] - [(pa)* - Boy] =0 € (ls,i]
Or CJs,t] est intégre, donc (pg)® - Ao ¢ ou (pg)* - B o ¢ est le polynéme nul, i.e.
A €1I(Z) ou B € I(Z). CQFD.

Z est donc une variété algébrique de C3, qui est de plus de dimension 2 car on a
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supposé que la paramétrisation donnait une surface. Alors il existe F' € Clz,y,z]
irréductible tel que Z = V(F). Ceci provient du résultat suivant :

Proposition 2.2 Soit Z une variété algébrique de C* de dimension n-1.
Alors il existe f polynome irréductible de Clty,...,t,] tel que Z=V(f).

Preuve:

Z est a priori de la forme V(fi,....f;) avec f; € Clt1,...,tn] et fi # 0. Choisissons
les f; tel que r soit minimal. On peut toujours se ramener au cas ou les f; sont
irréductibles : supposons par exemple que fi soit réductible et s’écrive fi = gh avec
g,h € Clt1,....tn). Alors Z =V (g,f2ye.., fr)UV (h, fa,....fr), et comme Z est irréductible
ona Z=V(g,foyrfr) ou Z =V (g,f2,sfr)-

En itérant le processus on se raméne donc au cas ou les f; sont irréductibles.
Montrons maintenant que r=1:

supposons r > 2. Comme V(f1) est de dimension n-1 (car f; # 0), et queZ =
V(f1y--,fr) est aussi de dimension n-1 (par hypothése), on en déduit que l'on doit
avoir dim(V (f1,fr)) = n — 1. Ceci implique que f, est un diviseur de zéro dans
% (cf [Cox1], chap 9). Mais comme f; est irréductible, % est intégre et
donc f, est un multiple de fi. Par conséquent V (f1,...,fr) = V(f1,-..,fr—1) et r n’est
pas minimal.

Donc r=1. CQFD.

Z sécrit donc Z = V(F), et F est l’équation implicite (irréductible) de la surface
(jusque 1a on avait pas encore démontré son existence).

2.2 Paramétrisation propre/impropre, point base et degré de 1’équa-
tion implicite

Il n’existe jamais de paramétrisation rationnelle unique pour une surface donnée.
Par exemple considérons la paramétrisation affine de la spheére unité de C)“:

(5.0 (1—32—152 2s 2t )
2 (s,t) — , , .
4 T+ 2 1 +2+82 1+ + 282
En faisant s = uv et t = u? on obtient une nouvelle paramétrisation de la sphére
unité:
1 —u?v? —u*1 —uv? —u? 2uv 2u?
P (uw) = ( )-

14+ w22 +utl 4+ w202 + w41+ w202 +ut’l + w202 + ut

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 7

La premiére paramétrisation est toutefois bien meilleure, car elle est propre, i.e. elle
induit une bijection entre un ouvert dense de l'espace des paramétres et un ouvert
dense de la surface.

La seconde, qui n’est pas propre, est dite impropre: sur cet exemple un point gé-
nérique de la sphére unité de C* & deux antécédents par .

Par ailleurs une paramétrisation impropre fait toujours intervenir des polynémes de
plus haut degré (comme sur ’exemple), et donc engendre des calculs plus compli-
qués.

Toute surface rationnelle posséde une paramétrisation propre [Castelnuovo|, bien
qu’actuellement aucun algorithme ne permette de la déterminer & partir d’une para-
métrisation impropre. Des méthodes sont toutefois connues pour déterminer si une
paramétrisation est propre ou non [PDSS, Baj, Hoff].

Nous avons évoqué au paragraphe précédent la nécessité de considérer les para-
métrisations non pas sur R, mais sur C. Ceci ne suffit pas toujours, et 'on peut
avoir besoin de considérer des points & l'infini, par exemple pour pouvoir appliquer
le théoreme de Bezout (cf. plus loin). On peut donc étendre une paramétrisation

(C2 -WwW — (C3
7= (s,t) — (Pl(s,t) p2(s,t) pl(s,t)) en

pa(s,t)’pa(s,t)’pa(s,t)
B ( P2 —W, — P3 )
4 (situ) = (Bi(s,tu) : Pa(s,tu) : Pa(s : ¢ 2 u) : pals,tu))
ou

W= {(S’t) € kZ/p4(3’t) = 0}7

les p; désignent les polyndmes de degré d obtenus par homogénéisation
des p;,ou d désigne le plus grand des degrés des p;,

W1 = {(s,t,u) € P?/p;(s,t,u) = 0,0 = 1...4} = V (p1,p2,P3,D4)-

Définition 2.1 Un point base est une solution commune aux polyndmes homogénes
P1,P2,P3,P4-

L’ensemble des points bases est donc ce que ’on a appelé Wy, et qui correspond aux
points de P? o la paramétrisation n’est pas définie. Comme PGCD(p1,pz,p3,p1) = 1
(car PGCD(p1,p2,p3,p4) = 1), il n’y a qu’un nombre fini de points bases.

Chaque p; détermine une courbe de P? en faisant p; = 0. La multiplicité d’un point
base est définie comme étant égale au minimum des multiplicités de chacune de ces
quatre courbes p; = 0 en ce point. A chaque point base on peut associer une courbe
rationnelle de la surface, courbe qui est en quelque sorte un “éclatement” du point
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base.

Ce phénomeéne s’explique ainsi :

Considérons la paramétrisation rationnelle:

o(s,t,u) = (su+ 2tu + s2,su + 3tu + t2,su + tu + 2st + 4tu).

P =(0,0,1) en est un point base.

Regardons ce qui se passe lorsque 1'on s’approche de P selon une direction fixée,
c’est-a-dire en parcourant une droite donnée passant par P. Placons nous dans la
carte u=1. Fixons m, et approchons nous de P tout en restant sur la droite s=mt.
On a:

G(m) = limi_op(mt,zt,1)
= lims_o(mt + 2t + m>t2,mt + 3t + t2mt + t + 2mt> mt + 4t)
= limi—o(m+2+m*tm+ 3+ t;m+ 14 2mt,m + 4)
= (m+2, m+3, m+1, m+4)

m — G(m) est la paramétrisation rationnelle d'une droite de la surface. Ainsi a
chaque direction autour du point base correspond un point de I’adhérence de I'image
de la paramétrisation.

Ce que 'on a fait sur cet exemple se généralise sans probléme et montre donc qu’un
point base “éclate” en une courbe rationnelle de la surface, courbe appelée “seam cur-
ve” en anglais. L’ensemble des points de ces “seam curves” correspond & l’ensemble
des points de la surface qui ne sont pas atteints par la paramétrisation. Les points
bases jouent un roéle capital en modélisation car leur existence complique fortement
le probléme de I'implicitisation, comme nous le verrons plus loin.

Remarque: Soit ¢ = P? — P3 une paramétrisation propre et sans point base
d’une surface S, et soit ) = P? — P3 une paramétrisation impropre de S du type
Y = poa avec @ = P> — P? . Alors il est possible que v ait des points bases,
comme le montre ’exemple suivant :
e(p,g.r) = (2,y,2,w) = (p+1.2p + ¢, — 3r,g + 7).
a(p,q,r) = (st + t2,su + tu,s® + su).
¢(37t7u) = (p o= (x7y7z7w)

= (32 + 2 + st + su,2t? 4 2st + su + tu, — 3s% — 2su + tu,s + tu + 2su).
¢ n’a pas de point base mais (0,0,1) est un point base de .

Nous pouvons maintenant aborder la question du degré de ’équation implicite d'une

surface paramétrée par une application ¢ = P? — P3. On va voir que ce degré
dépend du nombre de points bases de .

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 9

Supposons que la paramétrisation soit propre:

le degré de I’équation implicite d’'une surface peut étre vu comme le nombre de points
d’intersection entre la surface et une droite générique notée D ([Shaf]). Une droite
générique de P3 s’écrit comme une intersection de 2 plans:

a1 + asy + a3z + agw =0 (1)
bix + by + b3z + byw =0 (2)

Si % s’écrit gO(S,t,U) = (pl(Satau)7p2(Satau)7p3(37t7u)7p4(87t7u)) avec les Dbi des pOIY'
nomes homogeénes de degré n, les points d’intersection entre la surface et la droite D
sont alors donnés par les points d’intersection entre les deux courbes de P? suivantes :

a/lpl(satau) + a?p?(sat’u) + CL3p3(S,t,U) + a4p4(sat7u) =0 (3)
bip1(s,t,u) + bapa(s,t,u) + b3pa(s,t,u) + bapa(s,it,u) = 0 (4)

Ces courbes sont de degré n en s,t,u, donc d’aprés le théoréme de Bezout elles s’in-
tersectent en n? points (comptés avec multiplicité). Si la paramétrisation n’a pas de
point base, chacun de ses n? points correspond alors & un antécédent d’un point de
la surface qui intersecte la droite D, et I’équation implicite est donc de degré n?.

Si par contre la paramétrisation contient un point base, alors celui-ci fait forcément
partie des n? points d’intersection de (3) et (4), mais il ne correspond pas & un anté-
cédent d’un point de la surface: D intersecte donc S en n? — 1 points, ou moins (on
suppose pour cela que D ne coupe pas la surface en un point qui serait sur une des
“seam curves” de S, et donc chacun des points de SN D correspond bien & un point de
la paramétrisation. Ceci est possible car il n’y a qu’un nombre fini de “seam curves”et
qu’elles sont de dimension 1: une droite générique ne passe donc pas par elles). Si il
y a p points bases simples, alors le degré de I’équation implicite est n? — p. Les points
bases de multiplicités k font quand & eux baisser le degré de I’équation implicite au
moins de k2, et au moins de k% + 1 si (3) et (4) s’intersectent tangentiellement au
point en question [Sed90].

Terminons ce paragraphe en évoquant le cas des surfaces paramétrées par des poly-
nomes de type px(s,t) =300, >0 aﬁjsitj

(oupi(situ) =330 D75 a; 78"t u™T™ "7 en notation homogene) pour k = 1,2,3,4.
Les py sont dit “polynomes de bidegré (m,n)”, cad qu’ils sont de degré total m + n
mais de degré seulement m en s et de degré seulement n en t.

Ce type de polyndémes intervient trés fréquemment en CAO (conception assistée par
ordinateur).

Une telle paramétrisation admet toujours comme point base (1 : 0 : 0) avec multi-
plicité n et (0 : 1: 0) avec multiplicité m.

RR n°® 4684



10

D’aprés ce que 'on a dit précédemment, le degré de I’équation implicite de la surface
est au plus (n + m)? — n? — m? = 2mn, et de degré < 2mn si la paramétrisa-
tion admet d’autres points bases ou si les courbes données par (3),(4) s’intersectent
tangentiellement en (1:0:0) ouen (0:1:0).

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 11

3 Premiéres méthodes d’implicitisation

De nombreuses méthodes méthodes d’implicitisation font appel soit & la théorie
des résultants, soit a la théorie des bases de Grobner. Nous allons donc dans ce
chapitre présenter le principe de ces méthodes.

3.1 Implicitisation et résultants

Le premier outil fondamental pour le probléme de l'implicitisation est la théorie

des résultants. Nous allons commencer par faire quelques rappels: (pour les détails
voir [BEM])

fo(x) = 352 co b0 5(x)
(S)= :

Fu(x) = Y87 cn jtn ()

Soit (S) un systéme de (n+ 1) équations dans P*, ot les ¢ = (c; j) sont des para-
meétres, X = (g : ... : ) est un point de P", et ou les 9, j(x) sont des polynomes
homogenes indépendants des paramétres ¢ avec degré total(v; ;) = d; € N.

On cherche & quelles conditions sur c ce systéme admet au moins une solution dans
P,

Théoréme 3.1 Si pour tout point x € P*, et pour tout ¢+ = 0,...,n le vecteur
(Yi0(x), - - - Wik (x)) n'est pas nul ALORS il existe un unique polynome Resy, ;) €
Zc; ;] tel que

1) le systéme (S) admet une solution dans P" pour une spécialisation des coefficients
(cij) ssi Res(g, . 1,y = 0 pour cette spécialisation

2)Res, 4y any =1

0 e Zn™)

Ce polynéme est appelé le résultant de fi,...,fn.

En particulier le résultant de

fO(X) = Za0+___+an:d0 CO’a.’EgO - Ty
() = -

fa(x) = Za0+...—|—an:dn Cnyalg? ... T

RR n°® 4684
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est bien défini.
Rappelons comment on le construit (construction de Macaulay) : Posons d = > ((d;—
1) + 1. Soit S l’ensemble des monomes de Clzyg, ... ,z,]| de degré d. S est 'union dis-
jointes des ensembles suivants :

So = {z%/|a| = d, zd° divise %}

S1 = {z%/|a] = d, zy° ne divise pas ® mais M divise 22}

) dn— .. ) .
S, = {z%/|a| = d, zf, ... 25! ne divise pas * mais z% divisent 2}

n:d) .

”+d) équations polynomiales de degré total (

On construit ensuite ( M
mo‘/:cgofo = 0 pour tout a € Sy
(E) = :

x®/zd fo = 0 pour tout a € Sy,

Ce systéme peut étre vu comme un systéme & (":d) équations (& coefficients dans
Zlcij]) et a ("1%) inconnues, ou les inconnues sont les monomes de degré total d.
La matrice des coefficients de ce systéme est appelée matrice de Macaulay de fy,...,fx.
Son déterminant est noté D, : c’est un polynéme de Z[c;;]. On vérifie que pour
fo= mgo, eoorfn = 28 D, vaut £1 (en particulier D,, n’est pas nul). Par construc-
tion, si pour une spécialisation des c; ; le résultant s’annule, alors f; = 0,7 =0,...,n
admet une solution, et donc (E) aussi, ce qui implique que D,, s’annule pour cette
spécialisation; donc comme Res est un polynéme irréductible de Clc; ;] ( et que C
est algébriquement clos), D,, est un multiple de Res.

On remarque que D,, est homogéne de degré d; ...d, en les coefficients de f,. Par
ailleurs on peut montrer que Res(y, . r.) est un polynome homogéne en les coeffi-
cients de f; de degré d; ...d,, donc on a

Dn = Res(fl,...,fn) . G

ol G est un polyndéme en les coefficients des fy,...,fn-
On déduit de tout cela que, si on note D; de déterminant de la matrice de Macaulay

de fi_|_1, “e ,fn,fl, ‘e ,fi on a
ReS(flj__ﬂfn) = :EPGCD(D(), ce. ,Dn)

On peut aussi montrer que G est le déterminant d’'une sous matrice carrée de la
matrice de Macaulay de (f1,...,fn): ([Mac02])

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 13

Soit D!, la sous-matrice de la matrice de Macaulay de (fo,-..,fr) obtenue en suppri-
mant toutes les lignes et les colonnes correspondant a des mondémes x® qui ne sont
divisibles que par un seul des z%. Alors:

Resjy....7) = £Dn/ Dy,

Cette seconde expression du résultant est moins cotiteuse a calculer que la précédente.

Remarque : comme le nombre de mondémes qui ne sont divisibles que par un seul
des d; est Y g do;i';d", Res(y, ... 1) est de degré total ) ¢ %.

Faisons maintenant le lien entre la théorie des résultants et notre sujet :
soit S une surface paramétrée par

P? — CS
e ( (s:t:u) (P1(3=t¢u) pa(s:tu) p1(s:t:u))

pa(s:tiu) ) pa(s:tiu) ) pa(s:tiu)

ol p1,p2,P3,p4 sont quatre polyndmes de degré total d. Posons comme précédemment :

Hl(Svtau) = P4(57tau)5’7 - pl(satvu) (5)
H2(85t7u) = p4(s,t,u)y - p2(37t7u) (6)
Hs(s,t,u) = pa(s,tyu)z — p3(s,tu) (7)

Les coefficients des H; sont des polynomes de degré 1 en les variables x,y,z.Donc
Res g, H,,15) €st un polynéme de Clx,y,z] qui s’annule pour une spécialisation
70,Y0,20 des x,y,2 ssi il existe (sg,tp,ug) € P? tel que

pa(s0,to,u0) — p1(s0,to,ug) = 0
(8) = palsosto,u0)y — pa(so,to,uo) = 0
pa(s0,to,u0)z — p3(so,to,uo) = 0
Supposons qu'il n’y ait pas de point base. Cela implique que pa(so,to,uo) # 0 et
donc

_ p1(soto) __ p2(so0,to) __ p3(so0,to)
L0 = paGosto) Y0 T paGosto)  “0 T pa(so.to)

Autrement dit si il n’y a pas de point base, Resy, m, u,) est un polynome de
Clz,y,2] qui s’annule en (zg,y0,20) € C* ssi (z0,50,20) € Imep. Donc Res i, Hy, Hs)
est de la forme

Res(Hl,H2,H3)(xayaz) = (F(xayaz))k
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ou F' désigne ’équation implicite de S, k € N — {0}.

Remarque 1: k£ correspond au nombre d’antécédents que posséde un point géné-
rique de I'my. Si la paramétrisation est propre k = 1.

Remarque 2: Resiy, u,, H3)(x,y,z) fournit donc une équation implicite non réduite
a priori (si il n’y a pas de point base). Si 'on veut F' exactement il suffit d’uti-
liser le fait que si Res(m, m, H,) est de degré > 0 en r avec r=x,y ou z, alors
F = PGCD(RGS(Hl,Hz,Hg),3%R€5(H1,H2,H3))- C’est ce que fait la procédure squa-
refree de MAPLE.

Que se passe-t-il quand il y a des points bases?

Un point base sera toujours solution de Hy,H,,Hs, et ce pour toutes valeurs de x,y,z.
Le résultant sera donc identiquement nul. Cette méthode est donc efficace seulement
siil n’y a pas de point base. Toutefois si elle est théoriquement satisfaisante dans ce
cas, elle ne I’est pas pratiquement : en effet, idéalement pour appliquer cette méthode
il faudrait calculer le résultant symbolique de trois polynémes homogénes génériques
de degré d, puis remplacer les coefficients génériques des f; par les coefficients parti-
culiers des H;. Or le calcul du résultant symbolique est trés long car il nécessite de
calculer des déterminants génériques de taille (djf) = %, ce qui est extréme-
ment cofiteux.

On préfere done calculer D, /D!, directement avec les coefficients des H;, mais ce
calcul reste quand méme assez coliteux, et de plus il est alors possible que D,, et D),
s’annulent simultanément (cf les exemples de la section 10), ce qui rend impossible
le calcul de D,,/D!, (du moins sans avoir recours & des techniques de perturbations).

Evoquons pour terminer le cas du résultant de 3 polynoémes de bidegré (m,n) :

flst) =200 D=0 ai,js?ﬁ:
g(s:t) = Dimo 20 bijs't!
h(st) =320 Z?:o Cijs't!

On a déja vu que trois polynémes de ce type avaient toujours des zéros communs &
I'infini :

(1:0:0) avec multiplicité n

(0:1:0) avec multiplicité m.

Leur résultant classique s’annule donc toujours.

On cherche s'il existe un résultant “conditionnel” qui serait un polynéme en les coef-
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ficients de f,g,h et qui s’annulerait ssi f,g et A ont une solution commune autre
que leurs solutions canoniques. Par le théoréme de Bezout deux des trois poly-
némes f,g et h ont génériquement (m + n)? points d’intersections, donc jusqu’a
(n 4+ m)? — n? — m? = 2mn solutions communes non canoniques. Chacune de ces
solutions induisant une relation linéaire sur les coefficients du troisiéme polynoéme,
on en déduit que si un résultant “conditionnel” de f,g et h existe, il doit étre de degré
2mn en les coefficients de chacun des trois polynémes.

Un tel résultant “conditionnel” existe, et il est donné par le déterminant de la matrice

de Dixon de f,g,h: considérons le déterminant :

S S
Alsta.f) = | flat)  glat

et le quotient

A(87t7a7/6)
(s —a)(t—B)
Comme A(s,t,a,3) = 0 quand s = aout:= 3, (s—a)(t— ) divise le numérateur
A(s,t,a,3). 6(s,t,a,3) est donc un polynome de degré (m —1) es s et (2m — 1) en t.
On peut écrire ce polynéme sous forme matricielle :

6(S7t7a’/8) =

a?m=1gn-1 \ T gm—142n—1
a%—l gm—1
: Diz(f,g,h) :
ﬂn—l t2n—1
1) 1

ou Diz(f,g,h) est une matrice de taille 2mn (appelée matrice de Dixon de f,g,h).
Comme
m n
AlstanB)= > > lisgikslspyqls't Hak P
t,k,p=07,l,4=0

avec

aij  bij o cij

lijskslipsal = | akg beg cryg
Upg bpg Cpg
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les coefficients de Dix(f,g,h) sont des sommes de déterminants |i;j;k;l;p;q|, et
det(Dixz(f,g,h)) = |Diz(f,9,h)| est un polynéme de degré total 6mn et de degré
2mn en les coeflicients de f,g ou h.

Proposition 3.1 |Diz(f,g,h)| s’annule pour une spécialisation des a; ;,b; j,c;; 881
pour cette spécialisation f,q et h ont une solution commune autre que leurs solutions
communes canoniques.

Les étapes de la démonstration de cette proposition sont les mémes que celles de la
démonstration pour la formulation du résultant de Macaulay :

1) |Diz(f,g,h)| s’annule si f,g et h ont une solution commune :
si (s0,to) est une solution de f,g et h, alors A(sg,tg,a,3) = 0 et donc §(sg,tg,a,3) est
nul (vu comme un polynoéme en « et 3). Ceci se traduit matriciellement par

m—1,2n—1
st
m—1
50

Dixz(f.g,h) : =0
t2'n—1
0

1
donc 0 est valeur propre de Dix(f,g,h) et donc |Dix(f,g,h)] =0

2) |Dix(f,g,h)| n’est pas le polynome nul (on le prouve en spécialisant les coeffi-
cients).

3) |Diz(f,9,h)| a “le bon degré” en les coefficients de f,g et h, cad 2mn en les
coefficients de f, de g, et de h.

Gréce au résultant de Dixon on va pouvoir implicitiser une surface donnée par 4
polyndémes de bidegré (m,n) n’ayant pas de point base (lorsque I’on dit “sans point
base” en parlant d’une paramétrisation par des polynémes de bidegré (m,n) on sous-
entend évidemment “sans point base autre que les points bases canoniques a l'infini
inhérents a ce type de paramétrisation).

Soit S une surface paramétrée par
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(C2 — (C3
v ( (s,t) (pl(s’t) p2(s,t) Pl(s,t))

p4(s,t) 71’4(5:t) ’p4(sat)

avec o
pa(sit) = 22120 2 i=0 a;,;8"t
Pa(s;t) = 2250 2 j—o bijs't!
p3(sit) = 3200 D0 Cijs't
pa(sit) = D10 Do dis't
On pose

Hiy(s,t,z,y,2) = pa(s,t)z — p1(s,t)

H2(37t7x7y7z) = p4(8,t)y - p2(87t)

H3(8,t,.’13,y,2) = p4(57t)2 - p3(57t)
Si il n'y a pas de point base, le résultant de Dixon de Hy,Hy,H3 est un poly-
néme en z,y,z qui s’annule en (x0,y0,20) ssi (Zg,Y0,20) est un point de S. Donc
|Dix(H1,H2,H3)| = 0 est une puissance de ’équation implicite de S.

Remarque: on a vu que le degré de I’équation implicite de S est 2mn (cf para-
graphe 2.2). Montrons que ’on retrouve bien ce résultat a l'aide du résultant de
Dixon:

un coefficient de la matrice Dixz(H;,H,H3) est une somme de déterminant de type:

aij—xd;;  bij—ydij cij— zd;i;

agg — Tdpg by — ydry  crg — zdig

Upg — Tdpq bpg—Ydpg Cpg— 2dpg
Par multilinéarité ce résultant est égal a:

—dij —dij —dij —dij —dij  cij
TYZ _dk,l _dk,l _dk,l + zy _dk,l _dk:,l Crt |+ ---
—dpg —dpg —dpy —dpg —dpg Cpg
aij bij —dij aij  bij i

st 2 agy bk,l —dk,l + | Gk, bk,l Ck,l
apg bpgq —dpg apg bpg Cpg
Dans ce polynéme en z,y,z tous les coefficients des termes de degré total en x,y,z
strictement supérieur a 1 sont nuls.
Ainsi les coefficients de Dix(Hy,Hy,Hs) sont linéaires en x,y,z.
Comme Dix(Hi,Hs1,Hs) est de taille 2mn, |Diz(Hy,H1,H3)| est bien de degré total
2mn.
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3.2 Implicitisation et bases de Grobner

Le deuxiéme outil classique dont on dispose pour le probléme de 'implicitisation
est les bases de Grobner. Nous allons commencer 14 aussi par faire quelques rappels
[Cox1, chap.3]:

Théoréme 3.2 Soit f1,...,fs € C[X1,...,. X,] et Z=V(f1,...,fs) CC".
Soient I; le l-iéme idéal d’élimination de I (1 <1< n),

t.e. I :Iﬂ(C[Xl+1,...,Xn].

c? — ct )
xla"'ax'n) = (xl+17"'7$'n) .

ALORS le plus petit ensemble algébrique contenant m;(Z), ie la cloture de Zariski de
7T1(Z) est V(Il) N

Soit m; la projection : ¢ = ( (

7Tl(Z) = V(Il)

On rappelle au passage comment calculer [ :
Soit {g1,...,9-} une base de Grobner pour l'ordre lexicographique ou
X1 >...> X,. Alors une base de Grobner de I; est

{91, 0, NC[X 041, - X

Revenons & notre probléme d’implicitisation :
Soit S une surface paramétrée par

(C?—W—> c? ) L W = V(pa)
Y= pi(s,t) pa(sit) pi(s;t) ou = VP4)-
SN ¢ o Eneoiien)
Supposons qu’il n’y ait pas de point base dans le domaine affine. Considérons les
trois polynomes de C[s,t,z,y,z]:

Hl(sataxayaz) = p4(8,t)$ - pl(é’,t) (8)
H2(s,t,x,y,z) = p4(8,t)y - p?(sut) (9)
Hg(s,t,x,y,z) = p4(s,t)z - p3(‘97t) (10)

Soit Z := V(I) C C° ou I = (Hy,Hy,H3) C C[s,t,x,y,z].

Avec les notations du théoréme on a: m2(Z) = Im(p).

En effet : soit (sg,t0,20,¥0,20) € Z. Comme il n’y a pas de point base dans le domaine
affine on a forcément py(sg,tp) # 0, et donc
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__ p1(s0,to) __ p2(s0,t0) __ p3(s0,t0)
L0 = 5iGoto)? Y0 T pa(soto) 70 T pa(sorto)
Donc 73((s0,t0.%0,Y0,20)) € Imep.

L’autre inclusion est évidente.

D’aprés le théoréme rappelé ci-dessus,on a donc Img = V(I). Or Imyp = V(F)
ou F est le polynéme qui définit ’équation implicite de S.

I, .= INClx,y,z] est donc de la forme:
I = (F*) avec k > 0
Le calcul de I’équation implicite de S se raméne donc au calcul d’une base de Grébner
de I.

(voir remarque2 p.12)

Exemple 1: considérons la paramétrisation de la sphére unité:

1—s—t2 _ 2s 2t
(87t) = (1+52—|—t2 914524822 14+52+¢12 )

Une base de Grobner pour ’ordre lexicographique s >t > ¢ > y > z de l'idéal

(1—s?—t? —2(1+s*+1%),25 —y(1 4+ s> +17),2t — 2(1 + s> + %))

est

B = {2249y +22 1oz —z2+y*t+2%t, —z+at+tzs —ytys+zt+x—1,
xs—y+ s},

et on a:

BN Clr,y,2] = {a? +y* + 22 —1}.
On retrouve bien I’équation implicite classique de la sphére.
Exemple 2: considérons une autre paramétrisation de la sphére unité:

s2—1-12 2s 2st
(s,t) = ( 1+824+¢271452+82 7 1+52+12 )

Une base de Grobner pour ’ordre lexicographique s >t > x > y > z de 'idéal

(2 =1t —2(1+ s> +12),25 —y(1+ 5% +1%),25t — 2(1 + s> + %))
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est

B = {y? + y*t* + 2? + 2% + 2* + 2°* =1 =%, — 2 — 2t® + yt + yt?,
s —yr—ayt? + sy —y —ytlaws+y+yt? —s,—x—at +sy—1—t2 + zst,
—zs +yst, — 2st + z + 28 + 212, — 25 + y + s%y + yt?}

Cette fois on a:
B'NClz,y,z] = ¢

Dans le deuxiéme exemple la méthode échoue. Que s’est-il passé?

L’efficacité de la méthode n’a été démontrée que dans le cas sans point base dans
le domaine affine. Que se passe-t-il si cette hypothése n’est plus vérifiée? Supposons
que les p1,p2,p3,p4 admettent une solution commune (sg,tg) dans C2.

Alors, avec les notations précédentes,

V(m,y,z) € CSJ Hl(507t07x7y7z) =0
H2(307t07x7yaz) =0
Hg(S(),tQ,ﬁC,y,Z) =0

donc (sg,tg) x C* C Z.

On a alors m(Z) = C3, et non plus comme avant 73(Z) = Imep.

Par conséquent V(1) = my(Z) = C3, d’otr I = (0)

On comprend donc pourquoi la méthode a échouée dans la deuxiéme exemple (car
la paramétrisation admet le point (0,i) comme point base).

Cette méthode, tout comme celle présentée au paragraphe précédent a base de ré-
sultants, échoue donc en présence de points bases. Cependant seuls les points bases
du domaine affine sont pris en compte, ce qui est un avantage :
par exemple dans I'exemple 1, (1,7,0) et (1, — ¢,0) sont deux points bases & l'infini.
Le calcul de I, a toutefois bien donné I’équation implicite de la sphére, alors que le
calcul du résultant de Hy,H,,Hs aurait donné le polynéme nul.

On pourrait donc penser que les bases de Grobner sont un outil plus satisfaisant que
les résultants. C’est théoriquement vrai, mais en pratique un calcul de base de Grob-
ner, et particuliérement un calcul de base de Grébner pour ordre lexicographique,
est extrémement cotiteux (complexité doublement exponentielle [MeyMay88]).
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4 Inversion et implicitisation

Nous allons maintenant présenter une méthode d’implicitisation des surfaces ap-
plicable dans le cas ou celles-ci sont données par des paramétrisations propres. La
méthode va toutefois nécessiter la connaissance de l'inverse de la paramétrisation (car
toute paramétrisation propre est birationnelle, donc inversible), c’est pourquoi nous
commencerons par donner un algorithme d’inversion des paramétrisations propres.

4.1 Un algorithme d’inversion

Le probléme de l'inversion de la paramétrisation (propre) d'une surface est un
probléme qui reste encore assez ouvert actuellement, et pour lequel on ne dispose
pas de beaucoup de méthodes ( et encore moins de méthodes trés efficaces) :
Donnons-nous une parameétrisation propre d’une surface S:

(S,t) N (pl (Sat) ’pZ(Sat) ’p3(37t)
po(s,t) po(s,t) po(s,t)

e une premiére méthode consisterait & écrire la matrice de Dixon associée aux po-
lynémes por1 — p1,poxe — p2,pox3 — p3 (cf. section 3.1), puis & utiliser la régle de
Cramer pour dire que le quotient des mineurs de cette matrice correspondants & st
et s'~17 (ou & s't? et s*+7~1) fournit s = % (ett = ss;—til) en fonction de x1,r9,73.
Cependant en présence de points bases la méthode échoue.
e Une autre méthode consisterait a calculer une base de Grébner de l'idéal (pox; —
P1,P0T2—P2,P0T3—P3,1—pow) pour l'ordre lexicographique s >t > w > x7 > x9 > 3
(voir le chapitre 6 au sujet de l'intérét de rajouter le polynéme 1— pow); on sait alors
qu’une telle base contient 2 polynoémes linéaires en s et en ¢t qui fournissent l'inverse
de la paramétrisation. Toutefois le calcul de cette base de Grobner est extrémement
coliteux.

S. Pérez. Diaz, J. Schicho et J.R. Sendra proposérent trés récemment un nouvel
algorithme permettant de déterminer si une paramétrisation est propre ou non, et
qui dans le cas positif donne 'inverse. Ses avantages sont de marcher méme en pré-
sence de points bases, et d’étre beaucoup plus rapide que la méthode utilisant les
bases de Grobner. La démonstration de son exactitude étant longue et sans rapport
direct avec notre propos ('implicitisation), nous renvoyons a [PDSS]| pour la preuve.
Les auteurs considérent une paramétrisation dont la forme est un peu plus générale
que celle que ’on utilise d’habitude:
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pl(sat) pZ(s’t) p3(37t))

QI(Sat) ,QQ(sat) 7(13(37t)

(on impose pas que les dénominateurs soient égaux).

On note V la variété ainsi obtenue. Voici la description de cet algorithme:

@ (s5t) = (

p1(57t) PZ(S,t) p3(57t)
q1 (s7t) ’ q2(sst) q3(s,t) ’

e Entrée: les trois fractions rationnelles
e Sortie: l'inverse de ¢ ou le message “@ n’est pas propre”.

1) Définir:
Hy(st) = x1q1(s,t) — pa
HQ(Svt) = -r?q?(s?t) - p2(
HS(Svt) = $3Q3(5’t) - p3(8,t).
)

Hi,H; et Hs sont vus comme des polynomes de C(V')[s,t], ou C(V') désigne le corps
des fractions ration-elles sur la variété V.

2) Vérifier que les PGCD des coefficients de téte de Hy,H9,H3 vus comme des po-
lynomes en ¢ a coefficients dans C(V')[s], pris deux & deux, soient égaux a 1. De
méme vérifier que les PGCD des coefficients de téte de Hi,Hy,Hs vus comme des
polynoémes en s a coefficients dans C(V')]t], pris deux & deux, soient égaux a 1. Si ce
n’est pas le cas, s’y ramener par un changement de coordonnées convenable).

3) On introduit une nouvelle variable Z.
Calculer S(s) € C(V')[s] le contenu par rapport & Z du résultant par rapport a t des
2 polynoémes Hy et Hy + ZHsy:

S(s) := contz(res(Hy1,Hy + ZHs,t)) € C(V)][s].

(On montre que les racines de S(s) correspondent aux s-coordonnées des points d’in-
tersection entre Hy,Hs et H3 dans C(V)2. La paramétrisation est propre ssi cette
intersection ne contient qu’un seul point de C(V')? — C, ce point correspondant alors
a l'inverse de la paramétrisation).

4) Calculer le polynéme S(s) obtenu & partir de S(s) en éliminant les facteurs cor-
respondant & des racines constantes.

(procéder comme ceci : on introduit deux nouvelles variables u et v et on remplace les
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variables x,y,z dans S(s) par p1(uv) ,pz(u’v) ,p3(u’v). Puis on élimine les dénominateurs
q1(u,v) ? g2(u,v) ? q3(u,v)

en multipliant par un polynoéme adéquat de Clu,v]: le contenu de ce polynéme par

rapport & u et v est un polynéme C(s) de C[s] qui correspond aux racines constantes

de S(s).

Donc S(s) = S(s)/C(s).

5) Si S(s) est de degré 1 en s on pose a son unique racine. Sinon on renvoie le
message “@ n’est pas propre”.
(cf. la remarque entre parenthéses de I’étape 3) ).

Les étapes 6),7) et 8) sont les analogues de 3),4), et 5) pour la coordonnée t :

6) Calculer T'(t) = contz(res(Hy,Hy + ZHsz,s)) € C(V)[t].

7) Calculer le polynéme T'(t) obtenu & partir de T'(¢) en éliminant les facteurs cor-
respondant & des racines constantes.

8) Si T'(t) est de degré 1 en ¢t on pose [ son unique racine. Sinon on renvoie le
message “@ n’est pas propre”.

9) On renvoie (a,f3).

remarque: on ne connait pas a priori I’équation implicite de V (puisque juste-
ment on veut appliquer cet algorithme au probléme d’implicitisation!): pour sa-

voir si un polynéme P(x1,r9,r3) est nul dans C(V') il suffit alors de vérifier si
(pl(s’t) P2(Sit) pS(s’t)
ql(sat) ? (12(5,t) ’ qS(S:t)
rer coliteuse, pour vérifier si P(x1,x2,x3) est nul dans C(V') on se contente de vérifier
p1(so,t0) p2(so,to) ps(SO,to)) —0
q1(s0,t0) ? g2(s0,t0) > g3(s0,t0) /

) est nul dans C(s,t). Cette substitution pouvant toutefois s’ave-

que pour un point (sg,tp) tiré au hasard on a bien P(

Le code MAPLE de S. Pérez. Diaz, J. Schicho et J.R. Sendra de cet algorithme
est donné en annexe; les variables & utiliser pour entrer les fractions rationnelles de
la paramétrisation ne sont pas (s,t) mais (t1,2).

4.2 Application a 'implicitisation

Maintenant que nous disposons d'un algorithme d’inversion, nous allons pouvoir
présenter la méthode trés récente de I. Emiris et de J. R. Sendra (début 2002, non-
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publié & ce jour) qui permet de résoudre le probléme d’implicitisation lorsque la
paramétrisation est propre et que ’on en connait ’inverse.

On préserve les notations du paragraphe précédent :

@ est la paramétrisation propre d’une surface V', F' = 0 est ’équation implicite de
celle-ci, et M est l'inverse de ¢ (défini sur un ouvert de V). M est de la forme

avec x = (x1,x2,x3), B; # 0 dans C(V') et PGCD(A;,B;) = 1.
On note @Q = (Q1,Q2,Q3) la composée
Q=poM  avec @; € C(x1,72,73)

(pour faciliter les notations on écrit de la méme fagon un élément de Clzy,x2,73] et
sa classe d’équivalence dans C(V')).
On suppose que les fractions rationnelles (); sont réduites,
ie que PGCD(num(Q;),denom(Q;)) = 1 (ot num(Q;) désigne le numérateur de Q;,
et denom(Q;) son dénominateur).
Comme M est 'inverse de ¢ on a

poM(zx)=x mod F

pour presque tout x = (z1,r9,x3) € V,

ie @Q;=x; mod F' i=1.23.

On note 7 € {0,1,2,3} le nombre de @; qui sont exactement égaux a ;.

Lemme 1: 7 # 3.

Preuve:
Qi(z) =71

Supposons r = 3, alors ¢ Q2(x) =x2 , donc ¢ o M(x1,x9,x3) = (x1,r9,73) dans
Q3(z) = 3

Cw1,72,23)-

Ceci implique que la fermeture de Zariski de im(¢ o M) dans C? soit C3. Or la fer-
meture de Zariski de im(¢) dans C? est V, d’ott une contradiction (car C* ¢ V).

On peut supposer sans perte de généralité que se sont les r premiers @; qui sont
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égaux a x; (dans C(x)).

Lemme 2: 1) Pour chaque j € {r+1,...,3} il existe [; € NJl; > 0 et H; € Clz]
tels que num(Q; — z;) = FH; et PGCD(F,H;) = 1.

2) PGCD(Hy41,...,Hs) est soit égal a 1, soit égal & un produit de fac-
teurs appartenant soit & By, soit a Bs.

Preuve:

e Le premier point est évident.

e Observons ensuite que de la relation num(Q;) = zjdenom(Q;) + F% H; on déduit
que PGCD(Hj,denom(Q;)) =1 (sinon on contredit le fait que les @; ont été choisis
réduits).

e Supposons que H := PGCD(H,41,...,Hs) # 1, et soit K un de ses facteurs irré-
ductibles non-constant.

Supposons (absurde!) que K ne soit pas un facteur de By ou de By. On note W la va-
riété définie par K. On a alors que pour presque tout P € W, 'expression M (P) est
bien définie, ainsi que ’expression @ o M (P) (d’aprés le point précédent). De plus par
définition de H, et comme K divise H, on a pour presque tout P € W oM (P) = P.
De plus ¢ o M(P) € V, donc W C V, ce qui contredit PGCD(F,K) = 1.

Lemme 3: Sir =2, alors V peut-étre paramétrée proprement par

(pl(sat) = (S,t,Q:;(S,t,CL)),

ot a est n'importe quel élément de C tel que x3 — a ne divise pas ni By, ni By, nile
dénominateur de Q3.

(et num(zs — Q3(z1,22,a)) = 0 sera alors I’équation implicite de la surface)
Preuve:

On note E la fermeture de Zariski d'un ensemble E, dim(E) sa dimension.

Soit a comme dans 1’énoncé du lemme.
On peut alors définir

v=(n = Mo )

On pose
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' =poM
QOI(S,t) = (S’t’Q3(s7t7a))'

On a alors:

e pour presque tout (s,t) € C2, ¢/(s,t) € V (car imp C V)

e dim(imyp') > 2 (c’est clair d’apres la forme de ¢').

e Des deux points précédents on déduit, comme V est irréductible, que imy’ = V.
e Reste a voir que ¢’ est propre, ie birationnelle, mais c’est évident car ¢ et M le sont.

Des trois lemmes précédents, et sous la condition que 'on connaisse l'inverse M
de ¢ (sinon on peut utiliser I’algorithme de paragraphe précédent pour calculer M),
on déduit ’algorithme suivant d’implicitisation :

0) Calculer I'inverse M s’il n’est pas connu a ’avance.
1) Calculer Q@ = o M.

2) _Si r = 2: supposons par exemple que Q3 # x3. Alors, d’aprés le lemme 3, I’équa-
tion implicite est donnée par

num(zs — Qs(z1,29,a)) =0
ol a est n’importe quel élément de C tel que 3 — a ne divise pas les dénominateurs

de M(x) ni celui de Q3.

3) Sir =1: supposons par exemple que Q1 = 1.
Alors posons G(z) = squarefree(PGCD(num(Q2 — x2),num(Qs — x3))).
L’équation implicite est donnée par (cf. lemme 2)

G(z)
PGCD(G,B1By)’

4) Sir=0: posons
G(z) = squarefree(PGCD(num(Qs — x2),num(Qs — z3),num(Qs — x3))).
L’équation implicite est alors donnée par (cf. lemme 2)

G(z)
PGCD(G,B1By)

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 27

Ceci est I’algorithme d’implicitisation proposé par I. Emiris et R. Sendra (& l'excep-
tion de I’étape 0, car les deux auteurs supposaient inverse connu d’avance).

Cet algorithme présente ’avantage de marcher méme en présence de points bases, et
de fournir directement 1’équation implicite (plutét qu'un multiple de celle-ci, contrai-
rement & de nombreuses méthodes [cf. par ex les prochains chapitres]). Un autre
avantage est qu’il peut se généraliser sans difficulté aux hypersurfaces.

Seulement il a de grosses faiblesses :

e D’abord supposer 'inverse connu est une hypothése trés forte, et calculer 'inverse
est en général une opération tres cofiteuse qui a elle-seule peut suffire & dissua-
der d’employer la méthode. Par exemple dans ’exemple 5 (voir section 10) il faut
462s pour seulement calculer 'inverse de la paramétrisation, alors que d’autres mé-
thodes testées trouvent 1’équation implicite de la surface en moins d’une seconde;
dans ’exemple 3 neuf heures ne suffisent pas & inverser une paramétrisation de degré
4, alors que I’équation implicite associée & cette paramétrisation est trouvée en moins
de deux minutes pour la méthode ASSTA (cf plus loin).

e Ensuite pour appliquer l'algorithme, excepté lorsque r = 2, il faut calculer plusieurs
PGCD (méme 'opération squarefree est un PGCD déguisé) : or un calcul de PGCD
pour des polynoémes & plusieurs variables est aussi relativement cotteux.

e Enfin méme le calcul Q = ¢ o M est loin d’étre négligeable, car cette substitution
fait intervenir des polynémes de trés haut degré, et il faut de plus réduire les frac-
tions rationnelles Q1,Q2,Q3 que 'on obtient. Dans l'exemple 4, le simple calcul de
la premiére composante réduite )1 de @ prends 141s, contre “seulement 69s” pour
calculer 'inverse M.

C’est pour pallier & ces deux derniers inconvénients que nous proposons une autre
approche pour calculer ’équation implicite connaissant l'inverse M. Cette approche
est certes plus simpliste, mais elle est concrétement plus efficace.

Cela consiste & appliquer ’algorithme suivant :

input : la paramétrisation et son inverse, ie ¢ et M.

output : I'équation implicite de la surface paramétrée.

1) Calculer Q.

2) Si Q1 # x1, alors num(x; — Q1) est un multiple non-nul de l’équation impli-
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cite. Le factoriser, puis déterminer le facteur irréductible qui correspond a I’équation
implicite.

3) Si Q1 = x1, reprendre les étapes 1) et 2) avec @9, puis avec Q3 si nécessaire.

Le lemme 1 nous assure que 1’algorithme marche.

Pour déterminer lequel des facteurs irréductibles correspond a 1’équation implicite,
on pourrait substituer dans chacun de ceux-ci les variables x1,r9,r3 par Q1,Q2 et
Q3, et chercher lequel des facteurs correspond au polynéme nul: mais cela pourrait
prendre beaucoup trop de temps. Connaissant la paramétrisation il est nettement
plus rapide de choisir un point quelconque sur la surface, et avec probabilité presque
égal & 1 I'équation implicite correspondra au seul facteur s’annulant en ce point.

Cet algorithme a deux gros avantages sur son prédécesseur :

e D’abord on est pas obligé de calculer Q1,Q2 et Q3: la plupart du temps connaitre
Q1 suffit. Ce détail n’est pas négligeable: par exemple dans ’exemple 4 du chapitre
10 il faut 69s pour calculer 'inverse de la paramétrisation, 141s pour calculer Q1 et
22s pour factoriser num(z1 — Q1). Dans ce cas le calcul de Q1 est de loin I’étape qui
prend le plus de temps, d’ol l'intérét d’éviter le calcul de toutes les composantes de
Q.

e Ensuite on ne calcule qu’une seule factorisation par cette méthode, contre plusieurs
PGCD pour l'autre algorithme : or calculer un PGCD pour des polynémes & plusieurs
variables n’est pas vraiment plus facile que de factoriser. D’autant plus que MAPLE
est particuliérement efficace pour la factorisation.

Les exemples traités au chapitre 10 tendent & montrer que le deuxiéme algorithme

est beaucoup plus efficace que celui proposé par I. Emiris et R. Sendra. L’exemple 4
est & ce sujet assez significatif.
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5 La méthode d’Ariés-Senoussi

Soit S une surface de C* paramétrée par

P2 — Cc3
: ( (s:t0) > (BEEDEEED M) )

ou les p; sont quatre polynémes de degré total n. On suppose dans tout ce chapitre
@ sans point base. On a vu au paragraphe 3.1 que 1’équation implicite de S était
donnée par le résultant de p; — xp4,ps — ypa,p3 — zp4. Par ailleurs, on a vu que le
résultant de trois polynémes f,g,h homogénes génériques de degré total d est de
degré total 3d? en les coefficients de ces polynoémes. Or dans le cas particulier
ou f = p1 — xps,g = p2 — yps,h = ps — zp4 on sait que Res(f,g,h) est un polynéme
en x,y,z de degré seulement d?. Autrement dit pour calculer Resp, —up, py—ypaps—zpa
on manipule des monoémes qui sont de degré nettement supérieurs & ceux dont on a
réellement besoin.

C’est pour pallier a ce défaut (qui a pour conséquence des calculs alourdis) que Frank
Aries et Rachid Senoussi proposérent en 2001 un nouvel algorithme d’implicitisation
des surfaces [AR].

L’idée est de mettre au point non pas un algorithme permettant de calculer le ré-
sultant de trois polynomes génériques (car on a pas besoin d’un algorithme aussi
général), mais un algorithme plus adapté au probléme du calcul du résultant de po-
lynémes de type (p1 — xp4,p2 — ypa,ps — 2p4). Aries et Senoussi ont appelé leur algo-
rithme ASSIA, pour “Adapted Sylvester Surface Implicitization Algorithm”. Celui-ci
est en effet inspiré de I’algorithme mis au point par Sylvester en 1852 pour calculer
le résultant de 3 polyndémes de méme degré.

Pour présenter 1'algorithme ASSIA nous allons légérement changer nos notations
habituelles, et plonger la surface dans I'espace projectif (pour alléger les écritures) :

Soit F, = {q = (q1.02,43) €N} /@1 + s + g3 =n}  #F, = (")
On pose:

t:= (tl,tz,t:;)

X = ($1,$2,$3,$4)

t1:= t1t21% pour ¢ € F,

S est donc maintenant une surface de P? paramétrée par

_ ( P2 — i )
Y= (ti:ta:ts) +—  (z1=p1(t) : z2 = pa(t) : x3 = p3(t) : x2 = pa(t))
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avec pi(t) = quFn W(ijq)tq, T(i,q) € C 1=1,234
On note 7 ’ensemble des coefficients 7(; ;).

Description de l'algorithme ASSIA :

Etape 1: on considére une quatriéme variable A et on pose

Qi(t,\) == pi(t) — z: A"

Puis on multiplie les @); par tous les monémes z%,q € F,,_9, pour obtenir m; = 4(3)
polynémes homogenes de degré 2n — 2 en (t,\):

Qi) = Y g (m)t — ztIA”
JEFm_»

Etape 2: pour chaque multi-index « € F,,_; on écrit les @; sous la forme (écriture
non unique) :

Qi(t\) = Al ((m )t T + A7 (w52 T + A3 (mt)egs T — A

et on calcule le déterminant D, (t):

l,a(ﬂ-?t) A%,a(’]r?t) A:{,a(ﬂvt) 1
D (t) _ A%,a(ﬂ-’t) A%,a(ﬂ'at) A%,a(ﬂ'at) T2
: Al o (mt) A3 (mit) A3, (mt) w3
Afo(mt) AR (mt) Af,(mt) 24
= > baj(ma)t
JEF2,—2
Remarques :
e Si pour une spécialisation (7,xg), les Q; ont une solution (tg,A\g), alors D, (tg) =0
Ya.

e On obtient ainsi mg = ("’;1) polynoémes D, (t) de degré 2n — 2 en t car n — (ag +

D+n—(aa+1)+n—(ag+1)=2n—2.
e Les by j(m,z) sont des polyndomes homogenes de Z[m,z| de degré 4, linéaires en =
et de degré 3 en .

Etape 3: on a donc construit my +mg = 2n(n —1) + n(n;l) = (5n;3)n polynémes:
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t1Q;i(t,\) = ZjEan_Q ai,q,j(ﬂ')tj ' + Zsan_g xi(ss,q(ts)‘n)
Do(t) = =2 ecp_,baj(ma)t! + cp 0% (A7)

ol 6,4 vaut 1 si s = ¢, 0 sinon.

Ces polynomes sont déterminés par (2”) + (") = 023 oefficients.

2 2 2
. . ) ap . (5n—3
On range tous ces coefficients dans une matrice carrée de taille w :

_ ai,q,j(”) , Tibs g
M(W’x)_(bi,q,j(ﬂ) , 0 )

Posons m(m,x) = det(M (m,z)).

Soit R(m,x1,x2,x3) le résultant de p; — x1p4,p2 — T1P4,P3 — T1P4.

Comme pour présenter ’algorithme ASSIA on a adopté les notations homogénes
par rapport & x, il nous faut considérer le polynéme obtenu par homogénéisation
de R(m,x1,72,73), et que 'on notera R"(w,x1,29,23,24) = R"(m,x). (ie R et R" ont
méme degré et RM(m,x1,29,23,1) = R"(m,21,29,23)

On a le résultat annoncé en début de section:

Théoréme 5.1 m(m,x) = R*(7,x).

Preuve:

Admettons temporairement que R"(r,x) soit irréductible comme polynéme de C[r,z].
e m(mx) n'est pas le polynéme nul car pour p;(x) = z i = 1,2,3 et ps(x) =
(7 4+ x5 + %) on a
2

m(mx) = (rg — 3 — 29 — 1)"
e Par construction m(w,z) est un polynéome de degré 3(2+(3_1)) + (4(2+(2_2)) -
(2+(g_2))) =3n% en 7 et de degré (2+(g_2)) + (2+(g_1)) =n?en z.
e De plus, toujours par construction, m s’annule pour une spécialisation (7g,xq)
lorsque R" s’annule pour cette méme spécialisation et que la paramétrisation asso-
ciée & my n’a pas de point base.
Donc, comme R" est irréductible, on en déduit que R*(7,z) divise m(m,z), et comme
R" et m ont méme degré en 7 et en x on conclut que

| R"(m,z) = m(rz). |
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e Reste & voir pour étre complet que R"(w,x) est irréductible dans C[r,x]

(Ceci ne peut pas simplement se déduire du fait que le résultant de trois polynémes

génériques de degré n soit irréductible).
Considérons le systéme

Q1(t,A) = p1(t) — T A"
Qz(t,)\) = pg(t) — .CIJ'Q/\”
Qs(t,A) := p3(t) — x3A”

Q4(t,)\) = p4(t) — .%'4/\”

D’apres le théoréme d’existence des résultants énoncé a la section 3.1, il existe un
polynéme S(m,z) € Z[m,x]|, irréductible dans C[r,z|, unique au signe prés, qui s’an-
nule pour une spécialisation (my,xo) ssi le systéme correspondant admet une solution

non-triviale.

Comme S(m,z) est irréductible, pour montrer que R*(m,x) I’est il suffit de montrer

que RM(m,z) = S(m,x).

Pour cela, déshomogénéisons S et montrons que R(w,x1,29,23) = S(7,21,x2,23,1).
Supposons que R s’annule pour une spécialisation (7,71,72,73) de (7,z1,29,73).

Alors il existe to € P? tel que

Par conséquent le systéme
pi(t) —TIA" =0
p2(t) —T2A" =0
p3(t) —T3A" =0
p4(t) —1A"=0

admet la solution (¢g,«), ol « est une solution de I’équation py(tg) = ™.
Donc S(7,71,%3,T3,1) s’annule, d’ou V(R(7,z1,29,23)) C V(S(7,21,29,23,1)).
Comme S(m,x1,x2,23,1) est irréductible dans C[m,z1,x2,23] on en déduit que

R(m,x1,x9,x3) = [S(?T,.%’l,l'g,a}g,l)]ﬁ avec 3 € N—0.

Mais forcément § =1 (car pour une spécialisation 7y de 7 telle que la paramétrisa-
tion soit propre et sans point base on sait que R(mg,z1,z2,23) doit étre irréductible

et égal a ’équation implicite de la surface paramétrée).
g

CQFD
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Cette méthode ne marche, comme on I’a dit, que si la paramétrisation est sans point
base. Dans ce cas si on applique la procédure MAPLE de triangularisation ffqaus-
selim & M(m,z), équation implicite de la surface est donnée par l'unique élément
non-nul de la derniére ligne de ffqausselimM (w,z) (car cet élément correspond au
déterminant de M (7,z).

Franck Ariés et Rachid Senoussi ont cependant remarqué sur de nombreux exemples
que lorsqu’il y a des points bases, tous les éléments de la derniére ligne non-nulle
de la matrice ffeausselimM (w,x) s’avérent étre des multiples de I’équation impli-
cite. Toutefois une telle conjecture n’a pas encore pu étre démontrée (pour retrouver
I’équation implicite & partir d’'un multiple de celle-ci il suffit alors de factoriser le
multiple et de tester chacun de ses facteurs).

Exemple: considérons la paramétrisation suivante de la sphére unité:

32—t -2 2tt3 2tot3
B4+t +13713 — 12 — 212 — 12 — 3

).

@ = (ti,ta,t3) = (

(1,,0) est un point base de la paramétrisation.
La procédure ffgausselim appliquée & M (7,z) donne dans ce cas la matrice

10 0 -1 0 1 T
00 —2 0 0 0 —y
00 0 0 —4 0 —2z
00 0 0 0 -8 —4w — 4z
00 0 0 0 0 —16y>—162%+16w?— 162>
00 0 0 0 0 0

\0 0 0 0 0 0 0

Ici ’équation implicite est donnée directement par la derniére ligne non-nulle de cette
matrice.

De toutes les méthodes testées dans ce document, ASSIA apparait comme la plus
puissante en général. Sa force vient du fait que ’équation implicite cherchée est don-
née sous la forme d’un unique déterminant (pas de PGCD ou de quotient a calculer,
ni de factorisation a effectuer comme pour de nombreuses autres méthodes): pour
trouver une équation implicite il suffit simplement de spécialiser des valeurs dans une
matrice qui ne dépend que du degré total de la paramétrisation, et de calculer son
déterminant.

Voir le chapitre 10 pour des exemples de calculs ainsi que leur rapidité.
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6 Un nouvel algorithme utilisant les bases de Grobner

Nous avons vu & la section 3.2 comment traiter le probléme de 'implicitisation &
I’aide des bases de Grobner. Cette méthode présentait deux trés grosses faiblesses:
d’abord elle échouait automatiquement dés que la paramétrisation admettait des
points bases dans le domaine affine, mais surtout elle reposait sur un calcul de base de
Grébner, qui plus est pour I'ordre lexicographique, ce qui est extrémement coliteux.
Par exemple la méthode d’Aries-Senoussi permet de trouver 1’équation implicite de
la surface paramétrée par

. (5 t) — ( 253413+ st24Tts? 263452 +15+45%t+6t+s° 2t2+s—|—17—|—952t+7t+52)
® s 262+ s+19+452t+Ti+s3 7 202+ s+19+4s2t+7t+53 222 +5+19+4s2i+Ti+s3 /*

en 10.690s secondes, alors que plus d’une heure ne suffira pas a la méthode de la
section 3.2 pour aboutir (voir ex2 du chapitre 10).

Les bases de grobner ne sont pas pour autant a rejeter, car elles peuvent étre utilisées
dans des algorithmes plus performants. C’est notamment le cas pour 'algorithme
(non-publié & ce jour) proposé par Olivier Ruatta et Philippe Trébuchet, qui permet
méme de résoudre le probléme d’implicitisation en présence de points bases, et que
nous allons maintenant présenter.

Cet algorithme repose sur trois idées.

Soit S une surface de C* paramétrée par

(CZ -WwW — (CS
v (S,t) — (pl(sat) p2(s,t) pl(s,t))

pa(s,t) ' pa(s,t) ' pa(s,t)

ot W = {(s,t) € C?/p4(s,) = 0}.

Premiére idée: “localiser”

Nous allons raisonner comme & la section 3.2, mais au lieu de considérer 1’idéal

I= <$p4(87t) — D1 (S,t),yp4(8,t) —pQ(S,t),Zp4(8,t) _p3(87t)>
I C Cls,t,x,y,2]

nous allons considérer 1’idéal

J = <£Ep4(5,t) - pl(s,t),yp4(s,t) - pg(S,t),zp4(S,t) - p3(57t)7wp4(57t) - 1)
J C Cls,t,w,x,y,z].
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Le polynéme wp4(s,t) — 1 a été rajouté aux trois premiers pour contraindre le déno-
minateur p4 & ne pas s’annuler (c’est ce qu’on appelle la “localisation”). Ainsi

V) = {(stanan.s) € Cfpa(sd) # 0 = —s
. pi(s,t) Y- pa(s,t L p3(3,t)}
p4(37t) , p4(57t) ’ p4(57t)

On pose

et on a alors

m3(V(J)) = Imep.

(C’est pour cela que le polynome wpy(s,t) — 1 a été rajouté a I, car en présence de
points bases 1’égalité-clé mo(V (I)) = Imyp de la section 3.2 ne reste plus valable.)
En prenant la cloture de Zariski de cette égalité on a:

w3(V(J)) = Imgp = S.
Or d’apreés le théoréme rappelé au début de la section 3.2,
S =m(V(J)) = V(I NClay,z),
donc lidéal J N C[z,y,z] est de la forme

J N Clx,y,z] = (FF)

ou F' = 0 est '’équation implicite irréductible de S, et k un entier > 1.

(rappel : la remarque 2 page 12 explique comment retrouver F' & partir de F¥).

Le calcul de ’équation implicite de S se raméne donc au calcul d’une base de Grébner
pour 'ordre lexicographique s >t > w > x > y > z de l'idéal J.

Cette modification de la méthode de la section 3.2 permet maintenant la résolu-
tion théorique du probléme d’implicitisation méme en présence de points bases.
Mais en pratique il reste toujours le probléme de la grande complexité du calcul d'une
base de Grdbner, en particulier du calcul d’une base de Grobner pour un ordre mo-
nomial lexicographique (de plus I'introduction d’une nouvelle variable w n’arrange
rien).
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Deuxiéme idée: changer I'ordre monomial

11 s’agit d’éviter le calcul d’une base de Grobner pour ’ordre monomial lexicographique
s>t>w>x >y >z delidéal J.

L’algorithme suivant va nous permettre de retrouver 1’équation implicite & partir
d’une base de Grébner de J pour un ordre monomial quelconque:

1) Calculer une base de Grobner de J pour un ordre monomial quelconque.

2) Choisir un entier k inférieur ou égal & celui de I’équation implicite. L’idéal se-
rait de choisir un entier k égal au degré de ’équation implicite (voir la section 2.2 &
ce sujet), mais sinon il suffit de prendre k = 1.

3) Construire la liste Ly de tous les monomes de C[z,y,z] de degré inférieur ou
égal & k.

4) Calculer le reste (unique) de la division de chaque monoémes de Ly par la base de
Grobner de J du 1).
Tous les mondémes faisant partie du support de ces restes forment une liste notée Cj,.

5) Construire une matrice My, a #Lj lignes et #C}, colonnes dont 1’élément Mj[7,j]
correspond au coefficient du monoémes Cy[j] dans le reste de Ly][i].

6) Si My, est de rang maximal, reprendre a I’étape 3 avec k:=k+1;  Si M} n’est pas
de rang maximal, alors le noyau de !M}, est de dimension 1, et un vecteur non-nul
de ce noyau est formé des coefficients de 1’équation implicite.

Pour prouver I’algorithme, la seule chose & dire est qu'un élément non-nul du noyau
de 'M, correspond & une relation entre les monémes de L; dans w, donc & un
multiple de I’équation implicite;

Soit d le degré de I’équation implicite.

Si k < d, on a donc ker(My) = ker(*My,) = {0}.

Si k =d, on a dim(ker(My)) = dim(ker(*My)) = 1, et ker(*M},) est engendré par
les coefficients de I’équation implicite (car dans %, la seule relation entre des
monomes de degré < d est donnée par I’équation implicite).
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On a donc vu dans ce paragraphe comment ramener le calcul du l’équation im-
plicite de S (méme avec points bases) au calcul d’une base de Grobner de I'idéal
J C C[s,t,w,z,y,z] pour l'ordre monomial de notre choiz.

Toutefois le calcul d’une base de Grobner, méme pour un ordre non-lexicographique,
reste trés coliteux, notamment & cause de I'accroissement trés rapide de la taille des
coefficients des polynomes.

c’est pour pallier & cet inconvénient que 1’on utilise une nouvelle amélioration.

Troisiéme idée: faire du calcul modulaire

Pour éviter ’exponentiation de la taille des coefficients lors du calcul de la base
de Grobner on va faire tous les calculs dans Z/pZ, avec p premier (car la méthode
exposée jusque la reste applicable dans les corps finis).

(il est alors supposé implicitement que pi,p2,p3,ps sont dans Z[s,t], ce qui est toujours
le cas en CAO & partir du moment ou on veut pouvoir faire du calcul exact.)
Evidemment ’algorithme décrit précédemment n’a alors aucune raison de donner
exactement ’équation implicite mais, excepté pour un nombre fini de valeurs de p,
on obtient un polynéme dont le support monomial est le méme que celui de I’équa-
tion implicite cherchée.

Une étude détaillée des différentes étapes de l'algorithme précédent révéle que les
valeurs de p & éviter sont les nombres premiers qui divisent :

a) les coefficients des monoémes de tétes de la base de Grobner calculée a I’étape 1)
[pour que la base de Grébner de J calculée dans Z/pZ corresponde & la réduction
modulo p de la base de Grébner de J calculée dans Q.

b) les termes diagonaux des matrices triangulaires ffgausselim(My), k = 1...d,
ou d est le degré de 1’équation implicite [pour que le rang des matrices My, reste le
méme en calcul modulaire]

c) les coefficients de ’équation implicite cherchée.

Une fois le support de I’équation implicite connu, il est facile de retrouver celle-

ci a l'aide de la prochaine proposition :
e Soit E C N3 tel que {mq = 2*y*22% /o = (al,02,3) € E} soit le support mo-
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nomial de I’équation implicite F'(z,y,2) = 0, ie F est de la forme F' =} aama-
e Soit Z = {(1,...,(+} € S un ensemble de r points de la surface, r = #E.

Proposition 6.1 Si la matrice

May (C1) *+ Ma,(C1)

Vi,z =

mal.(CT) mar.(Cr)

est de rang v — 1, alors le polynéme associé a un vecteur du noyau de Vg z est
léquation implicite.

La proposition est évidente, car si F s’écrit F' = ) . i @amMaq, alors le vecteur colonne
dont les r coefficients sont les a, est dans le noyau de la matrice.

Or pour un choix générique des points (;, la matrice Vg 7 est de rang r-1, donc
4 partir de la connaissance du support monomial de F' il est possible facilement de
retrouver F.

Nous disposons donc d’une nouvelle méthode d’implicitisation des surfaces qui s’ef-
fectue en deux étapes:

1) Trouver le support de I’équation implicite (en appliquant les deux premiéres idées
mais en faisant tous les calculs modulo un entier p premier, avec p assez grand [par
exemple p = 32051]).

2) Trouver I’équation implicite de la surface connaissant le support de celle-ci (en
appliquant la troisiéme idée).

On obtient une méthode qui s’avére étre trés efficace lorsqu’on la teste sur des
exemples (voir chapitre 10). De plus non seulement celle-ci marche en présence de
points bases, mais la présence de points bases augmente sa rapidité: en effet les
points bases font chuter le degré de I’équation implicite (voir paragraphe 3.2), donc
le support de celle-ci est plus petit (voir les exemples 4,5 et 6 du chapitre 10).
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7 Implicitisation et surfaces mobiles

7.1 Présentation du principe de la méthode

Toutes les méthodes d’implicitisation vues jusqu’a présent étaient soient & base
de résultants, soit & base de bases de Grobner. Nous allons maintenant présenter une
toute autre approche du probléme, basée sur une idée de Sederberg.

Soit une surface rationnelle S de P donnée par (z(s,t) : y(s,t) : z(s,t) : w(s,t)), ot
(z(s,t),y(s,t),z(s,t),w(s,t)) sont des polyndmes en (s,t).

Note: Dans tout ce chapitre “x(s,t)” désignera un polynéme et “z” désignera sim-
plement une variable (de méme pour y,z,w).

Définition 7.1 On appelle surface mobile une équation du type :

g(xvyazawvsat) = Zfi(:c,y,z,w)’yi(s,t) =0
=1

ot les équations fi(x,y,z,w) = 0 définissent une collection de surfaces implicites et
ot les vi(s,t) sont une collection de polynémes en s et t. Les 7;(s,t) sont supposés
étre linéairement indépendants et premiers dans leur ensemble.

Si tous les f; = 0 correspondent & des plans on parle de plans mobiles

Si tous les f; = 0 correspondent & des quadriques on parle de quadriques mobiles
On dit qu’une surface mobile suit la paramétrisation de S si on a:

g(x(s,t),y(s,t),z(s,t),w(s,t),s,t) =0

Une surface mobile est donc une famille de surfaces paramétrées par (s,t).

A chaque (sg,tp) on peut associer une surface Y ;_; fi(z,y,z,w)yi(s0,to) = 0 et un
point x(s0,t0),y(S0,t0),2(50,t0),w(s0,to) de S. Géométriquement, le fait quune surface
mobile suive la paramétrisation de S veut dire que z(sg,to),y(S0,t0),2(S0,t0),w(s0,t0)
est un point de >"7 ; fi(z,y,z,w)7i(s0,t0) = 0, et ce pour tout (sg,to).

Si on peut trouver un ensemble de o surfaces mobiles

g
9i(@y,2w,8) = Y fia(@y,zw)n(st) =0 j=1.o
=1

qui suivent la paramétrisation, alors on peut construire une matrice carrée de taille
o X0O:
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fl,l(x’yasz) fl,o(xayazaw)

M(‘T7y7z7w) = : ) :

fU,l(wayazaw) T fo,U(wayazaw)
dont le déterminant D(z,y,z,w) est un polyndéme qui s’annule sur la surface S:
en effet, comme les 7; n’ont pas de facteur commun (par hypotheése) il y a au plus un
nombre fini de valeurs (sg,tg) telles que le vecteur [y1(sg,to),- - - ,Yo(S0,t0)] soit nul.
[71(50,t0)s - - - Yo (S0,t0)] est donc un vecteur génériquement différent du vecteur nul
qui vérifie de plus

71(37t)
M (z(s,t),y(s,t),2(s,t),w(s,t)) : =0

Yo (85t)
On en déduit que D(xz(s,t),y(s,t),z(s,t),w(s,t)) est génériquement nul, donc nul (car
c’est un polynoéme).
D s’annule bien sur S.
Si de plus on a pu choisir les surfaces mobiles g; telles que D(z,y,z,w) ait le méme
degré que 'équation implicite (irréductible) de S, alors on en déduira que I’équation
implicite de S est D(z,y,z,w) = 0.
On note au passage que la présence de points bases facilite I'application de cette
méthode, puisque les points bases abaissent le degré de 1’équation implicite, donc
diminue la taille que doit avoir la matrice M (z,y,z,w).

Exemple 1:
x(s,t) = st+1
y(sit) = s
z(st) =t
w(sit) = s+t+1

Le degré théorique de I’équation implicite de la surface est 22 — 2 = 2 (car la para-
métrisation est propre, de degré total 2, avec 2 points bases & l'infini qui sont (1:0:0)
et (0:1:0)).

On trouve facilement les deux surfaces mobiles suivantes :

(w—z—y—2)+sz = 0 (11)
(w—z—-2y—z)+s(w—y) = 0 (12)
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Le déterminant

(%U:;:Zyy—_zz)) w Z_ y = w? — wz — 2wy + zy + y* — 2wz + 2 + 3yz + 2*

fournit I’équation implicite de la surface.

Exemple2 :
x(s,t,u) st
y(situ) = u?
2(situ) = s*+tu
w(s,t,u) = tu

(on est passé en notations homogeénes). Le degré théorique de 1’équation implicite de
la surface est 22 — 1 = 3 ( car la paramétrisation est propre, de degré total 2, avec
un unique point base & U'infini qui est (0:1:0)).

On trouve facilement les trois surfaces mobiles suivantes :

ww—tw = 0 (13)
Sw—ur = (14)
tw—tz+szr = 0 (15)
Le déterminant
w 0 —T
r w—=z 0 :—w3+w22—$2y
0 Y —w

fournit I’équation implicite de la surface.

Dans les deux exemples, les surfaces mobiles étaient des plans mobiles.

Sur ces exemples on voit que la méthode des surfaces mobiles peut s’appliquer a
priori méme aux surfaces avec points bases.

Pour pouvoir appliquer la méthode des surfaces mobiles au probléme de l'implicici-
tisation il nous faut répondre & deux questions:

1) A quelle(s) condition(s) existe-t-il des surfaces mobiles g; qui suivent la paramé-
trisation et a partir desquelles on pourra former une matrice dont le déterminant
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aura exactement le degré de 1’équation implicite?
2) Si de telles surfaces mobiles existent, comment les trouver facilement?

Ces deux questions n’ont pas encore de réponses complétes & ce jour. Nous allons
dans la suite présenter deux cas particuliers que ’on sait traiter:

- les paramétrisations de degré n sans point base.

- les paramétrisations de degré m en s et n en ¢ sans point base (ie de bidegré (m,n)).

7.2 Cas des paramétrisations de bidegré (m,n) sans point base

On considére une paramétrisation d’une surface S de la forme:

(C2 - ]P>3
¢ = ( (s,;t) = (x(s,t) 1 y(s,t) = 2(s,t) s w(s,t)) )

avec x(s,t),y(s,t),z(s,t) et w(s,t) quatre polyndomes de bidegré (m,n):

z(s,t) = >0 D50 az‘,jslit]: y(s:t) =320 20 bi,jsi.tjl
2(s,t) =300 Z?:o cijs't! w(s,t) =Y %, Z?:o dijs't?
On suppose ¢ sans point base i.e. sans point base autre que les points bases cano-

niques a l'infini qui sont inhérents & ce type de paramétrisation [voir section 2.2]).
On appelle “plan mobile de bidegré (p,q)” une surface mobile de la forme:

A(s,t)x + B(s,t)y + C(s,t)z + D(s,t)w =0

avec A,B,C,D des polynomes de bidegré (p,q).
On appelle “quadrique mobile de bidegré (p,q)” une surface mobile de la forme:

A(s,t)z? + B(s,t)ry + C(s,t)xz + ...+ I(s,t)zw + J(s,t)w? = 0

avec A,B,C,...,I,J polynémes de bidegré (p,q).

Dans toute la suite on ne considérera que des plans mobiles ou des quadriques mobiles
de bidegré (m —1,n — 1).

On pose Ry, , = {P € C[s,t]/P de bidegré (m,n)}

On définit :

MP:( Rt 1.1 — Rom 1201 )

(A,B,C’Z',D) —  (A(s,t)z(s,t) + B(s,t)y(s,t) + C(s,t)z(s,t) + D(s,t)w(s,t))

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 43

R'IIT(L)—l,n—l - R3p—13n-1
MQ=| (AB,....I,]) (A(s,t)22(s,t) + B(s,t)x(s,t)y(s,t) + - ..

e I(s,t)2(s,t)w(s,t) + J(s,t)w(s,t))

Les plans mobiles de bidegré (m—1,n—1) qui suivent la paramétrisation sont donnés
par le noyau de M P.

Comme dim(an_l,n_l) = dim(Rom—1,2n—1) = 4mn, si M P est de rang maximal il
n’existe pas de plans mobiles de bidegré (m — 1,n — 1) qui suivent ¢.

Les quadriques mobiles de bidegré (m — 1,n — 1) qui suivent la paramétrisation sont
données par le noyau de M Q.

Comme dim (R, 1) = 10mn et dim(R3m—_13,—1) = 9mn, il existe au moins mn
quadriques mobiles de bidegré (m — 1,n — 1) qui suivent ¢ et qui sont linéairement
indépendantes, avec égalité si M Q est de rang maximal.

Plagons nous justement dans le cas ot M Q) est de rang maximal: on choisit alors
(Qi)i=1...mn un ensemble de mn quadriques mobiles de bidegré (m — 1,n — 1) qui
suivent ¢ et qui sont linéairement indépendantes.

Chaque Q; s’écrit :

Q; = A"(s,t)x2 + Bi(s,t)xy +...+ Ji(s,t)w2
AT € Ryt

m—1ln—1 m—1ln—1 ) .

o = &S wtnet s (55 st
7=0 k=0 7=0 k=0

m—1n—1 ) ) )
Q; = (A;,ka +...+ J;-yka)Sth

=0 k=0 ~ d

Q;,k(m7yazzw)

Selon la méthode décrite a la section précédente on construit une matrice carrée
M (z,y,2,w) de taille mn dont les colonnes sont indexées par 1,...,t™, ... s 11
et dont la i-éme ligne correspond aux mn quadriques Q;-,k(x,y,z,w) associées & @;.
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LS
Q1
M = Qz e ‘é'jk(xayazaw)
Qmn

On a alors le théoréeme suivant :([CGZ])

Théoréme 1 :Supposons: 1)¢ sans point base
2)¢ propre (ie génériquement injective)
3)M P de rang maximal
ALORS : 1) M@ est aussi de rang maximal
ii) det(M) = 0 est ’équation implicite (irréductible) de S

Preuve(constructive) :

e Comme ¢ est propre et sans point base on sait que 1’équation implicite irréductible
de S est de degré 2mn (voir section 2.2).

e D’aprés le principe de la méthode des surfaces mobiles exposé au 5.1, pour prouver
que det(M) = 0 est I’équation implicite de S, il suffit de vérifier que det(M) est un
polynome de degré 2mn. Or comme M est une matrice de taille mn, et que ses co-
efficients sont des quadriques en z,y,z,w, il suffit simplement de vérifier que det(M)
n’est pas nul. Pour ce faire nous aurons d’abord besoin de montrer i).

e Montrons que M@ est de rang maximal.

Notons [M Q] la matrice de ’application MQ

MQ: err?—l,n—l — R31—13n-1
"\ (A4,B,....I.]) +— (A(s,;t)z%(s,t) + ...+ J(s5,t)w?(s,t))

dont les lignes sont ordonnées par s't/i = 0..3m — 1,5 = 0..3n — 1 et les colonnes par

22(s,t)s't i=0...m—-1 j=0...n-1
z(s,t)y(s,t)s't? i=0...m—1 j=0...n—1

2(s,tw(s,t)s'tV i=0...m—1 j=0...n—1
w?(s,t)s't! i=0...m—-1 j=0...n-1
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x2(s,t)s't) x(s,t)y(s,t)s't! w?(s,t)st
1 | | |

(MQ] = s't! colonnes | colonnes | e |  colonnes
- | | |
g3dm—143n—1 | | |

[M Q)] est une matrice (9mn) x (10mn)

Soit [M Q] la matrice carrée de taille 9mn obtenue & partir de celle de [M Q)] en ne
retenant que les 9mn premiéres colonnes.

[M Q] est la matrice de ’application

MQ, = Rgn—l,n—l - R3m—1,3n—1
YN\ (A4,B,C,D) —  (A(s,t)x?(5,8) + ...+ I(s,t)z(s,t)w(s,t))

(M Q. est une restriction de M Q)

On va montrer par ’absurde que det(MP) # 0 = det[M Q] # 0 (et donc MQ sera
de rang maximal).

Remarque: Par un changement de coordonnées on peut toujours se ramener au cas
ou le résultant de Dixon de z(s,t),y(s,t),z(s,t), noté Resgi,(x,y,z), est non-nul (car
on a supposé qu'il n’y avait pas de point base).

Supposons (absurde!) que det[M Q).

Alors il existe des polynémes non tous nuls pi(s,t),...,po(s,t) de bidegré (m-1,n-1)
tel que:

172 + poxy + P3xz + pazw + Psy” + Peyz + pryw + psz® + pozw
(P12 + P2y + p3z + paw)x + (p5y + P62z + prw)y + (psz + pow)z =

Or on a le résultat d’algebre (admis) suivant (|[CGZ]):

Proposition 7.1 Soient z(s,t) = 3125 > 7, a; 8", y(sit) =200 D bi js't!

2(s5) = 27 D5 Cij 't
trois polynéomes de bidegré (m,n) tels que Resg;.(z,y,z) # 0.
Supposons de plus qu’il existe trois polynomes A,B,C de bidegré (2m-1,2n-1) tels que
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Ax+ By+ Cz =0.
ALORS il existe hy,hg,hs trois polynémes de bidegré (m-1,n-1) tels que

A = hlz + hgy
B = —hz:L‘ + h3z
C = —hixz— hsy

Il existe au moins un des p; qui n’est pas nul.
Supposons par exemple que pg # 0.
Comme on a vu que l’on pouvait toujours supposer Resg;.(x,y,2) # 0, la proposition
admise nous dit qu’il existe hi,hs,h3 de bidegré (m-1,n-1) tels que:

hix + h3y + pgz + pow = 0
Donc M P ne serait pas injective, ce qui contredit det(MP) # 0. Donc det(M Q,,) #
0.
e Nous pouvons maintenant montrer que det(M) # 0 et ainsi cloturer la démonstra-
tion du théoréme 1.
Pour cela nous allons choisir judicieusement les mn quadriques mobiles linéairement
indépendantes qui suivent la paramétrisation ¢, et dont les coefficients constituent la
matrice M (car évidemment si pour un choix particulier de mn quadriques mobiles
linéairement indépendantes on a det(M) # 0, alors pour toute facon de choisir les
mn quadriques mobiles linéairement indépendantes on aura det(M) # 0).
Une quadrique mobile de bidegré (m — 1,n — 1)

m—1n—1

A(s,t)z? +. Z Z (A ja* 4.+ Jijw?)s't

=0 5=0

suit la paramétrisation ssi (A,B,C,...,I,J) est dans le noyau de M Q

Ao 0

V2]
V)
~

Q| | =
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Or comme les 9mn premiéres colonnes de [M Q] constituent la matrice [M Q] qui
est inversible, on peut construire des quadriques mobiles qui suivent ¢ en imposant
des valeurs & Jo,...,Jm—1,n—1, €t en en déduisant les valeurs que doivent prendre
A()’(), A ,Amfl,nfla een ,I(),O, Ce ,Imfl,nfl.
On définit ainsi Qa3 (o € {0.m — 1},8 € {0.n — 1}) comme étant l'unique
quadrique variable de bidegré (m — 1,n — 1) qui suit la paramétrisation telle que
g { 0 si (i) # (esB),

N 1 si (ij) = (a,p).

Les Qq,p sont linéairement indépendantes et de la forme

Qup = w?s®t? + des termes sans w?

M est donc de la forme:

Q1 w2+...
M = Qaﬁ w? 4 ...

mel,nfn w? + ...

2m

d’ou det(M) contient le terme w*™", et n’est donc pas le polynéme nul.

CQFD

La méthode des quadriques mobiles exprime 1’équation implicite sous la forme d’un
déterminant de taille mn, ce qui est beaucoup plus rapide & calculer que le détermi-
nant de Dixon, qui permet lui aussi de calculer ’équation implicite, mais qui est de
taille 2mn (cf section 3.1). C’est ce qui fait U'intérét de cette méthode.

AMELIORATIONS :

Carlos d’Andrea a récemment pu affaiblir les hypotheéses du théorémel ([D]):

e Si MP est de rang maximal et que ¢ n’est plus génériquement injective mais est
génériquement de degré d, alors det(M) = AF% o A € C — {0} et F = 0 est I’équa-
tion implicite irréductible de S.

o Si ¢ est propre alors M P est forcément de rang maximal.
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7.3 Cas des paramétrisations de degré total n sans point base

On considére maintenant la paramétrisation d’une surface S de la forme:

_ C? — P3
¢= ( (s8) = (2(s8) : y(sit) - 2(s,8)  w(sit) )

avec x(s,t),y(s,t),z(s,t) et w(s,t) quatre polynomes de degré total n:

(5,t) = Po<ipjcn @St Y(s:t) = Pocitjn bigs't
2(8:) = Do<itjon Cigs't w(s;t) =3 o<itjon digs't
On suppose ¢ sans point base (méme a l'infini).
On appelle “ plan mobile de degré p une surface mobile de la forme:

A(s,t)x + B(s,t)y+ C(s,t)z + D(s,t)w =0

avec A,B,C,D des polynémes de degré total p.
On appelle “quadrique mobile de degré p” une surface mobile de la forme:

A(st)x? + B(s,t)ry + O(s,t)xz + ...+ I(s,t)zw + J(s,t)w? = 0

avec A,B,C, ... ,I,J polynémes de degré total p.

Dans toute la suite on ne considérera que des plans mobiles ou des quadriques mobiles
de degré n — 1.

On pose R, = {P € C[s,t]/P de degré n}

On définit :

_ R:_ — Ry,
MP = ( (AB.OD) —  (Als)e(sd) + Bls,t)y(s) 1 Cls.t)(s,t) + D(s.thu(s)) )
R}ZO,I e R3n71
MQ=| (A4,B,C,D) (A(st)a?(s,t) + B(s,t)z(s,t)y(s,t) + ...

e I(s,t)2(s,)w(s,t) + J(s,t)w?(s,t))

Les plans mobiles de degré n — 1 qui suivent la paramétrisation sont donnés par le
noyau de M P.

Comme dim(R:_;) = 4(”;’1) = 2n2+2n et que dim(Rom—1,9n—1) = (2”2“) = 2n’4n,
il existe toujours au moins n plans mobiles de degré n —1 qui suivent la paramétrisa-
tion et qui sont linéairement indépendants, avec égalité si M P est de rang maximal.
Les quadriques mobiles de bidegré n — 1 qui suivent la paramétrisation sont données
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par le noyau de M Q. , ,

Comme dim(R ;) = 10(71_2'_1) = 10 0% o que dim(Rzn-1) = (3n2+1) = fngin

n247n
2

7
il existe toujours au moins quadriques mobiles de degré n — 1 qui suivent la
paramétrisation et qui sont linéairement indépendantes, avec égalité si MQ est de
rang maximal.

On cherche & procéder de maniére analogue au cas des paramétrisations de bide-
gré (m,n) pour trouver ’équation implicite de S. Seulement nous allons étre obligé
d’apporter quelques modifications. En effet cette fois une quadrique mobile @ de
degré n — 1 s’écrit :

Q = A(st)z®+ B(s,t)zy + ... + J(s,t)w?
A ....JER, 1
Q = ( Z Aj st tR)e? + 0 ( Z J; 187 tF)w?
0<i+j<n 0<i+j<n
Q = Z (i4j,kx2 +...+ ijszl)sjtk

0<itj<n ~
Qj,k(wzy)sz)

de méme un plan mobile L de degré n — 1 s’écrit:

L = A(sit)x+ B(s,t)y+ C(s,t)z+ D(s,t)w
A.B.C,D € R,_;

L = ( Z Aj,ksjtk)m—l-...—{—( Z Dj,ksjtk)w

0<i+j<n 0<i+j<n
L = Z (flj,kx + Bjrx + Cjpx + Dj,kui)sjtk
Ose+ysn Lj,k(:;aryzz:w)
Une quadrique mobile est donnée par @ coefficients (les @Q; ). Si on voulait pro-

céder comme précédemment il faudrait donc construire une matrice carrée de taille
(TL—l—l)n . (n—|—1)n . . . L. .

~—5— avec les coefficients de “—~— quadriques mobiles suivant la paramétrisation,
puis calculer son déterminant. Or on obtiendrait ainsi un polynéme de taille (n+1)n,
alors que I’équation implicite irréductible de S est de degré n? (si ¢ est propre). Il faut
donc réduire le degré du déterminant de n. Pour cela on va remplacer n quadriques

mobiles par n plans mobiles, puisque 1’on sait qu'un tel nombre de plans mobiles
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linéairement indépendants sulvant la g)arametrlsatlon existent toujours.
Pour le choix des ("gl)" —-n = quadriques mobiles on a a priori le choix,
puisque dim(ker(MQ)) > "2+7" Mals observons que si on choisit une quadrique

mobile qui soit de type

‘Tp(x7y7z7w7s7t)7yp(x7y7z7w787t)7zp(x7y7z7w737t)’ ou wp(x7y7z7w7s7t)7

avec p(z,y,z,w,s,t) un plan mobile dans I'espace V engendré par les n plans mobile
qui ont servi & construire M, alors det(M) = 0.

Donc il faut choisir nos = ) quadriques mobiles dans ker(MQ)\V, avec dim(ker(M @)\

V) > @ —4n = % (avec égalité si M Q est de rang maximal).

Soit L;, ¢ = 1...n des plans mobiles et Q;, i = 1@ des quadriques mo-
biles choisies comme expliqué précédemment :

On note
L, = Z (Aé-’k:r + B;,ky + C’ k2t D kw)sjtk i=1...n
0<i+j<n ™ , g
L;,k(z7yiz’w)
. . 1
Qi = Z (Al K T w?) STt i=0... (n; )
0<i+j<n —~ ~
Q;‘,k(‘rayzz7w)
st
Q1
Q | Q;’,yk(x’y’z,w) ......
Q(nfl)n
M = ?
Ly
Ll - L;-,k(:v,y,z,w) ......
L,
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On a alors le théoréme pendant de celui de la section 7.2:

Théoréme 2:Supposons: 1)¢ sans point base
2)¢ propre (ie génériquement injective)
3)M P de rang maximal
ALORS : 1) M@ est aussi de rang maximal
ii) si M est construite comme expliquée ci-dessus alors
det(M) = 0 est I’équation implicite (irréductible) de S.

La démonstration de ce théoréme va nécessiter 'utilisation de la proposition admise
suivante , proposition pendante de celle de la section 7.2 (|[CGZ]):

Proposition 7.2 Soit x,y,z trois polynomes ce C[s,t] de degré total n.
Supposons que leur résultant (de Macaulay) soit non nul.

Soit A,B,C € C[s,t] tels que Az + By + Cz = 0.

ALORS il existe hi,ha,hs trois polynoémes de C[s,t] tels que

A = hlz + h2y7
B = —hQ.QC + h3z,
c = —hlaz — h3y.

De plus si A,B,C sont de degré inférieur 6 k on peut choisir hyi,ho,hg de degré
inférieur a k — n.

Preuve(constructive) :

e Comme ¢ est propre et sans point base on sait que 1’équation implicite irréductible
de S est de degré n? (voir section 2-2).

e D’aprés le principe de la méthode des surfaces mobiles exposé au 5-1, pour prouver
que det(M) = 0 est 'équation implicite de S il suffit de vérifier que det(M) est un
polynome de degré n?.

Or on a construit M de telle fagon que si det(M) est non nul alors det(M) est de
degré n?. 11 suffit donc de vérifier que det(M) # 0.

Pour le voir nous allons choisir “judicieusement” les L; (i = 1..n) et les les Q;

(1 = 1..@), comme pour la démonstration du théorémel.

Commengons par introduire quelques notations:
On note [M P] la matrice de I’application M P

Ry — Ry, )

MP = ( (A,B.C,D) — (A(s)z(s,t) + ...+ D(s.)w(s,t))
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dont les lignes sont ordonnées par les s*#/(0 < k41 < 2n — 1) et les colonnes par

z(sit)s't? 0<i+j<n-—-1
w(st)s't! 0<i+j<n—1
x(s,t)s't! y(s,t)st) 2(s,t)s't! w(s,t)s't!

(n+1)n (n+1)n (n+1)n (n+1)n
2 2 2 2

| | |
- | | |
[MP] = skt | colonnes | colonnes | colonnes | colonnes
| | |
| | |

On pose [M Q)] la matrice de 'application MQ

_ Ry, — R3n—1
MQ = ( (AB,.  IJ) (A 22(58) + ... + J(s.)w?(s,t) )

dont les lignes sont ordonnées par s¥t/(0 < k +1 < 2n — 1) et les colonnes par

$2(S,t)5itj. - 0< 1+j5<3n-—1
z(s,t)y(s,t)s't? 0<i+j<3n-1

z(s,H)w(s,t)s't?! 0<i+j<3n-—1
wr(st)s'tV 0<i+j<3n-1

x2(s,t)s't) x(s,t)y(s,t)s't! w?(s,t)s't)
| |
MQ] = skt colonnes colonnes | e |  colonnes

Comme dans la preuve du théoréme 1 de la section 7.2, puisque ¢ est sans point base
on peut se ramener au cas ol le résultant (de Macaulay) de x(s,t),y(s,t),z(s,t) est
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non nul.

On a alors:

Lemme 1: les premicre colonnes de [M P) correspondant & x(s,t)s't y(s,t)s't) z(s,t)s't!
1+ 7 <n—1 sont linéairement indépendantes.

3n(n+1)
2

Preuve:

Si les w premiére colonnes de [M P] n’étaient pas indépendantes il existerait
des polynomes p1(s,t),p2(s,t),p3(s,t) de degré n—1 (ou moins),non tous nuls, tels que:

pl(s,t)x(s,t) +p2(8,t)y(8,t) +p3(5,t)2(8,t) =0
Comme on peut se ramener au cas ou le résultant de x(s,t),y(s,t),z(s,t) est non nul,
I’application de la proposition 2 nous dit qu’il existe 3 polynémes hi,hs,hs de degré
inférieur ou égal a -1 ,donc nuls, tels que:

p1 = hiz+hay
P2 = —hg.%‘ + h3z
p3 = —hix—hzy

Donc pi(s,t) = pa(s,t) = p3(s,t) = 0, contradiction!

Soit I C {(k,l)/0 < k+1<mn—1} un ensemble d’indices avec card(I) = n.

On définit [M P]; comme étant la sous-matrice carrée extraite de [M P] en suppri-
mant les colonnes correspondant aux w(s,t)s‘t!, (i,j) € I.

On définit [M Q] comme étant la sous-matrice carrée extraite de [M Q)] en suppri-
mant les colonnes correspondant aux

z(s,t)w(s,t)s't? ,(i,j) € T
y(s,t)w(s,t)st? (i,j) € T

2(s,)yw(s,t)sit!  (i,j) € T

{w(st)?s't? 0<i+j<n-1

Comme par hypothése M P est de rang maximal,du lemmel on déduit qu’il existe
un ensemble I C {(k,l)/0 < k+1 < n—1} tel que [M P]; soit une matrice inversible.
I désignera désormais cet ensemble.

Lemme 2: [MQ]r est inversible.

Preuve:
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Par ’absurde:

Supposons que [M Q] ne soit pas inversible.

Alors il existe des polynomes p1(s,t), ... ,po(s,t) de degré n — 1 (ou moins),non tous
nuls, tels que:

P17% + pazy + P3Tz + pazw + Psy” + peyz + pryw + ps2’ + pozw =
(P17 + pay + p3z + paw)x + (Psy + pez + prw)y + (pgz + pow)z =

De plus les mondémes dont les exposants sont dans I n’interviennent pas dans p7(s,t),ps(s,t),po(s,t).
Au moins un des p; n’est pas nul. Supposons que ce soit pg (les autres cas se traitent

de la méme maniére) :

Comme on peut s’est ramené au cas ou le résultant de x(s,t),y(s,t),z(s,t) est non nul,
I’application de la proposition 2 nous dit qu’il existe des polynémes hi,hs3 de degré

inférieur ou égal a n-1 | tels que: hix + hsy + pgz + pow = 0.

Comme les mondmes dont les exposants sont dans I n’interviennent pas dans po(s,t),

on déduirait de I’équalité précédentes que [M Py n’est pas injective, contradiction!

Donc [MQ]; est inversible.

D’aprés le lemme2 on a bien M@ de rang maximal.
Il reste & montrer ii).
Soit
Q(z,y,z,w,s,t) = ( Z flj,ksjtk)ﬂv2 + .o+ Z J'Jesjtk)wQ
0<i+j<n 0<i+j<n

une quadrique mobile de degré n — 1. @ suit la paramétrisation
(o ) (0
Am—l,n—l

. . . I
@ suit la paramétrisation ssi [MQ)] 0"0 =

Im—l,n—l
Jo,0

)

\ Jm—‘l,n—l O )
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Comme [M Q)]s est inversible, on peut imposer des valeurs aux coefficients

GijHijIi (1) € I
Jij 0<it+j<n-1

et résoudre un systéme pour déterminer les valeurs que doivent prendre les autres
coefficients pour que la quadrique mobile suive la paramétrisation.

Soit (7g,jo) tel que 0 < i + jo < n — 1, mais avec (ig,jo) & I.

Imposons les valeurs

Gij=Hij=1I;=0 pour(i,j) € 1
Jij =0 pour tout 0 < ¢+ j < n — 1, sauf pour(ig,jo)
Jio.jo = 1

(n—1)n
2

On construit ainsi
la forme:

quadriques mobiles @, j, linéairement indépendantes, de
Qig.jo = W?s™17° 4+ des termes ne contenant pas w?’.
De maniére analogue, comme [M P];, on peut construire n plans mobiles de type:

L;; = ws't’ + des termes ne contenant pas ws*t! avec (k,l) € I.

Ainsi la matrice M associée a ces plans mobiles et ces quadriques mobiles est de la
forme

Qi

L, w? + ...

Le déterminant de cette matrice contient le terme w"z, donc n’est pas nul.

CQFD

AMELIORATIONS :
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Carlos d’Andrea a pu montrer les mémes ameéliorations sur les hypothéses du théo-
réeme 2 que celles sur les hypothéses du théoréme 1 (|D]):

e Si MP est de rang maximal et que ¢ n’est plus génériquement injective mais est
génériquement de degré d, alors det(M) = AF¢ ou A € C — {0} et F = 0 est I'équa-
tion implicite irréductible de S.

e Si ¢ est propre alors M P est forcément de rang maximal.
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8 Bezoutiens et équations implicites

Nous allons maintenant présenter une méthode permettant de trouver un mul-
tiple de I’équation implicite associée & une surface paramétrée. Cette méthode repose
sur 'utilisation de matrices bezoutiennes.

Soit R := Clt1,...,tn—1] = CJ[t] anneau des polynémes sur C en les variables
t1,...,tn—1. Par l'introduction de nouvelles variables z = (z1,...,2,—1) nous identi-
fierons l’algebre R ®@¢ R avec Clt,z] = [t1,- - tn—1,21s- - y2n—1]-

Définition 8.1 Soit hi,...,h, des polynomes de R := C[t1,...,tn,—1]. On appelle
bezoutien de hy, ... h, le polynome de R @c R noté Oy, p, définit par:

hl(t) 91(h1)(t,z) e 9n_1(h1)(t,z)
Ohy,. b, (B,2) =] : : :

ha(t)  01(fn)(t:2) ... On—1(hn)(t,2)

ol
Bi(21y e Zictstine e stnet) — Bi (21, -« o sZistigds - stne
Qz(hj)(t,z) — ](zla 3Ri—1 1) ](Zl z +1 1)‘
ti — Z;

La matrice bezoutienne de hy, ... ,hy est la matrice By, . p, = (ea,ﬂ)a,ﬁ: ot les 0,
sont les éléments de C définis par O, p, (t,2) = Qaﬁtazﬂ.
Lorsque les hy, ... ,h, seront fivés on notera aussi O, . p, = Op, et By, . p, = Bp,.

Définition 8.2 Soit v = (v;)icn et W = (w;)jen deuz C-bases de R, et soit

Ohy, by = E vijv; @ wj, v €C
i,J
la décomposition du bezoutien dans ces bases. La matrice des coefficients (vi;); ; sera
. v,wW
notée Bhl,...,hn‘

Nous aurons bient6t besoin du lemme suivant, dont on peut trouver la démonstration
par exemple dans [BEM] :

lemme Soit I = (f1,...,fn—1) un idéal de R tel que le C-espace vectoriel A= R/I
soit de dimension finie D. Alors il existe deuz bases v = (v;)ien et W = (w;)jen de
R telles que (1,...,0p),(W1,...,Wp) soient des bases de A, v;,w; € I pour i > D,

et telles que pour tout fo dans R on ait la matrice B,‘L’;w h, qui soit de la forme
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V1y.--,3,UD UD+1---
w1 |
My, | 0
wp |
M= | -————-- | ————
Wp+1 |
: 0 | Ly,
\ | /
ou My, est la matrice de multiplication par fy dans la base (U1, ...,7p) de A.

A partir de maintenant on sera toujours dans le cas n = 3.
Donnons-nous la paramétrisation d’une surface

v = fi(t)/fo(t)
zy = fat)/fo(t)
r3 = f3(t)/fo(t)

avec fo,...,fs € C[t] = (C[tl ,tg] et PGCD(fl, . 7f4) =1.
Posons comme d’habitude

hi(t) = fo(t)z; — fi(t), i=1,2,3.
On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 8.1 Supposons que PGCD(fy,f2,f3) = 1. Alors tout mineur mazimal
non-nul de la matrice bezoutienne By, p, n, est un multiple de ’équation implicite.

Remarque: le théoréme reste vrai méme si PGCD( fo,f2,f3) # 1, mais l'auteur de
ce mémoire ne sait pas le démontrer. Ceci étant dit il est toujours possible de se
ramener 3 cette hypothése en posant f§ = f3 + cf1 et en choisissant correctement ¢
(car PGCD(fo,f1,f2.f3) = 1).

Preuve du_théoréme :

e On désigne par r la taille d’'un mineur maximal non-nul de la matrice bezou-
tienne Bhl,hz,hg
e Comme PGCD(fo,fa2,f3) = 1, pour z9,x3 génériques on a PGC D( foxas — f2,fors —
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f3) = 1. On en déduit par le théoréme de Bezout que pour des valeurs génériques de
x2,x3 on a C[t]/(ha,hs) qui est de dimension finie.

e Fixons pour toute la suite x9,x3 € C génériques. On peut donc appliquer le lemme :
il existe deux bases v = (v;)ien et W = (w;)jen de R telles que la matrice B,‘:l";‘,'%h3

qui soit de la forme

Viy.--5UD UD+1 -~ -
w1 ‘ \
: My, | 0
wp ‘
M= | -——— [——
Wp+1 ‘
' 0 | Ly

Cette décomposition est valable pour tout z; € C.
(par contre les bases v et w dépendent des valeurs de z9 et de z3).
e Soit 7 (respectivement ry) le rang de M}, (respectivement le rang de Ly, ) pour
x1 générique. On a:
r=r1+72

On sait que les valeurs propres de la matrice My, sont les hi((;), oules ;i =1...,D
sont les solutions communes de hy = hg = 0.
Si la paramétrisation admet m points bases, comme ces m points bases sont toujours
des solutions de hy = hs = 0, ils font partie de {(;/i = 1...,D}, et ce pour tout
z1. Comme un point base vérifie aussi h; = 0, les points bases correspondent & des
valeurs propres nulles de My, .
Comme pour un choix générique de x1, h1 n’a pas de zéro commun avec hg,h3 autre
que les points bases, la matrice M}, est de rang générique D — m.
Par conséquent

rmn=D-m r9o =1 — D + m.

e Supposons que x; corresponde & une valeur telle que hi,ho,hs aient une solution
commune autre que les points bases (c’est notamment le cas si le point (x1,29,73) est
dans I'image de la paramétrisation): alors le rang de My, est strictement inférieur &
D — m, et comme le rang de Lj, ne peut excéder sa valeur générique, on en déduit
que pour cette spécialisation de x1,r9,r3 tous les mineurs de taille » de la matrice
BZ;‘,"”ZQ,hs sont nuls.

Ceci montre que tous les mineurs de taille r de la matrice B,‘:;‘f,'m’ hy Sont des multiples
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de I’équation implicite de la surface.
CQFD.

Une fois que 'on connait un multiple de I’équation implicite il reste a factoriser

celui-ci et & déterminer le facteur correspondant a I’équation de la surface (a propos
de ce dernier point, revoir ce qui a été dit au paragraphe 4.2).
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9 Implicitisation par le résultant résiduel

Nous allons présenter une méthode de calcul de I’équation implicite d’une surface
définie par une paramétrisation qui est efficace dans le cas avec points bases sous
certaines hypothéses. Pour cela nous aurons besoin de la notion de résultant résiduel.

9.1 Résultant résiduel (sur P?)

Soit R = Clxg,r1,22] un anneau polynomial, et soit G = (g1, ..,9,) I'idéal ho-
mogéne de R engendré par les g; avec deg(g;) = k; et k1 > ... > k,. On note
x = (z0,71,72) et |a] = a1 + ag + a3 pour a = (ag,a,a3) € N3.

Soit f1,fa,f3 trois polynomes génériques de l'idéal G = (g1, - . - ,gn), de degré respec-
tivement d;,ds,ds. Par “polynéme générique de G = (g1, ...,9,)” on veut dire que f;
s’écrit sous la forme f;(s,t,u) = Y i hi j(s,t,u)gi(s,t,u) avec h; j = szdj_ki ol z@
polynéme générique homogene de degré d; — k;.

Dans toute la suite G = (g1,...,9n) Sera supposé étre saturé et étre localement
intersection compléte (ie localement le nombre de générateurs de G est égal a sa
codimension).

Théoréme-définition: Il existe un polynéme irréductible en les variables cg’ , noté

Res(f1.fa.fs) tel que

Res(f17f27f3) =0 (fhf?af?))sat # (gla ER 7gn)sa.t.
<= les f; s’annulent en un point de P" qui n’est pas dans V(G) (les points sont

comptés avec multiplicité).

Le résultant résiduel nous permet donc de déterminer si les f; ont un zéro com-
mun qui ne soit pas trivial, c’est-a-dire qui ne soit pas un zéro commun des g;.
Nous allons maintenant expliquer comment construire ce résultant résiduel.
Rappelons d’abord que dans le cas du résultant “classique” sur P? on a une résolution

de F' = (f1,f2,f3) du type:

(aabac) o afi +bfs +cf3

ol, avec des notations classiques:

b ( R(e; Nea Nes) —  R(eg Aeg) @ R(er Aes) ® R(er A e) )
) e1 Nex Aes —  fi(ea Aes) — faler Aes) + fa(er Ae)
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" R(eg Neg) @ R(ey Ae3g) @ R(eg ANes) — R(ep Aey Aes)
’ e Nej = fiej_fjei ’

La derniére application de cette résolution nous permet de construire le résultant
de (f1,f2,f3): en notant R(™ lensemble des polynomes homogenes de degré n, ¢
induit par restriction une application

R(d2+ds=2) gy Rdi+d3—=2) gy R(di+d2=2) _,  R(di+da+d3—2)
(a,b,c) 5 afi+bfatefs )

Appelons M la matrice de cette application dans les bases canoniques

M=\ fil fol| f3
| |

On a Resultant(f1,f2,f3) = PGCD(mineurs maximaux de M).

Pour construire le résultant résiduel on va procéder de maniére analogue, mais au
lieu de construire une résolution de F on construit une résolution de (F' : G) (le cas
classique correspondant en fait & G = R car (F' : R) = F ). Les démonstrations des
résultats présentés se trouvent dans [Buse]:

La construction qui suit n’est valable que lorsque G est arithmétiquement Cohen-
Macaulay de codimension 2, ie lorsque G est complétement déterminé par ses pre-
mieres syzygies.

étape 1: comme on a supposé que G est arithmétiquement Cohen-Macaulay de co-
dimension 2 on a une résolution de type:

0 — @LIRC-L) L @ R(-k) =" 6 - o

On construit la matrice a n lignes et n — 1 colonnes de ’application ¢ dans les
bases canoniques. On note

M, = (ki,j($0,331,$2))i=1...n,j=1...n—1-

étape 2: D’aprés la définition des h; ; on peut écrire
p p 3J

[f17f27f3] = [gla' .. 7971] - M2

INRIA



Implicitisation de surfaces algébriques 63

ou M, désigne la matrice de taille (n,3):

My = (hi j(20,21,22))i=1...n,j=1..3-
Les h; j correspondent aux coefficients de la division de f; par 'idéal (g1, ... ,9n)-

Soit 9 I'application déduite de la matrice M : @?:1 R(—d;) M D | R(—ks).
On peut alors montrer que 1’on a la présentation suivante de F/G:

3 n—1 n
D R(-d) P R(~1:) “2 @ (k) =" F/G = 0
=1 =1 =1

La matrice associée & ¢ @ ¢ est M := M;||Ms , ou .||. représente la concaténation
de deux matrices.
De cette présentation on déduit une résolution libre graduée de (F' : G) dont la
derniére application est:

— ®i1<...<in Reil ANAN 7 i) (F . G) — 0

ey N Neg, A

o A;; .., représente le mineur de M obtenu en ne gardant que les colonnes

n

115+ 4ln.

étape 3: soit v = dy + dy + d3 — 2(k, + 1).
Alors I'application 7 en degré v est donnée dans les bases monomiales par la matrice

| | |
M= B | o | B |

ol le bloc de colonnes associé a “-A;, . ;.” correspond a la multiplication par A;, ;..

Proposition 9.1 ﬁgs(fl,fg,fg):PGCD(mineurs mazimaux de M, ).

9.2 Application a 'implicitisation
Soit S une surface paramétrée par

_ pi(zo,71,79) y = p2(w0,71,72) _ p3(zo,71,79)
pa(zo,21,22) pa(xo,21,%2) pa(zo,21,22)
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ol p1,p2,p3,p4 sont quatre polynomes homogenes de Clxg,z1,x2] de méme degré d.
Soit F(x,y,z) I’équation implicite irréductible de S. On pose comme d’habitude

Hy = pa(zo,21,22)x — p1(T0,71,2) (16)
Hj := pa(20,71,22)y — p2(20,71,22) (17)
H3 := p4(w0,21,72)2 — p3(0,71,72)- (18)

Ce qui faisait échouer la méthode utilisant le résultant de Macaulay en présence
de points bases, c’est que les points bases étaient toujours des zéros des Hj;, et ce
quelles que soient les valeurs données & z,y et z. Le résultant résiduel va justement
nous permettre de savoir quand le systéme constitué des H; admet une solution non-
triviale, i.e. une solution qui ne soit pas un point base.

Soit G := (p1,p2,p3,p1)**.

Soit g1, ..,9n € Clzg,x1,x2] tels que G = (g1, --.,gn) avec n minimal et degré(g;) =
k;.

Proposition 9.2 Supposons que G soit une intersection compléte locale avec d >
k1> ...>kn etd>ky+ 1. Alors il existe 3 € N* tel que:

ReS(Hl,Hg,Hg) = Fﬁ
Si la paramétrisation est propre, on a 0 = 1.

On obtient donc une nouvelle méthode d’implicitisation qui a ’avantage de marcher
en présence de points bases (sous certaines hypothéses). Théoriquement elle fournit
exactement 1’équation implicite comme PGCD des mineurs maximaux de la matrice
M, associée & la paramétrisation, cependant en pratique calculer TOUS les mineurs
maximaux (et il peut y en avoir énormément) pour ensuite calculer leur PGCD
est beaucoup trop coiliteux, et on se retrouve facilement “out of memory”. C’est
pourquoi nous préconisons plutot de calculer un seul des mineurs maximaux, puis
de le factoriser (le gain de temps est considérable: voir & ce sujet le commentaire de
Pexemple 5 du chapitre 10). C’est cette méthode qui sera appliquée dans les exemples
du prochain chapitre.
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10 Comparaison numérique des méthodes étudiées et conclu-
sion

10.1 Reésultats numériques

Les exemples qui suivent ont été traités sur deux machines différentes: la pre-
miére est un Pentium IIT (1 GHz) avec 512Mo de sdram, la seconde est un Pentium
IV (GHz) avec 256Mo de sdram. Evidemment, pour un exemple de paramétrisation
de surface donné, toutes les méthodes ont été testées sur la méme machine, pour
que la comparaison est un sens (et & chaque fois nous préciseront laquelle des deux
machines a été utilisée).

Par contre toutes les méthodes n’ont pas été programmeées & ’aide du méme logiciel :
MAPLE, Macaulay?2 et Magma ont été utilisés. On peut critiquer cet aspect et esti-
mer que pour que la comparaison soit valable il aurait fallu programmer toutes les
méthodes soit en MAPLE, soit en Macaulay2, soit en magma (ou en un tout autre
langage), mais un autre point de vue est qu’il vaut mieux programmer une méthode
dans un langage qui lui soit adapté: par exemple MAPLE ne convient absolument
pas au calculs de bases de Grobner, contrairement & Magma, qui explique le choix du
langage pour la méthode de la section 6. D’un autre c6té MAPLE est trés efficace en
ce qui concerne le factorisation de polyndémes & plusieurs variables, et relativement
performant en ce qui concerne 1’algébre linéaire.

L’idéal aurait été en fait de programmer toutes les méthodes en C ou en C++, mais
cela aurait été une masse de travail trop importante pour un simple stage de 3 mois.
Il faut donc relativiser les résultats numériques obtenus, d’autant plus que la durée
d’exécution d'un algorithme sur un ordinateur peut varier en fonction de paramétres
tels que par exemple la quantité de mémoire vive disponible au moment du calcul.
Cependant les résultats obtenus permettent quand méme de se faire une idée sur
lefficacité des méthodes testées.

Les temps de calculs sur chacun des exemples sont présentés dans un tableau.

e “Grobner simple” désigne la méthode de la section 3.2.

e “Macaulay” désigne la méthode de la section 3.1 (exprimant I’équation implicite
comme le quotient de deux déterminants D,,/D}).

e “Inversion” désigne la méthode permettant d’inverser une paramétrisation propre
présentée a la section 4.1.

e “Algorithme Emiris-Sendra” désigne la méthode exposée a la section 4.2 et proposée
par les deux chercheurs cités. Le temps du calcul de I'inverse N'EST PAS compté.
e “Algorithme simpliste” désigne le second algorithme proposé a la section 4.2. La
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aussi le temps du calcul de I'inverse N’EST PAS compté.

e “ASSIA” désigne la méthode de F. Aries et R. Senoussi présentée a la section 5.
A priori on ne peut appliquer cette méthode qu’en I’absence de point base, mais
on constate comme F. Aries et R. Senoussi qu’en présence de point base on obtient
des multiples de ’équation implicite. Dans ces cas-1a nous donnons deux temps: un
principal qui correspond au temps de calcul d’un multiple de 1’équation implicite
ET de factorisation de celui-ci, et un deuxiéme entre parenthéses qui correspond au
seul temps de la factorisation ( si la factorisation n’est pas nécessaire le symbole “-”
viendra remplacer le deuxiéme temps entre parentheéses).

e “Grobner amélioré” désigne l’algorithme de O. Ruatta et P. Trebuchet expliqué a
la section 6.

e “Surfaces mobiles” désigne selon le cas soit I’algorithme de la section 7.2, soit celui
de la section 7.3.

o “Bezout” désigne la méthode présentée a la section 8: le premier temps donné
correspond au temps nécessaire pour trouver I’équation implicite exactement, ie le
temps nécessaire pour calculer un mineur maximal du bezoutien ET factoriser celui-
ci. Le temps entre parenthéses est le temps uniquement de la factorisation (si la
factorisation n’est pas nécessaire,ie si le mineur calculé donne directement 1’équation
implicite, le symbole “-” viendra remplacer le temps entre parenthéses).

e “Résultant résiduel” désigne la méthode exposée a la fin de la section 9.2, et qui
consiste & calculer un multiple de 1’équation implicite et & le factoriser. Nous don-
nons encore une fois 2 temps: le premier correspond au temps total des opérations
a effectuer pour trouver ’équation implicite (saturation+calcul d’'un mineur maxi-
mal-factorisation); le deuxiéme, entre parenthéses, correspond au temps de la satu-
ration.

Parfois certains calculs sont tellement longs que 'on est obligé de les interrompre :
cela est aussi précisé dans les tableaux de résultats, avec le temps au bout duquel le
calcul a été arrété.
Les paramétrisations sont données sous la forme de 4 polynémes hg,h1,ho,hs avec
p=",_h  _ hs

= hoY = o T kot
La méthode basée sur le résultant résiduel tourne sous Macaulay2: son code est dis-
ponible sur la page web de Laurent Buse. La méthode de Grobner améliorée tourne
sous Magma, et j’ai utilise le programme mis au point par O. Ruatta et P. Trebuchet.
Les autres méthodes sont programmées en MAPLE, et les codes sont joint avec ce

mémoire. Le bezoutien a été calculé & I'aide de la librairie “multires.mpl”.
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Exemple 1
hi(sit) = 3t+3s*t—1¢
ho(st) = 3s+ 3st?—s3
hs(s,t) = 3t — 352
ho(s,t) = 1

— Degré de la paramétrisation=3.

Degré de I’équation implicite=9.
— Sans point base.

Paramétrisation propre.
— Ordinateur utilisé: Pentium IV.

Grdébner simple 1.7s
Macaulay 0.479s
Inversion 0.110s
Algorithme Emiris-Sendra 0.410s
Algorithme simpliste 0.640s
ASSIA 0.09s
Grobner amélioré 0.690
Surfaces mobiles 1.6s
Bezout 0,071

(-)

Exemple 2
hi(st) = 283 + 13 + st? + Tts?
ha(sit) = 283+ s +15+4s*t+6t+ s°
hs(sit) = 28+ s+ 17+ 9s*t + Tt + s>
ho(sit) = 262 +s+19+4s*+ 7t + s

— Degré de la paramétrisation=3,
— Degré de I’équation implicite=9,
— Sans point base,

Paramétrisation propre.
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— Ordinateur utilisé: Pentium IV.

Grobner simple

arrét a 3600s

Macaulay forme indéterminée:0/0
Inversion arrét a 1500s
Algorithme Emiris-Sendra 4684
Algorithme simpliste 4684
ASSTA 1.510s
Grobner amélioré 10.690s
Surfaces mobiles 5.120s
Bezout 7,771s

(0.001s)

Commentaires :

Les deux déterminants D,, et D/, sont nuls.

- L“Algorithme Emeris-Sendra” et 1'“Algorithme simpliste” n’ont pas pu étre ap-
pliqué puisque l'inverse de la paramétrisation n’a pas pu étre déterminé.

Exemple 3
h1(s,t) st
ha(s,t) = t
ha(sit) = 2t* + 3522+ Tt + 95+ 11 + Tst
ho(s,t) = 3s*+4s%? + 5t + Ts + 11 + 9st + 3

— Degré de la paramétrisation—4.
— Degré de ’équation implicite=16.
— Sans point base.

Paramétrisation propre.

Ordinateur utilisé: Pentium IV.
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Grébner simple

arrét a 3600s

Macaulay forme indéterminée:0/0
Inversion arrét 4 9 heures
Algorithme Emiris-Sendra 4684
Algorithme simpliste 4684
ASSIA 105s
Grobner amélioré 1070s
Surfaces mobiles 2819s
Bezout 2908s

(0.360s)

Commentaires :

identiques a ceux de ’exemple 2.

Exemple 4
hi(st) = 32s%t — 56st + 24t + 165° — 120s% + 1285 — 24
ha(s,t) = 16t — 162 + 165t + 4852t — 4565t + 392t + 8s% + 3845 — 392
ha(s,;t) = 643 — 48¢2 + 48st? + 3252t — 1328st + 1232t + 1653 + 19252 + 10405 — 1248
ho(s,t) = —6 + 45 — 65t + 252 + 6t

— Degré de la paramétrisation=3.
— Degré de I’équation implicite=4.
— Avec points bases.

— Paramétrisation propre.
Ordinateur utilisé : Pentium III.
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Grébner simple

échec théorique

Macaulay échec théorique
Inversion 69s
Algorithme Emiris-Sendra arrét & 2200s
Algorithme simpliste 163s
ASSIA 0.250s
(-)

Grobner amélioré 0.100s
Surfaces mobiles échec théorique
Bezout 1.280s
(-)

résultant résiduel 0.42s
(0.069s)

Commentaires :

- La présence de points bases fait que certaines méthodes ne donneront jamais I’équa-

tion implicite (on a alors noté “échec théorique”).

- Une fois I'inverse de la paramétrisation calculé (en 69s), sur les 163s nécessaires a
I’algorithme simpliste pour trouver l’équation implicite seulement 22 seront consacrée
a la factorisation de num(Q1 — x1), contre 141 pour calculer la fraction rationnelle

simplifiée Q.

- Cet exemple illustre bien la supériorité effective de D’algorithme dit “simpliste”

sur ’algorithme de Emeris-Sendra.

Exemple 5
hi(sit) = 14004 — 7632t — 140045 + 77165t — 8452t
ha(s,t) = 1692 — 972t — 16925 + 10565t — 845t
ha(s,t) = 4284 — 3024t — 42845 + 3360st — 84512 — 2525t
ho(s,t) = 51 — 57s + 65 + 6t

— Paramétrisation de bidegré (2,2).
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— Degré de ’équation implicite=5.
— Avec points bases.
— Paramétrisation propre.

Ordinateur utilisé: Pentium III.

Grébner simple échec théorique
Macaulay échec théorique
Inversion 462s
Algorithme Emiris-Sendra arrét & 3600s
Algorithme simpliste 1752s
ASSIA 1.340s
Grobner amélioré 0.260s
Surfaces mobiles échec théorique
Bezout 0.609s
(-)

résultant résiduel 0.940s
(0.050s)

Commentaires :

- La méthode de Macaulay échoue a cause des points bases. Méme la méthode basée
sur le résultant de Dixon ne donnerait pas l’équation implicite, car il y a ici d’autres
points bases que les points bases canoniques en (0:1:0) et en (0:0:1).

- Une fois 'inverse de la paramétrisation calculé (en 462s), sur les 1752s nécessaires a
I’algorithme simpliste pour trouver ’équation implicite seulement 471s seront consa-
crée a la factorisation de num(Q1 — 1), contre 1283s pour calculer la fraction ra-
tionnelle simplifiée Q1.

- C’est une nouvelle illustration de la supériorité effective de I’algorithme dit “sim-
pliste” sur ’algorithme de Emiris-Sendra.

- On a aussi essayé de calculer I’équation implicite comme PGCD de tous les mineurs
maximaux de la matrice M, (cf. 9.2): une heure n’y aura pas suffit. C’est pourquoi
nous avions expliqué a la fin de la section 9.2 qu’il valait nettement mieux calculer
un seul de ces mineurs et le factoriser (ici cela prend 0.940s!!)
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Exemple 6
hi(st) = s34+ 3 4+ 5st? + 25t — 1
hy(st) = 28?2 + 2t3 + 3st — 2
hs(s,t) = 5s®+ 5t2 + 3st? + 2s%t + 5st — 5
ho(st) = sttt -1

Degré de la paramétrisation—4.
— Degré de ’équation implicite=10.
— Avec points bases.

Paramétrisation propre.
— Ordinateur utilisé: Pentium III.

Grébner simple échec théorique
Macaulay échec théorique
Inversion arrét au bout de 5000s
Algorithme Emiris-Sendra 4684
Algorithme simpliste 4684
ASSTA 7.919s
()
Grobner amélioré 38.250s
Surfaces mobiles échec théorique
Bezout 113.640s
(0.010s)
résultant résiduel 105.440s
(0.189s)
Exemple 7
hi(sit) = 3t —1)2 4+ (s — 1)+ 3s
ho(s,t) = 3s(s —1)2 + 3+ 3t
ha(s,it) = —3s(s® —5s+5)t2 —3(s® + 652 — 95 + 1)t + (65> + 95> — 185+ 3) — 3s

hO(Sat) = 1

— Paramétrisation de bidegré (3,3), (c’est donc ce qu’on appelle une
“bicubique”)
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— Degré de ’équation implicite=18.
— Sans point base.
— Paramétrisation propre.

Ordinateur utilisé: Pentium III.

Grébner simple

échec théorique

Macaulay échec théorique
Inversion arrét au bout de 3600s
Algorithme Emiris-Sendra 4684
Algorithme simpliste 4684
ASSIA 330s

(0.5500s)
Grobner amélioré 399.55s
Surfaces mobiles 465s
Bezout 146s

()

résultant résiduel

arrét a 3 heures
(0.445s)

Commentaires :

- On atteint 13 les limites de la méthode basée sur le résultant résiduel (la matrice

obtenue est de taille 66x117).

Exemple 8
hi(s,;t) = 8%+ 2st? + Tts + 13 + 612
ho(sit) = 3t3+2s2+5+7s*xt+3t+s
ha(s,t) = 12+ s+ 5+ 25t + 4t%s
ho(st) = 2t3 + s+ 9+ 4s%t + 6t + 53

— Degré de la paramétrisation=3.

Degré de I’équation implicite=9.
— Sans point base.

— Paramétrisation propre.
Ordinateur utilisé: Pentium IV.
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Groébner simple

arrét a 1800s

Macaulay au bout de 802s on obtient
une forme indéterminée 0/0

Inversion arrét & 10 heures
Algorithme Emiris-Sendra 4684
Algorithme simpliste 4684
ASSTA 1.420s
Grobner amélioré 8.120s
Surfaces mobiles 6.370s
Bezout 32,613s
(0.171s)

Commentaires :

- Alors qu’ASSIA trouve I’équation implicite en 1,4s, plus de 10 heures ne suffi-
ront pas & simplement calculer I'inverse de la paramétrisation, ce qui illustre bien un
des points faibles de la méthode présenté au chapitre 4.

Exemple 9
hi(st) = & +t2—3s+2s%2 —2— 4t —2s°
ha(st) = 262 + st3 + 35+ 3t +2+ 3
ha(st) = 5+ 2823 + 1+ 25 + 2t + 83
ho(st) = 1+2s+2t+s3

— Degré de la paramétrisation=>5.

— Degré de ’équation implicite=25.

— Sans point base.

Paramétrisation propre.
Ordinateur utilisé: Pentium IV.

ASSIA

3267s

Surfaces mobiles

arrét & 8 heures

Grobner amélioré

arrét a 6 heures
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Commentaires :

- Seule la méthode ASSIA finit par aboutir & ce niveau de complexité des calculs
(léquation implicite est de degré 25!!)

Exemple 10
hi(s,t) = 236567 * t12 4+ 476385 % t1 % 2 + 463578 * 122 + 208856  t1 + 179962 * t2 + 123428
ho(s,;t) = 357568 * t12 + 104731  t1 * t2 4 947734 * 122 + 986954 * 1 + 265889 * 12 + 983498
ha(s,t) = 895567 * 112 4+ 38546  t1 x t2 + 789556 122 + 126374 * t1 + 896578 * 12 + 478795
ho(s,t) = 345190 % t12 4 248057 # t1 % 12 + 746956 * 122 + 982683  t1 + 422317 * t2 + 593428

— Degré de la paramétrisation=2.

— Degré de I’équation implicite=4.
— Sans point base.

— Paramétrisation propre.

— Ordinateur utilisé: Pentium IV.

Grdébner simple arrét a 1800s
Macaulay 44.15s
Inversion arrét a 1800s
Algorithme Emiris-Sendra 4684
Algorithme simpliste 4684
ASSTA 0.019s
Grobner amélioré 0.09
Surfaces mobiles 1.7s
Bezout 0,330s

(0,080s)
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10.2 Conclusion

Sur les exemples précédents il apparait clairement que certaines méthodes d’im-
plicitisation sont & éviter (& moins de tomber sur des cas vraiment simples):

- La méthode appelée “Grobner simple” ne trouve méme pas en une demi-heure
léquation implicite de la paramétrisation de degré 2 de I'exemple 10 (certes celle-ci
a de gros coefficients, mais ceci n’empéche d’autres méthodes d’aboutir trés rapide-
ment).

- La méthode “Macaulay”, si elle est un peu plus performante (voir exemple 10),
est toutefois elle-aussi trés lente, et ne marche plus en présence de points bases. De
plus, les exemples précédents ont souvent donné lieu & des formes indéterminées (cf.
exemples 2,3,8).

- Pour ce qui est des méthodes basées sur la connaissance de l'inverse de la paramé-
trisation, leur premier gros probléme est que l'inverse est rarement connu d’avance,
et que calculer celui-ci par ’algorithme exposé a la section 4.1 est excessivement long.
Cependant, méme si on suppose 'inverse connu, les deux méthodes proposées n’en
deviennent pas plus compétitives pour autant (voir les exemples 4 et 5). Trouver un
algorithme d’inversion plus efficace ne suffirait donc pas & rendre ces méthodes inté-
ressantes d'un point de vue numérique. L”’algorithme simpliste” apparait toutefois
bien meilleur que 1”’algorithme Emiris-Sendra”.

De toutes les méthodes testées, deux se distinguent particuliérement pour leur effi-
cacité: “ASSTA” et “Grobner amélioré”. ASSTA est toutefois un peu plus adaptée aux
paramétrisations sans point base (voir les exemples 2,8, et surtout 3 et 9) , tandis
qu’au contraire “Grobner amélioré” sera d’autant plus efficace qu’il y a de points
bases (voir les exemples 4 et 5). Toutefois, dés que le degré de ’équation implicite
dépasse 20, ces deux méthodes semblent atteindre leurs limites (voir exemple 9).

Les performances des méthodes basées sur les surfaces mobiles, les bezoutiens et les
résultants résiduels semblent étre, en général, 1égérement en dega des performances
des deux méthodes précédentes (bien que sur certains exemples elles arrivent & ri-
valiser). Dans le cas de la méthodes des surfaces mobiles, il faut toutefois rappeler
que 'on a traité que des cas sans point base; L. Busé, D. Cox et C. D’Andrea ont
récemment travaillé sur une adaptation de la méthode en présence de points bases
([BCD]), et il serait intéressant de regarder ce que donne la méthode dans ce cas, car
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comme nous l'avions signalé & la section 7.1 les points bases devraient augmenter la
vitesse d’implicitisation.
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