
HAL Id: hal-02102037
https://hal-lara.archives-ouvertes.fr/hal-02102037

Submitted on 17 Apr 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Minimal enclosing parallelepiped in 3D
Frédéric Vivien, Nicolas Wicker

To cite this version:
Frédéric Vivien, Nicolas Wicker. Minimal enclosing parallelepiped in 3D. [Research Report] Labora-
toire de l’informatique du parallélisme. 2002, 2+10p. �hal-02102037�

https://hal-lara.archives-ouvertes.fr/hal-02102037
https://hal.archives-ouvertes.fr


Laboratoire de l’Informatique du Parallélisme

École Normale Supérieure de Lyon
Unité Mixte de Recherche CNRS-INRIA-ENS LYON no 5668

������� �����	��
 �������������
 �� ��

�������� �����	


����
�� ������
�������� ����

��	�
��� ���
�� �� �������

École Normale Supérieure de Lyon
46 Allée d’Italie, 69364 Lyon Cedex 07, France

Téléphone : +33(0)4.72.72.80.37
Télécopieur : +33(0)4.72.72.80.80

Adresse électronique : ����������	�
��



������� �����	��
 �������������
 �� ��

�������� �����	
 ����
�� ������

�������� ����

��������

�� ����	���
�� ��� ��
���� 
� ������ 
 �����
� �
���� �
�
����������
����
	��� 
 ����� 	�� 
� � �����������	�
�
� �
���	� �� ���� ��
 �
���
��
���
� ��
������	 
� ���	� �
�
����������	� ��
� ����� �� ������ ��


��
�����	 
� ���
�����
� �
���� ��! ������ " ��������	 	�
� ��
� ��
��
����� 
�� #���$�	� 
��
����� ���	 �� ����� %
� ��
	� �
� � � ���&� ��

�	
 ���	��� 
�� 
�����
��
� �� 	�������
� ��
�
�!�

��	
����
 '��
������� ��
����!� �
�
����������� ��
���
��
����

������

�
�	 (����
�	 �� ��
��)�� �� �
 ��������� �*�� �
�
��(�(���)�� �� �
�
���� �����
� ����
�
�� �� ��	����� �
��( �� � �
���	 �*�� �	�
�� ��
�����	�
� ��
�	� �
�	 �(�
���
�	 ��� ��
���(�(	 �
��(�
��#��	 �� ��	
�
�
��(�(���)��	 + �
���� ��	#�����	 �
�	 (�
�
�
�	 ��� 
��
������	 ��
�
���� ��( ��(
��#�� �� ������ �
	 � �(������	 �
������ #�� �
 �
��
��� ��( �� ��
��#�� �� �
��� 
��
������ �� ���	 �
���� �	� �� ����� %
�
�
��	 #�
�� � �	� ���(����� + ���&� �
�	 ��(	���
�	 (�
������ �
���

�����
��
� �� ��
�
��� 	�������
���

���������
 ,(
�(���� 
��
������#��� �
�
��(�(���)��	� ��
���
��
��#���



� ���������	��

.� �	 	
������	 �	���� �
 ������	����� 
 �
���� �����������	�
�
� 	�
�� ���� 
 	������ 	�
��� 
�
������� �
����� /
����
�	 �
� ���	 ��
���� 
�� $�
�� �� 
�� �	 �

$��� �
� ��� �����
� �
����
����
	��� �
�� 
� �����	
�� 0-�1� �!������ 021� ����
����
� 0-�1� 
� ����
����
� �
 0�1� 3�� 
�����
�
�
���
��
� �
	 �
 
���
 ��
�� ��� 	���
�� 
� 
 ��
���� ���� 
 	�� 
� �����
� 	�
��	 �� ��� �
�� 
�
������ 	
�� 4
��	�
����� �
��	5 
� ��� ��
����� ���� ��	�
�	���� 
� �����
���
�	 ���� 
���� ��
����	�
6�
� ��
�
���
� �
�	����
��
�	� �
�
����������	 	����� �
�� 	���
��� �
� 
�� ��
����� /
� �� ���	
�
��� �� 	�
� �
� �
 �
����� 
 �
�
���������� 
� �����
� �
���� ����
	��� 
 �����������	�
�
�
	�
�� 
� 	�� 
� �
���	� 3�� 
��
�����	 ���! 
� �
����
���
� ��
������	 ��	����� �! ��� ��
������	
	
��	��� �� ��� ��
�� �! ��� �����
� ����
	��� �
�
����
��
� 078�1�

.� /����
� � �� ��
�� ��
 �
����
���
� ��
������	 
� �����
� ����
	��� �
�
����������	� 6�
�
���	� ��
������	� �� ������ ��
 
��
�����	 �� /����
� 9� .� /����
� �� �� ���
�� ��� � ��������	 ��
����
���� 
� ���	� 
��
�����	� 6��
��!� �� /����
� 2� �� ���� 
� ��	���� 
� 
�� ��
�
���
� �
���
��
�:
�� 
���! 
�� ������#�� �
 
 ��
���� 
�� ��	��		 ��� ��	����


 ���
����	��� �������	��

6��	�� �� ���
�$ ��
� ��� �����
� �
���� �
�
���������� ����
	��� 
 	�� � 
� �
���	 �	 ��� �����
�
�
���� �
�
���������� ����
	��� ��� �
��� ���� 
� � 
	 ��� �
��� ���� 
� � �	 ��� 	�
���	� �
��� 
����
	��� �� ;���� ��� ��	� ���
��� 	�
��	 ��
� �
�� �
�� 
� 
��
	��� �
��	 
� ��� �����
� ����
	���
�
�
���������� ��	� <�	� 
 �
�� 
� ��
 ����	 
� ��� �
��� ���� %
�� �
� =�	� 
 �
�� 
	 �� ��&� .�
���	 �
��� �� ����� �
�	���� �������
��� 	��	 
� �
���	� ���� �������� �� 
 ��
���

������� � ��� ��� ��� �	 
����� �	 ���
�� ���� � ����� ������ � ������� ��������� 
��������
�
��

� ���� ����� 	�� ��� 
��� �	 �

����� 	���� �	 �� ������ ��� �	 ��� 	���� �������� � 	��� �	 � �� ����

	���� ������� �� ���� �	 � ��� ��� ��� ����� ��� ��� 
��������

����� �� �
�	���� 
 	�� 
� �
���	 
� �
��� ���� � 
�� 
�� 
� ��	 �����
� ����
	��� �
�
����������
�� '�! �
�� � 
� � �
��
��	 
� ��
	� 
�� ����� 
� �: 
������	� �� �
��� �� �
		���� �
 �
�� �
��
	�� �
 ��	 
��
	��� �
�� �
 
��
�� 
� ����
	��� �
�
����
��
� 
� 	�
���� �
�����

;
 ��
�� ��� ���
���� �� 	���
	� ��
� � �
�	 �
� 	
��	�! ��� ��
����! 	�
��� �! ��� ���
���

�� �� 	�
� ��
� �� �
� ����� 
� ����
	��� �
�
����
��
� 	
��	�!��� ��� ��
����! 
�� 
� ��
	� 
	
	�
�� 
	 �� '	� �! �!�
���	�	� � �
�	 �
� 	
��	�! ��� ��
����! 	�
��� �! ��� ���
���� ����� � �	�
��
 
��
	��� �
��	 �� 
�� �� 
� � 	��� ��
� �
�� 
� ���� �
��
�� 
 �
�� 
� � 
�� �� �
�� �
��
��

� ���� 
� �� �
�� ����	 
�� �
�
����� �� ���
�� �! �� %��	�� ��& ��� ��
�� �
��
����� �� %��	��
��&�

' �
�
���������� �	 ������ �! ��	 ����� �������	� .� �	 
�	
 ������ �! ��� ����� �
��	 
� �
�
����
��
��	 ��
� �
��
�� ��	 �
��	� �� ���� �
�� ���	� ��
��	 ��� ��

������ 
������ >�� �	 �
�	���� 
 �
��

� 	���
����� ��
��	 �� 
�� ��� ���� ��
 	���
����� ��
��	 �
���	�
����� �
 
��
	��� �
��	 
� ��
�� �
$� ��
 �
�
���� ����	� �� 
�� ��� ��� ��	� �������� �� �� 
�� ��� 	��
�� �� ��� �� �
�
�� ��

�
��� �� 
�� �� 
�
��� �� ���� 
 	
�� 
����� ;��	 �
!� �� 
��
�� 
 ��� �
�� 
� �
�
���� ��
��	
����� �����	� ���� ��� �
�� ���
����� 	���
����� ��
��	 
� �� 
 ��� �
�
����������� ;��	 ���
�
�
���������� �
! 
� �
! �
� �� 
� ����
	��� �
�
���������� �
� �� �� 	
! ��
� �� �
�� �
�
���
��� �
�� 
� 	���
����� ��
��	 ���� ����

�� ��	� 	���! ��� �����
� �� �
�� �
 �
�
�� ��� �
�� 
� 	���
����� ��
��	 ������� ����� ���

��
���� �
�
���������� ���
��	 ����
	��� �
� ��



��� ����������	 �� ������ ���� ���������� ������

�� �
�	���� ��� ������ �� 
� �������	 
� � ���
����� �
 ������ 
� ��� ��
 �
��	 �� 
�� ��:

�� � �
 
�� 
� ��� ��
 �
��	 �
��
��	 
� ��
	� ����� �������	 
�� ���	 
 �
�� 
� �� ;��	 �	 ���
		����
�! �������
� 
� �� 
�� ���

�� � �
 �! �������
� 
� �� 
�� ��� �
�� �
��	 �
��
�� 
� ���� 
� � 
�� ���	� ��
 ����	 
�� �
�
�����
�� ���
�� �! �� %��	��������! ��& ��� ���� 
� �� %��	�� ��& �
��
����� ��� ���� 
� ���� %��	��
� � ��&� ;��� 
�� �
� %	������!& �
�
��� �� 
�! �������
�� �� 
�� �� 
� 
 	
�� 
���� 
�
���
�� 
�� �� ����� ��
�	�
����� � ���
 
�
���� �
�
���������� ����
	��� �� 
	 �
�� 
	 ��� 
����

� ��� �
�
��
� ���
��	 	�
��� .������ �� �
� �
�
�� ��� �
�� 
� 	���
����� ��
��	 �������
����� 
�� 
� ��� �
�
��� ��
��	 �
��� 
 ��� ����� 
� ��

�� � �
 ���
�	� 
� 
�� �!�
���	�	� 
�� �
�� �
��
��	 
 	����� ����� 
� � 
�� ��� 
���� 
�� 
� ����

� �� ����
�� 
�! �
		 
� �����
���!� �� ���
�� �! �� ��� �
�� �
��
����� ��� ����� �� �����
�� 
	 �����
�	�! 
�� �� 
	 ��� ���� 
� �� �
��
����� � � �� 
�� �
�
���� �
 ��� ;��� 
�� �
�
%	������!& �
�
��� �� 
�! �������
�� �� 
�� �� 
� 
 	
�� 
���� 
�
��� �� 
�� ��� ����� ���
	
�� �
�����
�	 ��
� �����
�	�!�

�� � �
 �
�� �
�� �
��
��	 � 
���! 
�� ����� 
� �� �� �
��
��! ��
$ 
�! ����
� � �� �� �
 �����
��� �������
� 
� �� 
�� ��: �� %��	�� ��& �	 ���� ��� ���� 
� �� %��	�� ��& �
�
���� �
 � 
��
�
��
����� � � �� %��	�� � � ��&� ;��� 
�� �
� %	������!& �
�
��� �� 
�! �������
�� �� 
�� ��


� 
 	
�� 
���� 
�
��� �� 
�� ��� ����� ��� 	
�� �
�����
�	 ��
� �����
�	�!�

�������� �� ��������� ������������� ������� ���� �
6�
� ��
� �������	� ��
����� ��� �
	�� 
�� �
� %	������!& �
�
��� �� 
�! �������
�� �� 
�� ��


� 
 	
�� 
���� 
�
��� �� 
�� �� ����� ��
�	�
����� � ���
 
�
���� �
�
����������� � �� ����
	���
�� �� �
� �
����� ��� �
���� 
� ��� ��� �
�
���������� � �� .� ��� �
��
����� ����� ��
 �
���	 �

�� � � �� ���
��	 ��� ����
� ��
� �
��� � �
 �
��� � 
�� �� ��� 
�����
�� ��
	����

�

��

� ��

�

�
�

�

� � �

��

��

	�	

��

�
�

�

��


���


���

�

6����� -: 3�����
� �
�
���������� 
�� ��� �
�
��
��

�
�

����

��

Æ

�

�

�

6����� �: ���
�� 
� 6����� -�

6����� - 	�
�	 ��� 
�����
� �
�
���������� 
�� ��� ��� �
�� �
�

� � ��
�	 �
�� �� 
��
���� ��
� ���

�
�
��
� 
� �� �! 
� 
���� 
� � 
�
��� ��� �� �	� ��� �
�
��
�	 ������ 
� 6����� -� ���� %��	��
����& �	 ��� �����	����
� 
� �� ���� ��� ���� ���� %��	�� �	
�&� .� 
���� �
 �
	� ��� �
����
��
�	�
�� ��
	��� ��� �
�
��
� 
�
��� �� 
�� �� �
� �! 
� 
���� ��
	���� �� 
 ��
�� 
���
�
�
� �
 ��
��� �� ��� ��
�� ����
�� � �	 ��� 
���� ������ �! ��� ����
�	 ����� 
�� �������



;�� �
���� 
� ��� �
�
���������� � �	 �#�
� �
: ������ � ���� ��������� ;�� �
���� 
� � �

�	 �#�
� �
: ����� �� � ����
�

� ���
�

�����
�

��� ;
 � ������ ��� �
��� 
� ����� ��� �� ���� �
 � ������
��� �
���	 
� ����� ����� 
�� ����� �� 	�
�� ���� �����

��� ����� �� ��
�

� �
�
�

� � ��
� 	�� 	���� ;
 �
����� ��� �
��� 
� ��

�
� �� �
��	 
�

6����� �� ����� �	 
 �
�����
��
� 
� 6����� -� �� ���
�� �! � ��� 
���� ������ �! ��� ����
�	
�� 
�� ��� ;��� 
����	 Æ� � ���

��� 
�� 
���	Æ� � ���
�����

� '	 ��� 	�� 
� ��� 
����	 �� 
 ���
����
�	 �#�
� �
 �� Æ � �

� 	�� 
��:

�� � �

���Æ�


����	 Æ�
����� �


����� 	��


�����	��	 �
� �
����� � 	

��
���

��
��	��
������


��� 	�� ���
���� ��� ����
�! ����
� 
� 	
�� �������
� 
�� 
�����
��
� ��
� ���

��
� � 	

��
���

��
��	��
��� �� �	���

/!�������
��!� �� �
�� �
� ��� %���� %��	�� ����& ����� ��� �����	����
� 
� �� ���� ��� ���� �
��
%��	�� ����&&: ��� � 	 �����	

�������	��� �� �	��� ,
������� ���	� ��
 ��	���	� �� 
��
��:

�
�
�

� � ��
� 	�� 	��� � �� 	

��
���

��
��	��
������ 	
������	���

��� ������ �� ���� ��� ���� ���� � ��� 	 �� 	 ���� ;��	� 
	 ��� 
�� ��� 
��
�
�
���� �
 	��� ����� � �	�	 
 �
��� � 	��� ��
�: ���� � �� 	 ��	��� /!�������
��!� �����
� �	�	 
 �
��� � 	��� ��
� ��

�
� � ��	 ��	���

��� ������ �� � � ?
�������� ��� �����
�	 ��	���	� �� �
��:

����� ����������� � ���� 	 ��	��� � ��� 	
�����	

�������	 ������ 	
������	���

���� 	 ��	���

� �� ������	 �����	
�������	 ������ 	
�������� � 	������

�
�
� 	 �����	

�������	
�������	����	

������

�
�� �������

;�����
��:

����� �� �

����� 	 ��
���

��
��	��

������ 	
�����

������

���� ������� %-&

�� �
�� ��
 �
	�	 �
 �
�	����� ��������� ������� ������ 	
����� �	 ����:

-� ����� 	
���� 
� �� ��
��� �	 
���
�	�! �
� ����� $�
���� ��� �������
� 
� �� 6
� ���! 	�
��
�
���	 
� �� ��
��	�� �
	 ��� 	
�� 	��� ��
� ��
���� '	 �� �
� ��
	� � �
 �� ������ 	������!
���
���� 
� 	������! �
	����� %	�� ��� ��	��		�
� 
�
��&� �� ��
	� �
� � 
 ���! 	�
�� �
���
	��� ��
� ���
��������� 	
����� � �� ;��� ����� �� � ������ 
�� �� �
�� ����� 
� ����
	���
�
�
����
��
� 
� %	������!& 	�
���� �
�����

�� �����	
���� � �� ;��� � 
�� � � 
�� ��
 ����
	��� �
�
����������	 
� 	
�� �
���� %��
�����
��� �
��� 
� �&� �� �
$� �
� � ��� �
���	� �
��� �
		����� ;�� ��
 ��� �
��	 � �

� 
�� �
�
� �
��
��

�! �������
� 
� �� 
�� �� 
�� ��� �
���	 
� �� 
�� �� ���
����� �
 �� @��
�	� 
� ��� �
 ��
���!




� �� � �
� � �

�
� �
��
��	 
� ��
	� 
�� �
�� �
��� 
� � %
�� ���	 
�� �
�� ����� 
� �& ��
�

������ .� � � 	
��	��	 ��� ��
����! 	�
��� �! ��� ���
���� �� 
�� �
��!� 3������	�� �� 
���!
�
 � � ��� ��
��		 �� �
�� 
������ �
 � �
 
��
�� � �� ;��	 �
! �� 
��
�� 
 ��� ����
	���
�
�
����
��
� � ��� '	 ��� ������ 
� �������	 �� 
� ��� � ��� � � �	 	������! �����
	��� ����
���	 ��
��		� �� 	�
���! ��� �� ���� 
 �
�
���������� 
� �
���� 
� �
	� �#�
� �
 ������ 
��
����� 	
��	��	 ��� ��
����! 	�
��� �! ��� ���
���� .������ 
�! �
�
���������� ���� �� � �
	
��	��	 ���	 ��
����! %
	 �� �
�� 	�
�� 
�
��&�

.� �
�� �
	�	 �� 
��
��� �
! �� 
���� 
 ��� ����
��
�	� 
 �
�
���������� ����
	��� 
� 	
��	�!��� ���
��	���� ��
����!� 
�� ��
	� �
���� �	 ��		 ��
� 
� �#�
� �
 ��� �
���� 
� �� �

������� ! ��� 
 �� � ��� �	 
����� ��� � ��� ���
�� ����� ��� � �� � ������� 
����� 
��������
�
��

��������� 
 ��� ����� �������� ��� 
��
���� ������ �� ������� �� ��� �� ��� �� �� ��� �

�����

	���� �	 �� ����� ��� 
��������� �	 ���� �� �� ����� ��� ����� 	���� �	 � ��� � �������� ������������

���� �� � ��

����� �� ��
�� ���	 ��	��� �! �
���
�����
�� ;��	 �� 	���
	� ��
�� �� 
 �����
� �
���� ����
	���
�
�
���������� ����� 	
��	��	 ��� ��
����! 	�
��� �! ;��
��� -� �
�	 �
� 	
��	�! ��� ��
����! 	�
���
�! ;��
��� �� ;��� �� 	�
� ��
� �� �
� ����� 
� ����
	��� �
�
���������� 
� 	������! 	�
����
�
����� ;�� ��

� ���! 
� 
 �
����� 	���! 
� "#�
��
� -� 6��	�� �� ���
�$ ��
�� ���
�	� 
� ��	
�������
�� ��� 
���� � �
	 
 �
��� 	������! ������� � 
�� �� ;�����
�� ��
��� �	 
��
!	 %	������!&
�
	������ � ���� �� ��
	�� 	�
��� ;��	 � 
�� ��
��� ���� �
�� ��� 	
�� 	���� '�	
 ��
��	�� 
��
��
��� ���� �
�� ��� 	
�� 	���� .� ����� 	 
���� �	 �
� ���� 
�� �� ����� 	 
���� 
�� ��
��� �
��

��
	��� 	���	� ���� �� ��
���������	
����� � �� ��� �
���� 
� � � �	 	������! 	�
���� ��
� ��
� 
� ��
�� �
� 	�
� ��
�� ���
�	� 
� 
�� �!�
���	�	� ����� 
��
!	 � �	� 
 �
�
��
� 	
��	�!��� ���	 ��
����!�

>�� � � �� ��
=����
� 
� �� �� 
� �� 
�
�� ��� 
���� �
��	 
� �� @! �!�
���	�	� ��� �����	����
�

� � � 
�� �� � � �	 ����!� � � 
�� �� � � 
�� �
�!����
 
	 �� � � %��	�� �� � �& �	 ������ 
 	�����
����� � 
� ����� 
� 
 �
�� 
� �� � � 
�� �� � � 
�� ��
 �
����� %�
��� & �
�!����
 
��� 
	 �����
�����	����
� �	 ����!� ����� � �	�	 
 ���� � 
� �� ����� 	��
�
��	 ���� 	������!: �� ��� � � 
�� �� ��
��� 
� ������ 	���	 
� �� �
�� 
� ���� �
���� 	
�� �
���	 �� �
��
� ���� � %��� ����
�	 ��
��� ����
��� �� ��� '������ ��� ����
 � ����� ��
��	 ��� � �	����� 
� �&� �� �
$� �
� �� ��� ���� 
� ��

�
�
���� �
 � 
�� �
��
����� 
 ����� 
� �� �� ����� �	 ��� ��
	�	� �
 � �� �� ��
	� �
� �� ��� ���� 
�
�� �
�
���� �
 � 
�� �
��
����� 
 ����� 
� �� �� ��
	� ��
=����
� 
� �� �	 
 ����� 
� � � ����� �	
��� ��
	�	� �
 �� � �� �� ����� ���� 
�� ���� ��
� �� 
�� �� 
	 �����
�	�!� ;���� ����� 
�� 
����

�
��
� �� �#�
�� 3������	�� ��� ��
=����
� 
� �� 
� �� �
��� �� �#�
� �
 �� ����� �	 ���
		���� �!
�������
� 
� ��� ��� 
�� � %� �
��� �
�� �
���	 �
��
� �
 � � 
�� �� � �&�

6����� 9 	�
� ��� �
	� ����� �����	
���� � � %��	�� �����	
���� � �&� .� ���	 �
	�� 
�� �
�
�
�
�� ��� �
�� 
� ��
��	 ������� 
� 
 	
�� 
���� � � � %��	�� � � �& 
�
��� �� 
�� �� ��	��������!
����� ��� 
��
���� �
�
���������� ���
��	 ����
	���� 
�� ����� ������ 	
����� ��
��� � �� A�����
��� 
��
���� �
�
���������� �
	 
 �
���� 	������! 	�
���� ��
� �� �

;�� �
��
���� ����
 �	 
 �
�
��
�! 
� ;��
��� �� ;��	 ����
 	�
��	 ������� ��
 �
��	 
� ��
��	
	
��	�!��� ��� �
�����
� 
� ;��
��� - �
� 	
��	�! ��� �
�����
� 
� ;��
��� �� �� ����� �
	� �� 	��
$

� ���
������ �
��	 
� ��
��	� ;��	 ����
 �	 ���	 
 ��
$ ���	�
� 
� ;��
��� ��

"���� � ��� 
 �� � ��� �	 
����� ��� � ��� ���
�� ����� ��� ������� ��� ��
���� �� ��� 
����

�	 
����� �����	���� ��� 
��
���� ������ �� ������� � 	�� 
� ��� �
 � ��
�� ���� �


��
�
� �� ��� 
������� �	

�
 � �� 	�� ��� � � ��� ��� ��� ���� ����
� �
�� �� � 
����� ������ �� �� ��� �� ����
� �
 ��� �� �



�

��

� ��

�

�
�

�

� � �

��

��

	�	

�
�

�

��


���


���

��


���

�

�

�

�
�

�
��

��

���


���

�
�

�

		�

��

� �

��


���

�

�
���

6����� 9: ?
	�	 ����� 	
���� � � %����& 
�� ����� 	
���� � � %�����&� ;�� �����	����
�	 
� � 
��
�� 
�� �� 
�� ��
�� �� �
��� ;�� ��
=����
� � � 
� �� � � �	 ��
�� �� �
���� ����	�

������� ��� ��
���� ��� �����	� ��� 
��
���� ������ �� ������� ! �	 ��� ���� �	

�
���� �� � �� ���� ��	 ����
�� � �� ���� �� � �� � ��� ��	 ����
�� � �
���� �� � �
 � ��� �� 	 ������� � �� ����  � � �
 � ��� � 	 ������� � ��

;��	 ����
� ��
��� �� ��� 
������ � =�	� �
����
���
��! 	�
��	 ��
� ��� �
�� 
� ��
��	 �������
�
��
��	 
 �������
� ����� �
�	 
 �
��� 
� �
 � � 
� 
 �
��� 
� �� � �� 
�� ������
�
��!�

� �����	�
��

B	��� ;��
��� - �� ������ 
 �
���� 	����� 
��
������ ;��� �� ����� �� �	��� >���
 -�

��� � ���� �	
����
�

;��
��� - ����	 �	 ��
� ����� �	 
� ��
	� 
�� �����
� �
���� ����
	��� �
�
���������� 	��� ��
� �
��

� ��	 �
��	 �	 ������ �
�
���� �
 
 �
�� 
� ��� �
��� ���� 
� �
 ��
 �
���
�
���� ����	 
� ���	 �
��� 
����� ;���� '��
����� - 	����! ������
��	 
�� ��� �
		���� �������	 
� 
�����
��
� 
� ��� 	���
�����
��
��	� 
�� 	�
��� ����� 
�� ����	 
� ����
	��� �
�
���������� 
� �����
� �
����� ;�� 
��
�����
�	 �
���� 	��
�����
��
��: 
���� ��� �
����
��
� 
� ��� �
��� ����� �� ����� ��� �
�� 
� �
����
��
	���
����� ��
��	 ������ �! �
��	 
� ��� �
��� ����� ���� ��� �
�� 
� �
����
�� 	���
����� ��
��	
������ �! 
 �
�� 
� ����	 
� ��� �
��� ����� 
�� �� ��	� 
�� ��� �������	 
� �
��	 
� �
����
��
	���
����� ��
��	� ;�� �
����	 
� ��� �
�
����������	 
�� �
������ �	��� 
 �
����
 ��
��� ��

������ %>���
 9&�

����������� ������#��	

>�� � �� ��� ������ 
� �
���	 �� 
� .�	 �
��� ���� � �
��
��	 � �������	 ���� � � �� .� � �
	
���
���� �
 �� 	�������
�� �� �
��
��	 � 
���! �� 	 � �
��	 
�� �� 	 � ����	 0-1� ;���� ��� 	�� �
�
��
��	 
� �
	� ������ � ����� �
��	� " ���� �
� ��� �

�	� 
�� ��� 
���
��
�	 �� ���	 
��
�����

�� ����
���� �� �
�	�
�� ���� � ���� �
� ��� 	���	 -� 2 
�� -9:

� /��� -: ��� �
����
��
� 
� ��� �
��� ���� �
	�	 ��� ����� 0-1C

� /��� 2: �
 ��� ��� ����� ����� �	 ��� ������	� ��
� 
 �
�� 
� ��� �
��� ����� �� ���� �
 	�
�

�� ��� �������	 ����� �
	�	 
� �
�	� ����C



��������� � ?
����� 
 �����
� �
���� �
�
���������� ����
	��� ��� 	�� 
� �
���	 
�
�� ?
����� ��� �
��� ���� � 
� ��� 	�� 
� �
���	 

�� � � � E;�� 	�� 
� �
����
�� 	���
����� ��
��	F
�� >�� � �� ��� 	�� 
� 
�� ��� �
��	 
� �
�� ��� �
�� �
�� � 
� � ��
�� 6��� ��� ����� � 
� � ����� �	 ��� ������	� ��
� �

�� '		
��
�� �
 � ��� ����
� �� �
��
� �
 � 
�� ���$��� � 
�� � %� 	 �� �	 
 �
��� 
� �&
�� � � � � ���� � 	 �� � �� ��
�� >�� � �� ��� 	�� 
� 
�� ��� ����	 
� �
	� ��� �
�� �
�� ���� ��� 
� �������	 
� � ��

�
� �� �� 
�� �� 
�� �
� �
�
���� ����

��� @���� ��� ��
��	 �� 
�� �� �
�
���� �
 �� 
�� ��� �� �
��
����� �� 
�� �� ��������� ��
��� ?
����� ��� ����
� ��� �
��
� �
 �� %
�� ���	 �
 ��& 	��� ��
� �� 	 ��� � ��
��� �� � �	 ����
	�� �� ��� 	�
�� ������� ��� ��
��	 �� 
�� �� ����

��� � � � � ����� ��� �����
��� ���G��
 � 	�
��� ���
�� � �
��� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� � ��

��� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� � ��

�	� ��� �
�� ������� ��
� � �
� �
� 
� � ��

�
� �� �� � ����
 
� � ����

��� ��� �
��� ��������������������������
��

���
��� �� ��� � ���G��
 ����

��� ���G��
 � ���
��� ���
�� � ���� � ��� ��� �

�
�� �
� �

�

�

��� ������ ���
��

� /��� -9: �
� ���	 ��	� �� 	����! ����$ ��
� ��� �������
� 
� ���� �� %��	�� ��& �
	 ��
 	�
�
�
��
����	 
� 
��
	��� 	���	 ���� ��� �
��
�	 �
 ��� ��
 �
��	 
� ��� �
��� ���� �
��
����� ��
%��	�� ��& %�
 	�� ��� ����� ��
� �� � ��� ��� �
��
� �
 ��� ��� ��
��� �	 
 �
��� �
����
��
�

� ��� �
��
�	 �
 ��� ��
 �
��	� 
�� �
$� ��� 	�
�
� ��
���� ���� �� 
� ��&C ����� 
 �
	� 
�
�����

;�� 
���
�� ���
�����
� �
���� ��! 
� ���	 
��
����� �	 ���	 
� �
�	� ������ ����� � �	 ���
������ 
� �������	 
� 
� ���
�	� 
� ��� 	�
��� 
� 
�� ��� �������	 
� �������	 
� � � H
�� �����	��!�
��� �
���� ��! 
� ���	 
��
����� �	 �� ��� ��� �	 ���� ����� � �	 ��� ������ 
� �������	 
� � 
�� �

��� ������ 
� �������	 
� ��	 �
��� ����� �� ���� 	�� �� /����
� � ��
� ��� �
���� ��! �	 �
� ������
�� ��
������ ����������		� �� �
� �	� >���
 - �
 	������� 
�� 
��
������

��� � ������ �	
����
�

�� �	� ;��
��� � �
 ����� '��
����� -� ;��
��� � ����	 �	 
 �
�����
� �
� 
 ������� 
� �
��	 
�
�
�
���� ��
��	 �
 �� 
� 
���
� �
����
�� �
� 
 �����
� �
���� ����
	��� �
�
����������� 3� �
��	��
�� �
 �
� �
�� �
 ������
�� 
�!�
�� 
�! �������	 
� �
��	 
� �
����
�� �
�
���� ��
��	� ;��	 ��
�	� >���
 - �
 ����$ ������� ��
 �
��	 
� �
����
�� ��
��	 �
� �� �	�� �
������ �� 
 �����
�
����
	��� �
�
����������� ;��	 �
! �� 
��
�� '��
����� ��



����������� ������#��	

;�� �
�	� �
	� �
���� ��! 
� '��
�����	 - 
�� � �	 
���
�	�! ��� 	
��� .� �� 	���! �
�� �
������!
��� 
��
����� 
�� ���
�� �! � ��� ������ 
� �������	 
� ��� �
��� ����� �! � ��� ������ 
� �
��	
����� 
� 	���	 � �
 -�� 
�� �! � ��� 	�I� 
� ��� �
���	� 
� ��� 	��	 4
������������� � ��� ���5� ;���
	���	 � �
 7 �
�� 
 �
���� ��! 
� ������ 	���	 � �
 -� �
�� 
 �
���� ��! 
� ������ 	���	 -� �
 �9
�
�� 
 �
���� ��! 
� ���� 	 ���� %
� ��
	� �� � �	 	�������
�&� 
�� 	���	 �� �
 9- �
�� 
 �
���� ��!

� ���� 	 ��� ���� A���� ��� 
���
�� �
���� ��! 
�

��� ��� �	 �� 	 ��� 	 � � ��� %�&

��������� ! ?
����� 
 �����
� �
���� �
�
���������� ����
	��� ��� 	�� 
� �
���	 
 %
�����I��&�
�� ?
����� ��� �
��� ���� � 
� ��� 	�� 
� �
���	 

�� � � � E;�� 	�� 
� �
����
�� 	���
����� ��
��	F
�� >�� � �� ��� 	�� 
� 
�� ��� �
��	 
� �
�� ��� �
�� �
�� � 
� � ��
�� 6��� ��� ����� � 
� � ����� �	 ��� ������	� ��
� �

�� '		
��
�� �
 � ��� ����
� �� �
��
� �
 � 
�� ���$��� � 
�� � %� 	 �� �	 
 �
��� 
� �&
�� � � � � ���� � 	 �� � �� ��
�� >�� � �� ��� 	�� 
� 
�� ��� ����	 
� �
	� ��� �
�� �
�� ���� ��� 
� �������	 
� � ��

�
� �� �� 
�� �� 
�� �
� �
�
���� ����

��� @���� ��� ��
��	 �� 
�� �� �
�
���� �
 �� 
�� ��� �� �
��
����� �� 
�� �� ��������� ��
��� ?
����� ��� ����
� ��� �
��
� �
 �� %
�� ���	 �
 ��& 	��� ��
� �� 	 ��� � ��
��� �� � �	 ����
	�� �� ��� 	�
�� ������� ��� ��
��	 �� 
�� �� ����

��� � � � � ����� ��� �����
��� ���G��
 � 	�
��� ���
�� � �
��� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� � ��

��� 
������������� �
�
�� ��� � �

�	� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� � ��

�
� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� � ��

��� �� ���� �
�
�� ��� 
�� ���� �

�
�� ��� 	
��	�! >���
 - ����

��� 
������������� �
�
�� ��� � 
������������� �

�
�� ��� � ����� �

�
�� ����

��� 
������������� �
�
�� ��� � 
������������� �

�
�� ��� � ����� �

�
�� ����

��� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� � ��

��� ��� �
�� ������� ���� � ��� ��� 
� 
������������� �
�
�� ��� ��

��� ��� �
�� ������� ��
� � �
� �
� 
� �
������������� �
�
�� ��� � 
������������� �

�
�� ���� ��

��� �� �� � ����
 
� � ����

��� ��� �
��� ��������������������������
��

���
�	� �� ��� � ���G��
 ����
�
� ���G��
 � ���
��� ���
�� � ���� � ��� ��� �

�
�� �
� �

�

�

��� ������ ���
��



� �����	�����

�� ��	� �
��
�� ��� ��
 
��
�����	 
� 
�� 
�����
��
�: �� ��� ��� ��
 
��
�����	 
� 
�� ��� �2
��
����	 �� �
�� ;�� ��	���	 ���	����� 
� 6����� � 	�
� ��
� '��
����� � �	 	������
���! �
��
�K����� ��
� '��
����� - ���� �
� 	�
�� �����	� ;��	� ��	���	 
�� �
������ �! 6����� 2 �����
���	���	 
 �
��
��	
� 
� ��� ��
 
��
�����	 
� �
���� 
�� 	!������� ����� 	��	 %�
���	 �
��
��!
���$�� 
� 
 	�����&�

'��
����� � ����� �
� �
�� �K������ �� �
��	�� 
� ��� �� �
���� �
 ��������� ��
� �
	 ��	
�
���� ��! �� ��
������ ;��	 �� ������ �
 ��� �� 
� �
��� ����	 ���� 
 �
��� ������ 
� �������	�
'	 ��� ��
����	 �� �
� ��� �
� ���� �	 	��� � 
����	 L��� �
��� ���� 
� 
�� �
�	���
	� ��
����

��! �
� �� �������	L �� �	�� 	!������� �
�
� �� �
��
��! ���$�� �
���	 
� ��� 	���
�� 
� 

	����� 
	 �
� 	��� 	��	 
� �
���	 ��� �
��� ���� �	 
��
	� �#�
� �
 ��� ������ 
� �
���	 �� ���
	��� 6����� D 	�
�	 ��� ��	��� 
� ��� � �������� �
� �
��� ����	 �
��
����� �� �
 -� ��� �������	�
;�� ��
�� 
� ��� � �����
� ���� ������� �� ������
� 
� ��� ������ � 
� �������	 
� ��� �
��� ����
4�

$	5 #�
��
���� .����� ��� ��
�� 
� ���������� �	 
��
	� 
� �
��I
��
� ���� %���	 ��
�� �	 
�	

��	��
!�� 
� 6����� D ��� 	�
��� �� �
 �� ��
�
���&� ;
 �
���� ���	 ��	��� �� 
���
 ��
�� ���
� �����
� ���� 
 ����� ������
� %�	��� ��� �
�����
� ��
	��	#�
��	 H
�#�
����>�������� 
��
�����
����������� �� �����
�&� �� � 
���! �
���:

������� � ������� � ����� � �
 	 ������� � ����� � �� 	 ���������� � �	 ��������

���� 
� 
	!���
��� ���
� 
� ����� 
� ��� ����� ����� 
�� 
� ����� 
� ��� #�
��
��� ����� ;��
�
���	�
����� ��
�� �	 
�	
 ��
�� 
� 6����� D ��� �	 �
���! 	��� 
	 �� �	 
��
	� �#�
� �
 ��� �������
��
��� "��� �� ���	 ������
� �	 ������ ��	 ����� ���� �
	 
��
	� �
 ��<����� �
� �
��� ����	 
� ��
�
 ��� �������	 
	� ����� ����� ��� #�
��
��� ���� �	 �
���
��� �� ����� �
 � ���� ���	 ��	��� �!
������� '��
����� � 
� �
���� 	��	� ;�� ��	��� �	 ���	����� 
� 6����� 7� ;����� ��� �
������ �����

���
 ��
��
� 
	 
� ���� ��		 ���
��
�� ����� ���� %�������� � ����� � ����� � ����
� � �
 �
�
�������������������������
����&� ;��	 �	 �
� ��
��! 	�����	��� 
	 ��� � ��������
� ������
�����	

�� �
���� ���
��
�� �
��
��� �
 ���	 ����� ����� 6�������
��� �� 
��! �
� � ��������	 �� �

�� ��� �������	 
	 �
� 	��� �
��� �
��� ����	� ��� 
��
����� 
���
�! �
$�	 
�
��� 
�� �
�� �
 ���

� 
�� � ��������
� ��
��
�� %.���� M�
� ?NB ������� 
� -�J� ,AI 
�� 2-� H@ 
� ���
�!� ?OO
��
��
� �
������ ���� ,�B �OO 9��� ��� �
��� ����	 ����� �
������ �	��� ��� P���� ����
�! 091&�

3�� �
� �
���� ������� ���	� ��	���	 
�� ��<������ �! ��� �!�� 
� 	!������� �
�
 �� �	���
;�����
��� �� 	������ ��� � �����
� ���� 
� '��
����� � 
� �����! �
��
� 	��	 
� �
���	 �
��
�����
�� �
 -2� ��� �
���	� 6����� J ���	���	 ��� ��
�� ������� �� ������
� 
� ��� ������ � 
� �������	

� ��� �
��� ���� 
�� ��� ��
�� 
� ���������� %	�
��� ��&� .� ���	 ������ ��� � �����
� ���� �
�	
�
� �
$� ���
 
��
��� ��� ���� ������ �
 �
����� ��� �
��� ���� %���� �� �	 �������� �� 
�� 
����
�����	&� ;�� ��
	
� 
� ���	 ���
�
� �	 #���� 	�����: ���� ���� �
��� 	��	 
� �
���	� ��� 	�I� 
� ���
�
��� ���� �	 �
���� 	�
�� %��		 ��
� �2� �������	& ��� �
	� 
� ��� ���� �	 	���� �� ��	 �
����
��
�
���
�	� 
� ��� 	�I� 
� ��� ����� 	��	� ;�� ��
��	 �
�� ��� ��	���� 	�
��� @�� ��� �
��� ����	 
��
�

 	�
�� �
� ��� ��
��	 �
 �� �
����	����

6�
� 
�� � ��������	 �� �
� �
������ ��
� '��
����� � 
	 
� 
��
���� �
���� ��! 
�

��� ��� �	 ���

����� � �	 ��� ������ 
� �
���	 �� ��� 	��	 �� 
�� � �	 ��� ������ 
� �������	 
� ��� �
��� �����
;��	 	���	 
� ��
	� ���� �
� ����� 	��	 ��
	� �
��� ���� 
	 �� �
 ��� �������	� ����� 	���	 �
 ��
��� 
��! ����� 	��	 ��
� �
! �� ��
��		�� �� 
 ��
	
�
��� ���� %�� �
! ���� �
���� ������� 	

�
��� �
��� ����	 � �	� �� ��
�����&� ;��	 ��	��� �	 #���� �
������ ���� "#�
��
� � ���� �� ���
�$
��
� �� 
�� 
�� � 
����	 �� �
�� �
��� ��
� � � � %���� ��� �
�
��
�	 
� /����
� 9��&�



 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 40  50  60  70  80  90  100

T
im

e 
in

 s
ec

on
ds

Number of vertices of the convex hull

Algorithm 1

Algorithm 2

6����� �: ?
��
��	
� 
� ��� � �����
� ����

� ��� ��
 
��
�����	 
� �2 ��
����	�

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  50  100  150  200  250  300

T
im

e 
in

 s
ec

on
ds

Number of vertices of the convex hull

Algorithm 1

Algorithm 2

6����� 2: ?
��
��	
� 
� ��� � �����
� ����

� ��� ��
 
��
�����	 
� 	!������� �
�
�

 0

 50

 100

 150

 200

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000  9000  10000

T
im

e 
in

 s
ec

on
ds

Number (n) of vertices of the convex hull

Time(n)

Time(n)/n2

Approximation

6����� D: " �����
� ���� 
� '��
����� �

� ��� 	��	 
� �
���	 �
��
��! �
$�� 
� 

	������

 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000

 4500

 0  5000  10000  15000  20000  25000  30000  35000  40000  45000

T
im

e 
in

 s
ec

on
ds

Number (n) of vertices of the convex hull

Time(n)

Time(n)/n2

Approximation

6����� 7: " �����
� ���� 
� '��
����� �

� ��J 	��	 
� �
���	 �
��
��! �
$�� 
� 

	������

� ����	���	�� �� �����	��

3�� �����
� �
���
��
� �	 �
 
���
 ��
�� ��� 4	���
��5 
� 
 ��
���� ���� 
 	�� 
� �����
� 	�
��	� ��
�
�� �
 �� 
��� �
 ��	�
���� �! ���	 ����
�� ��� 4�
��	5 
� ��� ��
���� ��	�
�	���� 
� ��	 �����
���
�	
���� 
���� ��
�
���
� 
�=���	� ���� 	��� �
��	 
���
��! � �	�� 3��� �� �
�� 
���
 ��
��� 
 ��
����
�! ��	 �����
� �
���� ����
	��� �
�
����������� �� �
�	���� ��� 4�
��
	���
�5 
� �
�� 
� ��� 	� 
�
��	 
� ��� �����
� �
���� ����
	��� �
�
�����������

' ��
���� �	 
 	�#����� 
� 
���
�
���	� ;�� ��
 �
�� ��
�
�����	���	 
� 
���
�
���	 
�� �������
���! 
�� ��������
��! ��
���� � 
�� ������� ���! 
�� 
���
���� �! �
��� %�!��
����� 
���
�
���	&

� �����	�� %�!��
��
��� 
���
�
���	& �� /
 �� �
�	���� ��� �
��
	���
� 
� ��� �
��	 
� 
�� �
�
��
��������� �� ����	 
� ��������
��! ��
���� 
�� �!��
��
��� 
���
�
���	� ;�� �
��
	���
� 
� 
 �
��
�	 ��� 	�� 
� ��� 
���
�
���	 ��
	� ������ 
� ��
���! �	 ��
	� �
 ��� �
�� %��		 ��
� ��� Q 
�
! ��
�
��� �
�� �� 
�� �
���&�

���
 
�
��������� �����
� ����������� ��
� �������� ����� �������� ����� �����
� �������
� ��� ��������
�
���
 �������� �� ����������� ��
� �
����
� ����
����
� !����
� �
�������
� ��
���������
� �������
� ��� �������

�����



 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0  50  100  150  200  250

T
im

e 
in

 s
ec

on
ds

Number (n) of vertices of the convex hull

Time(n)

Time(n)/n2

6����� J: " �����
� ���� 
� '��
����� � 
�
-2�79 	��	 
� �
��
� �
���	�

6����� �: ;�� NN'� ��
���� ���� ��	 �����
�
� �
���� ����
	��� �
�
�����������

�� ��
	� �
 ����	��
�� 
�� �
�$ ���� 
 ��
���� ����� �	 
 �����
� ������
�� ' �����
� ������
�
�����
��	 ��� ��
�	������
� 
� 	
�� �
�� 
� ��� ��' ���� �� �	 
����
��� �! 
 ����
�� �
������ �
����
��	 ���
��� H
�� ���
��
�� �
� �	� �����
� ������
�	 
�� $�
�� �
 �
�� 
 �
��� �����
���
� �
��: ��
�
�� �
 ����$ ������� �� 
�� 
��� �
 ����	�
��� ���	 �����
���
� �
���

�� ��
	� ��� �����
� ������
� ��
���� �
���� NN'� %"��������� "����	�������#���
���� $���
�

���&� ;��	 ��
���� �	 ���
���� �� ��� ���
�
��	� 
� ����
	�� �����	� 
�� ��
��	���
�� NN'� �	
���	����� 
� 6����� � ���� ��	 �����
� �
���� ����
	��� �
�
���������� �� ;�� �
��
	���
� 
�
��� �
�
���������� �
��	 �	 	���
��I�� �� 6����� -- %��� ��������� 
� ��� �
�
���������� �
��	 �	
���	����� 
� 6����� -�&� 6�
� ��
�
���
� �
�	����
��
�	� �
��	 2 
�� D �
 �
� 4�
��
��5 ��
���

���
�
���	 �
 �� 	������
��� '�
�� ��� ���
����� �
��	� 6
�� - �	 ��� 
�� �
��
����� ��� 	�
���	�
�������
�� 
� �!��
��
��� 
���
�
��� 
�� ��� 
�� �
��
����� ��� �����	� �������
�� 
� ��������
��!
��
���� 
���
�
���	� 6
�� - 
	 ���	 
� 
��	�
����� �
��
	���
� %��� 
���
�
���	 ���
����� �
 6
��
- 
�� ��
�� ��� �
�$�	� 
� 6����� -�&� '���
��!� 6
�� - �
���	�
��	 �
 ��� ������	
��
� ������
��

� NN'�: ��
�$	 �
 ���	 ������
��� NN'� �
� �
�� 
� �����
����� ���� ��� ��
���� �M� %$�������

% $���
���&� ;�����
��� �� ���� 
��� �
 �����	�
��� NN'� ������
���
�� �
 �
� ��
�� ��
� ��� 
�
�� � 
���� ��
� 
�� ����
� ��
���	 �	 �
 ������� 
�!�����: ��


��! ���	����� ���	 � 
���� �
 ���� 
� ��	���� �
 
�� �
���
��
� 
�� 
�����
��
�� .� ��� �����
� �
	��
�� ��� 
 ��
���� �� 	��������	 %�� ����		
�!& 
�� �� 
���
 ��
�� �
�� 	�������� ���� ��	 �����
�
�
���� ����
	��� �
�
����������� ;�� ��
�� ��	������
� 
� ���	 �
�$ �
�	 �
� ��!
�� ��� 	�
�� 
�
���	 �
����

� �������	��

�� ���	����� ��
 �
����
���
� ��
������	 
� ��� �����
� �
���� �
�
���������� ����
	��� 
 ������
�����	�
�
� 	�� 
� �
���	 �� B	��� ���	� ��
������	 �� ��	����� ��
 
��
�����	 
� ���
�����
�
�
���� ��! ������ ����� � �	 ��� 	�I� 
� � %��� ������ 
� �
���	 �� �
��
��	&� 3�� � ��������	
	�
� ��
� ��� ��
����
� �
���� ��! 
� 
�� #���$�	� 
��
����� �	 ��� ����	 ��� ����� � �	 ��� 	�I�

� � 
�� � ��� ������ 
� �������	 
� ��	 �
��� ����� 
� ��
	� ���� � �	 	�
���� ��
� ���� 6��
��!�

�"
 ��
� ��
 ��������
 �# $$%& ������
�  � '� 
� ��� (��) ��� �
���
� �*�� �� ��
 ������� ���� 	�
��



�

�

�

�
�

�

6����� -�: ��������� 
� ��� �
�
���������� �
��	�

6
�� - � 9 � 2 D
������ 
� 
���
�
���	 9� -� -J -9 J �
A!��
��
��� 
���
�
���	 DR �-R ��R 9JR �R �R

"�������
��! ��
���� 
���
�
���	 2�R �7R ��R 9JR D�R 72R

6����� --: ?
��
	���
� 
� ��� �
��	 
� ��� �����
� �
���� �
�
���������� ����
	��� NN'� %���
6����� �&�

�� 
������ 
�� ����
� �
 	�
��� �
� ��� �����
���
� �
��	 
� 
 ��
����� 
�� �����
� �

�� '���
���
��� 
�����
��
� 
� ���	 ��	�
��� �
 	�������
� ��
�
�! �	 �� ��� ��������
�! 	�
��	� ��� ��	� ��	���	

�� ��
��	����

����������

0-1 S���� @
�		
��
� 
�� H� T������ &'��'���� ����������(��� "��	������ ������
��
�
�� -��2�

0�1 S� 3*�
��$�� 6������ �����
� ����
	��� �
 �	� )������������ *������ �	 +��
���� ��� )�	���

������ ,�������� -�%9&:-J98-��� S��� -�J2�

091 P���� ����
�!� �������������	
��
���
���	������������ 
� ������������������	
�

�	�������������

0�1 N� P����
�� #������� -�����.� �� +��
���� ,������� ��
���� ;�� 	!	���
��� ��	��� 
� 	!	�
���

��
!	� H
����	��� B�����	��! N��		� -�J7�

021 "� /��U���� S� /������ H� ;�����
��� 
�� ?� T
�� /�
���	� ����
	��� �!������	� #������������
�7:-7�8-JD� �����

0D1 '� /����=���� ������ �	 ������ ��� )������ "����������� S
�� ����! V /
�	� ��� T
�$� -�JD�

071 ?� /���
�I� S� ;����� '� W
��	������ "� ���I�� 
�� @� >� "�
�	� H����
� ����
	��� �
�
����
��
�
���� 
�����
��
�� .� "���������� �	 ��� ���
���� ������ ���
����� �� +��
��������� ���������
�
��	 �9�8�92� W
��
����� @����	� ?
�����
� ?
�
�
� S��� -��2� '?H N��		 ��� T
�$� �T�
B/'�

0J1 ?� /���
�I� S� ;����� "� ���I�� 
�� @� "�
�	� 3� ������ 
 �����
� ����
	��� �
�
������
��
;������
� ���
�� �9D� ;�� .�����
��
�
� ?
������ /������ .�	������� @��$���!� -����

0�1 '� W
��	������ 6������ �����
� ����
	��� �
�
����
��
�	� /��.���.���� 0�������.�� �:7�8J-�
-���� .� ��		�
��



0-�1 "� ���I�� /�
���	� ����
	��� ��	$	 %�
��	 
�� �����	
��	&� .� A� H
����� ����
�� -�� $������ ���

-�� ������ �� +��
���� ,������� �
���� 222 
� �-+,� �
��	 92�897�� /��������W���
�� -��-�

0--1 A� M�� H� >
������ W� H
��
�
� X� N���$��� >� H

��� S� ?
����	� S� 3�������� /� X�������
S� ,
���� 
�� �� H�X��� /�������
� ��������
��	 
� ���
�� ������� 	���������! ������� ���
���
 �	
�� ��
�����
�
��
����
��� ������
�	� "��� -��� #��� ,��� �J:-9�-�8-9���� ���-�

0-�1 T� Y�
� 
�� /� /���� '��
�����	 �
� ������� �
���� ����
	��� 	����� �� �
 � ,)#0 *������

�� +��
������ 9-:-99�8-927� �����



� ���	�	���� ������� ��� ������

����� �� "���� � 6
� ��� ��
 �
��	 
� �
�
���� ��
��	 �
 �
�� 
 ��
��� �
 	
��	�! ��� ��
����!
	�
��� �! ;��
��� �� ����� ��	� � �	� 
 �
��� � �� �� � � 
�� 
 �
��� � �� �� � � 
�� 
 �������
�
� �� �
 	��� ��
� ��� ��
=����
� 
� � 
� �� 
�
�� � �	 �#�
� �
 �� .� 
���� �
��	� ��� ����
� � 	 �

��	� �� �
�
���� �
 �
� ;��	 ��
����! �	 �#���
���� �
 ��	����
�� � �� �� ��
�� ��
� ���	 ��
����!
�	 �#���
���� �
 ��� 	!	��� 
� >���
 -�

;�� �
���	 
� �� � � 
�� � 
���! ��� �
��� �
����
��
�	 
� ��� �������	 
� �� � �� �� �	� ���	
��
����! �
� ��� �
��� � 
� �� � � 
�� 
�	
 �
� ��� �
��� � �� �� � �:

�!� � �� ���� !���� � ��

�����
���

!� � �� � �

�����
���

!��
�
� � 
�� �"� � �� ���� "��� � � ��

�����
���

"� � �� � �

�����
���

"��
�
��

� 	 � �

�����
���

"��
�
� 	

�����
���

!��
�
� �

�����
���

�
� �����

���

!�

�
�"��

�
� 	

�����
���

�
� �����

���

"�

�
�!��

�
� �

�����
���

�����
���

"�!���
�
� 	 ��� ��


�� �� 	 �� �	 
 �
��� �
����
��
� 
� ��� �
���	 ���� 	 ��� �� �� �
�� ����� �
	�	 �
 �
�	����:

� '�� ��� 	�
�
� ��
����	 ���� 	 ��� ���
�� 
�� %	������!& �
	����� %��	�� ���
����&� ;���� ��� 	�
�
�
��
���� �� 	 ����
�� �	 
�	
 %	������!& �
	����� %��	�� ���
����& 
�� ��� ��
 �
��	 
� �
�
����
��
��	 �
��
� 	
��	�! ��� ��
����! 	�
��� �! ;��
��� ��

� '� ��
	� 
�� 
� ��� 	�
�
� ��
����	 �	 ����: ��� ��
 �
��	 
� �
�
���� ��
��	 �
� 
���
�	�! 	
��	�!
��� ��
����!�

� �
 	�
�
� ��
���� �	 ����� ��� ����� � �	� 	
�� �
���	 #�� #�� $�� $� 	��� ��
� �����	�
�
��
���
�� � �


�� ����� 	 �������
�� � �� �� ����� ��� �
���	 � 
�� � 
	 �
��
�	:

� �
������ 	 �������
����

�
��
	 ������ 	 �������
����

�
��

������ 	 �������
���	 ���
�
��
	 �������
���


��

� �
������ 	 �������
����

�
��
	 ������ 	 �������
����

�
��

������ 	 �������
���	 ���
�
��
	 �������
���

�

3�� �
� ����$ ��
� � ���
��	 �
 �� � �� � �
 �� � � 
�� ��
� �� 	 ����
�� � ��

;
 
��
�� ��� ��	���� ��
����!� �� ���
 
� ��� �
�� 
� ��
��	 ��
���� ��
� �� �
�� �
�� 
�
�������� �

;�� �
��
���� ����
 �	 �	�� �� ��� ��

� 
� ;��
��� -�

"���� ! ��� � ��� � �� ��� 
�����
�� �������� ���
�� 
�������� ����� ��
� �� ��
�� ������

�������� ����� ������ �� ��
��
���� ����� �������� ��
������ � ��� �� )� ����� ������ ����� ������

�� �1�� 	��� � �� !�	 " ����� ��.�� ��������� ������
� 
����� �� � ��� ��������� 
�����
� 
�����

�� ��



����� >�� � � �	� � �%��� � ���� � �� % � �	 ��� � �
�	 �
� �
��
�� � 
	� �! �!�
���	�	�
� �� � ��

� �� �����# �� �
$� ��
 �
���	 %� � �� 	 �� 
�� %� � �� 	 �� 
� � %�� � �� �� � �� �� � �


�� �� � �&� >�� � �� 
�! �
��� �� ��� ��� �%� 	 ��	��%� � ���� 	 ��	�����	 ���� 	 ��	������
'	 � 
�� � 
�� �
��� ���� 	 �� 	 ����� ���
��	 �
 � 
�� ���� 	 �� 	 ����� �
 �� ;�����
���
�%� 	 ��	 ��%� ���
��	 �
 � 
�� � �	 �
��� �

� �� � ���	���� ;
 ��
�� ��� �� �	� H��$
�	$�*	 �����	���
��
� 
� �
�!�
��	 0D1: ����� � �	�	

 	�� ���� ���� ��� 
� �������	 
� � 	��� ��
�:

� �

	
�

������ �
��

��

�
�
��� � ��� ���
 � ��

��

��

�
 � �



�

/!�������
��!� �� ���
�� �! �&�� ���� &�� ��� �������	 
� �� �� 	�
� ��
� � �	 
 �
�!����
�
�! 	�
���� ��
� �� 
����	 
	 %�
� ����		
���! �����
�& H��$
�	$�*	 �����	���
��
� ��� 	�� ' �
��
 	 &����
��������� .� �	 
���
�	 ��
� ' �	 �������� �� �� @! �
��� ��! 
� �� ��� �
�!�
��
�����
��� �! ' � ����� �	 ��� �
��� ���� 
� ' � �	 �������� �� �� �� 	���� �
�� �
 	�
� ��
� � �	
�������� �� ���	 �
�!����
�� >�� % � � 	 � �� 
�! �
��� 
� �� � ���
��	 �
 � 
�� � �
 �� ;��	�
����� � �	� 	
�� �
���	 ��� ���� �� 
�� (�� ���� (� 	��� ��
�:

�� � ��� �� �
 � �� �$ � ��� )� (
 � ��

��

��

�
 � ��

��
���

(� � �� � �

��

��

�
�
 
�� � �

��
���

(�&� �

A����:

% �

��

��

�
�
 	

��
���

(�&� �

��

��

�
� ��

���

(�

�
��
�
 	

��
���

�
��


��

�


�
(�&��

;�����
��:

% �

��

��

��
���

�
(���
 	 &��� ���� ���� $� � ��� ��� ��� )�� �
(� � � 
��
�

�
��	������������

�
(� � ��

;��	 % �	 
 �
��� 
� ��� �
�!����
� �����
��� �! ' �
����� �#���� � ������ ! ���� ���� �� � �� !�� � � �� 	�
� ���	 ��
����! �! �
���
�����
��

;��	� �� 	���
	� ��
�:
�!��� � �� !�� � �� %9&

� �	 
 �
�!����
�� ;�����
��� �! �������
�� ����� � �	�	 
 	�� 
� * �!�����
��	 �
� 	 �
 � � 	���
��
�: � � ��
������
�	 �
 � �� 0D1� �� 	���
	� ��
� ����� � �	�	 
 �
��� � � ���*� 	��� ��
� �
 � ��
;���� �
� 
�! ������� � 
� �� �
� 	 �
 � � � �	�
�� � �
 � �� ;��	� �
� 
�! ������� � 
� ��
�	�
�� � � 
�� ! � �	�
� �
�	 �
� 	
��	�! "#�
��
� 9 
�� ����� �	 
 �
���
�����
�� ;��	� �
� 
�!
�
��� � � ���*�� �
 � � 
�� �
�� � � � 	�
� ;��	� �
� 
�! �
��� � � ���*�� � ���
��	 �
 ��� 	��
����
�	 �
 � �� 
�� � ���
��	 �
 �� ����� �	 ���
		�����

�������� ��� �������	 ���������� �	�������� >�� ! �� 
 ����
� 	
��	�!��� ��� ��
����!
�� =�	� ��
���: �� � �� !�� � �� �� � �� !�� � � � �� � ���% � ��!� � !%� � %��	�� �&
�	 
 �
�!����
�� ;��	 
�! ����
� �
�� 
��� � %��	�� �& ��
���	 ��	 �
 ���� %��	�� �������&

� 
 ����� � 
�� ���	 
 �
���� 
� � %��	�� �& 0�1� >�� �� %��	�� %�& �� 	��� 
 �
���� �� �
��:
�� � ���% � ��!� � !�� � !�� � !%� ;�� �!�����
�� ������ �! ��� �#�
��
�: !� � ������	

�
	������! 	��
�
��	 � 
�� �� �



"���� $ %������� ������� �� ������� ��� ������ �� � ��������������&

��� #2+/3�&4 �� � 
��������
�
��� ��� �� ����
� �� ����
� �
 �� � 
����� ������ �� ��� 
���

�	 
����� ��
����� ���	
�� ����
� ��
�
��� ���	��� ����
� �����
�� ���	
�� �����

���� �� �(��� �� ��� �������� ������� ����� ��� 
������ ����� ��� 
����� �	 ��� 
��������
�
��

#2+/3�&4 �� �(��� ��5 � �
��� ��������������������������
��

����
����� ;�� �
���� 
� ��� �
�
���������� �	 �#�
� �
: � � ��
��
���
��� �� ���� �
 � ������
��� �
���	 
� 
�� 
�� 
�� 
� 
	 ������
�	 
� ��� ��� 
�� �
� �� 	�
�� ���� 
�� @��
�	� ��

�� �� 
�� �����������
� �
 
�� ��� �������
� 
� 
� �	 �#�
� �
 � �����

���������
� >�� � �� ��� 
����

������ �! ��� ����
�	 
� 
�� �
� '	 ��� ���
���� ������ �! �� 
� 
�� � 	 �
 �	 ����
�����
��
��� � ������

� ����� �����: 
� � � ������
����

�����
���������

� @�	���	� 
��� � �����
���������

� ��
������

� ����� ������	:


� � � ������������
�����
��

� /����
��! �� 
��
�� ��� �
���	 
� 
� 
�� 
�: 
� � � ������������
�����
��


��


� � � ������������
�����
��

� ?
�������� ���	� ��	���	 �� �
��:

� � ����������������������������	�������	
������	�
������
����

� ������������������������������	
��	����������	
��	���
������	�
������
����

� ������������������������������	
��	���
������	�
������
����

� ���������������������

������
���

%�	��� ��� �
����
 + � �� � &� � �+�&�� 	 �+���&&� �


