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Dynamic adaptation of grid
for one-dimensional hyperbolic conservation laws

Abstract: In this paper, we develop a dynamic self-adaptative mesh method for solving
hyperbolic linear or non-linear equations in one space dimension. This method is based on
two approaches: the first relies on a moving mesh process without changing mesh topology,
the second consists in local and dynamical grid refinement-derefinement. We employ a finite
volume scheme based on variable grids (moving and refined) with numerical Godunov-type
flows.

Key-words: hyperbolic conservation laws, finite volume, moving mesh, adaptation.
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Introduction

Nous présentons ici une méthode d’adaptation dynamique de maillage pour la résolu-
tion d’équations hyperboliques, éventuellement non-linéaires, en une dimension. Nous nous
intéressons notamment au probléme de Cauchy suivant :

{ ug + f(u)e =0 (1)

u(z,0) = u’(x) ’

ot u(z,t) est une fonction scalaire, f une fonction de classe C1, u° désigne la donnée initiale,
a <z <bett>0. Les indices z et t représentent respectivement des dérivations en espace
et en temps.

Les problémes concrets en Mécanique des Fluides prescrivent souvent un maillage trés
raffiné dans certaines zones : prés des discontinuités, dans les régions importantes de 1’écou-
lement. Suivant ’étendue de ces derniéres, en général plus conséquente pour les écoulements
instationnaires que stationnaires, le cott de calcul s’avére parfois prohibitif. Il semble alors
naturel d’adapter dynamiquement le maillage & la solution afin de le réduire.

La littérature distingue sur le théme de ’adaptation deux philosophies. La premiére réside
dans des remaillages intermédiaires avec extrapolation en général non conservative |7, 28].
Dans la seconde, le nouveau maillage résulte de rénovations de l'ancien via deux options
souvent alternatives, que sont le maillage mobile et le raffinement-déraffinement. Suivant la
premiére option, les noeuds du maillage bougent de maniére & migrer dans les régions de fortes
activités. Pour ce faire, nous disposons de divers outils. Selon P.A. Gnoffo [11], J.T. Batina [1]
et B. Palmerio [24, 25], sur chaque noeud s’exerce une force virtuelle, qui dépend des noeuds
voisins et qui l'incite & se déplacer dans une direction. E. Dorfy et L. Drury [8], W. Huang et
R.D. Russell [17, 18] puis accompagnés par Y. Ren [16], modélisent le mouvement du maillage
par une équation aux dérivées partielles, communément appeléee MMPDE (Moving Mesh
Partial Differential Equation). Malgré la diversité des techniques proposées, nous décelons
un point commun, moteur de cette démarche: le principe d’équidistribution. Le maillage
est donc le fruit de I’équidistribution d’une fonction de controle M. Elle est fréquemment
choisie pour mesurer ’erreur numérique entre la solution approchée et la solution exacte.
Elle peut toutefois caractériser d’autres grandeurs mathématiques, comme par exemple le
gradient. A linverse de la premiére option, la procédure de raffinement-déraffinement influe
sur le nombre de points de la discrétisation spatiale. Un critére, souvent motivé par une
estimation de lerreur, décide de I’ajout ou de la suppression des nceuds [5, 21]. L’ajout de
points correspond & une volonté de raffiner localement. La suppression permet de réduire le
nombre de points "inutiles". Rapidement des variantes ont vu le jour. Nous pouvons citer
N. Maman [22] ainsi que F. Benkhaldoun, T. Fernandez, B. Larrouturou et P. Leyland [2],
qui opérent des raffinements hiérarchiques sur des maillages non-structurés, ou encore M.J.
Berger avec A. Jameson [3] ou J. Oliger [4], qui raffinent non seulement en espace mais
également en temps des maillages structurés.

Notre objectif, outre ce rapport, est de simuler des phénoménes d’interaction fluide-
structure. Ils mettent en jeu une structure mobile et un fluide, en écoulement autour ou
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4 MeériauxésPiperno

contre une partie de la structure. Pour des problémes ot le mouvement de maillage est
une nécessité, il serait évidemment judicieux de profiter du déplacement du maillage pour
I’adapter. La littérature sur la simulation numérique des interactions fluide-structure s’ap-
puie ainsi trés majoritairement sur des maillages mobiles & topologie constante [1, 9, 12, 19].
Nous adoptons également cette démarche & ’originalité prés que nous la couplons avec une
procédure dynamique de raffinement-déraffinement spatial. Cette alliance vient compléter
un schéma numérique, fondé sur des formulations en volumes finis des lois de conservation,
écrites sur un maillage variable avec des flux numériques de type Godunov [23]. L’adjonc-
tion de ’adaptation au schéma numérique se traduit mathématiquement par différentes
techniques. Chacune d’elles souligne plus ou moins l'interaction entre le maillage et la solu-
tion. Une approche rigoureuse consiste & considérer le maillage comme une des inconnues du
systéme discret a résoudre [10, 16]. Néanmoins, déterminer simultanément le maillage et la
solution est une démarche extrémement complexe. Une premiére difficulté réside dans ’aug-
mentation considérable du nombre de variables. A cette remarque, s’ajoute la non-linéarité
du systéme, et ce, méme si la loi de conservation est linéaire. Pour des raisons de simplicité,
nous envisageons une approche différente, qui dissocie la détermination du maillage de la
résolution de ’équation hyperbolique. Dans un premier temps, nous contentant du maillage
et de la solution courants, nous cherchons le nouveau maillage. Connaissant son évolution
entre deux instants successifs, nous appliquons ensuite le schéma numeérique.

Le plan de ce rapport est le suivant. Dans un premier temps, nous présentons ’extension
de la méthode de Godunov au maillage mobile pour des lois de conservations scalaires en
une dimension d’espace. Nous nous intéressons en particulier & la résolution numérique de
I’équation d’advection et de Burgers.

Dans la deuxiéme partie, nous intégrons le schéma dans un code de volumes finis, ot les
neeuds se déplacent de maniére automatique.

A ce dernier, nous greffons ensuite une procédure de raffinement-déraffinement spatial
et nous nous remémorons le schéma écrit en topologie variable, étudié dans un précédent
rapport [23]. Les troisiéme et quatriéme sections sont consacrées respectivement & I’addition
et & la soustraction de points.

1 Le schéma numérique

Dans cette section, nous présentons ’adaptation de la méthode de Godunov au maillage
mobile pour la résolution d’équations hyperboliques en une dimension d’espace. Nous dis-
tinguons entre autres, ’advection linéaire (¢ € R):

Us + cugy =0, (2)

et ’équation de Burgers, non-linéaire :

ut+(u;>m:0. (3)

INRIA
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1.1 Meéthode des volumes finis

Pour résoudre numériquement (1), nous choisissons une formulation en volumes finis.
Le principe fondamental, présenté sur la Figure 1, est le suivant: le domaine spatial est
partitionné & tout instant ¢ en cellules, définies en une dimension d’espace par

€)= [rimy Oy (0] 0 2y (1) = HOE TR

Les nceuds x;(t) sont supposés connus pour tout ¢ € Z et pour tout ¢ > 0. Nous considérons
que la solution est constante sur ces cellules. Ainsi, les inconnues numériques u représentent
des approximations & l'instant t" de la moyenne de la solution inconnue u sur la cellule

Cr = C,(t™), soit
1
n~ A /cn w(z,t™)dx ,

u

avec

Aa:fzxﬁ% -z =z 1 (t") -2 (") >0 (4)
n+1 n+1 n+1
Ti1 Tird Tits
_ _ _ tn+1
nt 1 n+ 1
Vi ? Vier”
t’l’b
x:f_% x?+% :c;:_%
F1G. 1 — Principe des formulations en volumes finis.
Nous supposons également &; = azgt(t) = constante Vi € Z et Vt € [t",t"T!]. Cette

hypothése, couplée a la contrainte de non-retournement des cellules (4), nous garantit que

1
le volume V;H_Z est un trapéze. Finalement, nous intégrons I’équation de conservation (1)

1
sur chaque volume Vi"+ 2. Nous obtenons alors
Jonsru(z ™ )de —  [L, u(zt™)dz
g1’ nti

1 (Fulay (00) - g @00)d = 0,

gt n+3
(flulwy ©:6) = ule,

_-j;" 7

|

(e
~~
o~
N
~
~
N—
U
~

[N

n+l
i+ 1 i+ 1

TR =2 T3 ot At =t ¢
it3 Atn

x

l . . .
w:::r 2 représente la vitesse moyenne entre les instants ™ et t"*! du point 1(2).
2
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1.2 Schéma conservatif
Nous utilisons alors un schéma dit conservatif, qui s’écrit sous la forme:

Azt — AgPu?
Atn

Le flux numérique ¢7, , approche l'intégrale du flux de la cellule C;(¢) vers la cellule Ciy1(t)
2

au cours du pas de temps At™. En général, il est donné par

n _ n,n "+%
i+l = B(u; 7ui+17w,’+% )
ou la fonction ¢ est une fonction de flux numérique.
Pour plus de lisibilité, dans la suite de ce rapport, nous omettons les termes exponentiels

" n+3
quand nous évoquons ¢7, ; et w. *.
Z+§ ’L+§

1.3 Méthode de Godunov

La méthode de Godunov en maillage mobile [15] est un schéma en volumes finis conser-
vatif dont le flux numeérique s’appuie sur un solveur de Riemann exact, c’est-a-dire sur le flux
en chaque interface des solutions exactes aux problémes de Riemann locaux. La fonction de
flux numérique s’écrit alors

¢g(ugvudaw) = f(SR(w; UQ,Ud)) - WSR("‘); ugvud) ) (5)

ot Sr(z/t;ug,uq) est la valeur en (z,t) de la solution autosimilaire du probléme de Riemann
dont les états & gauche et & droite sont u, et uq. Par exemple, pour I’équation d’advection
(2), le flux de Godunov est donné par

¢g(ugsuaw) = (c — w)Tug + (c —w) ua (6)
(c —w)t = max(c — w,0)
avec { (¢c—w)” =min(c —w,0) ’

et nous prenons pour flux numérique en chaque interface
_ n ,.n
¢i+% = ¢g(u; 7ui+17wi+%) .

Une simple analyse montre que ce schéma explicite est TVD (Total Variation Diminishing)
[13, 14] sous la condition de type CFL:

At?

+ —
[(c—wi)t —(e—wiy) ] <1
Cette propriété signifie qu’un schéma ne crée pas d’extremum local, il vérifie donc le principe
du maximum et n’oscille pas prés des discontinuités. Nous remarquons que cette condition
de stabilité va se révéler extrémement restrictive sur le pas de temps At™ dés que nous
utiliserons des maillages raffinés.

INRIA



Adaptation dynamique 7

1.4 Schéma localement implicite en temps

Pour s’affranchir de ces restrictions, nous considérons un schéma, conservatif

ApPHly It — Azl
: At" +¢i+%_¢i7% =0, (7)

ol le flux numérique est donné par

0; , n+0; ntg
iy = S Uy T W) (8)
Dans ’équation précédente, les variables u"+9 sont des inconnues dépendant des grandeurs
uy et u”+1 et sont déterminées en 1ntrodulsant les notations suivantes :
Vi,  AxPtl=(1-6,)Az? 4+ 6; Az, (9a)
Vi,  AxPtliyt0 = (1 — ) Azl + 0 Ax T (9b)

Si (Vi, 8; = 0), nous retrouvons le schéma, explicite en temps, qui a fait Pobjet de la section
précédente. Dés que (Ji |0; # 0), le schéma est implicite.

Dans un premier temps, sur ’exemple de ’équation d’advection(2), nous justifions I"uti-
lisation d’un tel schéma par un théoréme de stabilité. Nous rappelons ensuite les fondements
de la construction d’un schéma implicite linéarisé pour 1’équation de Burgers (3). Pour une
étude plus détaillée, nous renvoyons le lecteur a [23].

1.4.1 Equation d’advection

Nous appliquons ici le schéma (7-8) muni de la fonction de flux numeérique (6) a ’équation
d’advection. Effectuant les opérations suivantes:

(1—6,) x (7) + 6; Azt
—0; x (7)+(1—0; )Am1 uZ ’

nous trouvons

n4+1l n+91 (1-6;)At" — n+6; n+0;41
u; = + At (c— Wit U, — Ui

s
-
l>
H

Afin de déterminer u""'l il nous faut connaitre les valeurs u?”i. Or, d’aprés la deuxiéme
égalité, u"t? = (u ?“} )i est solution d’un systéme linéaire Au™t?% = u™. Le systéme se réduit
en fait aux points o #; # 0. Nous observons également que la matrice A est & diagonale

RR n° 4696



8 MeériauxésPiperno

strictement dominante [23]. Nous utilisons alors une méthode de relaxation pour inverser le
systéme, comme par exemple la méthode de Jacobi.

L’intérét de ce schéma, localement implicite, réside dans le théoréme suivant, dont la
démonstration se trouve dans le rapport [23].
Théoréme 1 Sous la condition

(1-06;)

1-6,_
14, a-60]
€T,

Vo, Vi, At" [(c—w;_1)t — | <1,
AzpH

—(e—w_3)" (10)
le schéma mizte (7-8-6) est TVD.
Les problémes de stabilité liés aux mailles les plus petites pourront alors étre évités en

prenant 6; = 1 sur ces cellules.

1.4.2 Equation de Burgers

Pour 'équation de Burgers, les seules solutions entropiques bornées d’un probléme de
Riemann sont les suivantes :

Ugtug

<
>

ug  si

CHOC Uy > uq : u(xt) = { v s
d

2
Ugtug )

|8 |8

.
Ug 81 7 < Ug

DETENTE uy <uq : w(z,t)=¢ § siu,<F<ug
uqg Si f > Ug
Ainsi, le flux de Godunov (5) s’écrit
1 2 2 1
dg(ug,ug,w) = 5 max ((ug — )t (g —w)” ) - §w2 . (11)

Sinous appliquons le schéma (7-8) muni de la fonction de flux numérique (11) a I’équation de
Burgers, nous sommes confrontés a la résolution d’un systéme non-linéaire. Afin de revenir
4 un systéme linéaire, nous construisons un schéma implicite linéarisé. Pour ce faire, nous
remplagons dans (7) le flux numérique (8) par

¢i+% = ¢(“?7U?+1awi+%) + ¢;(“?au?+1awi+%)(“?+0i —uj)
+0;
+ ¢;(“?a“?+1awi+%)(“?+1 - ulyy)

ou ¢, (u,v,w) et @ (u,vw) désignent respectivement les dérivées par rapport & u et v de
¢(u,v,.w), ou des approximations de ces dérivées si la fonction de flux numeérique ¢ n’est pas
dérivable [23].

Dans la section suivante, nous fournissons au schéma une gestion automatique du mou-
vement du maillage. Dans ce méme souci d’auto-adaptation, nous nous intéressons ensuite
a l'addition et & la soustraction locales de points et verrons comment étendre le schéma
précédemment étudié au maillage a topologie variable. Afin d’illustrer 'efficacité de chaque
procédé, nous accompagnons chaque section de résultats numériques sur les exemples de
I’équation d’advection et de Burgers.

INRIA



Adaptation dynamique 9

2 Maillage mobile auto-adaptatif

Nous tentons ici de répondre & la question: "Comment faire bouger les nceuds du mail-
lage?". Malgré la multiplicité des techniques proposées, nous décelons un point commun,
moteur de cette démarche: le principe d’équidistribution.

Dans le but d’en donner une interprétation mathématique, nous introduisons un change-
ment de coordonnées spatiales. Notons N + 1 le nombre de points de discrétisation spatiale.
Les coordonnées physiques sont toujours notées x;(t). Les coordonnées du domaine fictif sont
notées &, = ﬁ Nous définissons le changement de variables des coordonnées fictives vers
les coordonnées physiques par z;(t) = z(&;,t). La transformation z(&,t) satisfait le principe
d’équidistribution si

z(&,t) b
/ M(s,t)ds = ¢ / M(s,t)ds . (12)

La fonction M (z,t) > 0 est appelée fonction de controéle. La distribution des points repose
fortement sur le choix de cette fonction. Elle mesure fréquemment, en théorie, erreur entre
la solution approchée et la solution exacte. Elle peut toutefois caractériser d’autres grandeurs
mathématiques. Un choix usuel consiste & prendre

M=+/14|uzl?,

afin de canaliser les nceuds dans les régions de forts gradients. Néanmoins, leur concentration
se réveéle parfois excessive. Il est alors conseillé d’utiliser une version régularisée, comme par

exemple
/ 1
M=1/1+ a|um|2 . (13)

L’introduction du paramétre o > 0 permet de jouer sur 'intensité de la concentration nodale.

W. Huang, Y. Ren et R.D. Russell [16] modélisent le mouvement du maillage par une
équation aux dérivées partielles, communément appelée MMPDE (Moving Mesh Partial
Differential Equation), obtenue en dérivant par rapport a ¢ et/ou par rapport a &, la relation
d’équidistribution (12). Ils déterminent ainsi de nombreuses MMPDESs, parmi lesquelles

MMPDE1
9 (M%> L9 (‘9_M> __9 (3_M‘9_$>
o¢ o¢ o¢ 8596 9\ ot o¢ )’
ou encore MMPDE4 5 o L8 5
i T
ot (Vo) = 1o (M3)

Le paramétre 7 peut étre considéré comme un paramétre de relaxation temporelle. A titre
indicatif, MMPDE7

0 oz 0 ozx\ 0z Oz 10 oz
o (Ma—g) ~ %% (Mﬁ_f) oc/oe = T o (Ma—g)

correspond & la méthode de E. Dorfy et L. Drury [8].

RR n° 4696
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Une fois la MMPDE choisie, ils la discrétisent. Ils obtiennent ainsi un systéme d’équa-
tions non-linéaires, qui dépend naturellement des grandeurs x?"’l, mais aussi des inconnues
u?*! en raison de la discrétisation de M. Afin de déterminer simultanément le maillage
M™H1 et 1a solution u™*?, ils couplent ce systéme aux équations issues du schéma numé-
rique, ici aux équations (7-8). Ce procédé, d’une extréme rigueur, souligne la forte interaction
entre le maillage et la solution. Sa mise en oeuvre s’avére néanmoins complexe. Une premiére
difficulté réside dans I’augmentation considérable du nombre de variables. D’autre part, ex-
périence montre un usage fréquent de schémas temporels totalement implicites, c’est-a-dire
0; = 1 Vi dans (9). A ces remarques, s’ajoute la non-linéarité du systéme, et ce, méme si la loi
de conservation est linéaire. Nos efforts pour conserver une démarche linéaire, en particulier
la construction du schéma implicite linéarisé pour ’équation de Burgers, deviennent alors
inutiles.

Pour des raisons de simplicité, nous souhaitons dissocier la détermination du maillage du
calcul de la solution. A ce stade de notre étude, nous disposons uniquement des grandeurs 3
l’instant ¢*. Une méthode simple consiste & adapter le maillage M™*! 3 la solution courante
u™. Pour ce faire, nous adoptons le point de vue de J.T. Batina [1] et de B. Palmerio
[24, 25], connu dans la littérature sous le nom de "spring analogy". Nous supposons que
chaque sommet z7* est connecté aux sommets voisins 277 par une force, notée F;;. Le nouveau
maillage résulte de 'obtention de 1’état d’équilibre, qui s’écrit

Vi, > F;=0.

| e 1s1 n
jlz¥ voisin de ]

Ces équations offrent une formulation différente du principe d’équidistribution. En effet, &
travers la recherche de 1’état d’équilibre, nous cherchons & équirépartir ’ensemble des forces
pour chaque sommet. Afin d’atteindre cet objectif, nous proposons une méthode itérative.
Nous commengons par initialiser les variables en posant

Vi, 3:50) =z} et ugo) =ul.

Dans le but d’équidistribuer la fonction de controéle (13), nous calculons itérativement ’en-
semble des forces qui s’appliquent sur chaque sommet asgk) de la maniére suivante:

FO = [(alh = o)+ 2 (a0 )] - [ (o =) 4 2 (w0 =)

)

Notre intention est que pour tout i, Fi(lc — 0 quand k£ — oo. Il faut en fait distinguer

plusieurs cas, suivant le signe de Fi(k).

(k)

Cas ou ng) > 0. II semble logique que le déplacement du nceud z; "’ traduise une attirance

k s k .
vers 965 +)1, et donc un éloignement de ng)r Nous suggérons alors de poser

$§k+1) _ xgk) n Ti(k)Fi(k)7

INRIA



Adaptation dynamique 11

(k)

ol le parametre 7,7’ > 0 est déterminé & partir des équations suivantes:

(i) ( Eljr) (k+1))2 L1 ! ( Ek)l §k+1))2 _ (x§k+1) —9355)1)2 N é (u§k+1) Ekl) 7

k
(i) ) — ( " (Ic)F(k) 1+)1—U()
¢ ) _x(k) )
z+1

L’équation (¢) ci-dessus signifie que la valeur recherchée pour xEkH)

(k1) 3 1a place de a:gk)

est telle que la force

F(k) calculée avec z, est nulle. La seconde équation (u) signiﬁe que

(k+1)

la valeur u, est simplement interpolée linéairement dans l’intervalle [xs 2, Jrl] puisque

Fi(k) > 0 et le point z; va se déplacer vers la droite.

Apreés développement, nous trouvons simplement

) RORNT
7_.(k:) z+1 €T,

UL Y () (o - ) (o o)

Proposition 1 Si Fi(k) > 0, alors Ti(k) > 0.

Preuve : 'inégalité se vérifie aisément. Le numérateur étant positif, il nous faut démontrer
que le dénominateur Dl(»k) l’est également. Nous avons

DY = (o, o) (o8 — o) + L (u® - ) (W0 - u9), 19
que nous pouvons encore écrire sous la forme
p¥ = ( . gk)) (xgk) _ng)l) +1 (ugi)l uﬁ’“)) (ugk) Ek)l)

k k)2 k k
(o =)+ 1 (8 - )
Nous déduisons de I’information Fi(k) > 0 que

D> 5 [( =)+ X (- i) ] >0

2

Cas on F( ) = 0. Les forces étant identiques de part et d’autre du nceud x( ) , NOUS Proposons

(b+1) _ 509 g (k41 — (),

de prendre z; ;
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Cas ot ng) < 0. Le traitement de ce cas est simlaire & celui du cas Fi(k) > 0. Nous

I’obtenons par symétrie. Nous proposons les formules suivantes: si Fi(k) < 0, nous posons

(i) x5k+1) _ xgk) 4 Ti(lc)Fi(k)’

(k+1) (k) (k) (k) u('k) — u(k)l
(i1) U, =, +71, F m )
k k
(i22) Ti(k) - % (k) _ (k) (k) xi)) - zvg_)l(k) (k) (k) (k) >0
> (ui Ui 1) (“z’+1 _uifl) + (xi Zi 1) ( Tiyp — X 1)

(k+1) (k+1) (k-|—1)

Il nous faut désormais vérifier que les nceuds x; sont tels que ;' —x;

> 0. Nous
(k)

multiplions alors 7;"’ par un paramétre 3, compris entre 0 et 1. Explicitement, ’algortihme
global se résume ainsi: itérer

@) FY = [l -2+ @l - o) fa] - [@ - o)) + @ = u®)?/a] ;
k:) z(k’) —z(-k)

7; = g k k (k) (k) Vi ; (k) (k) (k) (k)
¢ 2 (u( ) - (l))( ;=) at(z = ) (2~

@ity si F® >0,
WD Z ) 0 R (0 () o) _ 400

u; 'L+1 o
ROENO)
7*) = b ), (O ) (@), -2
(¢7) si e <0, (ui =g 2 ) (wiy —ug = )/0‘+(z 1)@ +1 T
ugkﬂ) = ugk) + Ti(k)Fi(k) (ng) - “55)1)/(1”5]6) - mgi)l)
8 _

K3

(i) s F® =0, ;

uHD) = )
(i) okt = B 4 70 pe),

jusqu’a ce que ||z*+1) — z(®)|| < TOL. Nous cherchons sous quelles conditions sur 3, les
contraintes de non-retournement des cellules sont satisfaites. Nous pouvons montrer la pro-
position suivante.

Proposition 2 §i < i 5, alors les cellules du maillage ne se retournent pas.

Preuve : Pour la démonstration, nous différencions quatre cas:

1. si F(k) <0et F( ) > 0, nous avons alors que x(k+1) (-k+1) > x(-k) — x(-k) > 0 sans
q z 1+1 7
aucune condltlon supplementalre sur 3;
2. si Fi(k) >0et Fz'(+k)1 > 0, nous constatons que
(0 afi41) 5 o) o) 00
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(k)

Remplagant 7;"/ par son expression, nous trouvons que

r (k)
(k+1) _  (k+1) (k) _ (b B F;
Tiy1r — % > (x Tiy1 — % ) |1 - §D(.k) )

ou ng) > 0 est donné pas I’égalité (14). Etant donné que 0 < 8 < 1, nous remarquons
que

(k) T
LD (kD) (z (k) (k)) 1— lFl_
Ziv1 T; Z T — % 2 D(k)

2
Or, nous avons 2DZ(.k) —Fi(k) = (wgi)l (k) ) +1 (US?I 55)1) > 0. Nous déduisons

de cette information que a:g_’f{l) - xEkH > 0Vp;

3. Si F-(k) <0 et F(_f) < 0, un raisonnement similaire au précédent nous permet de

1 k+1 "
conclure que x( ) _ 5 *1) 5 0 sans aucune condition sur B;

4. Nous nous situons ici dans le cadre ot Fi(k) >0 et F(k% < 0. Nous avons ’égalité

suivante :

2D g0 o) o0 L) pl) (0 ple),

(k) (k)

Substituant ;" et 7;,; par leur expression, nous obtenons
P (k) o (R) (k)
Tin T; k(z Tit1 — &, )5
8 F! g ™) FY) (*)
otk =1+7% Dz(;:)l — 550+ Or, nous avons —D}_—E <2et (k) < 2. 11 s’en suit que
k> 1—28. La condition 3 < 1 nous garantit dés lors que xﬁﬁl) - xgk"'l) > 0.

Dans la suite de ce rapport, nous posons 3 = % Rappelons ici que ’algorithme ci-dessus
remplit trois fonctions:

— équirépartition des points;

— interpolation des valeurs de u au cours des itérations (ces valeurs sont utilisées pour

I’équidistribution des points, mais pas pour la résolution en temps de I’équation de
conservation);

— assurance de non-retournement des volumes finis.

Nous montrons sur la Figure 2 une mise en application de cette méthode, que nous
nommons Spring en référence a "spring analogy". Sur le premier graphe sont représentés

(z EO) (0)) pour 7 = 1 & 50. Les noeuds :c(o) sont répartis uniformément et ugo) = u(:c(o)) avec
u(z) = 2 arctan(z). Sur le deuxiéme graphe sont représentés (z; (k) Ek)) aprés convergence de

I’algorithme décrit ci-dessus. Il apparait que les nceuds tendent A se concentrer au voisinage
de 0, région de forts gradients.
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F1c. 2 - Répartition des neuds générée par Spring avec a = 0.1.

Aprés convergence de ’algorithme, nous posons finalement m?“ = xgk) pour tout i.
Connaissant I’évolution du maillage entre deux instants successifs, il nous reste & appliquer
le schéma numeérique pour calculer u™*!. Afin d’illustrer son efficacité et 'impact de ’adap-
tation sur ce dernier, nous présentons quelques résultats numériques. Sur les figures 3(a) et
4(a), nous montrons une itération en temps du schéma (7-8) appliquée a 1’équation d’ad-
vection u; = 0 avec respectivement o = 0.1 et a = 0.01 dans Spring. Pour chaque figure,
nous avons représenté la solution initiale u°(z) = 2 arctan(z) sur un maillage uniforme et la
solution & ¢t = 0.1. Les figures 3(b) et 4(b) représentent la taille des mailles & ¢ = 0.1. Nous
remarquons d’ores et déja que plus a est petit, plus la concentration des nceuds dans les
zones décisives est élevée. D’autre part, nous observons, principalement sur la Figure 4(a),
que la solution approchée est plus abrupte que la solution initiale. Ce phénomeéne s’explique
par le fait que les nceuds se déplacent dans un souci d’équidistribution de la fonction de
controle M. La vitesse du maillage ne correspond pas alors a la vitesse du flux, qui dans ce
cas précis est nulle puisque ¢ = 0. Afin d’atténuer cette différence, nous évitons de choisir
le paramétre o trop petit et proposons de prendre M° préalablement adapté a la solution
initiale u°.

Nous considérons désormais ’équation d’advection (2) avec ¢ = 1. Sur la Figure 5(a),
nous montrons la solution initiale et la solution & ¢t = 2, générée par le schéma numérique
(7-8) en prenant un pas de temps At™ constant au cours du temps, égal & 0.1. Nous évitons
les restrictions sur le pas de temps At™ imposées par les conditions de type CFL (10), en
posant #; = 1 pour tout i. La solution exacte de cette équation étant u(z,t) = u®(x — ct),
I’évolution du maillage, représentée sur la Figure 5(b), semble satisfaisante. Néanmoins, pour
des solutions moins réguliéres, ce processus peut fournir un maillage raffiné dans des régions
importantes pour 4™ mais sans interét pour u™*!. Nous déduisons de cette explication la
diffusion numérique observée sur la Figure 6, o1 la donnée initiale est la fonction de Heaviside.
Cette diffusion pourrait étre éliminée en raffinant plus abondamment dans une zone assez
large. Pour cela, il suffirait de propager les hautes valeurs de la fonction de contréle M sur
une certaine "épaisseur".
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08 Solution =0 —— |
Solution =01 -~ Taille des mailles t=0.1 ——

a1 L L L 02 L L L L L L L L L
-10 5 ) 5 10 -10 -8 6 -4 2 ) 2 a 6 8 10

(a) Solutions (b) Taille des mailles

F1c. 3 — Solutions et taille des mailles at =0 et a t = 0.1 avec « = 0.1.

Taille des mailles t=0.1 —+—

01 L L L L L L L L
-10 K - 4 2 0 2 4 6 8 10

(a) Solutions (b) Taille des mailles
F1G. 4 — Solutions et taille des mailles at =0 et ¢ t = 0.1 avec o = 0.01.

1 T T T 0.4 T T T T T T T T T
08
oss | o
06 x
04 03
02 {
0s | ; ]
¢
of j
02 4
02
04 015 [ B
06
01 R
e e — 7 [
L L L L 0.05 L L L L L
10 5 o : 2 T
(a) Solutions (b) Taille des mailles

F1a. 5 — Solutions et taille des mailles 4t =0 et a t = 2.
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-10 5 ) 5 10

FIG. 6 — Solutions at=0¢et at = 2.

Afin d’éviter ce décalage, J.M. Stockie, J.A. Mackenzie et R.D. Russell [27] proposent

d’adapter le maillage M™+! 3 4"+, prédiction de la solution recherchée 41!, Ils suggérent
alors ’algorithme suivant :

MoVING MESH ALGORITHM :

1. n=0;
2. u® et MP, les données initiales, représentent la solution et le maillage & t = 0;
3. Itérations sur n

(a) m=0;

(b) xPTH0 = xP + At WP tel que 270 2710 > 0 (Par exemple, 2770 = 27);

) 3 7
(c) Appliquer le schéma numérique —s ujt*;

(d) Itérations sur m

'(L+1,m
1

i. Adapter le maillage & la solution courante u
de lalgorithme Spring) — xP+1m+1,

i ’

(a l’aide, par exemple,

ii. Appliquer le schéma numérique avec

n+1,m+1 _

Tipi $?+%
Yt T Atn
et x?:%l’mﬂ = L(aPthmHt 4 x?_lfll’m“).
N u;’l+1,m+1;
iii. Si ||g"tlm*t — grtlm|| > TOL alors m < m + 1 et poursuivre en 3d;
(e) xPt = x?"’l’m"'l et ultt = u?"’l’m"'l;

4. n «<— n+ 1 et poursuivre en 3.
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A chaque itération en temps, cet algorithme a recours au minimum deux fois au schéma
numeérique: une fois pour I’étape de prédiction, une deuxiéme fois pour le calcul de la solution
a linstant t"*1. Sans remettre en cause lefficacité de la méthode, nous craignons un coit
élevé en deux et trois dimensions. Nous envisageons, de ce fait, une approche différente, qui
consiste & prédire la vitesse optimale du maillage entre les instants ¢ et t"+!.

La vitesse d’un choc s = ‘2—:, dont les valeurs & droite et & gauche sont notées uq et ug,
est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot :

f(ua) = f(ug) = s(ua = uy) - (15)

Nous espérons profiter de cette relation pour inciter certains points, que nous qualifions de
stratégiques, & se déplacer a la vitesse du choc. Nous dirons qu’un point z; est stratégique
si

cosa; > K,

ol «; désigne ’angle dessiné sur la Figure 7. En d’autres termes, le nceud z; est dit stra-
tégique si nous observons en ce dernier un changement de pente considérable. En pratique,

=_1
nous prenons K = —3.

Wi41

Uq

Uq—1

Ti—1 z4 Ti41

Fi1G. 7 — Représentation de l’angle o

Pour ce faire, notre démarche est la suivante. En premier lieu, nous différencions les
nceuds stratégiques des autres. Pour chacun d’entre eux, nous déterminons ensuite quelles
sont les valeurs & droite et & gauche du choc. Si le point z7' est stratégique, nous proposons
de prendre

{ ug = u? tel que j = max{l| I <iet[u} —u} || <er} (16)
ug = uy, tel que k = min{l| [ > i et [u} —up,| <ea} °

Notre objectif est que, pour les noeuds stratégiques, m?“ =zl + At™s?, ou sP est donné par

la relation de Rankine-Hugoniot (15) et (16). Si nous effectuons naivement ces affectations,
nous risquons de nous heurter aux contraintes de non-retournement des cellules. Afin de les
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respecter, nous optons pour une méthode itérative, davantage préventive. Nous commencons
par une phase d’initialisation dans laquelle nous posons

gt = el

89 = 0,

sRO { At"s™  si glest stratégique
' 0 sinon

La grandeur 6Z-R’0 correspond au déplacement recherché pour le point 7. Nous calculons
itérativement le déplacement effectif par une méthode reposant encore sur une analogie
élastique. De maniére imaggée, ce déplacement effectif est calculé en tout point en supposant
que le mailage lui-méme est la trace d’'un matériau élastique (des ressorts, dont la raideur
est égale & I'inverse de la longueur des arétes, relient les points voisins). L’algorithme s’écrit
de la maniére suivante :

_ R,m—1 _
5™ — Yioa 87T 6T Ay 60T
Yiel T %t Vigl

7

ol Vi1, Vi et v, 1 sont des fonctions poids, que nous avons choisies indépendantes de m.
Elles permettent d’uniformiser le mouvement du maillage. Nous posons précisément

1
Yirdl = p+11,0 _ Lo
1+ )

et v, = Vi1 +v; +i- Nous effectuons ensuite les affectations

1 1,m—1
apthm = gpthm Tl gm
=mine;
avec € ine; g,
s om—1 m—1 m m
1 ) oosia - +07, =6 >0
€41 = el e .
vta — i —=— sinon ’
H it+1

et n est un paramétre compris entre 0 et 1. L’introduction de la variable ¢ nous garantit que

les cellules ne se retournent pas. Si ||z"+1™ — g**+Lm =1 > TOL, nous incrémentons m et
. NP . TR R,m .

poursuivons les itérations, sans oublier de réinitialiser ;"™ comme suit

-1 .
sRm — s 6 sicosal? > K
‘ 0 sinon

Aprés convergence de la méthode, que nous nommons Info, nous posons finalement x?"’l =
1 . . . . L.
ntLm ot pouvons désormais appliquer le schéma numérique pour calculer u?*!.

[ [

T
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Avant d’illustrer la méthode par des résultats numériques, nous souhaitons ici mettre
I’accent sur l'une de ses caractéristiques. Supposons que la solution courante est trés régu-
liére. Elle peut, de ce fait, ne posséder aucun point stratégique. L’application de la méthode
décrite ci-dessus nous donne alors 2! = 27 pout tout 4. L’algorithme Spring aurait pour
sa part, suscité un déplacement de certains nceuds. L’adaptation n’est certes pas optimale
mais a ’avantage de produire une évolution du maillage cohérente avec I’évolution de la
solution, comme le montre la Figure 5(b). En résumé, nous avons a notre disposition deux
méthodes, I'une qui semble mieux convenir aux solutions réguliéres, I’autre qui cadre davan-
tage avec les solutions ot apparaissent chocs et discontinuités. Afin de traiter un éventail
le plus large possible de problémes, nous proposons de les coupler en une seule, qui s’écrit
algorithmiquement comme suit :

NOTRE ALGORITHME :

1. n=0;
2. u® et MO désignent la solution et le maillage initiaux;
3. Itérations sur n

(a) Repérer les nceuds stratégiques et calculer, pour ces derniers, la vitesse
recherchée s;';

(b) Appliquer Spring avec F® =05 x? est stratégique. Pour ces noeuds,

K3
x} pour tout k.
(k).

(k)

1

RN Xi ;
(c) Appliquer Info aux noeuds xgk) (Seul changement : £+ = mgk)).
n4+1l,m,
— X! :

1 n41,m,
(d) x7*t =x ;
n+1,
i )

(e) Appliquer le schéma numérique — u

4. n < n+ 1 et poursuivre en 3.

Sur la Figure 8, sont représentées la solution initiale et la solution & t = 2 de I’équation
d’advection avec ¢ = 1, obtenue en appliquant 1’algorithme décrit ci-dessus avec un pas de
temps At™ constant au cours du temps, égal a 0.1. Les noeuds stratégiques se deplacant
a la vitesse du flux, en particulier ici & la vitesse ¢, nous observons sur la Figure 8 le bon
comportement de la solution approchée. D’autre part, si nous appliquons cet algorithme 3 la
méme équation mais avec la donnée initiale u°(z) = 2 arctan(z), les résultats seraient alors
les mémes que ceux observés sur les Figures 5(a) et 5(b), puisque la régularité des solutions
implique la non-existence de noeuds stratégiques.

Dans le but de valider notre méthode sur des équations non-linéaires, nous considérons
le probléme de Cauchy (1) pour I’équation de Burgers (3), avec différentes données initiales.
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Solution t=0 ——
Solution t=2 -

0 L
-10 -5 0 5 10

F1G. 8 — Solutions at=0 et at = 2.

Pour ce choix de la fonction non-linéaire f(u) = ”72, la relation de Rankine-Hugoniot (15)
s’écrit ) )
ug Yy
5 T 9 = 5(ug — ug)
c’est-a-dire, si ug # ug,
Ud + Ug

2

Pour tous les exemples numériques qui suivent, nous appliquons le schéma avec un pas de
temps constant au cours du temps, égal & 0.1. Pour éviter les limitations sur le pas de temps
imposées par les conditions de type CFL, nous optons pour la version totalement implicite
de ce dernier.

Sur la Figure 9(a), nous montrons la solution initiale u®(z) = — 1777 ¢t la solution
approchée & t = 2. Du fait de la régularité des solutions, & chaque itération en temps, le
maillage M™*! est uniquement le fruit de la procédure Spring, qui, nous rappelons, adapte
M™HL 315 solution courante u™. Au fur et & mesure des itérations, la solution se raidissant
au voisinage de 0, nous observons logiquement sur la Figure 9(b) un raffinement progressif
du maillage en ce voisinage.

Sur la Figure 10, nous simulons un choc. A chaque itération en temps, la solution courante
posséde deux points stratégiques, de part et d’autre du choc. Nous incitons ces derniers & se

déplacer a la vitesse “"’Tuf’, en particulier ici 1. La vitesse du maillage étant adéquate, les

solutions obtenues via le schéma numérique SOilt trés satisfaisantes.

Sur la Figure 11, nous représentons la solution initiale u°(x) = H(x), ot H(z) est la
fonction de Heaviside, et la solution a ¢t = 2 générée par notre méthode. La solution initiale
posséde deux nceuds stratégiques, que nous incitons via Info & se déplacer a la vitesse %
La vitesse étant inadéquate, le schéma fournit aprés une itération en temps une solution
légérement diffusée. Aux itérations suivantes, la solution courante ne posséde aucun point

N

stratégique & cause de la diffusion du schéma. Donc, seul la procédure Spring opére. Le
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maillage M™*! est alors adapté & la solution courante u™, et non & u™t!. Nous justifions
ainsi la diffusion numérique observée sur la Figure 11.

77777777777777777 - Solution t=0
= Solution (=2 - |

(a) Solutions (b) Taille des mailles

F1G. 9 — Solutions et taille des mailles a t =0 et a t = 2.

Choc t=0 ——
Choc t=2 ——x---

-10 5 0 5 10

Fig. 10— Chocs at=0et at=2.

Dans cette section, nous avons présenté une méthode peu originale d’adaption dynamique
de maillage, qui repose sur des maillages mobiles & topologie constante. La littérature sur
la simulation numérique des interactions fluide-structure utilise minoritairement un autre
procédé, qui consiste & raffiner, voire déraffiner, localement et dynamiquement le maillage.
Nous nous intéressons donc dans les sections suivantes & ’addition et & la soustraction
locales de points. L’originalité de notre travail réside dans la conception de ’addition et de
la soustraction. De cette conception nait une extension du schéma au maillage & topologie
variable.
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1 T
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X
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Detente t=0 ——
Delente t=2 ——x-—-

/
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i
;
i
;
¥
Il
6

Fic. 11 — Détentes at =0 et a t = 2.

3 Addition
Dans un souci d’adaptation, nous nous intéressons ici a I’addition locale de points. A ce
stade de notre étude, nous destinons cette procédure & deux usages éventuels: soit elle vient se
greffer au mouvement du maillage, soit nous la considérons comme une méthode d’adaptation
a part entiére. Malgré ’abondance de la littérature sur ce sujet [5, 21], nous remarquons,
4 notre connaissance, une certaine analogie dans son implémentation. Un critére, souvent
motivé par une estimation de l’erreur, décide de I'ajout ou non de nceuds sur le maillage
courant M™, comme le montre la Figure 12. Les modifications du maillage, s’il y en a,
nous amenent a réinitialiser la solution courante u™, par le biais souvent de I'interpolation.
Nous disposons alors d’un maillage M™ et d’une solution @™, sur lesquels nous appliquons

finalement le schéma numérique.
z7y 27 Bl Fit1 oo

tm

n n
Tit1

-

n
Ti—1

F1G. 12 — Addition classique.

Nous proposons ici une approche originale de par sa mise en ceuvre. Nous regardons
I’addition comme la division & I'instant t**! d’un ensemble de points confondus & 1’instant

t™. De cette conception, découlent deux variantes, relativement semblables en une dimen-
sion mais différentes en dimensions supérieures. L’une est fondée sur les mouvements des
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interfaces entre volumes finis, alors que ’autre repose sur les mouvements des sommets &
partir desquels sont construits les volumes finis.

— la premiére approche est représentée sur la Figure 13. En linterface x?_l_l se trouvent

2

une, voire plusieurs cellules de mesure nulle & Iinstant t™ et non-nulle & I’instant ¢**!.

— la seconde est représentée sur la Figure 14. IL’addition est le fait de la distinction &

n41 —n+1 —n+1 —n+1 n+1
i 1 j M it i1
\ | / |
| | ntd /
\ /IVM % /
\ —_—n = / !
| Vj-,Lz y /
! +1 I J +1 E
ntl ntl
‘\ Vz y‘ // Vi+1 r’
\ 1 7 !
\ | y !
\ 4 |
\ P/ !
) [/ /
\ ¥ |
' 1’ ,’ n
=} n z?+1
" 4 z" 4 " 3
i-1 i+l i+3
Fic. 13 — Addition basée sur les interfaces.
n41 —n41 —n+1 —=n+1 n+1
Ti—1 T T Tp Tit1 e+l
/
/
y
y
y
;
y 1
’ n+3
/ Vit1
y
y
y
y
/
y
y m
zi z; zi

Fi1G. 14 — Addition basée sur les sommets des cellules.

linstant t"*! d’un ensemble de M sommets z7,--- ,z7%,, confondus avec le sommet
x? a linstant t™. A la différence avec la premiére optique, les cellules ainsi créées
ne sont pas toutes de mesure nulle & l'instant ¢t". En effet, nous remarquons que
AZY =27 —x;’_% #0et Az}, = x?_l_% -z #0.
Suivant 'une ou ’autre des deux stratégies, nous appliquons ensuite un schéma numérique,
adaptation du schéma étudié précédemment, qui prend en compte les modifications de la
topologie. Nous pensons ainsi éviter les erreurs d’interpolation, qui s’immiscent dans les
méthodes classiques. Avant de présenter le schéma numérique, il nous faut faire un choix
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parmi les deux méthodes proposées. Dans la perspective d’adapter cette procédure en deux
dimensions, il nous semble plus naturel d’opter pour celle qui repose sur les sommets des
cellules. D’aprés la Figure 15, ol sont représentés des exemples de cellules centrées aux
ncoeuds (& partir d’une triangulation de type éléments finis), il nous parait difficile en deux
dimensions d’imposer certains mouvements & une interface entre cellules ou de faire coincider
deux interfaces. Il semble plus adapté de gérer les sommets de la triangulation. La situation
serait similaire si les volumes finis étaient les triangles eux-mémes. Il semble plus naturel de
gérer des mouvements de sommets que des mouvements de segments entre sommets.

FiG. 15 — Maillage en deux dimensions.

Nous nous situons donc dans le cadre précis de la Figure 14, ot le nceud z? se subdivise

a linstant "1 en M sommets, notés z7+',--- Z7+!. Afin de nous remémorer le schéma

écrit en topologie variable, nous introduisons ici quelques notations. Nous posons

n+1 _ 1/,.n+1 =n+1
xi,% = @ +207),
n+ _ 1/=n+1 n+1
xi+%1 - E(xM + xi+1 ) 9
=n+ — 1/=n+1 =n+1 .
1 = (@ +al) Vi=1,... .M -1
Nous définissons la taille des mailles comme suit :
AT = apt et
2
A:Z';Hl = (Z‘?j_’% - w;ié Vi=2,...,M—1,
Az = gntl—gnt
M 1+% _% )
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et déterminons la vitesse du maillage de la maniére suivante :

—n+1 _ pn
YL S SR VO
w]+% - Atn .] - 7" ) -
Nous notons 7 et @7*' Papproximation de u sur respectivement 27,77, et [3:"+1 ‘;L_ﬁ
2
pour j=1,--- M. Dans un premier temps, nous proposons de prendre ay = u} pour tout
j- D’autre part, nous supposons que Wy Sy < -o- Sy 1 et Azt > 0, Ax"“ > 0,

Aa:?"’l > 0 V3. Nous avons les égalités suivantes:

AZitt = At + At (wip1 —w1), JE{i-Li+ 1),
Azttt = Aml—}—At (wé—wi_%),

Amn+1 = Az} + At (wl+%—GJM,%)7

Ax;“fl = AtM@jyy—®;1), Vi=2,- M1

Comme pour le schéma, écrit sur un maillage & topologie constante, nous déterminons les
. _n40;
variables u?+ 7 tel que

_n+0; n _ n —n+1
Awaj ! ; = (1- 7j)A.’L'§L+ j%$j+ )
AZTRETY = (1-6y)Amray + 6;Az At
Pour j = 2,--- ,M — 1, étant donné que Az} = 0, nous avons a, 0 _ u"“ L’adaptation

du schéma conservatif (7 8-9) au maillage & topologle non- constante est encore un schéma
conservatif de la forme:

Az"+1u" 1_Az? @ [
M MUy n+9M ”+ i+1
+o(uh Mgy T wi) —

AE?H“JZL; Acjup o(u n+6; ,u?jf”l,wH%) - ¢(u?j’ff—l,u;+‘91 w;j_1) =0
Vig¢{i—1i+1} (17a)
axttt ?+1Atﬁz, gt *;*"1 wi) = oy, g) =0, (17)
A A | G W 0y g) = S A g ) = 0, (170)
AETH AR | gaptt e o) — p(ul T At w ) =0, (17d)
(17e)

+8 _nt8y -
At? Pluhy_y' b M?""M—%) =0
AE"_H "+1 n+9_, _n+9_,+1 _ _n+9_j_1 _n+§j _
— A — Tt d’( Wiy 7wj+%) - ¢(Uj71 Uy Wy )=0

Vi=2,...,M—1. (17f)

(S

Sur ’exemple de I’équation d’advection, nous simplifions le schéma décrit ci-dessus. Nous
rappelons ensuite sous quelles conditions, il est TVD. Pour I’équation de Burgers, nous nous
contentons de présenter le schéma implicite linéarisé correspondant.
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3.1 Equation d’advection

Nous rappelons que pour ’équation d’advection, la fonction de flux numérique de Go-
dunov est donnée par ¢g(ug,up,w) = (¢ —w)tug + (¢ —w) up. Avant de mentionner sous
quelles conditions le schéma (17) muni du flux de Godunov est TVD, nous souhaitons revenir
sur son écriture afin d’éventuellement la simplifier.

D’aprés I’équation (17f), pour j = 2,...,M — 1, autrement dit pour j tel que AZ} =0,
nous avons

Axn+1un+1 47, ) +§ +d
~nTb; —nTbji1 — = =Tl — —_
A + ¢G( Uiy j+%> ¢g(u -1 “j 7”1‘7%) =0.
. . _ntd; _ _ _

Utilisant le fait que @""" = u”“ et Az = At"(@.,1 — @. 1), nous obtenons

q J J Jt+3 J—37?

_ _ ,n+§j+1 _ +,n+§j

g (emwpp )T = (e —wp 1)

! (c—wjp1)” —(c—w; 1)t

Nous avons supposé que W3 SWs - Sy Trois cas de figures se présentent :

; ~ —n+l _ —nt0i41 _ _ =nt+0u.
— Si cgwj , IOUS avons &' =@, = =ay M

i 5 Zntl _ Znt0i 1 — =n+61
- SlCZwH%,nous avons uj =1; = ar

- Si wj 1 <c <1, nous déduisons des deux lignes précédentes que

_n+0 - —n+0
n+1 (C wj+l)uﬁj_ M — (c—w]_%)u?'*' !
’ (c=wj41) —(c—w;_1)

Ces trois cas de figures peuvent étre synthétisés en une unique formule. En effet, nous
observons que

~ + _ _ +| sn+0 - _ A | sn+8
g™t = [(C_wj*%) (e —@j4y) ] T [( ©j-3)” —(e=@ipy) ]UM - . (18)
’ (c—@;_1) —(c—@j41)
Cette formulation revient en fait, & appliquer, pour j = 2,...,M — 1, le schéma suivant :
Axn+1un+1 _ _

—n+40. n+0yp — —n+60; —n+0 —
Atn : +¢g( +1u1\/}|— M7 j+%)_¢g(u1+ 17“]\/;— Mvw' %):O
Profitant de ’égalité (18), nous pouvons également remplacer les équations (17d) et (17e)
par respectivement
Az gt — Azpar
At

+ (@t ™ s) — pul T Tt w, 1) =0,
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A$n+1 n+1 — AZ™, a” _ )
MYM —n40py nt+6i41 n+01 —7L-|—0M — _
At" + <ﬁ(/u’M 7ui+1 7(“)i+ ) <ﬁ(/u’l waé) =0.

dans le schéma (17). Pour résumer, appliquer le schéma (17) muni de la fonction de flux
numérique de Godunov (6) a ’équation d’advection, équivaut & appliquer le schéma suivant :

ST

Azt AL nt6; nt6; 0, 0,
J J J 3 j+1 _ n+60;_1 n+6; _
N + ¢( Wt 7wj+%) ¢(Uj_1 U 7wj—l) =0

Vj¢ {i—1i+1}, (19a)
Az Hluf i —Aa?_juf i1 0i 9i
LU lAtn Ti_1U;_q +¢( n+ 1’u?+91’wi_%)_¢(uinj-2 2’u7}+ 1’w1_%) 07 (lgb)
Acitluptl —Ach, uf +0; +6; g +6;
+ +1Atn e +¢( ;I+1 A 7uzn+2 i ,wH_%) ¢(u§f,1+ Ma“zn+1 i 7wi+%) =0, (19¢)
A_n+1 a"t1_Az _ B 0il1 _
A 4 g(a T an @) — g M w ) =0, (19)
Az Hlgn+1_Az +0; _ _
Sar Uy ST g (@l w1 ) — g(@p T a @y 1) =0, (19)
Az"+1 "+1 TL+91 —n+0M — 7’L+01 —TL-|—9M — _ 0
+ (] j+%) o(ay U g 70)]'_%) =

Vi=2,...,M—1. (19f)

Comme dans la premiére section, nous voudrions savoir sous quelles conditions le schéma
(19) muni du flux de Godunov est TVD. Dans un précédent rapport [23], nous avons formulé
ces conditions pour le schéma, ot ’addition s’appuie sur les interfaces. Par un raisonnement
analogue, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 2 Sous les conditions

(. . . . 1-6 _ 1-0;
D Vigli-1i), A [(emw,y ) il — (emwyyp) it | <1,
J J
(id) At (e —wim )t gl = (c—wiy) gmat| <1,
S ... 1-06; —1-8
+ i 1—6
(i14) At [(c = wip1) ﬁ —(ctwy1) Ai;;fl <1,
. - \— 1—6
(iv) Ar(e-my) i <1
| (i) At™(c =@y 3)* g <1,

le schéma en maillage mobile avec ajout de points (19) est TVD.

Dans un premier temps, nous nous contentons d’ajouter des noeuds sans faire bouger le
maillage. Par exemple, considérant que |uf — u}, ;| est grand, nous décidons de ’addition &
linstant ¢"*! de deux nceuds entre 27 et x4 1, répartis uniformément, I'un confondu avec
x7 a linstant ¢7, Pautre avec z7, ;. Le maillage ainsi généré est schématisé sur la Figure 16.

Sur la Figure 17, nous avons représenté la solution initiale et la solution approchée aprés
seulement une itération en temps du schéma pour ’équation d’advection u; = 0. Nous
remarquons sur la solution approchée la présence de marches. Nous ’expliquons par le fait
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Zn+l  Zntl —ndl —n+1 n+1

n+41
Ti-1 Tiy ig TGty Tlit1), Tit2 et
m
z_y zy z?—f—l z?+2
Fic. 16 — Addition "uniforme.
0.8 T T T T T
0.6 -
0.4 4
0.2 -
A
0F / -
V4
02} y
.04 4
-0.6 - Solution initiale —+—
Solution approchee ---x---
0.8 1 1 1 1 1
3 -2 -1 0 1 2 3
F1G. 17 — Solutions a t =0 (100 neuds) et 4 t = 0.1 (102 neeuds).
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qu’en l'interface Z; 41, la méthode de Godunov résout un probléme de Riemann, dont les
états & gauche et & droite sont égaux a I'instant ¢t". En effet, nous avons posé 4" = @}y, = u}

Nous n’aurions pas rencontré cette difficulté si nous avions choisi de raisonner sur les
interfaces. Si nous nous plagons dans le cadre de la Figure 13, ’adaptation du schéma (7-8-9)
au maillage a topologie non-constante s’écrit alors:

Az 11+1 11+1 Az u

n+9 n+6 +0,_ 46,
]At" +¢( ’ ]+1]+1’wj+%)_¢(u?—1] 1’“? ’ w]ff) =0
N2 §é {ii + 1}
APty A 0, n+0iy1 — +6,_ 0
NG L4 gt iy wy) = oul T i w ) =0,
Ay tlulf —Acl up +0; +6; 0; m40i41
= +1At" e +¢( :L+1 i :L+2 +27wi+%) _¢(u?+ ’ :‘L+1 1+17WM-|-%) = 07
AT n+1_— n+1 0 +0 _ 0 +€ B
i+ S Al o ) — gl ) = 0
Vj=1,...,M.

En chaque interface, le schéma résoud également un probléme de Riemann, ou cette fois les

états & gauche et & droite sont distincts Malgré cette remarque, nous persistons dans notre

choix dans l'optique du passage & plus d’une dimension en espace, qui, nous le rappelons,
consiste & opérer sur les sommets du maillage.

Pour remédier au probléme de marches, il faut donc affecter d’autres grandeurs que u}

a @} et aly,. Pour ce faire, nous écrivons 47 et 4%, comme une combinaison linéaire de u} ,
ug et ugyq, soit

ur = Aup g+ pul +1/uz+1, (20)

uy = Nugy +plu +vud,.

Nous demandons aux inconnues A,v,u,\, v’ et u' de conserver certaines propriétés intrin-

séques :
— préservation de la conservativité du schéma; en d’autres termes, il leur est demandé
d’étre tels que Axlul = Azlul + Azh,ul,. Nous obtenons alors les contraintes sui-

vantes :
AZT N + AZPN =0,
Az V' + AZTv =0,
AZY (W —1)+ AZP(u—1)=0.
— préservation d’un champ constant; si uy | = uy = uj,, il semble légitime de vouloir
que 47 = u;, ce qui se traduit par la condition suivante :
A+pu+v=1.

— préservation d’'un champ linéaire; si

n n n n
U — Uy Uigy — U v
Az? Az T Az?+Az;ﬂ+1 - ’
p) 2
nous voulons que
SN n n N
Uy — Uiy Uiy —Upy v
Az? +AZT - AEK/I-I—Azi"_H - ?
2 2
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autrement dit

_ AZY
U'f = U? - 224 Va (21)
an, = ul+ 24y

M 7 2 .

Si nous identifions les termes en u}" ; pour 4} dans les expressions (20) et (21), nous
avons alors que
AMAz? | + Ax?) — v(Ax] + Azl ) = ATy

Pour déterminer les inconnues A\,v,u,\ v et p', nous disposons donc de trois équations
b b b

Ny -l AT
AT v T op—1 T AzR
A+ p+v=1,

MAzY | + Ax]) —v(Ax} + Az}, ) = Az},

Nous proposons de poser u = 1. En résolvant le systéme écrit ci-dessus, nous trouvons

facilement que
n Az

=T — _ n  _ .m
U1 = W T Rgr f2hAcrtAer, (ufpr — uiy) (22)
_ Az
n — n 1 n  _ .m
Uy = Wt Rgr ToALr AT, (ups —uiy)

Les Figures 18(a), 19(a), 20(a) et 21(a) montrent la solution initiale sur un maillage
composé de 100 nceuds et la solution approchée générée par le schéma (19) et (22). Comme
précédemment, nous nous contentons d’ajouter deux nceuds uniformément entre les sommets
x} et a7, fixes au cours du temps, si |uf;; — u| est jugé grand. En particulier, nous
choisissons comme critére: |uf,; — u}| > cste x TV, ou TV désigne la variation totale
moyenne de la solution courante. D’autre part, afin d’éviter une surabondance de points,
nous ajoutons une contrainte, qui est que z7,; — 2 > Az™™. Les Figures 18(a) et 19(a)
sont consacrées 3 la résolution de 1’équation d’advection avec ¢ = 0 et les données initiales
respectives u’(z) = Zarctan(z) et u’(z) = H(z), alors que les Figures 20(a) et 21(a)
illustrent les résultats pour I’équation d’advection avec ¢ = 1 et les mémes données initiales.

Une autre approche consiste & considérer ’addition comme complément au maillage
mobile auto-adaptatif. Pour ce faire, nous proposons la démarche suivante : En premier lieu,
un critére décide de 'ajout éventuel de points. Supposons que le nceud z7' se subdivise &
instant t"*! en M(M > 1) nceuds, notés 7+, - 371 A chaque E;LH, nous associons
une grandeur I7, que nous considérons comme la position du point a I'instant ¢". Par une
interpolation, nous calculons ensuite @7, qui correspond & une estimation de la solution u™ en
ce point. Nous appliquons alors 'algorithme Spring-+Info, décrit dans la section précédente,
afin de déterminer la position des nceuds Z7*1. Il nous reste finalement & appliquer le schéma
numérique. Les Figures 18(b), 19(b), 20(b) et 21(b) illustrent cette démarche. Les Figures
18(b) et 20(b) sont consacrées a la résolution de 1’équation d’advection avec respectivement
¢ =0et ¢c =1, ou la donnée initiale est u’(z) = 2 arctan(x). Nous avons alors choisi de
poser @ = 0.1 dans la mise en ceuvre de ’algoritme Spring. Il en est de méme pour les
Figures 19(b) et 21(b) i la différence que la donnée initiale est la fonction de Heaviside
et avons pris a = 0.01. Le fait de faire bouger les points provoque quelques instabilités,
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principalement observables sur les Figures 18(b) et 20(b). Sur la Figure 22, nous avons
représenté les solutions obtenues aprés une itération en temps avec et sans adaptation.
Avec adaptation, les nceuds, y compris ceux résultant de I’addition, se déplacent dans un
souci d’équidistribution. Or, certains ont tendance a s’éloigner des régions ou1 leur addition
semble légitime d’aprés nos critéres. Nous justifions ainsi les irrégularités observées. Nous
proposons alors de proscrire le deplacement des points issus de ’addition. Pour ces derniers,
nous posons Fi(k) = 0 dans lalgorithme Spring. Les figures 23, 24, 25 et 26 représentent les
résultats obtenus avec cet artifice.

08 Solution initiale —+— 08 Solution initile —+—
eraceenees Solution approchee ——x--- Solution approchee ——x---

(a) Sans: 100 noeuds — 356 nceuds (b) Avec: 100 nceuds — 352 nceuds

F1G. 18 — Solution initiale et solution approchée.

Solution initiale —+— Solution initiale —+—
Solution approchee —---- Solution approchee ------

-10 5 0 5 10 -10 5 0 B 10

(a) Sans: 100 noeuds — 404 nceuds (b) Avec: 100 nceuds — 212 nceuds

Fi1G. 19 — Solution initiale et solution approchée.
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1 T T T 1 T
08 | 08l
06 0.6 -
oal oal
02} 02l
or oF
02 | 02
0.4 0.4 -
06 | o6l
os| Sotiont=0 —+— sl solton =0 ——
Solution t=2 ---x--- Solution t=2 ---x---
|y T L L L ,1; L L L
10 B B s o 10 n o s w0
(a) Sans: 100 nceuds — 472 noeuds (b) Avec: 100 nceuds — 412 nceuds
F1G. 20 — Solutions at =0 et t = 2.
1 T 1 T i
¥
08 1 08 - 1
06 - 1 06 -
oal 1 0al ]
02 - 1 02 -
Soluiong —— J e p—
Solution t=2 ----- Solution t=2 ---x---
0 - o L
-10 5 o 5 10 -10 5 0 5 10
(a) Sans: 100 noeuds — 780 nceuds (b) Avec: 100 nceuds — 706 nceuds

F1G. 21 — Solutions a t =0 et t = 2.

Sans adaptation —+—
Avec adaptation ---x--

08 L L L L L
3 2 1 ) 1 2 3

F1G. 22 — Solutions aprés une itération en temps.
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F1G. 23 — Solution initiale (100 neuds) et solution approchée (316 neeuds).

Solution initiale —+—
Solution approchee —----

-10 5 ) 5 10

F1G. 24 — Solution initiale (100 neuds) et solution approchée (254 neuds).

F1a. 25— Solutions a t =0 (100 neuds) et t = 2 (418 neuds).
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Solution t=0 ——
Solution =2 -

F1G. 26 — Solutions 4t =0 (100 neeuds) et t = 2 (748 neuds).

3.2 Equation de Burgers

Nous nous contentons ici d’écrire le schéma implicite linéarisé correspondant a (19) sur
I’exemple de 'équation de Burgers. Il consiste & considérer les itérations de la forme:

ATyt AT T n+8;  n+6; 0; 0;
J J 7 Jj+1 nt0;_1  n+0; _
N + Fluy 7 gy ,wH%) = Flu;Zy" ™ g w]_,) =0

Vi {i—1,0+1},

Az n+1 n+1 —Az”

-1 ¥ Atﬂ —1%i—1 +]:-( n+01_17a?+61’wi7%> _f(u?jzei_z u'injlei_ 7‘*)1'7%) — 07

n41 nt
Aeifs Ul+1At e + F(u 7:19i+1 u?j’f"“,wﬁg) ]:(UTA?LGM ?jf’“,wi_,_%) =0
Az"+1 T:;n AzTay —}—f( —n+0, _n+9M u_)%) _f(uzt_-l—10,—1 ?7,?-'—91,(4)17%) 0,
Af?ﬂlfl TI\L/IZt;AwMU’M +_7_-( —n+0n u?:19z+17wi+%) _ ]:(u{t+01 —n+0n 7‘DM7%) — 07

n+1l_n+41
% + ¢( n+01 ,’E/;\L/?—GM,(D]‘_{_%) ¢(u?+01’*n+9M ?wj—%) = 0
Vj=2,....M -1,
avec

. 0; i
—7:(”?-'—01’“7:1 +1awi+%) P(u ufpr w; %) + ¥ (uf, zn+17wi+%)(u?+0 - uf)

+0;
+ ¥y, (uf 7ui+15wi+%)( 7-1-1 - uzr'b+1)7

ou ¢ est la fonction de flux numérique de Godunov et la fonction 1) est soit la fonction de
flux numérique de Engquist-Osher, soit la version entropique du flux de Roe [23].

Comme pour 'advection, nous ajoutons au préalable des nceuds uniformément, c’est-a-
dire sans faire appel aux procédures Spring et Info. Les résultats ainsi obtenus sont présentés
sur les Figures 27 et 28, ou les données initiales sont respectivement u’(z) = H(z) et
ul(z) = — 13

Lorsque la donnée initiale est u’(z) = 1 — H(z), nous observons aprés seulement une
itération en temps des instabilités, imagées en la Figure 29. Or, nous remarquons que ces
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e
X-x‘,@&‘x
x|

x
o
o

v
T o,

°

5

10

5

25

05 b
5 10

0

o L
-10 5

F1a. 29 — Solutions a t =0 (100 neuds) et t = 0.1 (102 neuds).

instabilités se produisent également sans addition de points. En effet, nous montrons sur la
Figure 30 une itération en temps de notre schéma sur un maillage fixe & topologie constante.
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" Solution =0 ——
Solution t=0.1 ~----

-10 5 0 5 10

Fi1G. 30 — Solutions at =0 et t = 0.1.

Nous rappelons que le schéma implicite linéarisé correspondant & (7-8-9) s’écrit alors
pour tout j

Uy J i+l )

D = Aapu — A (B )~ PG 0 ), (29
avec

+0;  n+6; +0;

]-"(u? ],u?+1]+17wj+%) :¢g(u§b7u§b+17wj+%) + w_%e(ugbvu?-i—lv ]+ )(u" ! _u;b)
0

+ ¢;(U?auy+1awj+§)(uj+1]+l —ulyq) -

Effectuons l'opération —0; x (23) + (1 — 6;)Az7u} . Nous obtenons ainsi:

[Aa:" + At™6, (w’ (uFulywip) Fwips —Pp(uf g ulfw;_1) —w; %)] (u"+0 ul)
— A (e )T )+ AL () (g = )
= At"0; [¢g( ui_guwi 1) twioauf — og(ufufy g wip1) —wipaull

n+6;

Le vecteur 6" = (87); = (u; ' —u}); est donc solution d’un systéme linéaire Ao™ = b.
Notons A = (aj,x);x et b = (b;);. Utilisant le fait que w;_1 = 0 Vj, nous avons

ajp, = 0 pourk<j—louk>j+1,
a’j:j = Axn + Af”e (W (u?7u?+1 70) - qp;(u?—l 7“2‘170)) 9
ajj-1 = —At"aﬂﬁ ( wj_ 17u<,0) )
ajj+1 = At"0; w'u( ]+170) )
b, = At"f; (¢g(U§117U}L70) — ¢g(u},u?,,0)) -

Nous proposons de prendre 1 = ¢go, 0U dgo désigne la fonction de flux numérique de
Engquist-Osher, qui s’écrit en maillage mobile comme suit :
1 2 1,

—(ug —w)~ — i

1 2
¢50(ugaud7w) = 5(’“’9 - LU)+ + 2
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Nous déduisons de cette expression que Bg’;f = (ug —w)t, ‘?’T‘Ef = (uqg — w)~ . Remplagant

¢g, V., et ! par leurs expressions, nous trouvons

ajp, = 0pourk<j—louk>j+1,
ajj = Az} + At"0;u?],
ajj-1 = —A0(ui )T,
ajjar = Atr0i(uiy,)”,
b, = % (max ((“?71)+2a(uy)72) — max ((“?)#a(“ﬁl)})) -
w0 (z)

T T4l

F1c. 31 — choc.

Nous nous situons ici dans le cadre précis de la Figure 31. La matrice A et le vecteur b
s’écrivent alors
. ~At"9; si2<j<i+l
53—l = 0 sii+2<j<N >
S Az} + At"0;  sil1<j<i
@i = Ax? sii+l1<j<N °
aji+1 = 0 V.]:]-va_]-v
et
b 0 sij#i+1
TT AEE sij=itl
La résolution du systéme linéaire nous donne
s { 0 sij#i+1
J

041 A" e
3 Rer, sig=1+1

Dans I'implémentation du schéma, nous avons choisi §; =1 Vj. Nous avons alors

" .,
wtl = "0 — 4o = T A 51].7é2.+1
J 3 J J u;”—{—% L sij=i+1
it1
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Les instabilités, observées sur la Figure 30, proviennent donc du (i + l)éme terme, en parti-
culier du second membre b, non nul, en ce point. Si nous prenons un pas de temps dix fois
plus petit, autrement dit égal & 0.01, elles tendent & disparaitre, comme le montre la Figure

32.

(b) At™ = 0.01

(a) At =0.1
Fic. 32 — Solutions en fonction du temps.

Nous greffons désormais ’addition au maillage mobile. La technique est la méme que
pour 'advection. Les résultats ainsi obtenus sont présentés sur les Figures 33 et 34, ou les
données initiales sont respectivement u®(z) = H(z) et u°(z) = £ arctan(z).

0

F1G. 33 — Détentes a t =0 (100 neeuds) et t = 2 (164 neeuds).

Dans cette section, nous nous sommes intéressés a ’addition locale de points et avons
présenté un schéma numeérique cohérent avec notre conception de l'addition. L’ajout de
points correspond & une volonté de raffiner localement le maillage. Si nous observons les
Figures 8, 10 ou encore 24, nous remarquons des populations relativement importantes de
nceuds dans des régions de faible activité. C’est pourquoi, nous consacrons la section suivante
a la soustraction, dont le but est de réduire le nombre de points "inutiles ".
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F1G. 34 — Solutions 4t =0 (100 neuds) et t =1 (108 neuds).

4 Soustraction

Nous étudions ici la soustraction. Dans la littérature, son implémentation est similaire &
celle de ’addition, que nous avons qualifiée de classique. Un critére décide de la suppression
d’une cellule sur le maillage courant M™, comme le schématise la Figure 35. La solution
courante est alors réinitialisée sur le nouveau maillage M™ par le biais de Iinterpolation.
Nous disposons donc d’un maillage M™ et d’une solution 4™, sur lesquels nous appliquons
finalement le schéma numérique.

~n ~n

~ ~n
7 z =3 77
i—1 i1 i+l i1

4 n z?
i—% i i+% i+1

F1G. 35 — Soustraction classique.

Nous proposons une approche différente, dont la conception s’apparente a celle de 1’ad-
dition, présentée dans la section précédente. Nous voyons la soustraction comme la fusion &
un certain temps de deux interfaces.

Nous nous situons donc dans le cadre précis de la Figure 36, ou les interfaces z7" , et
2
7, 1 se rencontrent a linstant ¢"*1 pour n’en former qu’une seule. Cette fusion a pour effet
2
la suppression de la cellule C? & I'instant t"*!. Le schéma (7-8) nous donne une contrainte
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n41 n41 _ ﬂ+1 n41
Tia Zi_% = 1+2 Tiy1 b1
ntl ntl il
v AN vin?
o
Ty z?_% Ty m:+% Ty
F1G. 36 — Fusion de deuz points-interfaces.
forte sur les vitesses des points convergents, & savoir
Ax?
_ 7

Pour un pas de temps, nous considérons le schéma, suivant :

Az iy Azful n+6;  n+o n+60;_1 n+b;
BT =y gy wp ) = oug LT T w1) =0

J J
jé{i—144+1}, (25a)
Az n+1u"+1 Azl ul . p
LRl T T uwn) — (g T w, s) =0, (25b)
Agntl

—Az} jul 7] 7] n+6;
i+l “1+1 i+1%it1 n+ 1+1 n+ i+2 % +0i4+1
Ain + é(u Uit Uiy Wiy ) — ¢(Uz WUipr Wiy )

=0, (25¢)

[N
(NI

avec 0; € [0,1], Ax"+0j et uT-LHj définis par (9) pour j # i. Nous avons en outre Azx?+! =0,

ce qui implique Ax”“Lo = (1—0;)Az? et u% = u?. Nous choisissons u? tel que
Azlul n+0; n+0; 1
TTAl + o(u; Uil * 7wi+%) - ¢(ui—1 YUy 7%_%) =0. (26)

La valeur fictive u} peut étre interprétée comme une valeur de u:f“. D’autre part, le schéma
conserve ainsi sa forme générale, y compris pour la cellule qui disparait au cours du pas de
temps.

Comme dans la section concernant I’addition de points, nous évoquons, dans un premier
temps, les propriétés de ce schéma muni du flux numérique de Godunov sur 1’équation

d’advection et présentons ensuite le schéma implicite linéarisé correspondant pour I’équation
de Burgers.
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4.1 Equation d’advection

Nous rappelons ici succinctement sous quelles conditions le schéma (25) est TVD. La
démonstration du théoréme qui suit, se trouve dans le rapport [23].

Théoréme 3 Sous les conditions

(i) Vi ¢ {i— L}, At |(c—w )P U — (c—wjy1) oo | <1,

Azjly I Az
(i) —At (e —w;3) T <1,
1-6;
(44) At™Me — w1 ) Az?i} <1,

le schéma en maillage mobile avec soustraction de point (25) est TVD.

Nous décidons de la suppression de la cellule C* & linstant ¢"*1 si [ul —u? || < ¢ et
|u} —uf | < e. Comme pour ’addition, nous pouvons ajouter & ce critére la contrainte,
x g — 2l < Az™3X ] afin d’éviter une soustraction excessive. Si la solution est instation-
naire, nous risquons de supprimer des cellules, jugées insignifiantes a ’instant ¢", néanmoins
utiles & Iinstant t"*!. Nous proposons alors de coupler la procédure de soustraction avec
I’algorithme Spring+Info, afin d’étre cohérent avec ’évolution de ’écoulement. Les Figures
37 et 38 représentent la solution initiale H(x) et la solution de I’équation d’advection avec
respectivement ¢ = 0 et ¢ = 1, générée par le schéma ou At™ = 0.1 Vn. La figure 39 montre
la solution initiale u’(z) = £ arctan(z) et la solution & ¢ = 2 obtenue également en prenant
le pas de temps At™ constant au cours du temps, égal 4 0.1 pour ’équation d’advection avec
c=1. ¢ est alors égal & 0.0001. La solution initiale est représentée sur un maillage de 1000
nceuds, alors que la solution & ¢ = 2 n’en comporte que 867. A titre indicatif, si € = 0.001,
apreés 20 itérations en temps, il ne reste que 308 cellules.

4.2 Equation de Burgers

Nous nous contentons ici d’écrire le schéma implicite linéarisé correspondant a (25) sur
I’exemple de ’équation de Burgers. Il consiste & considérer les itérations de la forme:

( Aty Ay n+0;, n+0; 0. 0.
J j % f] i+1 _ n+bj—1  n+0; _
Atn FF (w7 uy T w ) = Fu T ey wl) = 0
Vi d{i—1,4+1},
ATyt _Ag? 4P . . .
—1%i-1 —1%i—1 nt+6;_1 & nt+6;_o n+40;_1 _
\ e Flu T g ,w-_%) = Fuly " usy 7%‘—%) =0,
AZTL+1 TL+1_AQ;7" u™ 9, 9, i
it1 Yit1 i+1%it1 n+6iy1  n+0iy2 % n+0ip1 _
Aim + Fuipy ™ it awi+g) = F(uf iy awi+%> = 0,
* Aziul % o ntfit1 n+0;-1  « _
avec uj tel que — =zt + Flufu, wips) = Fluly 7 uiw 1) = 0.
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Solution initiale ---%-

Solution approchee £}
.

0
-10 5

i
0 5 10

F1G. 37 — Solution initiale (1000 neuds) et solution approchée (4 neuds).

08
06
04
02
Solution t=0 —+—
Solution t=2
i =) .
£ £
-10 5 [} 5 10

F1G. 38 — Solutions a t =0 (1000 neeuds) et t =2 (4 neuds).

Solution t=0
Solution t=2 --------

L L
] 5 10

F1G. 39 — Solutions a t =0 (1000 neeuds) et t = 2 (867 neuds).
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Nous utilisons les linéarisations suivantes:

. ]_-(u;ki'aj 7U;Ifj+1ij+%) d(ufu?y g, H;)
U )W =)
0 (W0 w4 ) (W) =), Vi {i - 1)
f(”?jfi_lv“fvwi—%) = P(uiyuf z—f) +¢ ( u U W %)(“?jlal Fouiy)
+ by (i ud w1 )(uf — i),
'7:(“1 7“:-'_19“—1 7wi+%) = QS(M?,UZ_I,(U ) + W ( Uj; 7uz+1awz+%)(uf - u?)
L Yy, (ul? U1 w1+;)(U?ff"“ - “?-1-1)7

ol ¢ est la fonction de flux numérique de Godunov (11) et la fonction 9 est soit la fonction
de flux numérique de Engquist-Osher, soit la version entropique du flux de Roe.

Comme pour I’advection, nous décidons de la suppression de la cellule C?* & I'instant ¢"+!
si|ul —ul 1| < eet|ul —ul | <e. Nous utilisons également la version implicite du schéma
écrit ci-dessus. La Figure 40 représente un choc & t = 0 et ¢ = 2. La figure 41 montre une
détente aux mémes instants.

103 = T
Choc t=0 —+—
Choct=2 {1

-10 -5 0 5 1

F1G. 40 — Chocs a4t =0 (1000 neuds) et t = 2 (4 neuds).

Nous nous interrogeons ici sur la généralisation d’une telle méthode aux dimensions
supérieures. Comme pour ’addition, nous pensons qu’il est plus naturel de gérer, en deux
et trois dimensions, la fusion de sommets que la fusion d’interfaces, comme nous ’avons
présentée ci-dessus. Nous proposons donc une approche différente ot la soustraction nait de
la rencontre de deux sommets & I’instant ¢"*!, schématisée en la Figure 42. Une différence
avec la premiére optique est que Ax”+1 # 0 Vy. Nous pouvons ainsi appliquer le schéma,
(7-8-9) comme il est écrit dans la premiére section. I nous reste finalement & fusionner les
cellules C*' et C/'1' en une seule, notée C, de mesure Az = Azt + Azt sur laquelle
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£

Detente t=0 —+—
Detente =2 --x---

¥
¥
¥
%
i

b
*
*
¥
¥
*
¥
%
¥
¥

h
¥
¥
¥
*

10

0

F1G. 41 — Détentes a t =0 (1000 neeuds) et t = 2 (138 neuds).

nous approchons la moyenne de la solution par
n+1 n+1 n+1l n+1
w— Az ™ + Azl
B Az™ 4 Agrtl
i it+1
C
n41 n41
o+l T 1 s S n+1 EH_% n+41
* i g1
-

n
z”
i+1 .

Fi1ac. 42 — Fusion de deuxr sommets.

A premiére vue, cette démarche s’apparente plus a la soustraction "classique", décrite au
début de la section, qu’a "approche précédemment proposée. Néanmoins, nous nous sommes

limités ici & la fusion de deux sommets. Rien ne nous empéche de considérer la fusion de M
ou M > 2. Par exemple, situons-nous dans le cadre de la Figure 43

n
(371

sommets 7, T,
(M = 3), ou les sommets z7"_;, 7 et z},, se rencontrent & linstant ¢"*! pour n’en former
qu’un seul. La géométrie du maillage ainsi obtenue est semblable & la géométrie du maillage,

représenté sur la Figure 36. Nous appliquons donc exactement le schéma (25) avec (26) et
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o+l z:j-é pnHl — gntl _ ot z:_:-gl .
i—2 2 i—1 — %3 i1 2 P42 e
1
'n+2
Vige
tn
Z?+2

F1G. 43 — Fusion de trois sommets.

retrouvons la contrainte (24). Une étape supplémentaire réside dans la fusion des cellules
Ci; pour j =1,--- ,M en une seule, notée C, de mesure

M
_ n+l __ n+1 n+1
Az = E Awi]_ =AzT + Azl

Jj=1
sur laquelle nous approchons la moyenne de la solution par

n+l1 n+1 n+l n+1
Azl T ul™ + Azl g

21 M

n+1 n+1
Azl + Azl

u =

5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons présenté et implémenté différentes approches d’adaptation
dynamique de maillage, complémentaires au schéma numérique étudié dans [23] et qui, par
ailleurs, a fait ’objet de la premiére section. Parmi ces derniéres, nous distinguons le maillage
mobile adaptable, I’addition et la soustraction dynamiques de nceuds. Nous avons également
profité de ce rapport pour rappeler certaines propriétés du schéma comme son caractére
TVD pour I’équation d’advection, ainsi que les fondements d’un schéma implicite linéarisé
pour l’équation de Burgers. Toutefois, pour ce dernier, le schéma implicite appliqué & la
simulation d’un choc, exhibe des instabilités. Il nous reste & comprendre le pourquoi de ce
phénoméne. D’autre part, nous avons veillé & ce que les procédures soient adaptables aux
dimensions supérieures. Une prochaine étape de notre travail consistera en ’obtention d’un
code en deux dimensions pour les équations d’advection et d’Euler.
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