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3

• �� ��#������� ����� 

• �� ��#����� �����
 ���� �� �� ���
��#����� �� ��
 ������ ����� 

• �� 
(��� ����
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�����������
/���� ������ ����� �
 �

#��� �� !� ��������,�� �� � ���� ����� ���J����� �
 ��������,�� �� � ���
�� �������� �� [0, 0]&
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�#�� 
����'������
 ��� ��*� ��

�!�� �����
 �� �� ������� !�����#� �� �������
 �

�� �� ��������� �� ��
 �����& �� 
������� ��
� 
����'�
 �� ������� �� ��������� �;�������
&
$�%������ �� ������� &�����"�#���� ������ �	����
� "������������ �#�!�� 
�
��� IF �� � ������ �� IR� �� �������� "������������ �#�!��
 �����
���� ��� ���	 ±	������� × βe� ����� β �� ��� ���� � �� ��� �������� β ���� �� ����� �� � � ��

	������� �� � ���� ��	��� ����� �������������� �� ���� β �� m0.m1 . . .mp−1� p �� ��� �����
��� ��
IF � ������ e �� �� ������ �� {emin, · · · , emax}� ��� ����� ���	���� �� IF ��� +∞� −∞ ��
 ���
���� � ��	���� ���
 ��� ������
 ���������� �
!�� ���	���"�
 ��	����� m0 �= 0� ���� ��� ���� β ������ �� ���� �	����� ���� m0 = 1 ��
 m0 
���
��� ���� �� �� ����������
� �� �� ���� �� ��������� # ��
 �� ���� 	��� �������� ��� ������� ����� ��
#� 
#!������ �#�!��
 ��� ���� 
����
$ ���� e = emin� ���� m0 ��� �� ����� �� #� ��� ��������

������� ���	���"�
 ��
 ������	�� ��	����� ���� �����
 #����"�( ���
���� �� εu = βemin �

�� .///�012 
������� ��'��
 �(� "������������ ������
3 ��� !�� �� ��� �� !�
� �
 β = 2&
�� 
����� �����
��� ������ �
 �����

�
 �� ����� �2 !��
 Ap = 24B ��� emin = −127 emax = 127
A� "������������ �#�!�� '�
 ���� � 
����� (���3 �� !��
B& �� ��#!�� �����
��� ������ �
 ��'���
!� p = 53 emin = −1023 ��� emax = 1023 A� "������������ �#�!�� �
 
����� �� H2 !��
B&

����' (�#) �������" ����� ��� �������" ������

$�%������ '� u ��# *���� �� �+� ���� #����,
%� 1+ 
������ ��� �	������ &����������� ��	��� �������� ����� ���� '� ���� u = 1+−1$ u �� �����

#�� ��� #��� �� �� ��
� ������

L�� �� ��������
 �� ��'������ � u = β−p+1& ��� ������
 ��'��� !� �� .///�012 
������� 
�� 
����� �����
��� u = 2−23 � 1.2 × 10−7 ��� �� ��#!�� �����
��� u = 2−52 � 2.2 × 10−16&

.� �� �����(��� �������� �����
 (��� !� ��#���� �� #��
 ���� �� �����(��� 7#������ (��� !� #
��
�� ���������,� �� ����� !��(��� x ��� y (��� x �
 �� �����;������� �� y3 �� 2e ≤ |y| < 2e+1 
�� ���
������ ����� (��� !� (x − y)/2e&

- "������������ �#�!�� 
�
��� �������
 ���� � '���� �#�!�� �� �������
 ��� �� �
 �#
 ���
��

�!�� �� �����
��� ����� ���� �#�!��& - "������������ �����;������� fl(x) �� � ���� �#�!��
x �
 ��� �� �� �(� "������������ �#�!��
 
#���#����� x A�;���� ��� �;��������� ��
�
 (��� |x|
�
 ��� �����3 ����&��B& �� ����� �� ��� �� ��
� �(� "������������ �#�!��
 �
 ���������� !�
�� ������ ��#����� ����& �� .///�012 
������� ��'��
 ��#� ��#����� ����
3 ��#����� ��
�����
� A����B ��#����� �� +∞ ��#����� �� −∞ ��� ��#����� �� 0& �� .///�012 
�������
��
� ��'��
 �� !�����#� �� �� ��#� ��������� ���������
 + − × / ��� �� √ & �� ��
#�� ��
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� ���������
 �#
� !� �� 
��� �
 �� �� �;��� ��
#�� A�� IRB (��� ����#��� ��� ��� ��#����&
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 ��� 
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 (�� � ������ ������
����� "������������ ���������
 �� �� 
��� �������
 ��� ��������
 �#�(��� ��#���� �������� �����
�����
&
.� �� �����(��� �� ��#����� ����� (��� !� ������� !� εM < �� �7#��
 1/2u ��� ��#����� �� �����
�
��� εM = u ��� �� ���� ��#����� ����
&

- ���
�7#���� �� �� 
����'������
 ��� �� ��������� ���������
 ����� !� �� .///�012 
����
���� �
 �� �����(���3 ��� · !� �� ��������� ��������� ��� 
 !� ��
 ��#���� ��#�������� �� a 
 b
�
 ������ � 
#!������ �#�!�� ��� �� ��'���� ��� � ��� ��� |(a 
 b) − (a · b)| ≤ εM |a · b| ����

|(a 
 b) − (a · b)| ≤ 1
2u|a · b| (�� ��#����� �� �����
� A����B,

|(a 
 b) − (a · b)| ≤ u|a · b| (�� �� ���� ��#����� ����
.
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 ��

�!�� �� ����� ��� �� �������� ��#����� ����� ��������� !� ��� "�������
����� ��������� ��� !� �����
������� #
��� "������������ ��������� �
 �� �
 �������� �� �� �����(�
��� �����&

.���� �� ���������" �+� �������" ����� ����" &�����"�#���� ����+�����

'� %� ��� &����������� ��	���� a� b ��� ���� ���� a × b ������� ����&��� ��� ����� ����� εu

���� ��
��&�� ��������
 �� 	�����
�� ���� ��� ���
��� a× b 
�(��� ���	 ��� &�����������
	������������� ������ a⊗b �� �� 	��� ���� |a⊗b|⊗(2εM ) ���
 ��� &����������� 	�������������
�� � �� �)��� �

�� ��� ��	 a+b �� &����������� ��	���� a ��
 b 
�(��� ���	 ��� &����������� �

����� ������
a ⊕ b �� �� 	��� ���� |a ⊕ b| ⊗ (2εM )� �� a ⊕ b ������� ��
��&��� ��� ����&����

*� +��� ��� ��	� ����	������ ��� ��	 a + b �� &����������� ��	���� a ��
 b 
�(��� ���	 ���
&����������� �

����� ������ a ⊕ b �� �� 	��� ���� max(|a|, |b|) ⊗ (2εM )�

�� ����� �� ��
 ����� ��� !� ��#�� �� �� �������;&
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4�� #
 ������ !� Sn =
∑n

j=1 sj ��� Ŝn =
⊕n

j=1 sj ��
 
#� ����#��� #
��� "������������
��������� ��� ��� ����� �� �� sj &

.� �� �����(��� ���� ����������� ����
 ��� �����& �� �����(��� ����� ����
 � ����#�� #
���
�� ����#��� 
#� ��� �����
������
 �� �����&

.���� '�
%� ∀j ∈ {1, · · · , n}� sj ≥ 0 ��
 �� (n − 1) × εM < 1 ���� ��� ����� En = Sn − Ŝn �� ����
�
 ��
�������$

|En| ≤ (n − 1) × εM ×



n⊕
j=1

sj
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Sn =
n∑

j=1

sj ≤ (1 + (n − 1)εM ) Ŝn = (1 + (n − 1)εM )




n⊕
j=1

sj
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 ��� �� �#�!�� �� "������������ ���������

�#�������� !� �� ��#����� ����� εM �
 ��

 ��� � ����� 7#������ η < 1 ��� 7#��� ����� η �

��
�� �
 1/2& .� �
 !��� ������ D1F ��� ��� ������ �����
 �� ����� o �� v �����!��
 �� ��;����
�#�!�� �� "������������ ���������
 �������� �� �� ��������� !��(��� �(� ������ �����
 �
 ��

 ��
�7#�� �� (o + 2v)!/(o!(2v)!)& - ��
� ����� #
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� �

#������
 �
 ��� �����3 �� ������
 ��
�;��� 
#� (�� ��
 ����#��� ��#��������&
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εc : ����( ��������

η : ����	�����
 ����
�� ������
e : ������������ ����


���� ���� ��� �������� ������������ ���
$

�' ε2
c > εu�

�� 1 > η > 2εM (o + 2v)!/(o!(2v)!)�

�* e ≥ (1 + εM )3 × (1 + η)�

�� �� ���������� ���� -./0 
���	���� 1'23� �� ���� 
����� �� εm �� ����� ������ ����� ����
��� �� ������� εm ≥ 2εM �

.� � ������������ ��#!�� �����
��� "������������ ����������� ������� ���#�
 ��� ��
� ���
����

��� !� εu ∼ 10−307 ��� εm ∼ 10−15& �� ������ ��������� �#��K ���
��� εc ��� !� ��
��
���� � (��� ��
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 ����� #
�� �� ������� �� �#�!�� �� ���J�����
 ��������
�������� �� �� ������ ����� ��������� � ���#� ��� ��� ��� !���( εm ��*� εc = 10−20 �
 � ����
�����&
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 �� ������ �����
 ���������
 ��� �������� ����#���� ��� �� �� ����#������ �� �� ��������
���������&
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%� ��� �������� ����	������ ��� �������
 ��
 �� ∀j� sj ≥ 0� ����$

n∑
j=1

εM ⊗ sj ≤ e ⊗ εM ⊗
n⊕

j=1

sj .
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4�� #
 �#������ �� ������ ����� T = ((ai)1≤i≤n, I) !� � "������������ 
����� c ��� ��� #
 ������
!� T ′ = ((bk)1≤k≤n, J) �� ��
#�� �� ��
 �#������������&

�� �������� �
 �� �����(���3
��� k = 1 �� n ��

bk = c × ak

J = c × I

��� �
����$������ �% ����
��� ������

�� ���� �
 ��( �� �������� �� 
�#��� �� ��#����� �����
 ��� �� ���� �� �����
�������� �� ��
�
�����
 #
��� ���� "������������ ���������
& �� ������#
 �������� �
 �������� �� �� ���� ���
��#����� �����
 ��� ��������� �� �� ���� ���#��&

������#
 �������� ��#����� ����� !�#���� !�
��� k = 1 �� n ��

bk = c × ak εm ⊗ |c ⊗ ak|
J = c × I �� ����� 
���� �������� ��������� �
 #
��

�#�������� �� ���� �������������� �� ������ �����
 ���� ���J�����
 �!��� �� �����
���
��� εc ��� *��� �� ����
 ��� ����������� 
(��� ���� � ������� �������� ��� ��� ���� ��
�������� ����& �� �����
������� �������� �
 ����� !���( (�� s �������� �� 
(������ �����!�� 
��� ����� ��#����� �����
 ��� ������'�� �� �� ���� ���#��&

�������� ��#����� ����� !�#���� !�
s = 0
��� k = 1 �� n ��

bk = c × ak εm ⊗ |c ⊗ ak|
�� bk < εc ���

s = s + |bk| εm ⊗ max(s, |bk|)
bk = 0

J = c × I + [−s, s] �� ����� 
���� �������� ��������� �
 #
��

��� #�������	 ����� ������������� �����	����

- ��
� �����!�� t ������ �� ������� �������� �
 ������#���3 εm ⊗ t �������
 ����� �����
��������
�� �� ��#����� �����
 
�(� �� �� ���� ���#�� �!���& )��� �����
��� t �������
 ����� ��#�����
������ ��� �
 �#�������� !� εm ��� !� e �
 � 
����� ������ !����� !���� ������������ ���� �� ��������
���� �
 �� �
 
�(� �� �� �����(��� �������� (�� �����
����
 �� �� ���� ��������������3

t = 0
s = 0
��� k = 1 �� n ��

bk = c ⊗ ak

t = t ⊕ |bk|
�� |bk| < εc ���

s = s ⊕ |bk|
bk = 0

J = c ⊗ I ⊕ e ⊗ εm ⊗ [−t, t] ⊕ e ⊗ [−s, s]
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�� �� � ������ �� -./0�
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� ���� ������� �������� ���������
 ������ �#�(��� ��#���� �������� ���������
 ����
�#�������� "������������ �������� ���������
&



E �� ������ �� 	
��� 
� 	� ����

��� &���% ���� ���� ��������	 �� �������

�� ����� ��� ��
 �������� ���#��
 � ������ ����� 
���
����� �� ��������

∀yx ∈ [T (x), T (x)] + I, c × yx ∈ [T ′(x), T ′(x)] + J,

(� ��� �� ����� ��� J �����
�
 �� �������� c × I ��#
 ��� ��#����� �����
 ��� 
(��� ����
&
��
 ����
 ��� (� ��� �� ����� ��� �� $�;���% ���� e ⊗ εm ⊗ [−t, t]⊕ e ⊗ [−s, s] �����
�
 ��
�;��� 
#� �� ��� ��#����� ����� !�#��
 ��� �� ��� 
(��� ����
& �� ����� �
 �������
�� ���� ��
�����(��� 
#!���
*
3

�& ����� ��� �� ��#����� �����
 ��� ��������� !�#���� !� t3 �� ��#����� �����
 ���� �� ���
�#������������ ��#
 �� ��#����� �����
 ���� �� �� ���#�#������ �� t<

�& ����� ��� �� 
(��� ����
 ��� �� ��#����� �����
 ���� �� �� ����#������ �� s ���
��������� �����
������� !� e × s<

�& �� ��
� ����#������ �
 �� �������� ����#������ ��� �#
 ���� �
 �� ���� �� ��*� ���� ��
��#����� �����
& -��#���� ���� �� �#������������ c⊗ I �� �#������������ !� e ��� �� �(�
��������
 ���� �� !� ��������� #
��� �������� ��������� �� �#������������ εm ⊗ t ��� !�
���� #
��� "������������ ���������& .� e = 2 ��� .///�012 ��������� �
 �������� ���
�� �#������������ !� e �
 �;��� ��� ����� �� �������� ��������� �
 ��7#����&

4���� �� �' 
4�� #
 '�
� ����� ��� �� �������� ���� t ��*�
 ��������� ���� ����#�� �� ���#�#������ �� ��#�����
�����
 ���� �� �� �#������������
 $c ⊗ ak%&
��� ��� k �� ����� �� bk �
 !�#���� !� εm ⊗ |bk| A��& ����� �B �#
 �� 
#� �� ����� 
#�
����� �
 !�#���� !�

∑n
k=1 εm ⊗ |bk|& ���

∑n
k=1 εm ⊗ |bk| �
 ��

 �� �7#�� �� �� ���� ����� ��

J  e ⊗ εm ⊗ ⊕n
k=1 |bk| �
 ����� !� ����� � ��� �

#������ A�B �� �� ��'������ �� ������ �����

��������� ���
����
 
���� n εm

2 �
 !�#���� �!��� !� η&

4���� �� �� 
4�� #
 ��( ����� ��� �� ���� e⊗ [−s, s] ��*�
 ��������� ���� ����#�� �� 
(��� ����
 ����� (��
�� ��#����� �����
 ���#��� !� �� "������������ ����#������ �� s& ����� ⊗ �
 ��� �� ��������
��������� e ⊗ [−s, s] �����
�
 e × [−s, s]&
4�� K ������ �� 
�� {k : |bk| < εc} ��� �K ��
 �#�!�� �� �������
 (� ��� �� ����� ��
���7#����� e × s = e × ⊕

k∈K |bk| ≥
∑

k∈K |bk|+ ����� �� ��
 
#�& L� ������� *��( ��� A1st

���� �� ����� �B �� ����� �� ��
 
#� �
 
������ ��� �K × εm/2 × ⊕n
k=1 |bk| �#
 #
��� ��
�

�� 2nd ���� �� ����� � �� !�#��
∑

k∈K |bk| 
∑
k∈K

|bk| + ����� �� ��
 
#� ≤ (1 + �K × εm)
⊕
k∈K

|bk|

��� ����� #
��� �

#������ A�B3 �K × εm ≤ η ��� �

#������ A�B3 1 + η ≤ e �� �� ��'������ ��
������ ����� ��������� ���
����
 (� �!���� ���

∑
k∈K

|bk| + ����� �� ��
 
#� ≤ e ×
⊕
k∈K

|bk| = e × s.

�� �������� �����!�� ��� �� 
(������ �����!�� �
 ����#��� �� �� ������#
 �������� #
���
"������������ ��������� �#
 �#�'�� ���� ����&

� #��	�	�� �! �$� ����� ������

.� ��
 
������ �� �������� ��� ������ �(� ������ �����
 #
��� "������������ ��������� ���
�� ����� ��� �� ����#��� ������ ����� 
���
'�
 �� ����������� �������� ��� �����&



����� ��
� 
��������� ����
���� 
�� �
���
��� � ���� G

��� #�������	 ����� ����� �����	����

4�� #
 ��� �� ������ ����� T (1) =
(
(a(1)

i )1≤i≤n, I(1)
)

�� �� ������ ����� T (2) =
(
(a(2)

j )1≤j≤n, I(2)
)

��� ��� #
 ������ !� T = ((bk)1≤k≤n, J) �� ��
#�� �� ��
 ��������&
�� �������� �
 �� �����(���3
��� k = 1 �� n ��

bk = a
(1)
k + a

(2)
k

J = I(1) + I(2)

��� �
����$������ �% ����
��� ������

4�� #
 ������� �
 �� I2&�& �� 
(������ �����!�� s �
 ������������ �� �� �������� A���� ���#��B
��� �� ���� ���#�� ����
 !�#��
 �� �� ��#����� �����
 ����� ���� 
#� �� ����� ���#�
&

�������� ��#����� ����� !�#���� !�
s = 0
��� k = 1 �� n ��

bk = a
(1)
k + a

(2)
k εm ⊗ max(|a(1)

k |, |a(2)
k |)

�� bk < εc ���
s = s + |bk| εm ⊗ max(s, |bk|)
bk = 0

J = I(1) + I(2) + [−s, s] �� ����� 
���� �������� ��������� �
 #
��

��� #�������	 ����� ������������� �����	����

�� '��� �������� �
 �� �����(���3 �� �������� �����!�� t �
 ����*�� �� ������� ��� ��#����� �����
&

t = 0
s = 0
��� k = 1 �� n ��

bk = a
(1)
k ⊕ a

(2)
k

t = t ⊕ max(|a(1)
k |, |a(2)

k |)
�� |bk| < εc ���

s = s ⊕ |bk|
bk = 0

J = I(1) ⊕ I(2) ⊕ e ⊗ εm ⊗ [−t, t] ⊕ e ⊗ [−s, s]
�������	 ��� ��� �

����� �� ��� ������ 	�
��� �� -./0�

L� ���� ��� �� �� ���#�� �������������� !���#
� �� �� 
���
��� �������� �� �������
 ��
�� ���� �����
 ���� �� !�� �� �� ������� ������
 ��� ���,���< �� ��� �� ��� ����
�
 � ����
������� �
 �;��#��� ��� �� !�� �� ��� ����
 � ,��� �
 ���������&

��� &���% ���� ���� ��������	 �� �������

-���� �� ���� �
 �� ����� ��� J ��������� �����
�
 �� �������� ��������� ��#
 ��� ��#����� �����

��� 
(��� ����
& -
 �� I2&2 �� ����� �
 
���� ���� ���� 
#!������
&

�& ?���� ��� �� ��#����� �����
 ��� ��������� �����
������� !� t ���� �� ���#�#������ ��
��#����� �����
 ���� �� ��� ��������& �� ������ ��
 �� �����
������� 
#!������ �� I2&2
������
&

�& ?���� ��� �� 
(��� ����
 ��� �� ��#����� �����
 ���� �� �� ����#������ �� s ���
��������� �����
������� !� e × s& -���� �� �����
������� 
#!������ �� I2&2 ��� !� ������
(���#� � 
����� ����'������&
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��� 
� 	� ����

�& -���� �� ��
� ����#������ �
 �� �������� ����#������ ��� �#
 ���� �
 �� ���� �� ��*�
���� �� ��#����� �����
& -��#���� ���� �� ���� ��������
 ��� ��

�!�� �� �#������������

!� e �� e �= 2 �� �� �� ��������� ��� ����� 2 �
 ����; �
 #
�� ���� �� !� ��������� #
���
�������� ��������� �� �#������������ εm ⊗ t ��� !� ���� #
��� "������������ ���������&

%  ���	��	���	�� �! �$� ����� ������

.� ��
 
������ �� �������� �#��������� �(� ������ �����
 #
��� "������������ ��������� �

�����3 ��� �#������������ ���������
 ��� !� ��������� �� �����#
 �����
 ��� ��� (� 
���* ��
�� ��� ����������� �� ����& ��� �� ����� ��� �� ����#��� ������ ����� 
���
'�
 ��
����������� �������� �
 ���
�����&

'�� #�������	 ����� ����� �����	����

4�� #
 �#������ �� ������ ����� T (1) =
(
(a(1)

i )1≤i≤n, I(1)
)

!� �� ������ ����� T (2) =
(
(a(2)

j )1≤j≤n, I(2)
)

��� ��� #
 ������ !� T = ((bk)1≤k≤n, J) �� ��
#�� �� ��
 ����#��& �� ���������� ���� �� T �

�� ��#������ ����#�� �� �� ���������� ����
 �� T (1) ��� T (2) (�� � ��#������� �� ����� o& ��
�������� ���� �� T �������
 �� �����
#�� �� �� ��#������ ����
 ��#
 �� ����#�� I(1) × I(2) ���

��
� ��#
 �� ����#�� �� I(1) !� �� �����
#�� �� �� ����� �� �� T
(2)
o ���� [−1, 1]v ��� �� ����#��

�� I(2) !� �� �����
#�� �� �� ����� �� �� T
(1)
o ���� [−1, 1]v& .� ����

��� ���� ������
 ��� !�

��#�� �� D�HF&
4�� #
 6#
� ������ ��� �� �����
#�� �� �� ����� �� � �������� a × xo1

1 · · ·xov
v ���� [−1, 1]v �



����� [−|a|, |a|]& 4�� #
 '����� ������ !� Jtmp � ��������� �������� �����!��&

�� �������� �
 �� �����(���3
��� i = 1 �� n ��

Jtmp = [0, 0]
��� j = 1 �� n ��

�� order(i) + order(j) ≤ o ���

p = a
(1)
i × a

(2)
j (∗)

bk = bk + p (∗∗)
��
�

Jtmp = Jtmp + [−|a(2)
j |, |a(2)

j |]
J = J + [−|a(1)

i |, |a(1)
i |] × (Jtmp + I(2))

J = J + I(1) ×
(
I(2) +

∑n
j=1[−|a(2)

j |, |a(2)
j |]

)

��� �� 
�*� �� �����!����� �� ������������� �� �� ����; k ���� �� ith �������� �� T (1) ���
�� jth �������� �� T (2) �
 ��� �������� �� �� ����� ��������
 !���#
� �� �
 ���������� ��� ��
�#���
� �� ����������< ������
 ��� !� ��#�� �� D2F&

'�� �
����$������ �% ����
��� ������

�� ���� ��#����� �����
 ��� ���#� ����� ��� (∗) �� ����#�� p = a
(1)
i × a

(2)
j  ��� ��� (∗∗) ��

���#�#������ �� bk3 bk = bk + p&

��� (∗) �� ��#����� ����� �
 !�#���� !� εm ⊗ |a(1)
i × a

(2)
j | ��� ��� (∗∗) �� �
 �����
������� !�

εm ⊗max(|bk|, |p|)& /���� ���� ��������� ��������� !���� �� �������� ��������� �� ���� ��#���
��� ����� ���#�&

������� ���J�����
 bk !���( �� ���
��� εc ��� 
(���& ��
 �
 ������� !� �� �����(��� ����

(�� ��� �������� �� �� ��� �� �� ������#
 ��������&
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s = 0
��� k = 1 �� n ��

�� |bk| < εc ���
s = s + |bk|
bk = 0

J = J + e × [−s, s]

'�� #�������	 ����� ������������� �����	����

.� �� '��� ���
��� �� �� �������� ��#����� �����
 ��� ���#�#����� �� �� �������� �����!�� t&

t = 0
��� i = 1 �� n ��

Jtmp = [0, 0]
��� j = 1 �� n ��

�� order(i) + order(j) ≤ o ���

p = a
(1)
i ⊗ a

(2)
j

t = t ⊕ |a(1)
i ⊗ a

(2)
j |

bk = bk ⊕ p
t = t ⊕ max(|bk|, |p|)

��
�

Jtmp = Jtmp ⊕ [−|a(2)
j |, |a(2)

j |]
J = J ⊕ [−|a(1)

i |, |a(1)
i |] ⊗ (Jtmp ⊕ I(2))

J = J ⊕ I(1) ⊗
(
I(2) ⊕ ⊕n

j=1[−|a(2)
j |, |a(2)

j |]
)

s = 0
��� k = 1 �� n ��

�� |bk| < εc ���
s = s ⊕ |bk|
bk = 0

J = J ⊕ e ⊗ εm ⊗ [−t, t] ⊕ e ⊗ [−s, s]
�������	 ��� ��� ���
��� �� ��� ������ 	�
��� �� -./0�
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 ��� #
 ������� ��� ��
 �������� �
 ��������� �(��� �� ���� 
(�� �� ����
 �� i ��� j �;������ �� 
����� ����& ��
 ����
 �� �� ����#������ �� �(�
��K����� ��������
 ��� J ��� �� ��
#����� J �
 �� �����
������ �� ��
� �(� ��������
< �� �
 �;������
��� ���7#����� � ������ J �
 ���#����& -��(�� �� �����(��� ����� ��
� ������
 �� �� ��������
(�� �� �(� ����
 �;������ ��� �#
 �� �����
������ �� �� �(� ����#��� ��������
 �����
�
 ��
��#������� ��� ��#����� ����� ����
&

'�� &���% ���� ���� ��������	 �� �������

-���� �� ���� �
 �� ����� ��� J ��������� �����
�
 �� �������� ��������� ��#
 ��� ��#����� �����

��� 
(��� ����
& -
 �� I2&2 �� ����� �
 
���� ���� ���� 
#!������
&

�& ?���� ��� �� ��#����� �����
 ���� �� ���#�#������ �� ��#����� �����
 ���� �� ���
�������� �� �#������������ ��� ��������� �����
������� !� t&

�& ?���� ��� �� 
(��� ����
 ��� �� ��#����� �����
 ���� �� �� ����#������ �� s ���
��������� �����
������� !� e × s& -���� �� �����
������� 
#!������ �� I2&2 ��� !� ������
(���#� � 
����� ����'������&

�& -���� ��� ����� �������� ����#������ ���� �
 �� ���� �� ��*� ���� �� ��#����� �����
&
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4���� �� �' 
4�� #
 ����� ��� t �
 ������� ��� �� 
#� �� ��� ��#����� �����
&
.� �
 *��(� ���� ����� � ���

∑ |��#����� �����| ≤ ∑
i,j,k

εm

2

(
|a(1)

i ⊗ a
(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

≤ εm

2

∑
i,j,k

(
|a(1)

i ⊗ a
(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)
.

4�� #
 ������ !� N �� ����� �#�!�� �� ���������
& ���� �� 
����� ���� �� ����� � ��
���� ��� 
��� 
���
'�


εm

2

∑
i,j,k

(
|a(1)

i ⊗ a
(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

≤ εm

2 × (
1 + N εm

2

) ⊕
i,j,k

(
|a(1)

i ⊗ a
(2)
j | ⊕ max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

(��� �� "������������ 
#� �
 ��������� �� �� ��!������ �����3 �� ������#��� ��
 
#� ��� !� t&
�#


εm

2

∑
i,j,k

(
|a(1)

i ⊗ a
(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)
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����� ������
a ⊕ b �� �� 	��� ���� |a ⊕ b| ⊗ εm� �� a ⊕ b ������� ��
��&��� ��� ����&����
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|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ 1/2εm|a × b|
A���� D��F �7#����� A�&2B3 (a 
 b) = (a.b)(1 + δ) (�� |δ| ≤ εm/2B ���

|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ 1/2εm|a ⊗ b|
A���� D��F �7#����� A�&1B3 (a 
 b) = (a.b)/(1 + δ) (�� |δ| ≤ εm/2B& .� �����(
 ���

|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ 1/2εm|a ⊗ b| ≤ (1 + εm/2) (1/2εm ⊗ |a ⊗ b|) .
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= 0 ≤ εm ⊗ max(|a|, |b|)&

• .� b < a ��� �� b ��� !� (������ �
 a × (1 − β) (�� εm ≤ β ≤ 1 ��� a + b = (2 − β) × a =
(2− β)×max(|a|, |b|) (����
 a⊕ b = (1 + δ)× (2−β)× a = (1+ δ)× (2−β)×max(|a|, |b|)
(�� |δ| ≤ εm/2&

(a ⊕ b) − (a + b) = (2 − β) × δ × max(|a|, |b|)

|(a ⊕ b) − (a + b)| ≤ (2 − β) × (1 + δ′) × 1
2 × (εm ⊗ max(|a|, |b|))

(�� |δ′| ≤ εm/2.

����� εm ≤ β ≤ 1 ��� −εm/2 ≤ δ′ ≤ εm/2 (� ���

0 ≤ 1/2 × (2 − β) × (1 + δ′) ≤ (1 − εm/2) × (1 + εm/2) = 1 − ε2
m/4 ≤ 1,
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 |(a ⊕ b) − (a + b)| ≤ εm ⊗ max(|a|, |b|)&
• .� b < a ��� b = (1 − β) × a (�� 0 < β < εm �� ���� ��
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 �

��(�� �� � �� β = u ��� �� ��#����� ���� �
 ��� �� �� �����
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2 .� β = u/2 ��� b = (1 − u/2)a �
 � "������������ �#�!�� �K a �
 � ��(�� �� � ���
���
�7#����� 2a �
 ��
� � ��(�� �� �< a+ b = (2−u/2)× a ��� a⊕ b ∈ {(2−u)× a, 2a} 
���� �� ����� �
 !�#���� !� u/2 × a = u/2 × max(|a|, |b|) ≤ εm/2 × max(|a|, |b|) ≤
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2 .� β = u ��� �� ��#����� ���� �
 ��� �� �� �����
� ��� εm = 2u< a+ b = (2−u)×a
��� a ⊕ b ∈ {2(1 − u)× a, 2a} ���� �� ����� �
 !�#���� !� u × a = u × max(|a|, |b|) =
εm/2 × max(|a|, |b|) ≤ εm ⊗ max(|a|, |b|)&
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�������$

|En| ≤ (n − 1) × εM ×
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En = Sn − Ŝn =
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δiT̂i

(��� T̂i �
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