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Modeling of waves propagation
in linear viscoelastic media
I. Mathematical analysis

Abstract: We are interested in the modeling of wave propagation in viscoelastic media. This first
report is devoted to the presentation of family of models which generalize the Zener’s model and
to its mathematical analysis : existence and uniqueness result, regularity of the solutions, energy
decay result, wave propagation at a finite velocity. A second report will be devoted to to the
presentation and numerical analysis of an approximation method based on mixed finite element.

Key-words: Energy dissipation, finite velocity propagation, Fourier analysis, relaxation, vis-
coelastic waves, Zener’s model.
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Introduction

Pour modéliser la propagation d’ondes dans des milieux solides, il est courant de supposer que
le milieu suit une loi de comportement élastique, qui relie, en chaque point du milieu, la déforma-
tion & un temps donné a la contrainte au méme instant. Ces milieux ont la propriété de conserver
I’énergie et les seuls facteurs de diminution de I’amplitude des ondes est la divergence géométrique.
Cependant, pour certains matériaux dits & mémoire, il est important de prendre en compte des
effets das aux déformations différées, ce qui est réalisé en supposant que le milieu suit une loi de
comportement viscoélastique. Ces milieux sont absorbants. Ils sont le siége de phénoménes de dis-
sipation intrinséque qui provoquent une décroissance de 1’énergie et une atténuation exponentielle
de I’amplitude des ondes au cours de leur propagation.

Il y a de nombreuses applications & l'utilisation de modéles de viscoélasticité. Deux d’entre
elles ont motivé nos travaux sur ’analyse tant mathématique que numérique de ces modéles:

— La propagation d’ondes hautes fréquences dans les premiéres couches de sédiments ma-
rins (c’est en effet pour les hautes fréquences qu’il devient essentiel de prendre en compte
les phénoménes d’absorption). Cette application a été motivée par une collaboration avec
PTFREMER pour des problémes de sismique sous-marine.

— La propagation d’ondes dans les tissus osseux. Cette application s’inscrit dans le cadre d’une
collaboration avec le LIP (Laboratoire d’Imagerie Paramétrique) qui développe une méthode
de diagnostic par ultrasons de ’ostéoporose et il semble que la présence d’ostéoporose soit
directement corrélée & ’atténuation des ondes ultrasonores.

Ce rapport présente la premiére partie des travaux que nous avons menés sur ’étude d’une
classe de modéles de viscoélasticité. Il est essentiellement consacré & la présentation des mo-
déles considérés et a leur analyse mathématique. Dans un second rapport, nous présenterons une
approximation de tels modéles par une méthode d’éléments finis mixtes et en ferons ’analyse
numérique.
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Le premier chapitre présente les modéles qui feront I’objet de notre analyse. Il s’agit de modéles
de type différentiels qui apparaissent comme des généralisations naturelles du modéle de Zener. Le
chapitre 2 est le chapitre central de ce rapport et concerne I’analyse mathématique compléte de
ces modéles. Les modéles de viscoélasticité linéaires ont déja été largement étudiés du point de vue
mathématique [9] dans un cadre assez général. Les résultats que nous présentons ici concernent
plus spécifiquement le modéle de Zener généralisé et peuvent étre obtenus par le biais de la théo-
rie des semi-groupes. Ils ne semblent pas pouvoir étre considérés comme des cas particuliers de
résultats plus généraux. Par ailleurs les théorémes sur la dissipation d’énergie et la propagation &
vitesse finie semblent originaux. Enfin, 'intérét de cette analyse est aussi (et peut-étre surtout) de
préparer I’analyse numérique que nous ménerons dans [2] qui s’appuiera largement sur les tech-
niques développées dans ce chapitre. Au chapitre 3, nous rappelons des résultats classiques sur
I’analyse de la propagation d’ondes planes dans des milieux homogénes. Nous mettons 1’accent
sur les phénoménes de dispersion et la dépendance de 1’atténuation vis & vis de la fréquence. Ces
résultats nous seront en particulier utiles pour ’analyse de stabilité par Fourier des schémas nu-
mériques présentés dans [2] mais aussi pour interpréter nos résultats numériques. Dans un court
dernier chapitre, nous démontrons mathématiquement en quel sens un milieu purement élastique
peut étre considéré comme la limite d’un milieu visco-élastique quand ’absorption tend vers 0.

1 Présentation des modéles

1.1 Ecriture sous forme intégrale

Les modéles de viscoélastique linéaire [10] permettent de prendre en compte le phénomeéne de
dissipation d’un milieu. Dans un tel modéle, si on considére le tenseur des déformations a ’instant
t:

o 1 8u,~ Buj
1) (W) = 555 * 7

associé & un champ de déplacement u(z,t) (z € 2 C R", n = 1,2, 3), la relation liant la contrainte
o ae 7,16, 10] est

2) oij(z,t) = /_t Gijra(t — T)aggiljﬂ dr

ou G est un tenseur d’ordre quatre, appelé tenseur de relaxation, qui vérifie les symétries sui-
vantes :

(3) Gijri = Gjirt = Gruij-

La formule (2) exprime que 1’état de la contrainte 4 'instant t dépend de ’histoire des déformations,
c’est pourquoi on qualifie ces modéles de modeéles & mémoire. De plus o(t) n’est pas influencé par
le futur de la déformation (par e(7) pour 7 > t). Il existe, dans la littérature, plusieurs fagons
équivalentes d’exprimer la relation (2). Par exemple, une simple intégration par parties conduit a:

(4) 0ij(T,t) = Gijri(0)er(t) +/0 eri(t — T)w#k;(ﬂ

Nous supposerons par la suite que toutes les quantités sont causales, c’est & dire nulles pour ¢ < 0.
L’expression (2) peut alors s’exprimer comme un produit de convolution [10, 12, 4]:

Oe

dr.

(5) oc=Gx n = Rxe¢
X oG e e : .
ou R= n est la dérivée au sens des distributions de G (G est discontinu en 0) et avec
d
(6) (R*E)z’j = Z Rz’jkl * Ep-
k=1

INRIA
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On peut remarquer que (2) généralise la loi de Hooke: le cas du matériau élastique est obtenu
avec le choix:

G=C(z)H(t)
ou H est la fonction de Heavside et C le tenseur d’élasticité.

Une forme alternative de la relation de contrainte-déformation peut étre obtenue en inversant les
roles de la déformation et de la contrainte dans (2) de telle maniére que la déformation & I'instant
t soit déterminée par I’histoire de la contrainte. Ce qui s’écrit sous la forme:

t
aO'kl (T)

(M) eis(t) = /_ Tgult=n T ar

ou J est le tenseur de fluage vérifiant :

(8) Jijet = Jjire = Jijik-

1.2 Ecriture sous forme différentielle

Le type d’équations “intégro-différentielles” présentées précédemment est trés lourd 4 résoudre
dans le cadre d’une simulation numérique. Une fagon plus pratique de présenter le comportement
visco-élastique est de ’écrire sous une forme différentielle en se basant sur des analogies mécaniques
qui font intervenir des assemblages de ressorts et d’amortisseurs dans le cas monodimensionnel
(modéles rhéologiques élémentaires) [3, 7, 12, 14]:

9) P(D)o = Q(D)e,

ou D est 'opérateur différentiel :

; of .
D*: e N
f - atz ’ VZ G ?
P et Q sont des polynomes différentiels :
N M
(10) P(D)= > anD™, QD)= byD™.
m=0 m=0

Gurtin et Sternberg [12] ont montré I’équivalence entre les représentations intégrale et différentielle
dans le cas M = N sous des hypothéses :

Hypothése 1.1 ay #0
Hypothése 1.2 by =0< b, =0 VYm=0,--- , M

Hypothése 1.3
m=n m=n
Si ces hypothéses sont vérifiées, il existe une fonction de relaxation G telle que o et ¢ sont liés par

la relation (2).

Remarque 1.1 1l est facile de voir que Uhypothése (11) sur les conditions initiales est nécessaire.
En effet, supposons d’une part que o et € sont liés par (9) et d’autre part qu’il existe G telle que
(2) soit satisfaite. En appliquant la transformée de Laplace

fo) = | T

0

RR n° 4785



6 E.Bécache € A.Ezziani & P.Joly

auz deuz relations (2) et (9), on obtient les deux relations suivantes :

(12) a(s) = sG(s)é(s)
et
- a do o™ 1o
P(s)a(s) — Z am[s™ 1 (0) + s™ E(O) + Fmoi 0)] =
13) mil l Oe omle
QU6 = 3 b5 (0 457 5 0) 0]
Ces deuz relations sont compatibles si G vérifie
<o Q(s)
(14) G(s) = 5P (s)
et si de plus on a:
N m—lo.
> an s ta(0) 4 20 + o+ G (0)] =
(15) m=t M O om—1g
Z b [s™e(0) + sm_2a( ) 1 (0)]

m=1

Cette derniére relation entraine (11), lorsque M = N.

1.3 Le modéle de Zener

Ecriture sous forme différentielle

Dans le cas monodimensionnel, les modéles viscoélastiques les plus couramment utilisés sont les
modéles de Maxwell, de Kelvin-Voigt et de Zener [4, 11]. Dans ’étude qui suit, nous nous somme
intéréssés & une extension du modéle de Zener aux dimensions supérieures. Pour ce modéle, les
polynomes différentiels sont de degré 1. Plus précisément, la loi de comportement s’écrit sous forme
différentielle :

0o Ou
16 o+ 10— =Ce(u) +1De(—
(16) o5 = Ce(u) + o De()
ol 79 > 0 est un temps de relaxation, C et D sont deux tenseurs 4 x 4 symétriques, définis positifs.
Nous reviendrons plus loin sur les propriétés de ces tenseurs.

Ecriture sous forme intégrale

Le temps de relaxation 7y étant supposé strictement positif, la relation (16) peut se réécrire sous
la forme:

1 1
(17) — (0 — De(u)) + 0y(0c — De(u)) = ——

0 0

(D - C)e(u).

1
En multipliant cette équation par e™® et en intégrant entre O et ¢, on obtient, en choisissant la
condition initiale g = De(up):

o(t) = De(u(t)) + /0 —l(D - C)eit:_oss(u(s)) ds.

To
Ce qui donne la forme intégrale de la loi de Zener:

L oG

a(t) = G(0)e(t) + ; E(s)a(t — 8)ds,

INRIA
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avec
(18) G(t)=C +(D-C)e 7.

La fonction de relaxation G s’écrit donc comme la superposition du tenseur d’élasticité et d’une
fonction exponentielle qui s’annule & U'infini. Nous verrons que le tenseur D — C doit étre défini
positif pour que le modéle soit dissipatif.

Le modéle de Zener isotrope

Par analogie avec le cas purement élastique, on dit que le milieu caractérisé par la loi de compor-
tement (16) est isotrope si il existe des coefficients A(x), p(z), Ta(z), 7,(2) tels que

(Co)ij = Mijork + 2u045 5 (Do)ij = ATabijopk + 2uT,045

et on définit les coefficients

A+ 2 n ATy + 2p1y,
19 =4/ =,/E A N a3 =
( ) Up P) , Vs \/;7 Tp T0 )\ 2/1, , Ts TOTI-H

avec v, (resp. v,) la vitesse et 7, (resp. 7,) le temps de relaxation associés & 'onde de pression
(resp. onde de cisaillement).

Le modéle de Zener monodimensionnel

On retrouve le modéle de Zener 1D en définissant C = pet D = 74 l,un avec la condition 7 > 7
(équivalente a D — C > 0 dans le cas général). Dans ce cas, la loi de comportement devient :

(20) o+ 7o 6t0' = u@xu + un 83”.1,.

1.4 Généralisation du modéle de Zener

A partir du modéle de Zener “simple”, il est facile de construire un modéle plus complexe,
composé d’un certain nombre d’éléments de Zener en paralléle [6], comme ceci est illustré dans le
cas 1D sur la figure 1. Sur cette figure, les paramétres F;, E;,i=1,---,k représentent les modules
d’élasticité des ressorts et les n;,7 = 1,--- ,k les paramétres de viscosité des amortisseurs. En
dimension supérieure, le modéle de Zener généralisé revient & définir le tenseur des contraintes
comme une superposition:

(21) o= Zai.

ol chaque o; est relié au tenseur des déformations par:

(22) o; + T?&ta,- = Cia(u) + T?Dig(atu), i=1,---,k.

2 Analyse mathématique
Nous nous intéressons dans cette partie & ’analyse mathématique du modéle de Zener (résultats

d’existence, unicité) et & I’étude des principales propriétés de la solution : décroissance de I’énergie
et dispersion des ondes.

RR n° 4785
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Fi1G. 1: Modéle de Zener généralisé

2.1 Probléme modéle

On s’intéresse 3 la propagation des ondes dans un milieu modélisé par une loi de comportement
de type Zener (16) en dimension n (n = 1,2,3). On cherche donc & déterminer le champ de
déplacement u et le tenseur des contraintes o vérifiant:

( 2

u . n .

Pop dive = f, dans R"x]0,7T1, (i)
(23) Qo+ Tg% =Ce(u) + TQDE(%), dans R"x]0,T], (ii)
uw(z,0) = ug, %(m,O) =u dans R", (iii)
| o(z,0) = oy, dans R", (iv)

avec

"< 0oy
d. Z’: tJ A = ]_
(divo) jEZl oz, Vi=1,n

ol p est la densité volumique, 79 un temps de relaxation, C et D deux tenseurs 4 x 4 symétriques

(24) Cijki = Cjiti = Criij , Dijri = Djirg = Dy,

INRIA
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et définis positifs:

0<M_|o|? <Co:0< Mi|o|?, Vo€ LSR™) ppxeR", (i)
(29) 0<M_|o|? < Do:o < Milo|?, Vo€ L(R") ppxeR", (i)
ou L2(IR™) est le sous espace de L(IR™) des tenseurs symétriques et ol

0:6 = 0i;6ij, V(0,5) € (C(R™))? (produit scalaire dans L(IR")),

1
lo| =(0:0)% = (Z 03;)* (lanorme du produit scalaire),
—

sJ
Go = Gijuor, Y(G,0) € L(L(R™), L(R™)) x L(IR").

Remarque 2.1 La symmétrie dans le sens (24) implique
Go :6 = Gé : 0 pour tout G symétrique et (o,5) € (C(IR™))2.
Nous ferons en outre les hypothéses suivantes:

— p, 70, C et D mesurables.
(26) —0<p_ <p(z)<py <400 p.pzxzeR"
—0< 7 <79(x) <74 <400 ppx€R"
— la condition d’absorption: A = D — C est défini positif:
(27) 0< M_|o> < Ao :0 < My|o|?, Vo€ L5(R") pp.x € R"

et on note par A, le tenseur sumétrique défini positif 79.A.

2.2 Existence et unicité de solutions fortes

Dans cette partie, nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de la solution forte
du probléme (23). Dans ce cadre, citons les travaux de Fabrizio et Morro [9] qui ont étudié le
premier modéle (intégro-différentiel) (4) et ont montré ’existence de la solution dans l’espace
H'(R*; L2(R™)) N L2(R*; H'(IR™)) sous des conditions sur les données intiales et la fonction de
relaxation G.

On considére les espaces fonctionnels :
L*(R™, L(R"™) = q0 : R" — L*(R" / ol?dr < oot,

o) (R", £2(R™)) = { ®")/ [l }

X*(R") = {0 € L2(R", £*(R")) / divo € (L2(1R"))"}.

On a le théoréme d’existence et d’unicité:

Théoréme 2.1 Pour toutes conditions initiales (ug,u1,00) € ((H' (]R"))”)2 x X*(IR"™) et tout
f€CY0,T; (L2(R™))"), il existe une unique solution (u,o) du probleme (23), avec

uwe CH(0,T; (HY(R™)"™) nC?(0,T; (LA2(R™)"),
{ o € C°(0,T; X*(R™)) N C*(0,T; L*(IR™, £*(R™))).

RR n° 4785
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Démonstration:

On écrit le probléme (23) sous la forme d’un systéme d’évolution du premier ordre en introduisant

0
les variables: v = 8—1: et p =0 — Ce(u). Le probléme (23) se réécrit:

¢ Ou
E—U—O,
ov 1 1 .. f
— — =div(Ce(u)) — =divp = =,

(29) <5tp(())ppp

op -
E—Ae(v)+7_—0p—0,

\ u(:c,O) = Uy, 1)(.'13,0) = Ui, p(.T,O) =Po =00 — CE(U(]),

t
ou encore, en posant W = (u,v,p)":

W aw=F,
(30) dt
w(0) = Wy,
avec
1., 1., Uo f
(31) AW = —;dlv (Ce(u)) — ;dlvp . Wo = ( ;0 ) . F= p
1 0
—Ae(v) + —p 0
To
On introduit ’espace de Hilbert
(32) H = (H'(R"))" x (L*(R"))" x L*(R", L*(R"))
muni du produit scalaire
(33) Wi, Wa)r = (u1,u2), + (e(u1) : e(u2))c + (v1,v2), + (P12 P2) a1,
avec W1 = (u1,v1,p1)" et Wa = (uz,v2,p2)" et
(u1,u2), = /]R" puruzde, (pr:p2)c = /]R" Cp1 : padz.
Remarque 2.2 Le produit scalaire (33) est bien défini grace a (25)-(27).
On considére 'opérateur non borné sur D(A) C H — H défini par (31) avec
(34 D(4) = {(uv.p) € H [ p+ Celw) € X*(R"), v € (H'(B))"}.

Pour appliquer la théorie de Hille-Yosida on aura besoin du
Lemme 2.1 L’opérateur A+ A\l est mazimal monotone pour tout A > 1/2.
Démonstration :

- Monotonie: soit W = (u,v,p)’ € D(A) on a

(AW, W)g

- /]R" puvdzr — /]R" Ce(u) : e(v)dr — /]R” div (Ce(u) + p)vdx

- /]Rn [e(v)p — A 'p] : pda

—/ puvdm—i—/ A-lp:pde,
R" R

INRIA
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d’autre part :

W2 =/ pu2da7+/ Ce(u):e(u)dm+/ pv2d$+/ A lp:pde.
Wla R" [ul R- R [v| -
On en déduit que

(AW, W)y + AW |4 > /]R" p(A\ul> — uv + A\p|?) dz

> (= g) fo ol + o) ds

ce qui montre que A + AI est monotone dés que A > 1/2.

- Surjectivité : montrons que A + vI est surjective pour tout v > 0. Ceci équivaut & montrer que
pour tout F = (f,g,h)" € H, il existe une solution W = (u,v,0)" € D(A) du systéme

vu—v = f, (a)

(35) ~2div(Ce(w) + vv - ~divp=g, ()
p p

—A(z)e(w) + - = h. (¢)

Si (35) a une solution, il est facile d’éliminer v et p et de voir que u doit vérifier ’équation:

T 1 2 . To T To
(36) div (A(2)e(u)) + pr’u=pg+ prvf +div (1 o h) — div (1 o A(z)e(f)),
avec
T VTy
(37) A=Ct i

La formulation variationnelle de (36) s’écrit: trouver u € (H*(R™))™ tel que

a(u, @) =1(a), Ve (H'(R"))"

avec
a(u, @) = (Ae(u) : (@) + v (pu, @),

(38) T T
@) = (pg,) + vp f,) = (7, = b (@) + (77— A=)+ 2(@),

ott (-,.) (resp. (.:.)) désigne le produit scalaire sur L?(IR") (resp. L>(R", L(IR"))).

D’aprés (25)-(i), (27) et linégalité de Korn [8, 15] dans (H(IR™))", la forme bilinéaire af(.,.)
est continue coercive sur (H'(IR™))" pour tout v # 0. Le théoréme de Lax-Milgram permet
alors d’affirmer que le probléme (38) admet une solution unique u dans (H!(IR™))". Les données
(f,h) étant supposées appartenir & (H*(IR™))" x L2(R", £*(IR™)), on obtient l'existence de p €
L2(IR™, £5(R™)) en posant

o U1y
1 + vy

+ T0 h— T0
1+ vr 14+ vry

(39) p Ae(u) Ae(f)

et on montre I’existence de v € (H(R™))" en utilisant (35)-(a). Enfin en remontant & 1’équation
(36), on voit facilement que p et u vérifient :

div (Ce(u) + p) € (L*(IR™))™.
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Nous avons donc démontré que A + vI était surjectif Vv > 0. Pour finir la démonstration du
lemme, il suffit de raisonner avec v = A + 1.

Sous I'hypothése Wy € D(A) et grace au théoréme de Hille-Yosida [5], nous déduisons que le
probléme (29) admet une unique solution W € C°(0,7;D(A)) N C1(0,T; H). On a

- uweCY0,T;(H' (R™))"),
- v=38u e C°0,T;(H'(IR™)") n C*(0,T; (L*(R™))"),
~ o =p+Ce(u) € C°(0,T; X*(R"))) et p € C*(0,T; L*(R", L*(R")))),

ce qui entraine

u € CL(0,T; (HY(R™))") N C2(0,T; (LA(IR™)"),
oge(C° (O,T;és(]R")) nct (O,T; LZ(IR",/JS(]R")))
et achéve la démonstration. B

Il n’y a aucune difficulté & obtenir un résultat analogue dans le cas du modéle de Zener général (22).
Dans ce cas, on cherche le champ de déplacement u et les tenseurs des contraintes “élémentaires”
o; qui composent ¢ (voir relation (21)) solutions du probléme:

( k

Patzt’u - Zdivai = f7
i=1
(40) 0'i+7'?(9t0'i:CiE(U)-i-TiODig(atu)’ 7::]_,,,_ ,k,

u(z,0) = ug, Oyu(x,0) = uy,

([ 0i(x,0) = a?, i=1,---,k.

On peut alors montrer le:

Théoréme 2.2 Si(ug,u1,0?,---,0%) € (Hl(]R"))2>< (és(]R"))k. Alors pour tout f € C*(0,T; L*(IR"™))")
il existe une unique solution du probléeme (40)

u € C'(0,T; (H'(R™)™) N C*(0,T; (LA(R™)"),
{ o; € C°(0,T; X*(R™) N C*(0,T; L*(R", L*(R™))), Vi=1,---,k.

2.3 Résultats de régularité

En supposant plus de régularité sur les données, on peut obtenir un résultat de régularité en
temps sur la solution:

Théoréme 2.3 On suppose que les données du probléme (23) vérifient (k > 2):

(p,70,C, D) € (WH=(IR™))® x ((W1’°°(1R"))"4)2,
(41) (uo, u1,00) € (H*(R™))? x (H*(R™))"",
f€CH0,T; (L*(R™)™) N C*(0,T; (H*(R™)™).
Alors la solution forte (u,o) du probléme (23) vérifie :
u € C*(0,T; (HY(IR™)") N Ck+1(0, T; (L2(R))™),
o € CH1(0,T; X*(R™) N C*(0, T, LA(R", £*(R™))).

INRIA
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Démonstration :

On raisonne par récurrence sur k.

On commence par k = 2. Appliquant le théoréme 2.1 au probléme
( pOLV —divY = F = §,f,

Y+ 1008 = Ce(V) + 10 De(0, V),

oV 1 .
V/ieo =Vo = uy, W/t:ﬂ =V = ;(f(m,O) +divay),

1
{ E/t:() =Y, = E(C&‘(UQ) + TQD&(Ul) — 0’0).

Sous les hypothéses (41), les données initiales (Vp, V1, Xo, F) vérifient les conditions du théoréme
2.1, d’ou Vexistence d’une solution unique (V,X) du systéme (42):

Ve CH(0,T; (H (R™)™) N C*(0, T; (L*(R™))"),
¥ € C°0,T; X*(R™)) N C*(0,T; L*(R™, L*(R"))).

Les primitives

(43) u(t) = up + /Ot V(s)ds, o(t) =00 + /Ot ¥(s)ds

vérifient alors
u € C? (O,T; (Hl(IR”))”) nee (O,T; (L2(]R"))"),

o € CY(0,T; X*(R™)) N C?(0,T; L*(R™, £*(R™))).

Pour finir il suffit de montrer que (uT o) est la solution du (23). Or (u,0) vérifie:
O (pOfu — dive — f) =0,

{ O (o + 1900 — Ce(u) — 79 De(Bpu)) = 0.

(44)

En intégrant (44) entre 0 et ¢ et en tenant compte des conditions initiales :
V/t=0 = Ou/t=0 = w,
1
p
(CE(U()) + T(]DE(Ul) - 0'0),

(45) OV /=0 = 5?,5“/1&:0 = —(f(2,0) + divay),

1
E/t=0 =010 /t=0 = —
To
nous montrons que (u,o) est la solution du (23).

Passons au cas général k > 3. Supposons que le résultat est vrai jusqu’a 'ordre k — 1 et montrons
qu’il est valable pour k. D’aprés le résultat précédent on sait que la solution (u,o) de (23) appar-
tient a C2(0,T; (H'(R™))")NC?(0,T; (L*(R™))") xC* (0,T; X*(IR"™))NC? (0, T; L*(R™, £* (R™)))
et elle vérifie (44). Les dérivées

(V, E) = (Btu, 6to)

sont dans C' (0, T; (H'(R™))")NC? (0, T; (L*(R™))") xC°(0, T; X*(R™))NC* (0, T; L*(R™, L*(IR™)))
et (V,X) est la solution du (42). Comme les données initiales vérifient :

(Vo, Vi, o, F) € (H*~' (R™)*x (H*~' (IR™))™ xC¥= (0, T; (L*(R™))") nC*=2 (0, T; (H' (R™))"),
d’aprés ’hypothése de récurrence on a:

V e Ck1(0,T; (H'(R™))™) N C* (0, T; (L*(R))"),

PINS Ck*Z(O,T;és(]R")) nCk1(0,T; LA(R™, £*(R™))),
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ce qui implique
w € CF(0,T; (H(R™)") N C*+1 (0, T; (LA(R))™),

o € C*-1(0,T; X*(R™)) N C* (0, T; LA(IR™, £5(IR™))).
||

2.4 Existence et unicité de solutions faibles

On note
(46) Qr=R"x[0,T] , Qr=R"x]0,T]
et les espaces

H(@r) = fo € C*(0,T; (L(R™)") N €°(0, T3 (H(R™)") /o(T) = 0 et 20(T) =0},

L(Qr) = {5 € C*(0,T; L*(R", L*(R")))/ 5(T') = 0}.

(47)

On dit que (u, o) est une solution faible du probléme (23) si elle vérifie:
(

/ [pudiv + o : e(v) — fo] dzdt = /]R” plui(z)v(z,0) — uo(2)dyv(z,0)] dz,

T

(48) / [0:6—T100:0:6 —Ce(u) : 6 + 19De(u) : 8;6] dz dt =
48 4 T

/IR" [TO oo : 6(z,0) — 10De(up) : 5’(:8,0)] dz,

[ V(v,5) € H(QT) x L(QT).
On a le théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible

Théoréme 2.4 Siles données initiales
(uo,u1,00, f) € (H'(R™))" x (L*(R™))" x L*(R", £*(R")) x L' (0,T; (L*(R™))").
Alors le probléeme (48) admet une unique solution
(u,0) € C°(0,T; (H'(R™)") n C*(0,T; (L*(R™))™) x C°(0,T; L*(R™, £*(IR™))).
Démonstration:
1. Existence. Par densité, il existe une suite (uff,uf,of,f") € ((H'(R™)")* x X*(R™) x
C1(0,T; (L*(R™))") vérifiant :
u} - uo dans (H'(R™))",
u - u; dans (L2(R™))",
o — 09 dans L2(R",L°(R")),
f*—f dans L'(0,T,(L*(IR™))").

(49)

Soit (u™,0™) la solution forte du probléme (23) associée aux données initiales (uf,u}, o, f™) (cf.
théoréme 2.1). Appliquons les estimations du théoréme 4.1 §4.1 aux différences (u? —u?,0? — g9),
nous remarquons que la suite (4™, ™) est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach

(50) W(0,T;R™) = C°(0,T; H(R™))") x C*(0,T; (L*(R™))") x C°(0,T; L*(IR™, L*(IR"))),
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muni de la norme

(51) l(u,o)lw = sup [||u(t)||p + [l0gull, + IVu(®)| + ||‘7(t)||.A—1]-
te[0,T]

On en déduit Pexistence de (u,0) € W(0,T;IR"™) vérifiant
u" —u dans C°(0,T; H'(R™)") x C*(0,T; (L*(R™)"),

o™ > o dans C°(0,T;L*(R"™ L*(R"™))).

Pour terminer, il suffit de remarquer que si (u™,0™) est une solution forte alors en particulier elle
est solution faible du probléme:

( / [pu"(?ft'u + a"a(v)] dx dt = fodzdt + /]R" p[u?(m)v(m,O) — uO”(a:)atv(a:,O)] dz,

QT

/ [a" 10 —T1o0" : Oy — Ce(u™) : & + o De(u”) : 8,5&] dx dt =
< T

/]R" [r00% : 5(2,0) — o De(uf) : 5(,0)] da,

[ Y(v,6) € H(QT) x L(QT)-

et faire un passage a la limite quand n — +o0.

2. Unicité. Par linéarité, il suffit de montrer I'unicité de la solution du probléme (48) en ’absence
de source et avec des données initiales nulles. Soit (u, o) une solution du probléme (48) avec ug = 0,
uy =0,00=0et f=0:

/ [pudiv + o : e(v)] dzdt = 0,

T

(52) / [0:6 =10 :0,6 — Ce(u) : & + 1o De(u) : 8,5 dzdt = 0,
Qr

V(v,5) € H(Qr) X L(QT)-
On considére le probléme:
poZa — dive = u, dans R" x [0,77,
(53) 7 — 10015 = Ce(u) — 10 De(0:), dans IR" x [0,T7,
w(z,T) = 0a(z,T) =0, 5(z,T) =0,
ce probléme admet une unique solution forte (u,5) dans ’espace :
(0, T; (H'(R™))") nC?(0,T; (L*(R™))") x C°(0,T; X*(R™)) N C*(0,T; L*(R™, L*(IR™))).

car comme u € C*(0,T; (L*(R™))") il suffit d’appliquer le théoréme 2.1 en réécrivant le dernier
probléme sous la forme du systéme (23), en faisant le changement de variable s = T — t et en
prenant comme données les fonctions

(uo,u1,00, f) = (0,0,0,u(T — 3)).
Si on note m = o — De(u), le systéme (52) se réécrit (A =D — C):

/ [pudpv + 7 : €(v) + De(u) : e(v)] dz dt =0,

(54) / [1:6—Tom:0:6 + Ae : 6] dzdt =0,

V(v,0) € H(QT) x L(QT).
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On remarque que par construction de (@, ) on peut choisir comme fonctions test dans (52)
(55) (’(),5’) = (ﬂaAilﬁ) € H(QT) X ‘C(QT) , T =0 — DE(ﬁ)'
Le systéme (54) donne alors
/ [pudiu + e+ De:¢] dedt =0, ()
(56) !
/ [A'r 7 —mg A 'm 1 O +e: 7| dxdt =0, (i)

T

ot ¢ = e(u) et £ = (). On fait ensuite le produit scalaire au sens des tenseurs de la deuxiéme
équation du systéme (53) avec A lw. Aprés intégration sur Q7, nous obtenons:

(57) / [Aflﬁ:w—ToAflaﬁr:r—Fé:w] dz dt =0.
Qr

La derniére équation et ’équation (i) de (56) impliquent
/ Wtfdl'dt:/ T @ e dadt.
T T

/ [pud}i — 7 : € + De : &) dzdt = 0.

T

D’ou (56)-(z) devient :

En remplacant 7 par sa valeur donée par (55) et aprés une intégration par partie nous obtenons :
/ u[pdZi — div 5] dzdt = 0.

Qr
Or, comme (1, 5) est la solution du probléme (53), on a
(58) / |u(z,t)|*dzdt = 0,

T
ce qui entraine v = 0. Pour finir on montre que o = 0 en utilisant la deuxiéme équation de (48):
[0:6 —190:0:5]dxdt =0 V& € L(Qr). Dot l'unicité de la solution B
Qr

2.5 Deécroissance d’énergie

Définition 2.1 Soit (u,0) la solution forte du systéme (23). On appelle énergie de (u,0) a Uins-
tant t la quantité

1,0u, 1 , 1o
(59) B(u,0,0) = 21901 + Sl + 5llples,
avec
(60) p=oc— Ce(u).

Remarque 2.3 On remarque que

1,0u,. 1
— la quantité d’énergie se décompose en deuz parties, la premiére EHE“’Z’(M + §||5(“)||2C
correspond & l'énergie classique du cas purement élastique (i.e. lorsque 1o est nul) et la

. 1 . . .
deuxiéme §||p||il_1, die auz effets de la visco-élasticté, s’exprime comme la norme de la
différence entre la contrainte viscoélastique et la contrainte élastique.
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— Compte tenu de la régularité de (u,o), 'énergie E(t) vérifie:

Ee€CY0,T) ; E(u)<+oo Vt>0.

On a le résultat suivant :
Théoréme 2.5 L’énergie E(t) associée au probléme (23) vérifie lidentité :

dE

(61) o = —lplPs + (f,00)

et elle décroit en l’absence de terme source (f =0).
Démonstration :

¢ On remarque qu’on peut réécrire les équations (i) et (ii) du probléme (23) en fonction de u et p:

0?u
(62) Po divp —div (Ce(u)) = f,
(63) A7 0 + A7 p = e(Ou).

En appliquant le produit scalire dans IR™ & (62) par d;u et dans L(IR") & (63) par p, aprés une
intégration sur IR™, on obtient :

1d . .

(64) 5%”‘%““3 = (div p, Oyu) — (div (Ce(u)), u) = (f, Opu),
1d 9 5

(65) Ed_t”p”A_l + [Pl 5= — (e(Bpu) : p) =0,

en faisant une intégration par partie du deuxiéme et trosiéme terme de ’équation (64), nous aurons

1d

(66) 5%“67&“”,2; + (p,e(0w)) + (Ce(u) : e(du)) = (f, ),

ce qui donne (61) en sommant les deux identités (65) et (66).

e On en déduit la décroissance de ’énergie pour f = 0 car ’hypothése (27) montre que A est
défini positif et par conséquent —||p||%, -1 est un terme de dissipation. l

Remarque 2.4 On remarque toujours le role important de la condition d’absorption A > 0 que
ce soit dans les résultat d’existence et d’unicité de la solution ou dans le résultat de dissipation
d’énergie.

De nouveau, on peut aisément étendre ce résultat au modeéle de Zener généralisé (40).
Théoréme 2.6 La quantité d’énergie

1 N
(67) B(t) = S0l + 53 [le(w)

i=1

2+ Ipill

associée & la solution (u,(0;)i=1,x) du probléme (40) homogéne (f = 0) vérifie

dE -
(68) P _Z ||Pi||?A;)—1 <0,
=1

avec
piIO'z'—CiE(U), -Al:Dz_Ch -A;—:Tz'o-Ai: Vlzl,,k
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2.6 Propagation a vitesse finie

Dans ce paragraphe on s’est intéressé au probléme de la propagation & vitesse finie des ondes
viscoélastiques. On montre que lorsqu’on part de données a support compact, la solution reste &
support compact & tout instant. On va méme déterminer de fagon géométrique un majorant du
support des données. Dans ce contexte cette étude peut étre considérée comme une généralisation
du travail mené par Canadas [11] pour le probléme monodimensionnel (20).

Soit G' un tenseur d’ordre quatre symétrique défini positif et v un vecteur non nul de IR", on
note I'(G,v) le tenseur de Chrystoffel [1] associé au tenseur G suivant le vecteur v, le tenseur
symétriqye défini positif:

I(G,v) =Ty = Gixjivr v,

Remarque 2.5 Le tenseur de Chrystoffel intervient, lorsque on fait une analyse par ondes planes
pour le probléme purement élastique (1o = 0), c’est a dire si on cherche des solutions (u,o) sous
la forme (96) §3.2 on trouve une relation de dispersion :

I(C,k)d = pw’d <= T(C,v)d = pV3d
k ) . L
avec v = m et V la vitesse de phase suivant la direction v.

Soit v un vecteur de S™~! la sphére unité de IR", nous définissons les quantités:

. I['(D,v)v.vy\?
(69) Vp(z,v) = (31;13 W)
et
(70) Vi (v) = sup {Vy(z,v)}.

we]R"

La notation (69) est liée par analogie & v, la vitesse des ondes P dans le cas d’un milieu élastique
isotrope, dans ce cas V,(z,v) = v,(x) dans toutes les directions v. On considére les demi-espaces
mobiles de vitesse V € IR :

(71) EVit)y={z e R" Jzv < Vt}.
On a le théoréme:

Théoréme 2.7 Si les données (uo,u1,00, f) sont & support compact et si elles ont la régularité
du théoréme 2.1, alors la solution du probléeme (23) reste & support compact. En particulier, si

supp ug U supp uy U supp g U supp f(.,t) C K,
ot K est un compact, alors
suppu(.,t) CK +E&(t), VO<t<T

o

W= (] &WFw),0

vesSn—1
Démonstration:

On va faire la démonstration dans le cas des données du probléme sont assez réguliéres (les solutions
assez réguliéres) et K = B(0, R) une boule de centre 0 et de rayon R, on se raméne au cas général
en procédant par régularisation et en utilisant le fait que tout compact est limite d’une réunion finie
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F1G. 2: Le demi-espace mobile

de boules fermées. On considére v un vecteur quelconque de la sphére unité de IR", le demi-espace
mobile:
Q2 = (B(O,R)+&,(V,t)) ={z € R" /z.v > R+ Vt},

Q! est donc un demi-espace mobile qui “fuit” dans la direction v & la vitesse V, T, = {z €
R /z.v = R+ Vt} la frontiére de QF, (voir figure 2) et do la mesure surfacique sur T%,.
On notera que par construction :

{ up(x) = ur(x) =0, oo(x) =0, Yz e Qf,

(72)
f(x,t) =0, Vt>0,Vz e Q.

A Tinstant t = 0, la solution est nulle dans Q. L’idée de la démonstration est de trouver V (assez
grand) pour que la solution u soit nulle sur Q.

Nous utilisons une technique d’estimation d’énergie, on considére le systéme des équations (62) et
(63):

2u

— —divp—div(Ce(u)) = f, (i

. P —divp—div(Cew) = £, ()

AZlp + A28 = e(Bpu). (i4)

On considére la densité d’énergie
1/ Oupy 1
(74) e(x,t)—§(p|a| +Ce:e+ A p.p).

En faisant le produit scalaire de I’équation (73)-(i) par O;u et de I’équation(73)-(i7) par p et en
intégrant sur 2!, on obtient aisément ’identité suivante:

—dz + AZ p:pdm+/ (p+ Ce)n.diudo =0,

L T
ol v est le vecteur normal a I'%, intérieur & QY, o v = 0;v; désigne le produit matrice vecteur dans
R" et v.v = v;v; le produit scalaire euclidien dans IR™. En utilisant la relation (valable pour tout
e(z,t) € CY(R" x R1)):
Oe

z,t)dr -V e(x,t)dx,
[ a0 [, el

(75) % /Q el t)do =
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on en déduit

dE, 1
)+ | A 'p:pde+ - | é.(x,t)do =0
ou
B (t) = / e(z, ) dz
L

et
(76) du(z,t) = Vp |0wul* + V [elg + V |pla-1 + 2(p + Ce)v.d4u,
avec

le|g = Ce:e et |p%-1 = A 'p:p.

Remarque 2.6 On distingue entre les normes du produit scalaire associées & un tenseur symé-
trique défini positif C dans les espaces L(R™) et L*(R", L(IR")). On note |.|c la norme du produit
scalaire
LR™) x LR") — R
(0,¢€) — Co:¢
et ||.|lc la norme du produit scalire

L*(R™, L(R™)) x L*(R™, L(R")) — R
(0,¢€) — (Ca:s):/ Co:edz.
Rn
On voit que I’énergie décroit si la forme quadratique ¢, est positive. Pour cela, nous avons besoin

du lemme:

Lemme 2.2 Pour tout v € R", on a

(Ce)v < [elc(T(C,v)v)z, (i)
" pr.w < |pla, (D(A, v)v.v)T. (44)
Démonstration :
Soit v € R™

(Cev)v = Cijrierv;v;
= Cijrien (v®v);; =Ce:v®v < (Ce: 5)%(Cu®v : I/®’U)%
avec v ® v = v; v;. Alors pour avoir (¢) il suffit de montrer que
Cveuv:veuv=I(C,v)vo

En effet

Cruv:vQu = Cijkl(ll®’u)kl(1/®’l})ij

Cijri Vi V1 Vi Vj

(Cijr vi vk)vivj = (Cirji Vi Vi)V 0
= I'y(C,v)vju =T(C,v)vv

de méme pour (i3), on a

prv = p:vQU
= p:AAvev
(A 'p: p)%(.AI/ RUV:veR v)% = |p|a-1(T(A, 1/)1).7))%

A
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O
En utilisant ce lemme on oubtient d’aprés (76)

$u(z,t) > Vplowl +Vef& + V [pfor — 2[ele (D(C, v)9u.0pu)* — 2 [p| - (T(A, v)dyu.dpu)? .
> Vplow +V (lel& + [p4-1) — 2 (e + [pA-1)* (T(C,v)dyu.8pu + T(A, v)dyu.dyu)*
= Vpldul +V (le|% + [pfa-1) — 2 (lel% + |p3-1)? (T(C + A, v)du.0,u)*

(18) = Vpldul> + V(le|% + [pl3=1) — 2 (le|% + [p|4-1) ? (T(D, v)du.0,u)?

En utilisant le définition (69) de V,,, 'inégalité (78) devient

1

(79) ¢u(z,t) > Vplowl” + V(elg + [p%,) — 2Vpv/pllele + s, ) 7 [Oul.

Le deuxiéme terme de cette inégalité définit une forme quadratique positive si
p(VP =V <0<=V >V,

En choisissant V' = V¥ () donné par (70), nous aurons ¢, > 0 et par conséquant F, décroissante.
On a donc en particulier
E,(t) < E,(0) =0 (par construction)

ce qui nous donne u(z,t) = 0 dans Q, d’ou supp u(.,t) C {Q}° = B(0,R) + £,(V,F (v),t). Le
raisonnement étant valable pour tout » € S™~!, sphére unité de IR", on a:

supp u(.,t) C ﬂ {QL}e = B(0,R) + &(t).

vesSn—1

Remarque 2.7 En particulier, dans le cas isotrope, V, ne dépend pas de v, on trouve

%@m=:@@“@L?wMMﬁ
= (A(x)n(a:) + 2u(z)7,(2) M) + zﬂ(x))%
A@) + 2u(z) ;

= M'Up(m)

T()(.’E)
ce qui nous donne

+ V)= t = u Tp(m)v x
Vp ( )_V _zZ]Rp" T()(.TE) P( )

d’ou suppu(.,t) C B(0, R+ V™*t) (voir le figure ci-dessous dans le cas n = 2)

3 Etudes des milieux homogénes
On se place pour faire cette analyse en milieu homogéne. Nous allons tout d’abord déterminer

les ondes planes se propageant dans un milieu visco-élastique 1D. Nous pourrons ensuite étendre
les résultats 1D au cas tridimensionnel.
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FiG. 3: Support de u

3.1 Analyse par ondes planes en 1D

Dans ce qui suit p, p, 79 et 71 sont des constantes strictement positives. On considére le probléme
de Zener monodimensionnel (20)

Trouver u(z,t) : R x [0,7] — IR,
(80) pOZu — 0,0 = f, dans R x]0, +o0],
0+ 70 80 = pOyu + pmi O2yu, dans IR x]0, +00[.

On s’intéresse aux solutions particuliéres du probléme homogéne (80) (f = 0), de type ondes
planes:

u(z,t) = wgelwi—ke)
(81)

o(z,t) = ogeilwt—kz)

ou k € R est le nombre d’onde. Pour que (u,o) définis par (81) soit une solution de (80), k et w
doivent étre reliés par la relation de dispersion :

1+ dwr
(82) W= R (T o= [E.
1+ iwTty p
Nous allons étudier cette équation comme une équation en w ol k est un paramétre. Si on fait le
changement de variable S = iw, la relation (82) devient:

52 1+Sn
(83) k2 1+871’

INRIA
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ce qui équivaut & ’équation a coefficients réels de degré 3 suivante:
(84) 1708% + 5% + 11 ?k*S 4+ Pk = 0.

Cette équation admet soit trois racines réelles, soit une racine réelle et deux racines complexes
conjuguées. Notons qu’une racine réelle correspond & un mode non propagatif (mode purement
amorti). On montre que dans “presque tous les cas”, il y a deux modes propagatifs et un mode pu-
rement amorti, et que ce résultat est toujours vrai a hautes fréquences. Plus précisément, montrons
le:

Lemme 3.1 Si 1y et 11 vérifient:

1. 1 > 11 /9, alors l'équation (84) admet, pour tout k, une racine réelle S = S* comprise entre
—1/79 et —1/m1 (mode purement amorti) et deuz racines complezes conjuguées S = n £ iw*
(modes propagatifs).

2. 19 <11/9, alors il existe K_(19,71,¢) > 0 et K} (10,71,¢) > 0 (donnés en (87-88)) tels que

- Si k| € [K_, Ky], Uéquation (84) admet trois racines réelles comprises entre —1/7y et
—1/71 (trois modes purement amortis).

- Si |k| ¢ [K_,Ky], Uéquation (84) admet une racine réelle S = S* comprise entre
—1/70 et —1/71 et deux racines complezes conjuguées S = n £ iw*

Démonstration:

Rappelons qu’une équation algébrique du troisiéme degré axz® + bx? + cx + d = 0 se raméne par le

changement de variable: z = X — 35’ a la forme canonique
a

(85) X3 4+ 3pX 4+2¢ =0,
avec _
_ 3ac—b? ot _1[2b3 _be é]
p= 9a2 1= 3 27a3  3a?  al’

Cette équation a trois racines:
1. A >0 — une racine réelle et deux complexes conjuguées.
2. A <0 - trois racines réelles.

L’ équation (84), aprés réduction & sa forme canonique, a pour discriminant

2 k2 27 9 1
A =3 2_ ¢ 3 414 bl o 9 —I2\2R2 41
P’ +q 27rd ToTiC K +(47'0 57071 47'1)0 Kk +

A a le méme signe que:

(86) A(K?) = Ak* + BE® + 1,

avec

27 9 1
A =Tnyrict, B = (ITO — 37071 — 171)62.

Une étude du trindme A(X) montre que

— Si 79 < 711/9, le trindme admet deux racines réelles positives

—B++vB?2 -4A
24

Zi(To,ThC) =
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pouvant s’exprimer en fonction du rapport R = 79/71:

1

=——(-21(R—a_)(R—ay) +(1-9R)**(1 - R)'/?)
2c ToT1

(87) 24 (19,71, €)

avec ax = 1/3(2v/3/3 £ 1). Tl est alors clair que A(k?) < 0 si k2 € [z_,2;] Clest & dire si
|k| € [K_, K], avec

(8) Ky =./7.

— Si 79 > 71/9, on montre que A est soit toujours positif (si 7o < 71) soit admet deux racines
réelles négatives (si 79 > 71), donc dans tous les cas A(k?) > 0 pour tout k.

11 nous reste & montrer que les racines réelles sont comprises entre —1/79 et —1/7. Ceci est im-
médiat en se rappelant qu’une racine S est solution de (83) et si S est réelle, le membre de gauche
est positif ce qui montre que (1 + S71)(1 + S79) < 0 et par conséquent que toute racine réelle est
située entre —1/79 et —1/7. W

Quelques propriétés des solutions. On s’intéresse ici au cas ou (84) admet une racine réelle
S = S* et deux racines complexes conjuguées S = 1 + iw™* , ce qui d’apreés le lemme est toujours
vérifié au moins dés que k est assez grand. Ces solutions correspondent &

— deux modes propagatifs: e"(F)tei(w” (R)t—kz) of en(k)tei(—w”(k)t—kz)

— un mode purement amorti: e (Fte—ikz,

La somme des trois racines de (84) vaut:

1
(k) + 5*(k) = ——,
To
par conséquent
1., 1
(89) n(k) = —5[5"(k) + —].
To
Or d’aprés le lemme précédent, S*(k) est située entre —1/79 et —1/7, ce qui montre que
1,1 1
1. si 74 > 79, alors —3 (— — —) < (k) <0 Vk, ce qui correspond & de ’amortissement.
To 1

. 1,1 1

2. 8i m < 719, alors ——(— - —
2 To T1

exponentiellement croissant en temps.

) > n(k) > 0 Vk, qui correspond cette fois-ci & un terme

Remarques
1. On retrouve donc ici le fait que le phénoméne d’absorption est lié & l'inégalité 7, > 9.

2. On remarque que méme quand 71 < 79, 7(k) reste borné et le probléme de Cauchy reste bien
posé.

Hypothése: dans toute la suite, on supposera que 79 < 7.
Propriétés du mode purement amorti. On montre que, pour tout k¥ € IR*, la racine réelle
S = §*(k) vérifie:

1 1
- (P) - — <S8*(k)<——, VkeR".
0

T1

- (P2) k — S*(k) est paire.
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1
- (P lim S*(k) = ——, lim S*(k) = ——.
( 3) k—0 ( ) To’ k—oo ( ) T1
La premiére propriété a été démontrée dans le lemme précédent et est ici précisée dans le cadre
de ’hypothése 79 < 71. La deuxiéme propriété découle du fait que ’équation (84) définissant les
solutions ne dépend que de k2. Enfin les limites (P3) s’obtiennent aisément & partir de (83) en
utilisant que S* est réelle. On peut en fait montrer plus précisément que

1 .
(90) S*(k) ~ —— + (11 — 10)2k>.

To
Nous illustrons ces propriétés sur la figure 5 ol on représente un exemple de courbe S*(k). Notons
que les hautes fréquences sont moins amorties (temps de relazation 1) que les basses fréquences
(temps de relaxzation 1o < T1).

Propriétés des modes propagatifs amortis, qui correspondent aux solutions n(k) £ iw*(k).
La relation (89) permet de déduire des propriétés sur n c’est a dire sur amortissement des modes
propagatifs:

1r1 1

- (P) 5[ - =] <ak) <o

(P [+ -] <nb) <

- (Ps) k — n(k) paire.

() Jma(k)=0, Jimg(k)= [+ - ].

k— o0 2lm T0
On peut enfin déduire de (90) I’équivalence:

(91) 1) ~ —5(m — 7o)k,

Nous illustrons ces propriétés sur la figure 6 ou on représente un exemple de courbe n(k). Les

hautes fréquences sont plus amorties que les basses fréquences (pour lesquels l’amortissement tend
7170

vers 0) et la constante de temps & haute fréquence est 2 .
1T —To

En ce qui concerne la partie propagative, la vitesse de phase des modes propagatifs est donnée par
w*(k)/k. Le produit des racines de (84) s’exprime:

(92) (w*(k)* +n(k)*)S* (k) = T
ce qui permet d’obtenir:
c2k? 105*(k) k2

En utilisant la propriété (Ps) et le fait que n(k) est en O(k?) au voisinage de k = 0 d’aprés (91),

on montre que:
. wk)? 7 . w(k)?

4 | —— = — lim ——— =1.
(9 ) k—EI:Eoo c2k2 7'0’ kl—Ig) c2k2

Les hautes fréquences se propagent donc plus vite que les basses fréquences. On représente la
vitesse de phase sur la figure 7.

Conclusion 3.1 En conclusion, on a

1. un mode purement amorti correspondant ¢ S = S*. Les hautes fréquences sont moins
amorties(temps de relazation T1) que les basses fréquences(temps de relazation To < T1)
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s — 1T ]
7 0T
70
1 + STl
1+ S
JE
1
To
F1G. 4: Solution graphique
5*(k)
A
k
1
1
1
To

Fic. 5: Allure de k — S*(k)
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n(k)
\
>k
To—hn
27’07‘1
Fi1G. 6: Allure k — n(k)
w* (k)
Ak
71
s
To
c
> k

w* (k)

Fic. 7: Allure k — A
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2. deux modes propagatifs amortis correspondant ¢ S = 1 & iw. Les hautes fréquences sont
plus amorties que les basses fréquences(pour lesquelles l’amortissement tend vers 0) et la
constante de temps & haute fréquence est 2m119/(T1 — T0).

3. pour les modes propagatifs, les hautes fréquences se propagent plus vite mais sont davan-
tage amorties.

3.2 Analyse par ondes planes en 3D

Nous menons dans cette section une analyse par ondes planes analogue & celle du cas 1D,
dans le cas d’un milieu visco-élastique isotrope 3D. On considére le probléme isotrope en milieu
homogéne:

paftu,- — aij'ij = 0,
(95)

oij + Toataij = A(Sij&‘kk + 2pei; + To)\T,\(sijatEkk + 2T0/LTH8t8ij.

On s’intéresse aux solutions particuliéres de la forme

w(@,t) = ugel@Wt=-F-)°F
(96) Ty
o(z,t) = ogel@= k- 7) p
avec
? = (kl,kz,k3)t, T = ($1,.’L’2,.’E3)t, 7 = (dl,dz,d3)t
et

N Di1 Dy2 D3
D= | D12 D3 Do
Dy3 Ds3 Dss
Remplagons ces expressions dans le systéme (95), on obtient la relation de dispersion

A A
97) [iw® 70 + w? — (% + mm“’%)mﬁ] 7 = [# + mm%] (F.D)F.

En introduisant les vitesses v, et v, et les temps de relaxation 7, et 75 (voir (19)), équation (97)
devient

(98) [iw? o +w? — 21 +iQr)|k[*] d = [v2(1 + iwry) — v2(1 +iwr,)| (K. d)F .
Le produit scalaire de cette relation par % implique en particulier
(99) F . [iwdro + w? — v2(1 +iwny)|k[?] = 0.

, —_— —
Deux cas se présentent alors, selon que k. d est nul ou non:

1. Les ondes P (ondes de compression) : . d # 0. Dans ce cas, la relation (98) montre que
— —
k et d sont colinéaires et (99) donne la relation de dispersion des ondes P

(100) w?(1 +iwrg) = V3 k(1 + iwTp).
2. Les ondes S (ondes de cisaillement): & .d = 0. Les vecteurs k et d sont donc ortho-
gonaux et (98) donne la relation de dispersion des ondes S
(101) w?(1 +iwtg) = V2|2 (1 + iwTs).
On peut remarquer que, si on fait le changement de variable S = iw, les équations (100) et (101)
s’écrivent sous la forme:
(102) 708% + 5% + 1wl |k2S + v k| =0 Vi=p,s.

L’équation (102) est la méme que ’équation (84) obtenue en dimension un, en remplacant 7; par
T1, v; par c et |k| par k pour ¢ = p, s. Les conclusions de I’analyse en 1D peuvent donc étre étendues
en 3D.
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4 Du viscoélastique a I’élastique

Dans cette partie nous nous sommes intéressés au comportement de ’onde visco-élastique
quand le coefficient d’amortissement 7y tend vers zéro et nous montrons dans quel sens cette
solution converge vers la solution de ’équation d’onde (équation de ’élasticité) obtenue lorsque
on néglige ces coefficients.

4.1 Estimations a priori
L’identité d’énergie permet d’obtenir des estimations de la solution:

Théoréme 4.1 Pour tout t > 0, la solution du probléme (23) vérifie les estimations suivantes:

(103) 0cu(®)ll, + llo(t) — Ce(u(t))lla-r < V2Eq +/0 1£(s)ll1 ds,

t
(104) lu@)ll, < lluoll, +tv/2Eo +/0 (t =)l £(s)ll2 ds,
1l existe une constante C = C(n, M_, M) telle que

t
(105) IVull +[lo ()]l 4-1 < C(V2Eo +/0 [1£(s)llx ds).
Ou Ey désigne ’énergie initiale

(106) Bo = 5 [lunl? + le(uo) % + Ipoll-: ]

DN =

Démonstration:

En intégrant entre 0 et ¢ I'identité d’énergie (61), on obtient:

t t
(107) E®) < Bo+ [ (f(s),00(s)ds < Bo+ [ 10, 1£(5)] ds
0 0
la, deuxiéme inégalité provenant de 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Or, par définition de 1’énergie

(59) on a
lwu(s)I < 25(s).

Par conséquent
t

(108) B(t) < Fy+ V2 / 17 ()15 (B(s))? ds
0 P

et le lemme de Gronwall permet d’en déduire:

(109 B0 < (VB + o [ 176l a5
— s)|l1ds)".

N V2 o ,

Pour obtenir I'estimation (103) il suffit de remarquer que ||G;u(t)||, et ||p(¢)|| 4-1 sont majorés par
v/2E(t). Pour la deuxiéme estimation (104), on remarque que u est une primitive de Oyu:

u(t) = ug +/0 Oyu(s) ds,

ce qui implique

t t
lu@®ll, < ||Uo||p+||/0 8t“(3)d3||p§||U0||p+/0 8yu(s)ll, ds
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et on utilise (103) pour conclure. Pour la troisiéme estimation on utilise d’abord ’inégalité de
Korn [8, 15]: il existe une constante Cj, dépendant de n telle que

(110) IVull < Cylle(w)l|

et comme e(u) vérifie

t
(111) VAL Jle(w)l < el < V2B + [ 15(5)ly s

0
on en déduit la premiére partie de (105). On majore enfin les contraintes par:

lle(@lla-r < llp(B)[.a-1 + [|Ce(u(t))l] 41
Or ||p(t)]| 4-: a été estimé par (103) et ||Ce(u(t))|| 4-1 est clairement majoré par
[Ce(u(t)lla-r < Clle(w)ll

ou C est une constante dépendant de M_, M. Pour conclure on utilise (111). B

4.2 Convergence et estimation de I’écart
Dans cette section on s’intéresse au cas ol 7y tend vers vers zéro de la facon suivante:

5 (z) =n, n—0*
avec D, C et A = D — C ont les propriétés (25) et (27). On considére (u,,o,) la solution du

probléme viscoélastique

pOiuy — divo, = f, dans Q7,
(112) oy + n10 010y = Ce(uy) + n19 De(Oyuy), dans Q¥
Up(x,0) = ug, Ogun(z,0) = u1, o,(x,0) = 0y, dans R",

et (u,0) la solution du probléme purement élastique
p@ftu —dive = f, dans Q7,
(113) o= Ce(u), dans Q%.,
u(z,0) = ug, Opu(z,0) = ug, dans R".

De méme que pour le probléme de viscoélasticité on a le théoréme d’existence et unicité de la
solution forte et des estimations d’énergie [13] pour le probléme (113).

Théoréme 4.2 Sous l’hypothése (ug,u1, f) € D(Ac) x (H(IR™))™ x C*(0,T; (L*(R™))™)
Le probléeme (113) admet une unique solution (u,o) avec

u € C*(0,T; (L*(R™))") N C' (0, T; (H'(R™))") N C°(0,T; D(Ac)),
o € C1(0,T; (LA(R™);") N C°(0,T; X*(R")).
Ou lespace

(114) D(A¢) = {u € (H'(R™)" / Ac = div (Ce(u)) € (L*(IR™))"}.
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L’objectif de cette étude est de montrer dans quel sens la solution (u,,o,) converge vers (u, o)
solution du probléme (113). On a le théoréme:

Théoréme 4.3 Si les données du probléeme vérifient

(ps70,C, D) € (Wh(R™)* x ((Whee(R™)™")?,

(115) (w0, u1,00) € (H*(R™))* x (H*(R")",

f €GP0, T5 (LX(®™)") N C* (R, (H'(R™)"),
et si oy vérifie a Uinstant initial la loi élastique :
(116) oo = Ce(uy).

Alors, on a les estimations :

HUTI - UHCO(O’T;(HI(]RH))n) < C(TL,M,,M_HT_{_,T)’U,

(117)

Ha’q - 0’||C’0(0’T;(L2(]Rn))n2) S C(naM—7M+7T+aT) n.

De plus si les données initiales (uo,u1, 00, f) ne vérifient que les hypothéses des théorémes 2.1 et
4.2, on a:

uy —u dans H'(Qr) faible,
(118) uy — u dans L?, (Qr) fort,
oy — o dans L*(Qr) faible.
Démonstration :
On note V,, = u, —u et X, = 0, — 0, elles vérifient le probléme
pOLV, —divE, =0, dansQ%},
E, - Ce(Vy) = gy, dans Q%

(119)
Va(2,0) =0, dans IR",
0:Vy(2,0) =0, dans IR",
avec
(120) gn = n7o (De(Byuy) — Byoy).

Notre but est de trouver une estimation de la norme de V,, et X, en fonction de 7.
Si on note W, = 8;V;,, le probléme (119) se réécrit

pO W, —divi, =0, dans Q7.,
C'o,%, —e(W,) =Gy, dansQ%,

(121)
Wy (z,0) =0, dans R",
Y,(z,0) = X9 — Ce(up), dans R",
avec
gy = C ' 019y,
L’énergie:

- 1
B0 =3 [o (WP +C 78, 5 da,
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vérifie

dE N
% = /Rn gnEn d:L'

En suivant les étapes de la démonstration du théoréme 4.1, on obtient les estimations:

Théoréme 4.4 On a, pour tout t > 0
t

(122) IWa®)ll, < /28 + / 1a()lc: ds,
t

(123) 1Sy (®)llo-1 < /250 + / 13(8) | ds.

L’hypothése (116) implique que Ey = 0. Pour avoir des estimations de la norme de Vp et de X5 il
suffit donc d’estimer ||gyl|c-

||77D5(8;:2tun) - 778?15‘777”0-1
Cn[190% sl + 16304 ]

19n(s)llc

IA

ou C ne dépend que de M_ et 7. En utilisant les résultats de régularités du §2.3 et en repre-
nant les estimations du théoréme 4.1 (voir (125)) nous majorons les normes ||V8:uuy,| et ||8%0,]|
independement de 7. Finalement, en utilise le fait que:

t
(124) Vo) = [ Wds | Ce(Vy) =%, o
0
et on conclut que sup ||V7,(t)||(H1(]Rn))n <C(n,M_,M,, 7, T)n.
te[0,T]
Pour la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme, on suppose que (ug,u1, 09, f) vérifient

les hypothéses des théorémes 2.1 et 4.2. En reprenant les estimations & priori du théoréme 4.1
pour la solution forte (uy,o,) du probléme (112), on a

Ouyy T
sup || = ()ll, < V2Eo + | [If(s)ll1 ds,
[0,7] 0 ?

T
(125) | sup un(®)l, < luolly + Tv/2Ea +T [ 176l ds,

[0,T] 0

T
sup (¥l + o)l a-) < O[V/2Fo + |1l as] s €= o)

. . . . au -
Ces estimations sont indépendantes de 7, par suite 6—:’ Vu,, uy, et o, sont bornées dans L2(Q7),

ce qui entraine ’existence des sous suites u, et o, véreifiant:

uy, — 4 dans H'(Qr) faible,
(126) u, — @ dans L? (Qr) forte,
o, — & dans L*(Qr) faible.

Comme (u,,0,) est une solution faible du probléme (48) avec 7y = 579, aprés un passage a la
limite (n — 0), on trouve que (@,5) est une solution faible du probléme élastique

/QT [pudfv +6 : e(v) — fo] dedt = /]R" plui(@)v(z,0) — ug(z)dv(x,0)] de,

(127) / [6:7 — Ce(@) : 7] dwdt = 0,

¥(v,7) € H(Qr) x C°(0,T; (LA(R™)F").
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Comme le probléme (127) admet une solution faible unique [13] et que toute solution forte est une
solution faible on a (@,5) = (u,0) B
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