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Résumé :

Nous présentons ici une méthode permettant de placer les points internes d’un maillage
anisotrope. Au lieu de les insérer sur les arétes existantes, les points sont créés d’aprés les
vecteurs propres de la métrique anisotrope donnée. Ensuite, un maillage est construit qui
est localement structuré par rapport a la métrique. Pour certaines applications ce type de
maillage anisotrope peut étre avantageux par comparaison & un maillage créé par découpe
d’aréte.

Mots-clé : maillage anisotrope, Delaunay, adaptation, métrique, couches limites

(Abstract: pto)

Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 LE CHESNAY Cedex (France)
Téléphone : 01 39 63 55 11 - International : +33 1 39 63 55 11
Télécopie : (33) 01 39 63 53 30 - International : +33 1 39 63 53 30



Construction of a locally structured 3-D anisotropic mesh

Abstract:

We present here a method for placing internal points of an anisotropic mesh. In spite
of inserting them on existing edges, the points are created following the directions of the
eigenvectors of the given anisotropic metric. A mesh is constructed in consequence that
is locally structured. For certain applications this type of mesh might be advantageous
compared with a mesh created by cutting edges.

Key-words: anisotropic mesh generation, Delaunay, adaptation, metric, boundary layers
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4 Jens Krause et Paul-Louis George
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Fi1G. 1 — Un maillage anisotrope peut étre construit 4 partir d’un ensemble de points irrégu-
liers ou structurés. Un ensemble de points irréguliers donne un maillage isotrope (4 gauche)
ou anisotrope (au milieuz) si connecté d’une maniére isotrope ou anisotrope. Par contre un
ensemble structuré donne toujours un maillage anisotrope (G droite).

1 Introduction et motivation

Les maillages anisotropes sont recherchés dans certaines applications basées sur la mé-
thode d’éléments finis. On espére, en alignant les éléments du maillage sur la solution, ré-
soudre le probléme avec moins de nceuds, sans détériorer ’erreur de calcul, et en conséquence
réduire le cotit du calcul.

L’adaptation d’un maillage isotrope & une carte de taille est une méthode établie. Par
contre dans le contexte du maillage anisotrope nous avons peu d’expérience. Mais la voie
vers un mailleur anisotrope a été préparée par la référence [2] du moins en dimension trois en
créant certains opérateurs, comme le noyau de Delaunay anisotrope et le filtrage anisotrope,
qui sont indispensable pour un mailleur complet.

Il reste néanmoins & affiner les algorithmes pour placer les points internes qui sont,
dans nos premiers essais, localisés au milieux des arétes trop longues (dans la métrique
anisotrope) ou & distance unité d’un sommet (mais toujours sur l’aréte). Nous présentons
dans ce rapport une méthode qui utilise les vecteurs propres de la métrique pour placer
les noeuds. Dans le cas anisotrope, la métrique est un tenseur qui remplace la carte de
taille du mailleur isotrope. Elle définit les longueurs d’aréte & construire en trois directions
orthogonales dans ’espace. La métrique porte ainsi 'information sur la taille souhaitée des
éléments et leur forme (équilatérale ou étirée).

La nouvelle méthode construit un maillage qui est localement structuré, c’est-a-dire qui
forme des mailles qui sont alignées avec les vecteurs propres de la métrique. Ce principe est
visualisé dans la Figure 1 en 2-D et évalué dans ce rapport en 3-D.

A priori ni la méthode découpe de l’aréte ni celle du vecteur propre est supérieure &
Iautre, sauf peut-étre que la premiére est moins coidteuse en temps CPU. En fait, il est
indispensable de considérer aussi la discrétisation utilisée dans le solveur de ’application
envisagée.

Les premiéres expériences dans le domaine des semi-conducteurs ont montré que les
maillages type découpe de l’aréte ne peuvent pas étre traités par une discrétisation de type
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Construction d’un maillage 3-D anisotrope localement structuré 5

volumes finis qui utilise les cellules de Voronoi [8, 9]. Dans son principe cette méthode
de discrétisation s’applique uniquement & un maillage conforme au critére de Delaunay,
mais certaines corrections sont employées pour traiter un maillage non-Delaunay. En fait les
corrections sont trop importantes pour un calcul fiable si elles sont appliquées & un maillage
anisotrope qui est construit de fagon découpe de l’aréte. On espére que les corrections sont
plus faibles pour un maillage localement structuré parce que ce maillage est plus proche d’un
maillage Delaunay.

2 Meétrique anisotrope

Dans le cadre du maillage anisotrope, la notion de métrique a pour but de définir une me-
sure de distance entre deux points et, en conséquence, de longueur d’une aréte. Cette mesure
dépend de I’endroit o1 on se trouve dans ’espace et de la direction de ’aréte. L’idée de base
est de changer le produit scalaire, qui joue un role important dans la mesure Euclidienne [13].

Définition de la métrique. Soit 2 un domaine en 3-D, le tenseur
M :Q = (R® X R®) sym—pos

est une métrigue. On se donne 4 chaque endroit de I’espace une matrice symétrique et définie
positive.
Le produit scalaire usuel est dans la métrique, remplacé par:

<aab>M =a'Mb s

et la longueur de ’aréte AB est ainsi définie par:

1
dm(A, B) =/ \/(ABaAB>M((1—t)A+tB) dt .
0

Le fait que la matrice est symétrique et définie positive garantie que les distances ainsi
construites sont valides.

Le probléme de générer un maillage adaptif peut étre re-formulé a I'aide de cette mesure
de distance: un maillage est appelé maillage unité dans la métrique si toutes ses arétes sont
de longueur voisine de 1.

En pratique lintégration est jugée trop colteuse et on s’aide d’une approximation en
supposant une interpolation linéaire M((1 —t)A+tB) = (1 —t)M(A) +tM(B). L’intégrale
peut alors étre évaluée par

2a? + ab + b?
d(A,M(A), B,M(B)) = 3 axb
a® = (AB,AB)p(ay , b =(AB,AB)ys) -

RR n~°4834



6 Jens Krause et Paul-Louis George

Fic. 2 — En remplacant le cercle circonscrit par un ellipse circonscrite, on remplace le
triangle équilatéral par un triangle étiré

Seule la connaissance de la métrique aux sommets est nécessaire. Une deuxiéme méthode
consiste & approcher l'intégrale pas la formule de Simpson [2]:

1
d(A,M(A),B, M(B)) = 6(a+ b+ 4c), = <AB,AB>M((A+B)/2) .

La matrice M((A + B)/2) est 'interpolée au milieux de I’aréte. Plusieurs maniéres d’inter-
polation sont décrites dans [5], par exemple M((A + B)/2) = 3(M(A) + M(B)).

La métrique a une interprétation géométrique trés pertinente si on cherche I’ensemble
de points X & distance € de P. Pour un € suffisamment petit la métrique est en général
pratiquement constante et on peut écrire

XP' M XP=c¢,

qui est ’équation d’une sphére pour une matrice unité et ’équation d’un ellipsoide dans
le cas général. En conséquence, toutes les sphéres qui apparaissent dans les algorithmes
de maillage doivent étre remplacées par des ellipsoides, comme par exemple les sphéres
circonscrites dans une méthode de type Delaunay. On voit dans la Figure 2 que les ellipses
circonscrites induisent naturellement des éléments étirés dans les directions principales de
la matrice. Dans une simple configuration (Fig. 3) avec quatre points le critére de Delaunay

A

B B

Fi1Gc. 3 — Selon le critére de Delaunay isotrope les points A et B sont connecté, mais une
métrique anisotrope peut rapprocher C et D et les connecter.

INRIA



Construction d’un maillage 3-D anisotrope localement structuré 7

préfére la diagonale AB. Par contre une métrique anisotrope bien choisie peut favoriser la
diagonale C'D, ce qui induit des triangles étirés.

3 Opérateurs d’un mailleur 3-D

On rappelle dans cette section les principales étapes nécessaires pour construire un
maillage 3-D isotrope ou anisotrope. Les données sont pour notre application :
— Un maillage volumique vide (i.e. sans points internes) de 1’objet.
— Un premier maillage de volume obtenu auparavant. Ce maillage de fond sert & définir
la métrique.
— Un champs attaché aux nceuds du maillage de fond. Comme la métrique est représentée
par une matrice symétrique, six valeurs sont suffisantes pour définir cette donnée.
Nous ne traitons pas, dans ce rapport, la génération du maillage surfacique, mais nous
supposons que ce maillage est en accord avec la métrique définie sur le maillage (voir par
exemple [3]). De méme, le maillage vide et comment on le construit ne fait pas ’objet de ce
rapport. Ce maillage volumique représente ’objet mais contient seulement les points internes
qui sont nécessaires pour forcer les arétes et les faces du maillage surfacique [4]. A priori
vide ce maillage peut contenir, en effet, quelques points de Steiner. A propos du maillage de
fond on suppose qu’il capture bien les variations de la métrique.

Connecteur de Delaunay [11]: Pour la méthode de construction de maillage, 'opérateur
central est l’insertion d’un point nouveau dans un maillage existant qui est employé afin
d’ajouter itérativement - & partir du maillage vide - les noeuds internes.
L’algorithme pour insérer un point P est le suivant :
— localisation : trouver un des éléments qui contient P et qui sert de germe pour ’algo-
rithme.
— former une cavité C en voisinage du germe et en conséquence en voisinage de P.
— corriger cette cavité afin de la rendre étoilée.
— détruire les éléments de la cavité.
— remplir la cavité avec les tétraédres formés par les triangles de la surface de la cavité
avec P comme quatriéme point.
Il est essentiel que la cavité soit étoilée pour former des éléments de volume positif.

Le choix de la cavité détermine le type de maillage qui sera formé par Ialgorithme. La
méthode classique (et isotrope) utilise le critére (de Delaunay) de la sphére vide: la cavité
est ’ensemble des éléments dont les sphéres circonscrites contiennent P. Dans le cadre du
maillage anisotrope la sphére est remplacée par un ellipsoide, qui est conforme & la métrique.
En pratique la métrique varie dans I’élément et il faut trouver une matrice moyenne. Ici on
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8 Jens Krause et Paul-Louis George

emploie la somme des métriques M = 2;1:1 M; ol les M; sont les métrique liée aux
sommets du tétraédre.

On note aussi que la correction, qui est dans le cadre d’un maillage isotrope nécessaire
pour des raisons numériques [12], est fondamentale dans le cas anisotrope avec une métrique
variable.

4 Placement — méthode classique

Une premiére méthode pour trouver les points internes est de les placer sur les arétes
existantes. En fait c’est la méthode retenue dans le mailleur isotrope dont nous disposons.

Soit AB les sommets d’une aréte et M(A), M(B) les métriques associées aux sommets A
et B. On suppose que la longueur d(4, M(A), B, M(B)) est supérieure 4 v/2. Pour construire
un maillage unité on cherche & couper ’aréte en

n = [d(A, M(A), B, M(B))]

morceaux.
Dans le cas d’une métrique variable, on trouve la position finale en peu d’itérations
pour que la longueur de ’aréte soit proche de un. On commence la premiére itération avec
P =(1-1)A+ LB. Enfin le point est inséré dans le maillage par le noyau de Delaunay.
Dans le nouveau mailleur cette méthode est aussi employée si 'insertion d’un point n’est
pas possible selon les directions des vecteurs propres quand la métrique est isotrope.

5 Placement selon la direction des vecteurs propres

Avant de décrire ’algorithme en détail nous rappelons quelques propriétés des matrices
symétriques, dont nous avons besoin pour la construction du maillage.

Les matrices symétriques 3 x 3 ont trois valeurs propres réelles (si on considére les valeurs
propres de multiplicité deux ou trois comme distinctes). En fait, une matrice de métrique est
aussi définie positive et les valeurs propres sont positives. Comme déja évoqué, une valeur
propre \; a pour conséquences une longueur d’aréte h; = 1/v/X;.

Chaque valeur propre )\; définit un vecteur propre v; par ’équation Mv; = \;v; et
pour deux valeurs propres différentes les vecteurs propres associés sont orthogonaux. Notre
méthode de construction de maillage repose sur cette orthogonalité, qui est valide pour les
matrices symétriques.

Pour les valeurs propres multiples, la représentation des vecteurs propres n’est pas unique
et on parle d’un sous-espace propre. Autrement dit, soit v},v? deux vecteurs propres asso-
ciés & la valeur propre \;, toutes les combinaisons av} + Av? sont des vecteurs propres.

INRIA



Construction d’un maillage 3-D anisotrope localement structuré 9

Les matrices de métrique peuvent étre classés selon 1’égalité des valeurs propres. Il y a
quatre cas & considérer:

(1) cas isotrope Les trois valeurs propres sont égales. La matrice est donc diagonale et la
métrique isotrope.

(2) cas cigare Les deux grandes valeurs propres sont égales. L’ellipsoide qui représente la
métrique a la forme d’un cigare.

(3) cas disque Les deux petites valeurs propres sont égales. L’ellipsoide qui représente la
métrique a la forme d’un disque.

(4) cas général Les trois valeurs propres sont différentes.

Les cas cigare et disque bénéficient d’un traitement particulier parce que la direction des
vecteurs propres n’est pas bien définie. En pratique on étend la notion d’égalité pour consi-
dérer deux valeurs égales si A\j/A; < a (A\; > Aj et @ ~ 1.4). Pour des raisons de stabilité
il est important dans la construction d’un maillage localement structuré, que la direction
avec laquelle on cherche 4 aligner les arétes ne varie pas trop. Si on diminue encore «, cette
direction n’est plus numériquement stable. Autrement dit, cette méthode de placement des
points ne peut pas maintenir un rapport d’anisotropie trop faible. Dans ce cas on suppose
que la méthode par découpe d’aréte suffit.

L’algorithme: La construction du maillage localement structuré, qui est détaillée dans la
suite, ajoute les points internes du maillage un par un autant qu’il y existe une aréte jugée
trop longue dans la métrique. Dans cette procédure il est préférable d’attaquer les arétes
trés longues avant celles de longueur moyenne.

Soit e une aréte de longueur [ avec les sommets AB. D’abord on analyse les métriques
aux sommets selon le classement ci-dessus.

Cas (3) et (4)

Si on trouve un des cas (3) ou (4) au sommet A, le vecteur propre v3 de la valeur propre
la plus grande (A3) est calculé, qui donne deux directions de marche parce que l'orientation
de vecteurs propres n’est pas donnée. Entre les deux candidats & l'insertion P = A + v3/A3
et P = A —v3/\;3 celui pour qui (BA, PA) est positive sera choisi.

La position du point P est encore ajustée pour bien prendre en compte la variation de
la métrique. A cette fin on évalue alors la métrique en P et la distance d entre A et P
en prenant en compte les métriques aux points A et P; ensuite le point P est poussé en
direction des v3 selon le résultat obtenu pour d. En pratique une ou deux itérations suffisent
pour borner la distance entre 0,9 et 1,1.

En employant I'information de voisinage des tétraédres on vérifie que P n’est pas proche
d’un point existant dans le maillage pour éviter de créer des éléments d’'une mauvaise qualité.
Pour le point P, la cavité est construite dans la mesure de Delaunay anisotrope et corrigée
pour supprimer des éléments négatifs. On analyse maintenant la cavité afin de vérifier si P

RR n~°4834



10 Jens Krause et Paul-Louis George

A+ avs

A—avs A+ avy

Fi1G. 4 — Trouver un point d’insertion : 4 gauche dans le cas général et a droite dans le cas
d’un ellipsoide en forme de cigare.

n’est pas proche d’une face de la frontiére et en cas de proximité, le point est rejeté comme
candidat & l’insertion.

Dans le cas (3) on utilise la méthode par découpe d’aréte si le point P ne peut pas étre
inséré, ce qui résulte en un maillage non-structuré orthogonal & v3. Par contre, en cas (4),
on relance la méme procédure avec les valeurs propres A\ et A; (dans cet ordre). Seulement
si tous ces essais échouent on coupe ’aréte directement.

Cas (2)

Ce cas — dit cigare — est particulier parce qu’on préfére insérer les points d’abord en
direction de la grande valeur propre, qui n’est pas bien définie dans ce cas. Par contre, seul
le vecteur propre vy est fiable et en conséquence le plan orthogonal & ce vecteur est fiable.
Pour trouver le candidat on projette le point B dans ce plan:

P — B + <v17AB)>v1
(vi,v1)
Cette méthode construit un maillage irrégulier selon la direction orthogonale a v; mais la
directionalité vers v; est maintenue.

Le point subira les mémes procédures d’ajustement, construction de cavité et test de

proximité. Comme pour les autres cas on découpe par aréte en cas d’échec.

INRIA



Construction d’un maillage 3-D anisotrope localement structuré 11

Fi1G. 5 — Maillage surfacique, et coupe du maillage de volume pour une métrique anisotrope
(Ex. 1).

Cas (1)

Dans le cas d’une métrique isotrope on applique toujours la méthode classique.

6 Premiers exemples

Les premiers résultats que nous avons obtenus ont été réalisé avec des exemples construits
pour tester certains aspects du mailleur. Premiérement, il est & démontrer que les maillages
obtenus sont localement structurés. Deuxiémement, nous avons mesuré Uefficacité du mailleur
a créer un maillage conforme & la métrique données. Le temps CPU reste pour 'instant su-
périeur & la méthode classique (et plus simple). Les tests ont été réalisé sur un PC sous
Linux & 1,4 GHz.

Afin de mesurer la capacité du mailleur de créer des arétes de longueur unité un indice
d’efficacité est calculé par la formule suivante (voir [2]):

na

1
=1-— 1—d;,1—1/d;))?*,
r=1 g X ma(l ~di1=1/d)

ol na est le nombre d’arétes et d; la longueur de I’aréte ¢ dans la métrique.

6.1 Meétrique analytique

Un premier exemple est un cube avec une métrique analytique. Cette métrique est ani-
sotrope aux environs d’une sphére fictive centrée & un sommet du cube. La taille de maille
souhaitée est petite dans la direction normale et plus grande en direction tangentielle de
la sphére. Mais & une certaine distance de la sphére la métrique est constante et isotrope.

RR n~°4834



12 Jens Krause et Paul-Louis George

Fi1G. 6 — Cas d’une métrique constante (Ex. 2): 4 gauche cas général et cas cigare o droite.

Construite de cette facon la métrique essaie de capturer un choc en forme de sphére et elle
est définie & 'aide d’un maillage de fond qui est suffisamment fin. Le maillage de surface est
crée par YAMS [3] et respecte la méme métrique. Il faut noter, que nous n’avons pas, en ce
moment, un mailleur de surface qui crée des éléments localement structurés dans la méme
maniére que I’on cherche & fabriquer le maillage volumique. Il reste une région de transition
entre surface et volume qui ne suit pas les critéres souhaités.

Les 53 284 éléments (8 563 points) sont créés en 3,4 secondes. L’efficacité de 0,87 est trés
faible. La Figure 5 montre le maillage surfacique et une coupe du maillage de volume dans
le voisinage de la sphére fictive.

6.2 Meétrique constante

Pour une géométrie plus complexe et ayant plusieurs sous-domaines (qui vient de la
micro-électronique) nous montrons dans la Figure 6 deux maillages avec une métrique ani-
sotrope et constante. Les deux matrices appartiennent au cas général (4) et au cas cigare

(2).

6.3 Couches limites

Dans le troisiéme exemple — également issu de la micro-électronique — nous avons prescrit
une métrique qui vise & simuler un maillage de type couches limites. En fait la construction
des couches limites était notre premiére motivation de créer des maillages anisotropes. Cette
maniére de construire des éléments anisotropes n’utilise pas la notion de la métrique mais le
support de la surface pour obtenir I’anisotropie [10, 6, 7]. En conséquence ’anisotropie est
limitée a la proximité d’une surface et aussi & la direction normale de cette surface.

La Figure 7 montre bien que la méthode développée (qui est plus générale) peut générer
un maillage avec les mémes propriétés.

INRIA
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tant les couches limites (Ex. 8) : surface, interface,

surface et construction des couches limites (par noffset3d)

Fi1G. 7 - Maillage localement structuré imi

RR n~°4834



14 Jens Krause et Paul-Louis George

TAB. 1 — Comparaison de différentes méthodes de maillage anisotrope (ex. 4), qui sont
expliquées dans le texte.

méthode | nb d’éléments nb de points temps CPU [sec] efficacité
MO 14 684 4 026 4,2 (prétraitement)
M1 240 862 38015  22,8+4,2=25.0 0,93
M2 182 792 29835  18,8+4,2=23,0 0,95
M3 1077 861 169 147  82,9+4,2=87,1 0,94
M4 164 118 28 680 18,5 0,97

En comparant avec un maillage créé par découpe d’aréte on voit que les points sont dans
la nouvelle méthode placés en direction normale & la surface. Les expériences ont montré
que cette propriété est préférée pas le simulateur dans la micro-électronique.

Dans cet exemple la génération des 83 834 points et des 500 935 éléments a duré 28,5
secondes. L’efficacité de 0,94 est meilleur que pour le premier exemple. On voit dans la
Figure 7 le maillage de la surface et dans deux coupes différentes. Nous montrons également
le maillage de noffset3d [7, 6], un logiciel qui construit les couches limite explicitement.

6.4 Meétrique de calcul

Pour le dernier exemple une métrique a été calculée pour bien capturer les variations
d’une (pseudo-)solution qui est donnée dans les nceuds du maillage de fond. La référence
[5] décrit une méthode pour équi-répartir I’erreur d’interpolation dans le domaine. De fait,
cette méthode est un estimateur d’erreur sans connaissance des équations qui travaille par
estimation du Hessien de la solution et en déduit une métrique. Dans ’exemple, la solution
est la concentration du dopage d’un semi-conducteur. Cette démarche est réaliste parce
qu’on sait d’avance qu’il faut capter les variations de cette fonction.

Voir le Tableau 1 pour une comparaison du temps CPU et de lefficacité de différentes
méthodes appliquées sur cet exemple et la Figure 8 pour la vue des maillages. Le tableau
donne également le nombre de points et le nombre d’éléments des maillages créés avec les
quatre méthodes M1 a4 M4.

MO Parce que le nouveau code, qui est I’objet de ce rapport, ne peut pas forcer la frontiére
lui-méme et le maillage vide est une donnée, ce prétraitement est nécessaire. Le temps
CPU de GHS3D est ajouté a celui de la méthode.

M1 La nouvelle méthode, qui aligne le maillage avec les vecteurs propres de la métrique,
est appliqué au résultat de MO.

M2 Une méthode par découpe d’aréte, qui est implementée avec le méme code que M1. Le
résultat de MO est donné.

M3 Pour cet exemple la métrique est rendue isotrope en choisissant la plus grande valeur
propre. La méthode MO est utilisé pour créer le maillage vide et la méthode M2 crée
les points internes.

M4 Comme maillage de référence, le prototype de GAMANIC3D est appliqué sur la méme
géométrie avec la méme métrique. Cette méthode est comparable avec M2.
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FiG. 8 — Métrique construite pour bien capturer une (pseudo) solution (Ex. 4); maillage
surfacique, maillage localement structuré, maillage isotrope (en prenant la valeur propre la
plus grande), maillage anisotrope par découpe d’aréte, maillage anisotrope GHS3D
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On peut constater plusieurs faits & partir de cet exemple.

— La nouvelle méthode est (seulement) 20% plus cotteuse.

— Elle construit plus d’éléments (environ 20%) pour une efficacité plus faible.
— Le rapport d’anisotropie (~2) est faible dans tous les cas.

— Un maillage isotrope, qui respecte la petite taille de la métrique, est trop grand, donc
inutilisable en pratique pour des problémes de grande taille.

7 Conclusion

D’aprés les expériences que nous avons faite avec la méthode de construction d’un
maillage localement structuré, nous pouvons tirer des premiéres conclusions. L’idée prin-
cipale de cette méthode consiste & ajouter les points internes selon les vecteurs propres de
la métrique locale. Le maillage qui est ainsi construit est en fait anisotrope dans la métrique
et localement structuré, c’est-a-dire les arétes sont alignées avec les vecteurs propres de la
matrice.

L’efficacité de cette méthode & construire un maillage unité est inférieure & une méthode
qui découpe les arétes. Mais cette dégradation est attendue parce que on a ajouté une
condition supplémentaire au maillage qui doit étre respectée. De toute facon on peut dire
que D’efficacité reste raisonnable.

Il est aussi démontré que la nouvelle méthode doit étre complétée par la méthode par
découpe d’aréte pour traiter les cas isotropes et les cas d’une faible anisotropie.

Les prochaines étapes vers une application sont & notre avis les suivantes. Pour le moment
la méthode est trés strict en créant les points dans la direction exacte de vecteurs propres.
1l reste & discuter si on peut dévier de cette direction pour avoir plus de liberté & placer les
points. On peut imaginer & donner cette liberté & deux endroits: soit & la construction des
points ou & une étape d’optimisation qui bouge les points aprés ’insertion de tous les points
internes.

Il reste néanmoins & valider les maillages localement structurés dans le solveur. Cette
validation sera le dernier juge pour dire si le surcotit en temps CPU et l'efficacité moins
élevée sont tolérables.
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