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)

.
ÅD¤�È

p�q{}
�BÀ.¸¹�i�8���{� ²�±P®��Æ°�±-²�± Ë¡�Q�K��z���z|·�u�z|�i��u�¬iu��
k
À^z��az��a�Q�K����z|ºs~�u���� � ug��z|¬�� ���¿�P·iu��#��¬�z|�s¬_���#qsu�t8u

Á�q
z|�#q��1�i�K·iu���¬�ug�O���8��qsu�uB�
��uBt*ºs~|u��P·�uB����¬�u��������Iu�u �
1/T k ½p�qsu � z|���1��u1��u»·iu��#��z|������¸ 〈A〉(k)(T )

z|�

〈A〉(k)
num(δt, T ) =

1

Nk

k(N−1)
∑

j=0

C(k,N − 1, j)A
( '

j ,
)

j

)

,
ÅÆ£iÈ

Á�q
u���u
(
'

j ,
)

j)
kN
j=0

z��.��q
u��{}st8u���z|�B��~���������uB�¼��������¬�z|·�uB�fº{�8���8z|�i��u�¬i������z|���8���#qsuBt8u���¸T��z|t8u�����u��
δt
À

T = kN δt
��� � Á�qsu���u

C(k,N − 1, j)
z��n��qsu>�{}st*ºIu�����¸

k
¶D��}s�
~�ug����¸7�I�i��z ��z�·iuoz|�K��uB¬�u��#�

j1, . . . , jkÁ�q
�i��u_��}st�z��� s��u � ��� ºIu
j
��� � Á�q
z|�#q ��~�~oºQuB~��i�s¬5���

[0, N − 1]
½¡p�qsuB��u_�{}stfºQuB����������ºIu

����t8�s}���u � º{����ug�1}s�#��z��i�ÐÀsz|�F��}Q�#q_��Á2�P�0��q
������qsu�z|�o����t8�s}��#�-��z|���Fz|�o��~|ta�K����¸¹��uBu�z��(�1��t8�
����z������
���a��qsu�����t8�s}��#�-��z|������¸$��q
u>���#�-��uB�1���i���

(
'

j ,
)

j)
kN
j=0

½
p�qsu�¸¹����t*}s~���ÅÆ£iÈ�z|���8¬iu��suB����~�z5GB����z|������¸�ÅU¥iÈ���z|�
�1u 〈A〉(k=1)

num (δt, T ) = 〈A〉Rie
num(δt, T )

½np��8��qsu
ºIuB���8��¸���}
�3={�s�-Á�~|u � ¬iu�À$��q
u����#qsu�t8u6ÅÆ£iÈ � �{uB�f�s���a��u�u�t ���(ºIu�}Q��u � z�� ����~|uB��}s~����f�o�{�
��t8z����
��z|t*}s~��-��z��i�
��ÀÓ�i���-�>~�ug�����»����ºIu8��uB�Q�i����u � ���6z��(��qsu8~|z ��u��#�-��}s��ui½ $�¸n����}s�#��u�ÀÐ���{��z|��¸¹����t��-��z��i�F���
��}s¬i¬�uB����z|���8¸¹����t ��qsu»��ug� � uB�BÀK�
������z��1}
~|����~|�f�i�V��qsz|�2�I��z|�K�2�i�n�i�0t8����u�¬iu��suB����~
z�����}suB�BÀ{Á�z�~|~T��ug�1uBz�·iu
�i}s��ºIuB�����-����u��K��z|���7½

Ö¹Þ$ÔÐÖõú



���������
	���
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�æ�_� �s� z���z|���ÐÀsz�¸.�����{t8�s~|uB�¼��z|�����#qsuBtau���¸$�i� � u��
r0
z|��}Q��u � ���V�1�ita�
}���u>��qsu>���#�-��ug�¼���i���(Å¹��uB����~�~

��q
�-�gÀ�¸¹���fz��
�������
�1uiÀ$��qsu�·�uB~����1z����FÇ.uB��~|u1�8���#q
u�t8u0z��*���{ta�
~�ug�¼��z��0��� � ��¸��i� � u��
r0 = 2

È1À.Ánu������
�
���-·iu3:Ý¥�<Ð��qsu>¸¹��~|~��-Á�z|�s¬au������i��uB����z|t8����u >

| 〈A〉(k)
num(δt, T ) − 〈A〉 | ≤ C

(

1

T k
+ δtr0

) Å��iÈ

¸¹�i�����it8u>�����
�������K�
C
Á�qsz��#q � �Kug���s��� � u��Iu�� � ���

T
���
δt
½

µ uV}s� � u���~�z|�sua��q
������q
u��Q�i~��{�s�itaz���~ � uB���P�F��¸2��qsu�uB�������>Á�z���q ��ug���IuB�1��������qsu8��������~O��z|tau���¸
��z|t*}s~��-��z��i�

T
z���t�� � u��I�i����z|ºs~|u>ºK�0��qsu�¸Æ���¼����q
�-����qsu�·-��~|}sug�

A
( '

j ,
)

j

) ����u��1�i����u�~��-��u � z|����z|t8u�À
z|�6��qsuV��u��Q��ua��qQ�-����q
u��(����u8�iº�����z��su � º{�F��qsuV��z�tf}s~��-��z|���6��¸����
u8��z|�s¬�~|ua���#�-��uB�1���i���i½ µ q
u�� ���su
}Q��ug�.�������K��u��2����~|�ot8u���qs� � Ài��qsu�·-��~�}sug�

A
( '

j ,
)

j

) ����u2�s���^��������uB~|����u � ���{��t8����u�Ài��� � ��q
u�u������i�
�i�s~|� � ug���P���O�-�^��qsuo}s�sz|·�u��#����~��#�-��u

1/
√
T
ÅÆ��u�u���~|���>��q
u�u1�s��ta�
~�u���¸I��qsu � ��}sºs~|u�Á2u�~|~sz|��x{uB��½$ª
½ v{È¼½

p�qsuo�s���K��¸I��¸^Å��KÈ¼Ài����¬iu1��qsu��OÁ�z���q � u1�#��z|~|�^���8��q
u  
~���uB�^}
��u � z|�8¸¹����t*}
~|�VÅU£iÈ1Àit��P�aºQu���uB� � z��V�
����t8�
���sz��i�a������z|��~�u$:Ý¥-<Z½O�n}s����u��K�Ou�ÂI�i���#�.��¸Ó��uB��uB���#�#qf����u � z���uB�1��u � ���-Á2��� � � � uB��z�¬i�sz��
¬»����qsuB�  
~���uB���
��q
�-��t8z|¬�qK��¸¹}s����qsuB��z�t8�s���-·�uo��q
u�u1ÄV�1z|u��
���V��¸$��}s�����s�s���i�i�#qÐ½

� � )��������1�n�*3 ���V�*� 4�3����

µ u��s�-Á ��}s���0�����{}st8u���z|�B��~Tu1�s��t8�s~|uB�2��q
�-����qs�-Á >
� ��qsu_��q
�����s�
uB���*��¸���q
u�uB����z|t8����u5Å��KÈ*¸¹���8z��K��u�¬��#��º
~�u  ���taz|~������
z|��� ��������u�t��8������z���¸¹�{z|�s¬�ÅÆ�-�
~�ug���������itau>��¸�È2��q
u�������}st8����z��i�
�2}s� � uB��Á�qsz��#q0��qsu�uB����z|t��-��u�������ºIu���z|¬��i}s���i}
��~��8�s���-·�u � ½

� ��q
������qsu�ug����z�t�����uVÅ��KÈ2��~����8qs�i~ � �2¸¹�i���s���s¶Dz|�K��u�¬i����ºs~|u»��������u�t�����¸$�s���i�¼��z|�B��~Óz|�i��u���uB���B½
µ u� Q�����o�s��uB��u��K����uB��}s~����oz��_��qsu8���i��u���¸^�0����~|~�ug�¼��z|������¸Oz�� � u��Iu�� � u��K�»qQ����ta�i�sz����i���1z|~�~��-�����#��ÅÆ��u�u
x�uB��½�ªs½|«gÈ1À���q
u���������qsu��>u��
~�uB���s����ºs~|u�t ÅÆ��u�ufx{ug��½�ªs½Ý¨�È1½
	2����q���������u�t�������u�z|�K��u�¬i����ºs~|u�À
��� � ����u
~|z5=�u�~|�����f¸Æ��~�~ÓÁ�z���q
z�����q
u�qK�{�I����qsuB��uB����¸���}
����qsuB����u1��z�����~T��ug��}s~��B½.�æ��x{ug��½Oªs½ ªsÀ�Á2u�����} � �0�8��������u�t
��¸�%�©(�
������z|��~�ug�a��}sº���ug�¼��u � ���(��qsu��ÐuB�s�
��� � ¶æ¦i���sug�*�I����u��K��z���~D½ C$z|�
��~|~��iÀOz|� x{ug��½ ªs½ v
À^Á2u�����} � �
���
������z|��~�u���}sºst8z�����u � ���_� � �i}sºs~|u�ÁnuB~�~.�I����u��K��z���~Oz|� ¨��f½7p�qsz��>���-�K¶Zt8� � u�~.z��>��uB�s��ug��uB�K���-��z�·iuf��¸
t����K����������uBt8������} � z|u � z|�_�#qsu�t8z������������ � �sq{����z|�B��Àsz|����q
u*��uB�
��u>��q
������qsu*�Q����u��K��z|��~7q
�i����uB·�uB����~
ºQ����z��
�>z|� Á�qsz��#q(��qsuV���{����uBt��B���5���#�P��¸¹������~|���
¬���z�t8ui½0p�qsu�u1���s~|���#�-��z��i�(��¸n��qsu�Á�qs�i~�u��sqQ����u
���
�i�1u��suBu � u � ���*�i���1}
������u�~|�f����t8�s}���u���q
u���ta� � �{�
��t8z|���
���i�QuB����z�ug�.z|�^z��8��qsuB��u��B����uB�.�
������z|��}s~�����~��
� z ÄV�1}
~ �g½

C
���O��qsuo����=iu���¸7����t8�s~|u1��uB�suB���BÀi��� � ���f��qs�-Á¿��q
���n�i}s�n���s�s���i���#qaz��^z|�
��u��
��z ��z�·iu�������qsuo�K}
tauB��¶
z�����~.���{t8�s~|uB�¼��z|�az|�K��u�¬i������z|���6���#qsuBt8u�ÀÓÁ2uaqQ�P·�u*}Q��u � ��qs��uBu � z ÂTu���u��K����~|¬��i��z���q
t8�3:î¤�<O��¸ � z�ÂIuB��uB�i�
�i� � u��#�^���8z��K��uB¬��#�-��uo��qsu � �{�
��t8z�����~Ð��������u�t Å�«PÈ >

� ��qsuf���#��� � ��� � ·iu�~|�{��z ���0Ç.u���~�u��o��~|¬��i��z���qst�À�Á�qsz��#q�z���À
�i����uB����~�~|u � ��ºQ�-·iu�Às���Kt8�s~|uB�1��z������ � ��¸
��� � u��*¨�B�Á2u � u��
����u�º{�

φV V
δt

������uB�6��¸n��qsuV��~|¬��i��z���q
t ��¸2��z|tau�����u��
δt

>
(
'

n+1,
)

n+1) =
φV V

δt (
'

n,
)

n)
B
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£ ����� ��� �������
	���� �-�"& � 4�4H����
 ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

� �1�ita�I�i��z���z|���
�2��¸���qsu�·iu�~|���1z�����Ç.u���~�u�����~�¬i����z ��qst Á�z ��q�z �#��uB~ ¸����f��q
������qsu>�i� � uB�n��¸7��qsu���~|¬���¶
��z���q
t'z|�
�1��uB�i��ug�^����v B��
��t8u�~|��À

(
'

n+1,
)

n+1) = φ
(4)
δt (

'
n,
)

n) = φV V
b1δt ◦ φV V

b0δt ◦ φV V
b1δt(

'
n,
)

n)

Á�z ��q
b1 = 1/(2− 21/3)

��� �
b0 = 1 − 2b1

½
� �1�ita�I�i��z���z|���
�2��¸���qsu�·iu�~|���1z�����Ç.u���~�u�����~�¬i����z ��qst Á�z ��q�z �#��uB~ ¸����f��q
������qsu>�i� � uB�n��¸7��qsu���~|¬���¶
��z���q
t'z|�
�1��uB�i��ug�^��� %�B��
��t8u�~|��À

(
'

n+1,
)

n+1) = φ
(6)
δt (

'
n,
)

n) = φV V
c3δt ◦ φV V

c2δt ◦ φV V
c1δt ◦ φV V

c0δt ◦ φV V
c1δtφ

V V
c2δt ◦ φV V

c3δt(
'

n,
)

n)

Á�z ��q
c1 = −1.17767998417887

À
c2 = 0.235573213359357

À
c3 = 0.784513610477560

��� �
c0 = 1 − 2(c1 + c2 + c3)

½
�æ�6��~|~���qsu� 
¬�}
��ug��ºIu�~|�-Á�ÀÓÁnua�s~|���>u�z���qsuB����qsu8�K}
tauB��z�����~7��z�t8u8�P·�uB����¬�u 〈A〉(k)

num(δt, T )
��¸n���

�iº
��u���·P��ºs~|u
A
���f��qsu�u������i� | 〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉 | �i�f�F¸¹}s�
�1��z|��� ��¸ T ½ �n���
��u
�K}suB�K��~|��À.��qsu����t8�s}��#�-��z��i�
��~Ð���i����z��2��q
u�����tau»¸¹�i����~|~Ó�Q�iz��K����·�u�����z�����~�~|�V��~|z|¬��su � ½

����� ���	����
���
����	���	�����������	�������! "�#�$�����%
&�'�( 

�æ����q
z|����uB�1��z|���ÐÀ�Á2u��1���Q��z � u����8���{����uBt,��¸  
·�u>�
������z|��~�ug�nz|� «B� Á�qs�K��u � �{�
��taz�����z�� � uB���1��z|ºQu � º{�
��qsu# ���t8z�~����i�sz|���

H =

5
∑

i=1

p2
i

2
+ ω2

i

q2i
2
,

Á�z���q���qsu>¸¹��~|~��-Á�z|�s¬a�s}s~�������z|���
� >

ω1 = 1.0, ω2 = 8.01256, ω3 = 12.25245, ω4 = 17.234, ω5 = 20.98765.

�7u1�»}
�o¸¹���»z��
�������
�1ua����} � ����qsua�P·iu��#��¬iu���¸
A = p2

4

½�p�qsuau1�s�i�¼�o·-��~�}suf��¸O��qsuau��
��u�tfºs~�ua�P·�uB����¬�u
�B����ºQu��iº�����z��
u � ºK�����
��~��K��z�����~Ð����~|��}s~|����z|��� > 〈A〉 = 0.5

½
�7u1��}
��ºs��z|u*)
�0�#q
uB��=�Á�qsu���qsuB����qsu�q{�{�Q����qsug��ug�2�su�u � u � ���8�s���-·�u»��}s��ug����z�t��-��uB������u>������z��  Qu � ½

p�q
ufz|�K��u�¬i������z|���_��~�¬i����z ��qst z|�»���{t8�s~|uB�1��z���½�p�qsu8���
��~��K��z|��z ������� � z|�i��u�¬i����ºsz�~|z������i����}st8����z|���Q���i�
��qsu  ���t8z|~ �����sz����V¸¹}s�
�¼��z��i�6ÅU��uBuo���s�QuB� � z���¥�½|«gÈ^����uo���-��z|�  
u � ½ µ u»����u»��ºs~|u��
u�z���qsuB�n���f�
���-·iu��s���
��� � z|���s���-·�uo��qsu � z��i�sq
���K��z��su��i����}st8����z|��� ÅÆ��u�u*x�uB��½O¥s½ ¨iÈ¼½
µ u�}
��u���qsu�¸¹����t*}s~���ÅÆ£KÈ$Á�z ��q � z ÂTu���u��K�^·-��~�}sug�.��¸

k
Å
k = 1

����vKÈ1À�¸¹���n�>¬�z|·�u��
δt
Å
δt = 0.025

È¼À
��� � Á�z���qf��q
u2�i� � u���¶ %���~�¬i����z ��qst�½$�n~|uB����~|�VÅÆ��u�u C�z|¬
½2«gÈ1À-z��Q�1��uB����z|�s¬

k
¬iz�·iuB���oºQu�����uB�.�1���{·iu���¬�u��Q�1u�½

���,+ -���
/.0
21���
2�31����'45��
��

µ u��su��K����}s�������8��qsu���z�tf}s~��-��z|������¸$��qsu �>uB�s~|u����s����ºs~|u�t�½ µ u��1���Q��z � u��2��qsu# ���taz|~������
z|���

H =

) 2

2
− 1

| ' | ,
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k � v
k � ¨
k � «

| 〈p2
4〉(k)

num − 〈p2
4〉 |

T

¨i¥¨�©«g¥«B©¥

©s½|«
©
½ ©
«
©s½ ©�©
«
©s½ ©�©i©s«
«�u�¶Z©K¥
«�u�¶Z© %
«�u�¶Z©{¤
«�u�¶Z©i£
«�u�¶Z© �

C$z|¬�}s��u*« >��������
	���
�	�����	����
〈p2

4〉
(k)
num(δt, T ) � � 〈p2

4〉
������������	���	�� � �����! �	�"#��� k $ �!� ��% 	&�'�(")	*���+�,�����!�!	�� � �!������.- % �(��/0���1�!�2��")���!�!�3� � ����"�4657�1� � �8�(�1�����9��� � �3����"6�(��	 q1 = 4 $ p1 = −1.2 $ qi = 0

�����
pi = 1

�����
i = 2, . . . , 5

4

� uB���1��z�ºsz|�s¬8��ª�� �
������z|��~�u>z|�������-�������i�¼��z�·iu��n�i}s~|��t*º��Q����uB�i��z|��~U½
�7u1�8}
��¸¹�i�fz|�
�������
�1u�����} � �6��q
u��P·iu��#��¬�u���¸

A = | ' | ½5���fz|� ��q
u��s��u�·{z|��}
�fu1�s��ta�
~�uiÀ���qsuuB�
��u�t*º
~�u��P·�uB����¬�ua����� ºIuV�1�ita�
}���u � ���
��~|�K��z�����~�~|� > 〈| ' |〉 =
(

3 + 2E0L
2
0

)

/(4 | E0 |) À�Á�q
u���u
E0
z��n��qsu»z��
z ��z|��~�ÅÆ�su�¬K�-��z�·iugÈ.uB�su���¬������ �

L0
z��^��qsu»�s����t ��¸Ð��qsuoz|�sz���z���~ ={z��
u1��z��ota�it8u��K��}st�½Op�qsu

��z|t*}s~��-��z��i�_��z|t8u�����u��6z|�
δt = 0.01

ÀÐ��� � Á2u8}
��uf��q
ua�i� � u���¶ %V��~�¬i����z ��qst�½*���»¸¹�i�»��qsu8q
����t8���
z|�
�K����z�~|~��-���i���BÀ{��q
u" ���taz|~������
z|����¸¹}
�
�¼��z��i��z|�����
��~|�K��z�����~7��� � z|�K��u�¬i����ºs~|u�À���qsu�z|�i��u�¬i������z|�������#qsuBt8u�z|�
���{t8�s~�ug�¼��z|��À.ºs}��fÁ2u�����uV��ºs~|u0�suBz ��qsu��f���(�s���-·iu��s���*��� � z|���s���-·�u8��qsu � z|���
q
���K��z|�su�������}st8����z��i�
ÅU��uBu�x{uB��½^¥�½Ý¨�È¼½
µ ua����t8�s}���u*��qsu8�P·�u��#��¬iuB��Á�z���q

k
�#���s¬iz��s¬V¸¹���it «*����¥�½ µ u8��u�u���q
�-�gÀT�i�

k
z��Q�1��uB����uB�BÀQ��qsu

��t8�s~�z���} � u���¸���qsu��K����z�~|~|����z|���
�����2��qsu�ºIu�¬�z|�s�sz|�s¬8��¸$��q
u���z|t*}s~��-��z��i�0z|�
�1��uB�i��ug�>ÅÆ��u�u�C$z�¬Q½O¨�È¼½Op�q
z|�
¸Æ�i�¼��z|�n¬�uB�su���z���À{��� � �s������ug������z��¼��u � ������qsu �>uB�s~|u��2�s���iºs~|u�t�½  ��-Á2u�·�uB�BÀi��}s�����
�s���K���#q8¸¹���1}Q��ug�^�i�
~|���
¬���z|t*}s~��-��z��i�(��z�t8ug��½ µ u0��u�u�q
u���uf��q
�-�gÀ7¸¹�i�

T ≥ 40
ÅÆ���s�s���P��z�t��-��u�~|�_ºIu����i� � v���uB·���~|}���z��i�

�Iu���z|� � ��È1À{��qsu�~�����¬�uB�
k
À{��qsu>¸Æ�i����u�����q
u��1���{·iu���¬�u��Q�1ufÅU��uBu�C$z�¬Q½�ªKÈ¼½

$o����qsz��»�B����u�ÀIÁnua����u*��º
~�u*�����#q
uB��=���q
������q
ufug����z�t��-��u�Å �iÈ�z��»��q
�����7½ Cs�i����qsz����s}
���I�i��u�ÀIÁnu
����} � ����q
u � u��Iu�� � uB�
�1u>��¸7��q
u»uB�������nÁ�z ��q���ug���IuB�1�n���

T
��� �

δt
z|���i� � uB�^�����#qsuB��=�Á�qsu���qsuB�2��qsuB��u

u���z|�����1���Q���#���K���
C1(k)

��� �
C2(r0)

��}
�#q���q
���

| 〈A〉(k)
num(δt, T ) − 〈A〉 | ≈ C1(k)

T k
+ C2(r0)δt

r0 .
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	���� �-�"& � 4�4H����
 ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

k � ¥
k � ª
k � «

〈| ' |〉(k)
num

T

vK©ªi¥ª�©¨�¥¨�©«P¥«B©¥

«�½ %

«�½Ý¥

«�½ v

«�½ ª

«�½Ý¨

C$z|¬�}s��u»¨ >��&")���3�!�3� � �!����"���� 〈| � |〉
(k)
num(δt, T )

� �2��% 	�� 	�
��3�1���!��
 ��� ��% 	&")�!/  ��3� � �!������� 	
	��!	���	1�����1�!	�/�
 $ ���(��1����	���	�� � �����! �	�"2�(� k
4 5 ��� � �3��� �������1� � �!����"�� ��	 � = (0.9, 0, 0)

�(�9���
= (0, 1.1, 0.5)

4

µ u� Q��������������� � u1��uB��t8z|�su
C1(k)

½�p7� � ����qsz|�BÀTÁnu*Án�i��=�Á�z ��qF·�uB������t���~�~$·-��~|}suB����¸
δt
��� � �s���

���{�f~�����¬�uo·P��~�}
uB�2��¸
T
À���}
�#q0��q
������qsu»~�ug� � z|�s¬f��uB��t!��¸Ð��q
u»uB�������2z��

C1(k)/T
k ½ µ u��1��t8�s}s��u»��qsu

��uB������~�u � u������i�
T k | 〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉 | ½��Z¸^��}
��uB����z|t��-��u�z|�»��q
�����ÐÀQ��qsz�� �K}
���K��z�������qs��}
~ � ºIuºI��}
� � u � z|� � uB�QuB� � uB�i��~�����¸
T
½ µ u  Q� � z|� � u�u � ��qQ�-��¸¹�i�

k = 1
ÀQ��q
u���ug���B��~|u � u���������z���ºI��}s� � u �

º{�0©
½ %
À ���$Ï Ê )^Ê �$Ï Ê �T° $ Ë Î��
r0
²��$Ï

δt
½

�O�����1uBu � z|�s¬8z�����qsu�����t8u»Á��P�8¸¹������qsu�����qsu���·-��~�}sug����¸
k
À�Á2u���º��#��z|�

C1(k = 1) ≈ 0.6, C1(k = 2) ≈ 14.4, C1(k = 3) ≈ 212,
C1(k = 4) ≈ 8270, C1(k = 5) ≈ 250, 000.

�����>��}s���s��z|��z|�s¬�~|��À
��qsua·-��~|}suB�o��¸
C1(k)

�K}sz���={��z|�
����ug����u�Á�z ��q
k
Å¹��qsz��»z|�oz|�F��¬i��uBu�t8u��K��Á�z���qF��qsu

¸Æ�i�¼�O��q
�-�n��qsuo�i���1z|~�~��-��z��i�
�O���O��qsuoºQuB¬�z|�s�sz|�s¬���¸I��qsuo��z|t*}s~��-��z��i�V����u�~|����¬iu��.¸¹�i�^~�����¬�u��.·-��~�}sug�O��¸
k
È¼½

�æ�_�i� � u������ � u���u���t8z��
u���qsuf·-��~|}suB����¸
C2(r0)

ÀTÁnu*�s������u�u � �����{·�uB����u�~|�0��� � �1�ita�
}���ua��~��i�s¬�¶
��z�t8u���������uB�1��������Á�z���qV���
���.���{�*��t���~|~s·-��~|}su���¸

δt
½%Cs�i�

k > 1
ÀK���

T
z��O~�����¬�uiÀ-��qsu���u���t

C1(k)/T
kz���·iu����(��t���~|~^Á�z���q5��uB���Qug�¼��������qsu0��uB��t

C2(r0)δt
r0
À.������q
uVu������i��z��*���
�s���P��z|t��-��uB~��F¬�z|·�u�� º{�

C2(r0)δt
r0
½ µ u  
� � ·-��~|}sug�^¸¹�i�

C2(r0)
Á�qsz��#q � u��Iu�� ��� Ê �Æ°�� Ê ± Î �

k
� Î ± Î �

T
��� � ����u»¬�z|·�uB�

º{�
C2(r0 = 6) = 0.163, C2(r0 = 4) = 1.09, C2(r0 = 2) = 0.622.p�qsug��u��{}st8u���z|�B��~^u����QuB��z|t8u��K���*��qsuB��u�¸¹����u0�1�i�  
��t ��qsu���q
�����
�suB������¸���qsu �1E,�"�7	��"�nuB����z|t��-��u

Å �iÈ1½
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k � ¥
k � ª
k � «

| 〈| ' |〉(k)
num − 〈| ' |〉 |

T

¨i¥�©¨�©�©«g¥�©«B©i©¥�©

©s½|«
©
½ ©
«
©s½ ©�©
«
©s½ ©�©i©s«
«�u�¶Z©K¥
«�u�¶Z© %
«�u�¶Z©{¤
«�u�¶Z©i£
«�u�¶Z© �

C$z|¬�}s��uVª > �������
	���
�	�����	0�(�
〈| � |〉

(k)
num(δt, T ) � � 〈| � |〉

� ��� �1����	���	�� � �����! �	�" �(� k $ �3� ��% 	 �'�(")	 ��� ��% 	� 	
	��!	���	��������!	�/ 4 5 ��� � �3��� �������1� � �!���1"�� ��	 � = (0.9, 0, 0)
���9���

= (0, 1.1, 0.5)
4

���,� ��� 1�� ��
&�$�#��
� �$� � 
&��� ��� � 
 
���� 
�� � �����
	��!�	� 
� 1 � 
&
��!
���� �

�æ����qsz����
�����gÀ
Á2u�����} � ���V��������uBt'��¸
M = 60

�
������z|��~�ug��z|�_ª�� z|�K��uB���i�¼��z|�s¬8��qs���i}s¬�q��a����}s�Q���-��u �
�7u��s�Q��� � ¶Z¦i���
uB�n�Q����u��K��z|��~U½Op�qsu  o��t8z�~����i�sz�������¸���qsu���������u�t!��uB� � �

H =

M
∑

i=1

) 2
i

2
+

M
∑

i=1

∑

j>i

V (| ' j −
'

i |)

Á�z���q
VLJ(z) =

4

z12
− 4

z6

��� �
V (z) = VLJ (z)−VLJ(zc)−V ′

LJ(zc)(z−zc)
z ¸
z ≤ zc

À
0
����qsu���Á�z|��u�½

p�q{}
�BÀTºQ����qF��qsua�Q����uB�i��z|��~$��� � ��qsuf¸¹���#�1uB�o����uf�����K��z|�{}s��}
�»�-�o��qsu8�1}s����Â5�#� � z|}
�
zc = 3.08

½ µ u
���s�s~|�>�QuB��z|� � z|�nºI��}s� � �����>����� � z ��z��i�
�nÅ¹��qsu���z�tf}s~��-��z|���*ºQ�P��z��

[−3.2; 3.2]3
È$��� � }Q��un��qsu2t8z��
z�tf}st

z|t���¬iuo�1�i�{·�u��K��z��i� :�«�<D½.�æ�sz���z���~Ó����� � z���z|���Q�2����u»��}Q�#qV��qQ�-�2��qsu � u��Q��z�������¸Ð��qsu���������uBt,z|�
0.229

��� �
��qsu8�P·�u��#��¬iu���¸^��qsu ={z��
u1��z��*��u�t8�Iu��#�-��}s��uaz��

2.50
½ µ z���q ��}
�#q6���(z��sz���z���~O����� � z ��z��i�ÐÀT��qsu8���{����uBt

��u�t���z��
�Ðz��*��~�z��K}sz � �sq
����u�½
 ��{�I����q
uB��uB�7����~|~�ug�¼��u � z|�*���s�Iu�� � z �f¥�����u.�s����������z��  
u � Å¹z|���
������z|��}s~|���BÀ
��qsu���u8����u*�s���»uB�s��}s¬iq_z|�K·-����z����K��¸¹}
�
�¼��z��i�
��È1½*p�qsua��º
��u���·-��ºs~|u*}
� � u��>u�����t8z��
����z|���_z��o��qsuat8uB���
� z|�������
�1u>ºIu1��Á2u�u����
������z|��~�ug��À

A(
'

1, . . . ,
'

M ) =
2

M(M − 1)

M
∑

i=1

∑

j>i

| ' j −
'

i | .
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«P¨ ����� ��� �������
	���� �-�"& � 4�4H����
 ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

µ u�Á2��� =�Á�z ��q���qsu�·�uB~�����z ����Ç.uB��~|u1����~�¬i����z ��qst�À�}
��z|�s¬��f��z|t8u�����u�����¸
δt = 5.10−3 ½

$o�
��u���¬K��z|�ÐÀ�Á2u���u�u���q
�-�gÀK¸¹���O~�����¬�u�uB�s��}s¬iqV��z|t*}
~|����z|���8��z|t8uB�
T
À���qsu�~�����¬�uB�

k
À���qsu�¸Æ�i����u��^��qsu

�����{·�uB��¬iu��
��ufÅU��uBu C$z|¬
½.v{È¼½

k � ¥
k � ª
k � «

| 〈A(
'
)〉(k)

num − 〈A(
'
)〉estim |

T

%i¥�©�©�©i©¥�©i©�©i©�©ªi¥�©i©�©i©¨�©i©�©i©�©¥�©�©i©�©

©s½ ©�©i©s«

«�u�¶Z©K¥

C$z|¬�}s��u�v > �������
	���
�	�����	,���
〈A( � )〉(k)

num(δt, T ) � � 〈A( � )〉estim

� ��� ���!��	 ��	�� � �����! �	�"&��� k $ �!� ��% 	 �'��")	 ���
��% 	�� 	������(� ����������	�"�"���" � 	�/ � ��% 	*���1")	����������!	 �!" ��% 	*/0	'�(� ���3" � �(����	 � 	 �	� 	�	�� 	��(� � �!���!	�" 
 4

����
 �3� 
 1����&
����#��
0��� � � � ��45��
�
�
��$� 1 �'
 
%�	
������

�æ����qsz|���Q�����BÀsÁ2u � uB��~ÓÁ�z ��q���qsu# ���t8z�~����i�sz|���

H =
p2

x

2
+
p2

y

2
+ V (qx, qy),

Á�q
u���u
V (qx, qy) = (q2x − 1)2 + (qy + q2x − 1)2,

� uB���1��z�ºsz|�s¬8��¨�� �
������z|��~�u»z���� � �i}sºs~|u»Á2u�~|~Ó�I����uB�K��z���~D½�p�q
u»�I����u��K��z���~
V
¬i�{uB�n���

+∞ �-��z|�  
�sz������� � q
���2��qs��u�u��1��z���z�����~Ó�I��z|�K��� > ��Án�8¬i~��iº
��~Ót8z|�sz�t��8~|�����-��u � �-�
(±1, 0)

Às�-��Á�q
z|�#q
V (±1, 0) = 0

À
��� � ���su���� �s� ~|u>�Q�iz��K��~|�����-��u � �-�

(0, 1)
Às�-��Á�qsz��#q

V (0, 1) = 1
½

p�qsu8ºIu�q
�P·{z|��}s�»��¸n��z|t8u8�P·iu��#��¬iuB�����������s¬i~�� � uB�QuB� � �>�i�_��q
ua·-��~�}sua��¸n��qsu8uB�su���¬��
E0
��¸n��qsu

�Q������z��1~|u*Á�z���qF��uB���IuB�¼�o���0��qsu8��� �s� ~|u*�I��z|�K�»uB�su���¬�� Å¹qsuB��ufu
�K}
��~7���
1
È1½�p�qs��uBu � z�ÂTu���u��K�o��u�¬iz�t8uB�

�B����ºQu�z � uB�i��z  Qu �?>
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«�½2¸¹���
E0
��t���~|~�uB����q
���

1
À
��qsu*���#�-��ug�¼���i���0���s~|��u����s~��i��ug���V��z��
¬�~|u�º
����z��7½�p�qsu���z|t8uf�P·iu��#��¬�ug�

�1�i�K·iu���¬�u����*��~|z�t8z������ � }
��z��
¬���q
u  
~���uB��z|�s¬�¸¹}s�Q�¼��z|���
fk,T
z�t8�s���-·�ug����qsu»�1�i�K·iu���¬�uB�
�1u��#�-��u

¸¹���it
1/T
���

1/T k Åõ¸¹�i����������ºsz����#����� k È�����z|����qsu��s��u�·{z|��}
�2u1�s��ta�
~�ug� B
¨�½2¸¹���

E0
t*}Q�#q_~|����¬iu�����q
���

1
ÅÆ���P�

E0 ≥ 5
È¼ÀT��qsu8�
������z��1~|u*z��>����u��suB��¬iu1��z�����q
�-��z�� � �Kug�»�s���

��ug��~|~����æ¸¹uBu�~ �o��q
u»ºQ������z|u������ � ��qsu��1�i�K·iu���¬�uB�
�1uo��¸7��qsu>��z|t8u��P·�uB����¬�uB�^z|����z|t8z�~����2���8��qsu>���su
��º
��u���·�u � z|����qsu  
�#�����B����u B

ªs½2¸¹���
E0
�»~|z ����~|u�~|����¬iu�����q
���

1
À-��qsu���������u�t ��ug��~|~�� ��¸¹u�uB~|� �n��qsu��s��uB��u��
��un��¸
��Á2� � z|����z|�
�¼�OºQ����z��
�

��� � ���
u � �Kug�»�s������ºQ��uB��·iua���K�_�����{·�uB��¬iu��
��u���¸n��qsu8��z�t8u��P·�uB����¬�ug��¸¹������z�tf}s~��-��z|���(��z|t8uB�
��¸O��qsuf����t8uf��� � u��o��¸Ot���¬i�sz ��} � u�Å¹�i��u�·iu�� «g©sÀ ©�©i©a��z|taug�»~��i�s¬�uB�#È��i����qs�i��u*Á�q
z|�#q_~|uB� � ���
�1�i�K·iu���¬�uB�
�1uoz�����q
u��s��uB·{z��i}
�2��Án�8���i��ug��ÅÆ��u�u$C$z�¬Q½^¥�È1½

k � ¥
k � ª
k � «

〈qx〉(k)
num

T

«�u��»©K¤£�u��»© %%�u��»© %viu��»© %¨-u��»© %©

©s½ ©�©iª
©s½ ©�©K¨
©s½ ©�©
«
©

¶æ©s½ ©�©
«
¶æ©s½ ©�©K¨
¶æ©s½ ©�©iª
¶æ©s½ ©�©�v
¶æ©s½ ©�©K¥
¶æ©s½ ©�© %
¶æ©s½ ©�©{¤

C$z|¬�}s��u�¥ >�� �
���! � �3���0���
〈qx〉

(k)
num(δt, T )

��"6�&�� 1��� � �!���0�(�
T
� ���� �1�!	

�
	��!� 	 � � 	�� � �8�(� $ 	���	 ��
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