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Á�q
z|�#q��1�i�K·iu���¬�ug�O���8��qsu�uB�
��uBt*ºs~|u��P·�uB����¬�u��������Iu�u �
1/T k ½p�qsu � z|���1��u1��u»·iu��#��z|������¸ 〈A〉(k)(T )

z|�

〈A〉(k)
num(δt, T ) =

1

Nk

k(N−1)
∑

j=0

C(k,N − 1, j)A
( '

j ,
)

j

)

,
ÅÆ£iÈ

Á�q
u���u
(
'

j ,
)

j)
kN
j=0

z��.��q
u��{}st8u���z|�B��~���������uB�¼��������¬�z|·�uB�fº{�8���8z|�i��u�¬i������z|���8���#qsuBt8u���¸T��z|t8u�����u��
δt
À

T = kN δt
��� � Á�qsu���u

C(k,N − 1, j)
z��n��qsu>�{}st*ºIu�����¸

k
¶D��}s�
~�ug����¸7�I�i��z ��z�·iuoz|�K��uB¬�u��#�

j1, . . . , jkÁ�q
�i��u_��}st�z��� s��u � ��� ºIu
j
��� � Á�q
z|�#q ��~�~oºQuB~��i�s¬5���

[0, N − 1]
½¡p�qsuB��u_�{}stfºQuB����������ºIu

����t8�s}���u � º{����ug�1}s�#��z��i�ÐÀsz|�F��}Q�#q_��Á2�P�0��q
������qsu�z|�o����t8�s}��#�-��z|���Fz|�o��~|ta�K����¸¹��uBu�z��(�1��t8�
����z������
���a��qsu�����t8�s}��#�-��z|������¸$��q
u>���#�-��uB�1���i���

(
'

j ,
)

j)
kN
j=0

½
p�qsu�¸¹����t*}s~���ÅÆ£iÈ�z|���8¬iu��suB����~�z5GB����z|������¸�ÅU¥iÈ���z|�
�1u 〈A〉(k=1)

num (δt, T ) = 〈A〉Rie
num(δt, T )

½np��8��qsu
ºIuB���8��¸���}
�3={�s�-Á�~|u � ¬iu�À$��q
u����#qsu�t8u6ÅÆ£iÈ � �{uB�f�s���a��u�u�t ���(ºIu�}Q��u � z�� ����~|uB��}s~����f�o�{�
��t8z����
��z|t*}s~��-��z��i�
��ÀÓ�i���-�>~�ug�����»����ºIu8��uB�Q�i����u � ���6z��(��qsu8~|z ��u��#�-��}s��ui½ $�¸n����}s�#��u�ÀÐ���{��z|��¸¹����t��-��z��i�F���
��}s¬i¬�uB����z|���8¸¹����t ��qsu»��ug� � uB�BÀK�
������z��1}
~|����~|�f�i�V��qsz|�2�I��z|�K�2�i�n�i�0t8����u�¬iu��suB����~
z�����}suB�BÀ{Á�z�~|~T��ug�1uBz�·iu
�i}s��ºIuB�����-����u��K��z|���7½
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�æ�_� �s� z���z|���ÐÀsz�¸.�����{t8�s~|uB�¼��z|�����#qsuBtau���¸$�i� � u��
r0
z|��}Q��u � ���V�1�ita�
}���u>��qsu>���#�-��ug�¼���i���(Å¹��uB����~�~

��q
�-�gÀ�¸¹���fz��
�������
�1uiÀ$��qsu�·�uB~����1z����FÇ.uB��~|u1�8���#q
u�t8u0z��*���{ta�
~�ug�¼��z��0��� � ��¸��i� � u��
r0 = 2

È1À.Ánu������
�
���-·iu3:Ý¥�<Ð��qsu>¸¹��~|~��-Á�z|�s¬au������i��uB����z|t8����u >

| 〈A〉(k)
num(δt, T ) − 〈A〉 | ≤ C

(

1

T k
+ δtr0

) Å��iÈ

¸¹�i�����it8u>�����
�������K�
C
Á�qsz��#q � �Kug���s��� � u��Iu�� � ���

T
���
δt
½

µ uV}s� � u���~�z|�sua��q
������q
u��Q�i~��{�s�itaz���~ � uB���P�F��¸2��qsu�uB�������>Á�z���q ��ug���IuB�1��������qsu8��������~O��z|tau���¸
��z|t*}s~��-��z��i�

T
z���t�� � u��I�i����z|ºs~|u>ºK�0��qsu�¸Æ���¼����q
�-����qsu�·-��~|}sug�

A
( '

j ,
)

j

) ����u��1�i����u�~��-��u � z|����z|t8u�À
z|�6��qsuV��u��Q��ua��qQ�-����q
u��(����u8�iº�����z��su � º{�F��qsuV��z�tf}s~��-��z|���6��¸����
u8��z|�s¬�~|ua���#�-��uB�1���i���i½ µ q
u�� ���su
}Q��ug�.�������K��u��2����~|�ot8u���qs� � Ài��qsu�·-��~�}sug�

A
( '

j ,
)

j

) ����u2�s���^��������uB~|����u � ���{��t8����u�Ài��� � ��q
u�u������i�
�i�s~|� � ug���P���O�-�^��qsuo}s�sz|·�u��#����~��#�-��u

1/
√
T
ÅÆ��u�u���~|���>��q
u�u1�s��ta�
~�u���¸I��qsu � ��}sºs~|u�Á2u�~|~sz|��x{uB��½$ª
½ v{È¼½

p�qsuo�s���K��¸I��¸^Å��KÈ¼Ài����¬iu1��qsu��OÁ�z���q � u1�#��z|~|�^���8��q
u  
~���uB�^}
��u � z|�8¸¹����t*}
~|�VÅU£iÈ1Àit��P�aºQu���uB� � z��V�
����t8�
���sz��i�a������z|��~�u$:Ý¥-<Z½O�n}s����u��K�Ou�ÂI�i���#�.��¸Ó��uB��uB���#�#qf����u � z���uB�1��u � ���-Á2��� � � � uB��z�¬i�sz��
¬»����qsuB�  
~���uB���
��q
�-��t8z|¬�qK��¸¹}s����qsuB��z�t8�s���-·�uo��q
u�u1ÄV�1z|u��
���V��¸$��}s�����s�s���i�i�#qÐ½

� � )��������1�n�*3 ���V�*� 4�3����

µ u��s�-Á ��}s���0�����{}st8u���z|�B��~Tu1�s��t8�s~|uB�2��q
�-����qs�-Á >
� ��qsu_��q
�����s�
uB���*��¸���q
u�uB����z|t8����u5Å��KÈ*¸¹���8z��K��u�¬��#��º
~�u  ���taz|~������
z|��� ��������u�t��8������z���¸¹�{z|�s¬�ÅÆ�-�
~�ug���������itau>��¸�È2��q
u�������}st8����z��i�
�2}s� � uB��Á�qsz��#q0��qsu�uB����z|t��-��u�������ºIu���z|¬��i}s���i}
��~��8�s���-·�u � ½

� ��q
������qsu�ug����z�t�����uVÅ��KÈ2��~����8qs�i~ � �2¸¹�i���s���s¶Dz|�K��u�¬i����ºs~|u»��������u�t�����¸$�s���i�¼��z|�B��~Óz|�i��u���uB���B½
µ u� Q�����o�s��uB��u��K����uB��}s~����oz��_��qsu8���i��u���¸^�0����~|~�ug�¼��z|������¸Oz�� � u��Iu�� � u��K�»qQ����ta�i�sz����i���1z|~�~��-�����#��ÅÆ��u�u
x�uB��½�ªs½|«gÈ1À���q
u���������qsu��>u��
~�uB���s����ºs~|u�t ÅÆ��u�ufx{ug��½�ªs½Ý¨�È1½
	2����q���������u�t�������u�z|�K��u�¬i����ºs~|u�À
��� � ����u
~|z5=�u�~|�����f¸Æ��~�~ÓÁ�z���q
z�����q
u�qK�{�I����qsuB��uB����¸���}
����qsuB����u1��z�����~T��ug��}s~��B½.�æ��x{ug��½Oªs½ ªsÀ�Á2u�����} � �0�8��������u�t
��¸�%�©(�
������z|��~�ug�a��}sº���ug�¼��u � ���(��qsu��ÐuB�s�
��� � ¶æ¦i���sug�*�I����u��K��z���~D½ C$z|�
��~|~��iÀOz|� x{ug��½ ªs½ v
À^Á2u�����} � �
���
������z|��~�u���}sºst8z�����u � ���_� � �i}sºs~|u�ÁnuB~�~.�I����u��K��z���~Oz|� ¨��f½7p�qsz��>���-�K¶Zt8� � u�~.z��>��uB�s��ug��uB�K���-��z�·iuf��¸
t����K����������uBt8������} � z|u � z|�_�#qsu�t8z������������ � �sq{����z|�B��Àsz|����q
u*��uB�
��u>��q
������qsu*�Q����u��K��z|��~7q
�i����uB·�uB����~
ºQ����z��
�>z|� Á�qsz��#q(��qsuV���{����uBt��B���5���#�P��¸¹������~|���
¬���z�t8ui½0p�qsu�u1���s~|���#�-��z��i�(��¸n��qsu�Á�qs�i~�u��sqQ����u
���
�i�1u��suBu � u � ���*�i���1}
������u�~|�f����t8�s}���u���q
u���ta� � �{�
��t8z|���
���i�QuB����z�ug�.z|�^z��8��qsuB��u��B����uB�.�
������z|��}s~�����~��
� z ÄV�1}
~ �g½

C
���O��qsuo����=iu���¸7����t8�s~|u1��uB�suB���BÀi��� � ���f��qs�-Á¿��q
���n�i}s�n���s�s���i���#qaz��^z|�
��u��
��z ��z�·iu�������qsuo�K}
tauB��¶
z�����~.���{t8�s~|uB�¼��z|�az|�K��u�¬i������z|���6���#qsuBt8u�ÀÓÁ2uaqQ�P·�u*}Q��u � ��qs��uBu � z ÂTu���u��K����~|¬��i��z���q
t8�3:î¤�<O��¸ � z�ÂIuB��uB�i�
�i� � u��#�^���8z��K��uB¬��#�-��uo��qsu � �{�
��t8z�����~Ð��������u�t Å�«PÈ >

� ��qsuf���#��� � ��� � ·iu�~|�{��z ���0Ç.u���~�u��o��~|¬��i��z���qst�À�Á�qsz��#q�z���À
�i����uB����~�~|u � ��ºQ�-·iu�Às���Kt8�s~|uB�1��z������ � ��¸
��� � u��*¨�B�Á2u � u��
����u�º{�

φV V
δt

������uB�6��¸n��qsuV��~|¬��i��z���q
t ��¸2��z|tau�����u��
δt

>
(
'

n+1,
)

n+1) =
φV V

δt (
'

n,
)

n)
B
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��������+��"��� �7� �

� �1�ita�I�i��z���z|���
�2��¸���qsu�·iu�~|���1z�����Ç.u���~�u�����~�¬i����z ��qst Á�z ��q�z �#��uB~ ¸����f��q
������qsu>�i� � uB�n��¸7��qsu���~|¬���¶
��z���q
t'z|�
�1��uB�i��ug�^����v B��
��t8u�~|��À

(
'

n+1,
)

n+1) = φ
(4)
δt (

'
n,
)

n) = φV V
b1δt ◦ φV V

b0δt ◦ φV V
b1δt(

'
n,
)

n)

Á�z ��q
b1 = 1/(2− 21/3)

��� �
b0 = 1 − 2b1

½
� �1�ita�I�i��z���z|���
�2��¸���qsu�·iu�~|���1z�����Ç.u���~�u�����~�¬i����z ��qst Á�z ��q�z �#��uB~ ¸����f��q
������qsu>�i� � uB�n��¸7��qsu���~|¬���¶
��z���q
t'z|�
�1��uB�i��ug�^��� %�B��
��t8u�~|��À

(
'

n+1,
)

n+1) = φ
(6)
δt (

'
n,
)

n) = φV V
c3δt ◦ φV V

c2δt ◦ φV V
c1δt ◦ φV V

c0δt ◦ φV V
c1δtφ

V V
c2δt ◦ φV V

c3δt(
'

n,
)

n)

Á�z ��q
c1 = −1.17767998417887

À
c2 = 0.235573213359357

À
c3 = 0.784513610477560

��� �
c0 = 1 − 2(c1 + c2 + c3)

½
�æ�6��~|~���qsu� 
¬�}
��ug��ºIu�~|�-Á�ÀÓÁnua�s~|���>u�z���qsuB����qsu8�K}
tauB��z�����~7��z�t8u8�P·�uB����¬�u 〈A〉(k)

num(δt, T )
��¸n���

�iº
��u���·P��ºs~|u
A
���f��qsu�u������i� | 〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉 | �i�f�F¸¹}s�
�1��z|��� ��¸ T ½ �n���
��u�K}suB�K��~|��À.��qsu����t8�s}��#�-��z��i�
��~Ð���i����z��2��q
u�����tau»¸¹�i����~|~Ó�Q�iz��K����·�u�����z�����~�~|�V��~|z|¬��su � ½

����� ���	����
�������	���	�����������	�������! "�#�$�����%&�'�( 

�æ����q
z|����uB�1��z|���ÐÀ�Á2u��1���Q��z � u����8���{����uBt,��¸  
·�u>�
������z|��~�ug�nz|� «B� Á�qs�K��u � �{�
��taz�����z�� � uB���1��z|ºQu � º{�
��qsu# ���t8z�~����i�sz|���

H =

5
∑

i=1

p2
i

2
+ ω2

i

q2i
2
,

Á�z���q���qsu>¸¹��~|~��-Á�z|�s¬a�s}s~�������z|���
� >

ω1 = 1.0, ω2 = 8.01256, ω3 = 12.25245, ω4 = 17.234, ω5 = 20.98765.

�7u1�»}
�o¸¹���»z��
�������
�1ua����} � ����qsua�P·iu��#��¬iu���¸
A = p2

4

½�p�qsuau1�s�i�¼�o·-��~�}suf��¸O��qsuau��
��u�tfºs~�ua�P·�uB����¬�u
�B����ºQu��iº�����z��
u � ºK�����
��~��K��z�����~Ð����~|��}s~|����z|��� > 〈A〉 = 0.5

½
�7u1��}
��ºs��z|u*)
�0�#q
uB��=�Á�qsu���qsuB����qsu�q{�{�Q����qsug��ug�2�su�u � u � ���8�s���-·�u»��}s��ug����z�t��-��uB������u>������z��  Qu � ½

p�q
ufz|�K��u�¬i������z|���_��~�¬i����z ��qst z|�»���{t8�s~|uB�1��z���½�p�qsu8���
��~��K��z|��z ������� � z|�i��u�¬i����ºsz�~|z������i����}st8����z|���Q���i�
��qsu  ���t8z|~ �����sz����V¸¹}s�
�¼��z��i�6ÅU��uBuo���s�QuB� � z���¥�½|«gÈ^����uo���-��z|�  
u � ½ µ u»����u»��ºs~|u��
u�z���qsuB�n���f�
���-·iu��s���
��� � z|���s���-·�uo��qsu � z��i�sq
���K��z��su��i����}st8����z|��� ÅÆ��u�u*x�uB��½O¥s½ ¨iÈ¼½
µ u�}
��u���qsu�¸¹����t*}s~���ÅÆ£KÈ$Á�z ��q � z ÂTu���u��K�^·-��~�}sug�.��¸

k
Å
k = 1

����vKÈ1À�¸¹���n�>¬�z|·�u��
δt
Å
δt = 0.025

È¼À
��� � Á�z���qf��q
u2�i� � u���¶ %���~�¬i����z ��qst�½$�n~|uB����~|�VÅÆ��u�u C�z|¬
½2«gÈ1À-z��Q�1��uB����z|�s¬

k
¬iz�·iuB���oºQu�����uB�.�1���{·iu���¬�u��Q�1u�½

���,+ -���
/.0
21���
2�31����'45��
��

µ u��su��K����}s�������8��qsu���z�tf}s~��-��z|������¸$��qsu �>uB�s~|u����s����ºs~|u�t�½ µ u��1���Q��z � u��2��qsu# ���taz|~������
z|���

H =

) 2

2
− 1

| ' | ,
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k � v
k � ¨
k � «

| 〈p2
4〉(k)

num − 〈p2
4〉 |

T

¨i¥¨�©«g¥«B©¥

©s½|«
©
½ ©
«
©s½ ©�©
«
©s½ ©�©i©s«
«�u�¶Z©K¥
«�u�¶Z© %
«�u�¶Z©{¤
«�u�¶Z©i£
«�u�¶Z© �

C$z|¬�}s��u*« >��������
	����	�����	����
〈p2

4〉
(k)
num(δt, T ) � � 〈p2

4〉
������������	���	�� � �����! �	�"#��� k $ �!� ��% 	&�'�(")	*���+�,�����!�!	�� � �!������.- % �(��/0���1�!�2��")���!�!�3� � ����"�4657�1� � �8�(�1�����9��� � �3����"6�(��	 q1 = 4 $ p1 = −1.2 $ qi = 0

�����
pi = 1

�����
i = 2, . . . , 5

4

� uB���1��z�ºsz|�s¬8��ª�� �
������z|��~�u>z|�������-�������i�¼��z�·iu��n�i}s~|��t*º��Q����uB�i��z|��~U½
�7u1�8}
��¸¹�i�fz|�
�������
�1u�����} � �6��q
u��P·iu��#��¬�u���¸

A = | ' | ½5���fz|� ��q
u��s��u�·{z|��}
�fu1�s��ta�
~�uiÀ���qsuuB�
��u�t*º
~�u��P·�uB����¬�ua����� ºIuV�1�ita�
}���u � ���
��~|�K��z�����~�~|� > 〈| ' |〉 =
(

3 + 2E0L
2
0

)

/(4 | E0 |) À�Á�q
u���u
E0
z��n��qsu»z��
z ��z|��~�ÅÆ�su�¬K�-��z�·iugÈ.uB�su���¬������ �

L0
z��^��qsu»�s����t ��¸Ð��qsuoz|�sz���z���~ ={z��
u1��z��ota�it8u��K��}st�½Op�qsu

��z|t*}s~��-��z��i�_��z|t8u�����u��6z|�
δt = 0.01

ÀÐ��� � Á2u8}
��uf��q
ua�i� � u���¶ %V��~�¬i����z ��qst�½*���»¸¹�i�»��qsu8q
����t8���
z|�
�K����z�~|~��-���i���BÀ{��q
u" ���taz|~������
z|����¸¹}
�
�¼��z��i��z|�����
��~|�K��z�����~7��� � z|�K��u�¬i����ºs~|u�À���qsu�z|�i��u�¬i������z|�������#qsuBt8u�z|�
���{t8�s~�ug�¼��z|��À.ºs}��fÁ2u�����uV��ºs~|u0�suBz ��qsu��f���(�s���-·iu��s���*��� � z|���s���-·�u8��qsu � z|���
q
���K��z|�su�������}st8����z��i�
ÅU��uBu�x{uB��½^¥�½Ý¨�È¼½
µ ua����t8�s}���u*��qsu8�P·�u��#��¬iuB��Á�z���q

k
�#���s¬iz��s¬V¸¹���it «*����¥�½ µ u8��u�u���q
�-�gÀT�i�

k
z��Q�1��uB����uB�BÀQ��qsu

��t8�s~�z���} � u���¸���qsu��K����z�~|~|����z|���
�����2��qsu�ºIu�¬�z|�s�sz|�s¬8��¸$��q
u���z|t*}s~��-��z��i�0z|�
�1��uB�i��ug�>ÅÆ��u�u�C$z�¬Q½O¨�È¼½Op�q
z|�
¸Æ�i�¼��z|�n¬�uB�su���z���À{��� � �s������ug������z��¼��u � ������qsu �>uB�s~|u��2�s���iºs~|u�t�½  ��-Á2u�·�uB�BÀi��}s�����
�s���K���#q8¸¹���1}Q��ug�^�i�
~|���
¬���z|t*}s~��-��z��i�(��z�t8ug��½ µ u0��u�u�q
u���uf��q
�-�gÀ7¸¹�i�

T ≥ 40
ÅÆ���s�s���P��z�t��-��u�~|�_ºIu����i� � v���uB·���~|}���z��i�

�Iu���z|� � ��È1À{��qsu�~�����¬�uB�
k
À{��qsu>¸Æ�i����u�����q
u��1���{·iu���¬�u��Q�1ufÅU��uBu�C$z�¬Q½�ªKÈ¼½

$o����qsz��»�B����u�ÀIÁnua����u*��º
~�u*�����#q
uB��=���q
������q
ufug����z�t��-��u�Å �iÈ�z��»��q
�����7½ Cs�i����qsz����s}
���I�i��u�ÀIÁnu
����} � ����q
u � u��Iu�� � uB�
�1u>��¸7��q
u»uB�������nÁ�z ��q���ug���IuB�1�n���

T
��� �

δt
z|���i� � uB�^�����#qsuB��=�Á�qsu���qsuB�2��qsuB��u

u���z|�����1���Q���#���K���
C1(k)

��� �
C2(r0)

��}
�#q���q
���

| 〈A〉(k)
num(δt, T ) − 〈A〉 | ≈ C1(k)

T k
+ C2(r0)δt

r0 .
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	���� �-�"& � 4�4H���� ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

k � ¥
k � ª
k � «

〈| ' |〉(k)
num

T

vK©ªi¥ª�©¨�¥¨�©«P¥«B©¥

«�½ %

«�½Ý¥

«�½ v

«�½ ª

«�½Ý¨

C$z|¬�}s��u»¨ >��&")���3�!�3� � �!����"���� 〈| � |〉
(k)
num(δt, T )

� �2��% 	�� 	���3�1���!�� ��� ��% 	&")�!/  ��3� � �!������� 	
	��!	���	1�����1�!	�/� $ ���(��1����	���	�� � �����! �	�"2�(� k
4 5 ��� � �3��� �������1� � �!����"�� ��	 � = (0.9, 0, 0)

�(�9���
= (0, 1.1, 0.5)

4

µ u� Q��������������� � u1��uB��t8z|�su
C1(k)

½�p7� � ����qsz|�BÀTÁnu*Án�i��=�Á�z ��qF·�uB������t���~�~$·-��~|}suB����¸
δt
��� � �s���

���{�f~�����¬�uo·P��~�}
uB�2��¸
T
À���}
�#q0��q
������qsu»~�ug� � z|�s¬f��uB��t!��¸Ð��q
u»uB�������2z��

C1(k)/T
k ½ µ u��1��t8�s}s��u»��qsu

��uB������~�u � u������i�
T k | 〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉 | ½��Z¸^��}
��uB����z|t��-��u�z|�»��q
�����ÐÀQ��qsz�� �K}
���K��z�������qs��}
~ � ºIuºI��}
� � u � z|� � uB�QuB� � uB�i��~�����¸
T
½ µ u  Q� � z|� � u�u � ��qQ�-��¸¹�i�

k = 1
ÀQ��q
u���ug���B��~|u � u���������z���ºI��}s� � u �

º{�0©
½ %
À ���$Ï Ê )^Ê �$Ï Ê �T° $ Ë Î��
r0
²��$Ï

δt
½

�O�����1uBu � z|�s¬8z�����qsu�����t8u»Á��P�8¸¹������qsu�����qsu���·-��~�}sug����¸
k
À�Á2u���º��#��z|�

C1(k = 1) ≈ 0.6, C1(k = 2) ≈ 14.4, C1(k = 3) ≈ 212,
C1(k = 4) ≈ 8270, C1(k = 5) ≈ 250, 000.

�����>��}s���s��z|��z|�s¬�~|��À
��qsua·-��~|}suB�o��¸
C1(k)

�K}sz���={��z|�
����ug����u�Á�z ��q
k
Å¹��qsz��»z|�oz|�F��¬i��uBu�t8u��K��Á�z���qF��qsu

¸Æ�i�¼�O��q
�-�n��qsuo�i���1z|~�~��-��z��i�
�O���O��qsuoºQuB¬�z|�s�sz|�s¬���¸I��qsuo��z|t*}s~��-��z��i�V����u�~|����¬iu��.¸¹�i�^~�����¬�u��.·-��~�}sug�O��¸
k
È¼½

�æ�_�i� � u������ � u���u���t8z��
u���qsuf·-��~|}suB����¸
C2(r0)

ÀTÁnu*�s������u�u � �����{·�uB����u�~|�0��� � �1�ita�
}���ua��~��i�s¬�¶
��z�t8u���������uB�1��������Á�z���qV���
���.���{�*��t���~|~s·-��~|}su���¸

δt
½%Cs�i�

k > 1
ÀK���

T
z��O~�����¬�uiÀ-��qsu���u���t

C1(k)/T
kz���·iu����(��t���~|~^Á�z���q5��uB���Qug�¼��������qsu0��uB��t

C2(r0)δt
r0
À.������q
uVu������i��z��*���
�s���P��z|t��-��uB~��F¬�z|·�u�� º{�

C2(r0)δt
r0
½ µ u  
� � ·-��~|}sug�^¸¹�i�

C2(r0)
Á�qsz��#q � u��Iu�� ��� Ê �Æ°�� Ê ± Î �

k
� Î ± Î �

T
��� � ����u»¬�z|·�uB�

º{�
C2(r0 = 6) = 0.163, C2(r0 = 4) = 1.09, C2(r0 = 2) = 0.622.p�qsug��u��{}st8u���z|�B��~^u����QuB��z|t8u��K���*��qsuB��u�¸¹����u0�1�i�  
��t ��qsu���q
�����
�suB������¸���qsu �1E,�"�7	��"�nuB����z|t��-��u

Å �iÈ1½
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k � ¥
k � ª
k � «

| 〈| ' |〉(k)
num − 〈| ' |〉 |

T

¨i¥�©¨�©�©«g¥�©«B©i©¥�©

©s½|«
©
½ ©
«
©s½ ©�©
«
©s½ ©�©i©s«
«�u�¶Z©K¥
«�u�¶Z© %
«�u�¶Z©{¤
«�u�¶Z©i£
«�u�¶Z© �

C$z|¬�}s��uVª > �������
	����	�����	0�(�
〈| � |〉

(k)
num(δt, T ) � � 〈| � |〉

� ��� �1����	���	�� � �����! �	�" �(� k $ �3� ��% 	 �'�(")	 ��� ��% 	� 	
	��!	���	��������!	�/ 4 5 ��� � �3��� �������1� � �!���1"�� ��	 � = (0.9, 0, 0)
���9���

= (0, 1.1, 0.5)
4

���,� ��� 1�� ��&�$�#��
� �$� � &��� ��� �  
���� 
�� � �����
	��!�	� 
� 1 � &
��!���� �

�æ����qsz����
�����gÀ
Á2u�����} � ���V��������uBt'��¸
M = 60

�
������z|��~�ug��z|�_ª�� z|�K��uB���i�¼��z|�s¬8��qs���i}s¬�q��a����}s�Q���-��u �
�7u��s�Q��� � ¶Z¦i���
uB�n�Q����u��K��z|��~U½Op�qsu  o��t8z�~����i�sz�������¸���qsu���������u�t!��uB� � �

H =

M
∑

i=1

) 2
i

2
+

M
∑

i=1

∑

j>i

V (| ' j −
'

i |)

Á�z���q
VLJ(z) =

4

z12
− 4

z6

��� �
V (z) = VLJ (z)−VLJ(zc)−V ′

LJ(zc)(z−zc)
z ¸
z ≤ zc

À
0
����qsu���Á�z|��u�½

p�q{}
�BÀTºQ����qF��qsua�Q����uB�i��z|��~$��� � ��qsuf¸¹���#�1uB�o����uf�����K��z|�{}s��}
�»�-�o��qsu8�1}s����Â5�#� � z|}
�
zc = 3.08

½ µ u
���s�s~|�>�QuB��z|� � z|�nºI��}s� � �����>����� � z ��z��i�
�nÅ¹��qsu���z�tf}s~��-��z|���*ºQ�P��z��

[−3.2; 3.2]3
È$��� � }Q��un��qsu2t8z��
z�tf}st

z|t���¬iuo�1�i�{·�u��K��z��i� :�«�<D½.�æ�sz���z���~Ó����� � z���z|���Q�2����u»��}Q�#qV��qQ�-�2��qsu � u��Q��z�������¸Ð��qsu���������uBt,z|�
0.229

��� �
��qsu8�P·�u��#��¬iu���¸^��qsu ={z��
u1��z��*��u�t8�Iu��#�-��}s��uaz��

2.50
½ µ z���q ��}
�#q6���(z��sz���z���~O����� � z ��z��i�ÐÀT��qsu8���{����uBt

��u�t���z��
�Ðz��*��~�z��K}sz � �sq
����u�½
 ��{�I����q
uB��uB�7����~|~�ug�¼��u � z|�*���s�Iu�� � z �f¥�����u.�s����������z��  
u � Å¹z|���
������z|��}s~|���BÀ
��qsu���u8����u*�s���»uB�s��}s¬iq_z|�K·-����z����K��¸¹}
�
�¼��z��i�
��È1½*p�qsua��º
��u���·-��ºs~|u*}
� � u��>u�����t8z��
����z|���_z��o��qsuat8uB���
� z|�������
�1u>ºIu1��Á2u�u����
������z|��~�ug��À

A(
'

1, . . . ,
'

M ) =
2

M(M − 1)

M
∑

i=1

∑

j>i

| ' j −
'

i | .
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«P¨ ����� ��� �������
	���� �-�"& � 4�4H���� ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

µ u�Á2��� =�Á�z ��q���qsu�·�uB~�����z ����Ç.uB��~|u1����~�¬i����z ��qst�À�}
��z|�s¬��f��z|t8u�����u�����¸
δt = 5.10−3 ½

$o�
��u���¬K��z|�ÐÀ�Á2u���u�u���q
�-�gÀK¸¹���O~�����¬�u�uB�s��}s¬iqV��z|t*}
~|����z|���8��z|t8uB�
T
À���qsu�~�����¬�uB�

k
À���qsu�¸Æ�i����u��^��qsu

�����{·�uB��¬iu��
��ufÅU��uBu C$z|¬
½.v{È¼½

k � ¥
k � ª
k � «

| 〈A(
'
)〉(k)

num − 〈A(
'
)〉estim |

T

%i¥�©�©�©i©¥�©i©�©i©�©ªi¥�©i©�©i©¨�©i©�©i©�©¥�©�©i©�©

©s½ ©�©i©s«

«�u�¶Z©K¥

C$z|¬�}s��u�v > �������
	����	�����	,���
〈A( � )〉(k)

num(δt, T ) � � 〈A( � )〉estim

� ��� ���!��	 ��	�� � �����! �	�"&��� k $ �!� ��% 	 �'��")	 ���
��% 	�� 	������(� ����������	�"�"���" � 	�/ � ��% 	*���1")	����������!	 �!" ��% 	*/0	'�(� ���3" � �(����	 � 	 �	� 	�	�� 	��(� � �!���!	�"  4

����
 �3� 
 1����&����#��
0��� � � � ��45��
��
��$� 1 �' 
%�	������

�æ����qsz|���Q�����BÀsÁ2u � uB��~ÓÁ�z ��q���qsu# ���t8z�~����i�sz|���

H =
p2

x

2
+
p2

y

2
+ V (qx, qy),

Á�q
u���u
V (qx, qy) = (q2x − 1)2 + (qy + q2x − 1)2,

� uB���1��z�ºsz|�s¬8��¨�� �
������z|��~�u»z���� � �i}sºs~|u»Á2u�~|~Ó�I����uB�K��z���~D½�p�q
u»�I����u��K��z���~
V
¬i�{uB�n���

+∞ �-��z|�  
�sz������� � q
���2��qs��u�u��1��z���z�����~Ó�I��z|�K��� > ��Án�8¬i~��iº
��~Ót8z|�sz�t��8~|�����-��u � �-�
(±1, 0)

Às�-��Á�q
z|�#q
V (±1, 0) = 0

À
��� � ���su���� �s� ~|u>�Q�iz��K��~|�����-��u � �-�

(0, 1)
Às�-��Á�qsz��#q

V (0, 1) = 1
½

p�qsu8ºIu�q
�P·{z|��}s�»��¸n��z|t8u8�P·iu��#��¬iuB�����������s¬i~�� � uB�QuB� � �>�i�_��q
ua·-��~�}sua��¸n��qsu8uB�su���¬��
E0
��¸n��qsu

�Q������z��1~|u*Á�z���qF��uB���IuB�¼�o���0��qsu8��� �s� ~|u*�I��z|�K�»uB�su���¬�� Å¹qsuB��ufu�K}
��~7���
1
È1½�p�qs��uBu � z�ÂTu���u��K�o��u�¬iz�t8uB�

�B����ºQu�z � uB�i��z  Qu �?>
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«�½2¸¹���
E0
��t���~|~�uB����q
���

1
À
��qsu*���#�-��ug�¼���i���0���s~|��u����s~��i��ug���V��z��
¬�~|u�º
����z��7½�p�qsu���z|t8uf�P·iu��#��¬�ug�

�1�i�K·iu���¬�u����*��~|z�t8z������ � }
��z��
¬���q
u  
~���uB��z|�s¬�¸¹}s�Q�¼��z|���
fk,T
z�t8�s���-·�ug����qsu»�1�i�K·iu���¬�uB�
�1u��#�-��u

¸¹���it
1/T
���

1/T k Åõ¸¹�i����������ºsz����#����� k È�����z|����qsu��s��u�·{z|��}
�2u1�s��ta�
~�ug� B
¨�½2¸¹���

E0
t*}Q�#q_~|����¬iu�����q
���

1
ÅÆ���P�

E0 ≥ 5
È¼ÀT��qsu8�
������z��1~|u*z��>����u��suB��¬iu1��z�����q
�-��z�� � �Kug�»�s���

��ug��~|~����æ¸¹uBu�~ �o��q
u»ºQ������z|u������ � ��qsu��1�i�K·iu���¬�uB�
�1uo��¸7��qsu>��z|t8u��P·�uB����¬�uB�^z|����z|t8z�~����2���8��qsu>���su
��º
��u���·�u � z|����qsu  
�#�����B����u B

ªs½2¸¹���
E0
�»~|z ����~|u�~|����¬iu�����q
���

1
À-��qsu���������u�t ��ug��~|~�� ��¸¹u�uB~|� �n��qsu��s��uB��u��
��un��¸
��Á2� � z|����z|�
�¼�OºQ����z��
�

��� � ���
u � �Kug�»�s������ºQ��uB��·iua���K�_�����{·�uB��¬iu��
��u���¸n��qsu8��z�t8u��P·�uB����¬�ug��¸¹������z�tf}s~��-��z|���(��z|t8uB�
��¸O��qsuf����t8uf��� � u��o��¸Ot���¬i�sz ��} � u�Å¹�i��u�·iu�� «g©sÀ ©�©i©a��z|taug�»~��i�s¬�uB�#È��i����qs�i��u*Á�q
z|�#q_~|uB� � ���
�1�i�K·iu���¬�uB�
�1uoz�����q
u��s��uB·{z��i}
�2��Án�8���i��ug��ÅÆ��u�u$C$z�¬Q½^¥�È1½

k � ¥
k � ª
k � «

〈qx〉(k)
num

T

«�u��»©K¤£�u��»© %%�u��»© %viu��»© %¨-u��»© %©

©s½ ©�©iª
©s½ ©�©K¨
©s½ ©�©
«
©

¶æ©s½ ©�©
«
¶æ©s½ ©�©K¨
¶æ©s½ ©�©iª
¶æ©s½ ©�©�v
¶æ©s½ ©�©K¥
¶æ©s½ ©�© %
¶æ©s½ ©�©{¤

C$z|¬�}s��u�¥ >�� �
���! � �3���0���
〈qx〉

(k)
num(δt, T )

��"6�&�� 1��� � �!���0�(�
T
� ���� �1�!	

�
	��!� 	 � � 	�� � �8�(� $ 	���	 �� � �(����4 ��- ���!��")	

� � ��% 	 ���(�)���!	���	��1	��� �  $ ������� � �!/0	*" � 	 	 δt = 0.05
�(�9�

2.108 � �!/0	*" � 	
	�"�4

���1��}
��~�~|��À^�i�*�i�su��B��� ��u�u0¸¹���it C$z�¬Q½ %
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A (θ, φ, ψ) w(θ, φ) dθ dφ dψ,
Å�«�«gÈ

Ö¹Þ$ÔÐÖõú



���������
	��������������������������������� �!�"�$#%��&'�(� �"��	��*)�	�+��,-�%.�	���/102�"���3+�45��&6�7	���� «P¥

1.96
√

755/N

√

755/N

| 〈∑N
j=1 q

j
x〉ic | /N

N
Å
δt � ©s½ ©s«gÈ

«�u��»© �«�u��»©�£«Bu��»©K¤

©s½ ©s«

©s½ ©�©s«

C$z|¬�}s��u*¤ > � " � �!/ � � �3��� ��� ��% 	*��������	����	��1��	 ��� 1

N

N
∑

j=1

q
j
x � � � �

� ��% ��	�" 	 	�� ��� � N �
� ��% ��� �(���
� � � % ���!�

/0���1	�� � �1�� ���!	
�
	��3� 	 � � 	�� � �3��� $ 	���	 �� � �(� ��4 ��- ���!��")	 � � ��% 	 �9� �)���!	�� 	��1	��� � $ δt = 0.01 � 〈·〉ic

�1	��1� � 	�"� ��	�� ���	 �(��	�� ��� �!��� � �3���.�������1� � �!���1"  4

Á�q
u���u
w(θ, φ) = C

sin(φ) sin(θ)2
√

1 +
√

E0 cos(θ)

z�����qsu8z��{·-����z����K���s����º
��ºsz|~�z���� � u��
��z�������¸O��qsu � �{�
��t8z�����~

��������u�t ���
(θ, φ, ψ)

Å
C
z|����qsuf�s����t���~|zHGBz��s¬V�����
�������K�#È¼½��æ�Fp���ºs~|uV«�ÀIÁnuf�1��t8�
����u>��qsz���uB�
��uBt*ºs~|u

�P·iu��#��¬iu�Á�z���q*��u�·iu��#��~P��z�t8u^�P·iu��#��¬�ug�T�1��t8�s}s��u � ¸¹���it ���#�-��ug�¼������z�ug�ÓÁ�z ��q�·-����z��i}
�Óz|�sz ��z|��~i����� � z���z|���Q��½
�æ��¬�uB�su��#��~DÀi��qsug��u»��z|t8u��P·�u��#��¬iuB�O����u � z�ÂIuB��uB�K�n¸¹����t,��qsu>u��
��u�tfºs~|u»�P·iu��#��¬�ui½7p�qsz�� � z�ÂIuB��uB�
�1u>�����
ºIu>u1���s~���z|�su � u�z���qsuB��ºK�8��qsuo¸Æ���¼����q
�-����q
uoz����{uB�su���¬�u���z�����}s��¸Æ�i�1u»q
���2z|�{·P����z����K����}sºQ��u����>Åõ��qsz|��t��P�
ºIu � }suo���f��qsu>u1��z�����u��
��u���¸��f��uB����� � z��{·-����z|���K�^��qQ�-��Ánu � z � �s���2t����Q��¬�u����az � u��K��z�¸¹�sÈ¼À����2º{�8��qsu
¸Æ�i�¼����qQ�-�.��q
u���������u�t z��.uB��¬i� � z|�nºs}��O�i�f·iu�����~��i�s¬���z�t8u�������~�ug��À-tf}
�#q8~��i�s¬�uB����q
���f��q
u���z|t*}s~��-��z��i�
��z�t8ug��Ánu��B�����-ÂT��� � ½

C
���it �o�s�#���1��z�����~i�Q�iz��K����¸s·{z|u�Á�À-���
u^Á��P�����»����~|·�u.��qsz���z�����}sunz|�7���>�1�it8�s}���u^��qsu2t8uB���*·-��~|}su^��¸
��qsu2��z|t8u��P·iu��#��¬iuB�Ó�-·iu�����uB·�u��#��~ � z�ÂIuB��uB�K��z|�sz���z���~s����� � z���z|���Q��½ C�z|�#���gÀ����$z|�a�»�����K��u��2����~|��t8u1��qs� � À
Á2u��#qs�{�i��u�t����{�0z|�sz���z���~$�1��� � z ��z��i�
�

(
'

i,
)

i)i
�i����qsuf��}s��¸Æ����u���¸O�1�i�
�������K��uB�su���¬��

E0
ÀI��������� � z|�s¬

���a��qsu>�s����º
��ºsz|~�z���� � u��
��z����
w(θ, φ)

Åõ��� � �8���
À{Á2uo}Q��u � ��qsu������1uB�������
�1u�¶Z �u���uB�1��z|����t8u1��q
� � : �-<õÈ1½
C
������~�~7��qsug��u*z��sz���z���~��1�i� � z���z|���
�BÀ
Á2u��1�it8�s}���ua���_� ���#�-��uB�1���i���0��� � �8��z�t8uf�P·iu��#��¬iu�Às��� � ��qsu��
��qsu�t8uB����·-��~|}su

µ(E0)
��� � ��qsu�������� � ��� ��� u�·{z��-��z|���

σMC+MD(E0)
��¸���qsuB��u � �-�#�s½O �ug��}s~���������u

��u��I������u � z|� C�z|¬
½O£ > ��qsz���t8u1��qs� � �{z|u�~ � ���a¬��{� � ���s�s���P��z�t�����z|���V��¸���qsu�u��
��u�tfºs~|u>�P·iu��#��¬iu�½

Ô�Ô â�Isò1ë1ñ#ó



« % ����� ��� �������
	���� �-�"& � 4�4H���� ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

$oº
��u���·P��ºs~|u
A 〈A〉(E0 = 0.5) 〈A〉(k=5)

num (
'

1,
)

1) 〈A〉(k=5)
num (

'
2,
)

2) 〈A〉(k=5)
num (

'
3,
)

3)

qx
¶æ©s½ ��vivK¥ � ¶æ©s½ ��ª
«�«B£ ¶Z©
½ �K¥�¥�£i¥ ¶æ©s½ �i¨�ª�£ %

q2x
©s½ �i¨�£�viª ©s½ ��©i©K¤i¤ ©s½ �i¥�«-¤-© ©
½ £i£i¥ %K¥

q4x
©s½ ��£ � %�v ©s½ �i¨�£i¥i¥ «�½ ©�vi©{¤Pv ©
½ £ �i¥ %K¥

qy
©
½ ©{¤{«P¥ %i¨ ©s½ © � �i¨�¨s« ©
½ ©�vi£K¨ �i¨ ©s½|«�«Bviª�v %

q2y
©s½Ý¨�¥�¥s«P¤ ©s½|«�v{¨ �i£ ©s½ ª�v{¤�¨�¥ ©s½ ©�£K¥�« �i¨

p2
x

©s½Ý¨-v�vK£i¨ ©s½ ª�ª ��v � ©s½|« %K¤ ��v ©
½ ªi£K¤{«-¤
p2

x

©s½Ý¨-v�vK£i¨ ©s½|«�v %s«P¥ ©s½ ªi¨�¥K¤Pv ©s½ © �K¥�¨K¤-£
V (qx, qy)

©s½Ý¨�¥�¥s«P¤ ©s½Ý¨�¥K¤{«-¤ ©s½Ý¨�¥�ª
«g¥ ©
½ ¨i¥�£K¤�£

p$��º
~�u5« > ����/ 	1 � 	'� ���(�! �	�"0���(� ��% 	 	��1")	�/ �1�3	 � ��	�� ���	 �(�9� ��% 	 � �!/0	 �'�
	�� �(�	 ���,���!��	 ��	�� � ����")	 ��� �
�����!	�" � ���� ���!	

�
	��!� 	 � � 	�� � �3���  4�� % 	 	��1")	�/ �1�3	 �'�
	�� �(�	�" �(��	 ����/ 	1 � 	'� �8����/ � � �  4������ ��% 	 � �!/0	

� ��	�� ���	�" $ ����/ 	� � 	'� �8����/ ���  $ �!��� � �3��� �����9��� � �!����" �(��	
( � 1,

�
1) = (−1, 0.5; 0.5,−0.5) $ ( � 2,

�
2) =

(−0.9, 0.772 . . . ; 0,−0.5)
�(�9�

( � 3,
�

3) = (−1.05, 0.549; 0.3606 . . . , 0) $ ���(�)��	�" 	 �����1�!�� � � ��% 	 	��1	��� �
� 4 - $���% 	 � �!/0	�" � 	 	 �!"

δt = 0.005
4�� 	�� % 	�� �
	�� ��% � � �,")�!/  ��3� � �!��� ���.�!	��� ��% T = 5000 �

�("#�!���� 	����� � % 4�#�3/0	*� ��	�� ���	,�����! 1	�"��1� �1� � ��	
	 	��9� ���
k
4

p�z�t8u��P·�uB����¬�uaÅ¹�s�i��t���~|z5G�u � È
@^�
��uBt*ºs~|u��P·�uB����¬�uaÅ¹�s�i��t���~|z5G�u � È

E0

©s½î¤©s½ %©
½ ¥©s½ v©s½ ª©
½ ¨©
½�«©

«�½|«
«�½ ©�£
«�½ © %
«�½ ©�v
«�½ ©i¨
«

©s½ ��£
©s½ � %
©s½ ��v

C$z|¬�}s��u�£ > ����/ 	��(���!")��� � 	 �	� 	�	�� ��% 	 	���")	�/ ���!	 �'�
	�� ���	 �(�
A = q2

y $ ����/ 	� � 	�� � ����/ � � �  $ ����� ��% 			� 	 	�� � 	'� � �!/0	 �'�
	�� �(�	�� 	��)����� ���(��" ���(�)��	�" 	 ����� � � �
95%

������
 �1	�����	 �3� � 	��������  $ ��� ��% 	 �1�� ���!	
�
	��!�

	 � � 	�� � �3��� $ ���(� �1����	���	�� � 	��1	��� � �!	��
	��!"
E0

4���!���  9�(� � � � �!	�" % �'�
	 � 	�	�� ������/ �(�!����	'� � � ��% 	 	���")	�/ ���!	
� ��	�� ���	

〈q2
y〉(E0)

4

Ö¹Þ$ÔÐÖõú



���������
	��������������������������������� �!�"�$#%��&'�(� �"��	��*)�	�+��,-�%.�	���/102�"���3+�45��&6�7	���� «-¤

p�qsunt8uB���*·P��~�}
u
µ(E0)

�����{·�uB��¬iuB�I������q
u^u��Q��uBt*ºs~|u^�P·�uB����¬�u 〈A〉 �-�$������u σMC+MD(E0)/
√
M
À

Á�q
u���u
M
z�����qsuV�{}st*ºIu��*��¸�z��
z ��z|��~n�1�i� � z���z|���
�B½��Z¸���������� � ��� � ���i�i��u��2����~���t8u1��qs� � z|�*}
��u � À

��qsu��#�-��u���¸������{·�uB��¬iu��
��u*z��
σMC(E0)/

√
M
À�Á�qsu���u

σMC(E0)
z|����qsu0������� � ��� �6� u�·{z��-��z��i�(��¸

AÁ�z���q6��uB���Qug�¼�>������q
u��s���iº
��º
z�~|z ��� � u��
��z ���
w(θ, φ)

½Vp�qsuV�1�i�{·�u���¬�uB�
�1uf�1���Q���#���K���
σMC+MD(E0)��� �

σMC(E0)
����u��1��t8�
����u � z�� C$z|¬
½
� > ¸¹�i���8¬�z|·�uB���{}stfºQuB����¸��I��z|�i�#����¸���qsu*�1�i�
�������K��uB�su���¬��

��}s��¸Æ����u�Às��qsu*uB�
��u�t*º
~�ua�P·�u��#��¬iu 〈A〉 z|�»�1�ita�
}���u � Á�z ��q(��¬i��ug�-��uB�����B�1}s�#�����0z�¸.��qsua�����K��ua�2����~���I��z|�K��������u>}
��u � ����¬iu��suB������u>�_� ���#�-��ug�¼������z�ug�2��� � ��z|tau��P·iu��#��¬iuB�B½

�(� t8u1��qs� �
�6� �»�_�¡t8u1��qs� �

x{����� � ��� �0� uB·{z|����z|���

E0

«©
½ £©s½ %©
½ v©s½Ý¨©

©s½Ý¥
©s½ vK¥
©s½ v
©s½ ªi¥
©s½ ª
©s½Ý¨�¥
©s½Ý¨
©s½|«g¥
©s½|«
©s½ ©i¥
©

C$z|¬�}s��u � > ����/ 	� � � � �!��� �(� ��% 	 	���")	�/ ���!	 �'�
	�� ���	 〈q2
y〉(E0)

��� ��% 	 ���� ���!	
�
	��!� 	 � � 	�� � �3�����*" � �(�9��� � ��1	����3� � �!��� σMC+MD(E0) ��% 	�� �'�
	�� ����!�� ��� � �!/0	��'�
	�� ���	�" �(��	�� �3�1� � �8�(�9�����9�1� � �!���1" � ")���!�8� �!�!��	

� �
	��� �

/0	����!�'���!� � � % 	�� �
	'� ��% � �6��% �!"��� ���� � � � � �1� 	�"6��� � ��	
	 	��9� ��� ��% 	��� �/ � 	�� ��� �!��� � �3���9�����9��� � �3����"  $ " � �(�9��� � ��1	����3� � �!��� σMC(E0) ��% 	��  �")�!��0� " � ���9�1�(� � � � /0	 ��% ��� ��� � � 4�� � �  � ���(" % 	'� �3�!�1	  4

p�q{}
�BÀK���8�1��t8�s}s��u>���0uB�
��u�t*º
~�u»�P·�u��#��¬iu�ÀiÁnu»��������}
¬�¬�ug���^���8�#qs�{�i��uo��u�·�uB����~ � z�ÂTu���u��K�2z|�sz���z���~
����� � z ��z��i�
�2���V��qsu>�1���Q���#���K�2uB�su���¬�����}s��¸Æ���1uiÀ���� � ���a}
��u»uB�i�#q0��¸Ð��qsuBt,���8�1�it8�s}���u��*���#�-��ug�¼���i���
��� � ����z|tau��P·�u��#��¬iu�½8�,¬��{� � ���s�s���P��z�t�����z|���F��¸n��qsuVuB�
��uBt*ºs~|uV�P·�uB����¬�ufz|�>��qsu�t8uB���6·-��~�}su���¸
��qsuB��u»��z|t8u��P·�u��#��¬iuB�B½

� � 	����n31)��7��	����

�æ���i� � u��.���f�1�it8�s}���u�u��
��u�tfºs~�uo�P·�u��#��¬iuB�$��¸Ó�iº
��uB��·-��ºs~�ug��Ài���suo������}Q��u��_��~|uB�1}
~|���^���{�
��t8z|�B�^��� �
����t8�s}���u»�*��z|t8u»�P·iu��#��¬iu���¸Ð��qsuB��uo�iº
��u���·P��ºs~|uB�n�-·�u��n���su8Å¹�i�2��u�·iu��#��~õÈ���������uB�¼�������f��¸�� � �{�
��t8z�����~

Ô�Ô â�Isò1ë1ñ#ó



«g£ ����� ��� �������
	���� �-�"& � 4�4H���� ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

��������u�t�½�¾�� � uB�.��q
u�u���¬�� � z���������}st8����z��i�ÐÀ-��qsz|�O��z|t8u��P·�uB����¬�un�����{·�uB��¬iuB�BÀ-������qsu����#�-��ug�¼���i���*~�uB�s¬���q
¬i�{uB������z��  Q�sz ���iÀT���-Á���� � ����qsu8u��
��u�tfºs~|ua�P·iu��#��¬�ui½ µ ufqQ�P·�u*�
��ug��uB�i��u � �V�{}st8u���z|�B��~�t8u1��qs� � ���
���Iu�u � ¶D}s� ��qsz|�0�1���{·iu���¬�u��Q�1u����6��qQ�-�0�6���#�-��ug�¼�������5��¸>��u � }
�1u � ~�uB�s¬���q ÅU��� � ��qK}Q���su�u � z|�s¬ ~�ug���
����t8�s}��#�-��z��i�
��~�u�ÂI�i���¼Èaz|���
u�u � u � ��� �i�#qsz�uB·�u��6¬�z|·�uB�¿�s��uB��z|��z|���Ð½ ��~��i�s¬ Á�z ��q ��qsz����{}st8u���z�����~
t8u���qs� � ÀKÁnuoq
�P·�u��
��ug��uB�i��u � ��q
�����8u������i�OºI��}s� � �O��q
�-�^t��P�aºQuo}
��u � ����������z�t8z5G�u���qsu»��z|t*}s~��-��z��i�
�Q���#��t8u1��u��#��½
� ���{�sz�����~.�s����ºs~|u�t�z��5���i~�ug�1}s~������o�{�
��t8z����>z��>��qsu0u1���s~|���#�-��z|���(��¸2��qsu0Á�qs��~|u8�sq
����uV���
����u

Á�q
u��»��qsu^�Q����u��K��z|��~�u��suB��¬i����¸{��qsuO��������uBt q
�i�Ð��uB·�uB����~-º
����z��Q�Ð�1�i����uB���Q�i� � z|�s¬n��� � z�����z��Q�¼�7t8u1�#��������ºs~�u
��������ug��½�p�qsu8t8u1��qs� � Á2ufqQ�P·�ua�s��ug��uB�K��u � z��(��qsz��»�
���Iu�� � �{ug�o�
�������i~�·iu���q
z|�>z�����}su�Å¹z�� � �{uB�»�s���
z|t8�s���-·�u>��q
u*�sq
�i��uf���
�i�1u�u����s~��i������z|���ÐÀ
ºs}�����qsuf����t8�s}��#�-��z��i����¸.��q
u���z|t8uf�P·iu��#��¬�uPÈ¼Às��� � ����qsu��
t8u���qs� � ��qQ�P·�uo���8ºQu�}Q��u � À�¸¹����z|�
�������
�1u»��q
�i��u>��}s¬i¬�uB����u � z|�� �u1¸Æ�B½ : £�ÀÐ«B©sÀÐ«�«"<Z½

�� É������	��
��� #�
�����

µ u8Án�i}s~ � ~|zH=iu*������q
��� =��»z�~|~�ug��� ���#��qF¸¹���>qsz��>·�uB����qsuB~���¸¹}
~^��}
¬�¬�ug����z��i�
�BÀÐ�nq
��z�����z|���(�7}sºsz��#q
¸¹�i�.��q
u��1��z ��z|�B��~s��uB� � z��
¬»��¸T��qsu�t����K}Q������z|���O��� � �nqs��z��������sqsuo�nq
z��I���O¸¹�i�^����z|t*}s~��-��z��s¬ � z|���1}
����z��i�
��½
µ uf��~|����¬���uB����¸¹}s~|~|���i��=K�
�-Á�~�u � ¬�u»��q
u� 
�
���
�1z���~$��}
�s�Q�i���o��¸.���� ���� ��qs����}
¬�q���q
uf�1�i�K���#���¼��¬i�����K�
�����¼��z��i� � u� �uB�#qsuB���#q
u��n�i�
�1uB������u»�^  @nx�p���x
x{��� $��¼½

� � 4�46������ �

�æ�*��qsz����
�����BÀ-Á2u � u�����z�~K��q
unq{�{�Q����qsug��ug�7�
u�u � u � ���o�s���-·�uO��qsunuB����z|t8����ug�2ÅÆvKÈ7��� � ÅD¤�È1½�p��o�
���-·iu.��qsu
ug����z�t�����uVÅ��KÈ¼ÀI���_� �
� z ��z��i�s�
��~7������}
ta�s��z|����z|���su�u � u �?> ��qsu*�K}
tauB��z�����~7���#qsu�t8u�}
��u � ����z��K��uB¬��#�-��u
��qsu_u �i}Q�-��z|���Q����¸>t8����z|��� ��qs�i}s~ � ºIuF���Kt8�s~|uB�1��z���½ ���0Ánu�q
�P·iu�t8u��K��z|���su � z �0z|� x{ug��½¡¨�À�Ánu
�����
��z � u��2�*���{����uBt ��¸

M
�
������z|��~�ug�Oz|��ªi�*À � uB���1��z|ºQu � º{�f��qsu  ���t8z|~ �����sz����

H(
'
,
)
)
½O�7u1�

(
'

0,
)

0)ºIu>��q
u�z��sz���z���~Ð����� � z ��z��i�Ð½

����� ��  � ��1 &���	�  �!� &� 
��0� � ��� &�	����� � � ��� ������	�
H �

µ u_��}s�s�I�i��u���q
�-�8��qsu( ���taz|~������
z|���
H
z|�0��� ���
��~��K��z�����~2¸¹}s�
�¼��z��i�ÐÀ���� � ��qQ�-��z �Vz��(��	��AE,45��& ��4��

��� & � � ��� ) 4H��À���qQ�-��z��2���V���P�8��q
���*ÅÆ��u�u� �u�¸�½ : %-<ZÀs�s�_¨s«�v8��� � ¨i¤�¨�È >
� ��qsuB��u*u1��z|����� 3M

z��{·-����z����K��¸¹}s�
�1��z|���
�
Ij(
'
,
)
)
À
j = 1, . . . , 3M

ÀQ��¸���qsu � �{�
��t8z�����~���������u�t
Å�«PÈoÅ¹��qsu � u� 
�sz���z|������¸����0z|�{·P����z����K�n¸¹}s�
�¼��z��i��z�����uB����~�~|u � z���x{uB��½O¨�È"B�Á2u � u��s����u»º{�

S(
'
,
)
)��qsu�~|u�·iu�~Ð��u1����¸7��q
u�z��{·-����z|���K�2¸¹}
�
�¼��z��i�
� {Ij}1≤j≤3M

ÅU�¼¸�½�ÅD¨�È�È�B
� ��qsug��u�z|�{·-����z|���i�#� Ij ����u>z|��z��{·��i~�}s��z|���ÐÀ{zD½ ui½O������z���¸¹����qsu��1�i� � z���z|���

∀(
'
,
)
) ∈ 
 3M × 
 3M , ∀j1, j2, ∇ ' Ij1(

'
,
)
)·∇ ) Ij2 (

'
,
)
) = ∇ ) Ij1(

'
,
)
)·∇ ' Ij2 (

'
,
)
),

Á�qsu���u ∇ ' z|����qsu�¬i��� � z�uB�K��Á�z���q���uB���IuB�¼�.������q
u��Q�K��z���z|����·-����z���ºs~|uB�.��� � ∇ ) z|����qsu�¬i��� � z�uB�K�Á�z ��q���ug���IuB�1�����a��qsu�t8�itauB�K��}st�·P����z���º
~�ug� B

Ö¹Þ$ÔÐÖõú



���������
	��������������������������������� �!�"�$#%��&'�(� �"��	��*)�	�+��,-�%.�	���/102�"���3+�45��&6�7	���� « �

� ��qsuB��ufu1��z����#�o�0�su�z|¬�q{ºI��}s��qs�{� � ��¸.��q
ufz|�sz���z���~��1��� � z ��z��i� (
'

0,
)

0)
��}
�#q���qQ�-�BÀI¸¹�i�»��~�~

(
'
,
)
)z��0��qsz��n�su�z|¬�q{ºI��}s��qs�{� � ÀIÅÆz�ÈO��q
uo~|u�·iu�~T��u��

S(
'
,
)
)
z��n����t8�
���1�2��� � �1�i�s�sug�¼��u � :|«g¨�<ZÀ���� � ÅÆz�zõÈ

��qsu�¬i��� � z|u��K��� ∇Ij ��¸���qsu�z|�{·P����z����K��¸¹}s�
�1��z|���
������u>~|z��
uB����~|�Vz�� � u��Iu�� � u��K��B

���,+ � ���'15��� �!&�$��
 �  " ��� 1 ����	�
�

�7u1� � ºIu���qsu�������}
� 

/2π �

½ ¾�� � u�����qsuF��ºI�-·�u�q{�{�Q����qsug��ug��À2z ��z|���I�i����z�ºs~|u : %
À2¤�<����� 
� � �
ºI��}
� � u � �i�QuB� ��u1�

B ⊂ 
 3M �����K����z��
z��s¬ (I1(
'

0,
)

0), . . . , I3M (
'

0,
)

0))
À$��ºI��}
� � u � �i�QuB� ��u1�

B′ ⊂ 
 3M × 
 3M �����K����z��
z��s¬0��qsuaz|�sz ��z|��~.�1��� � z ��z��i� (
'

0,
)

0)
��� � ��~�������~$�#qQ���s¬iu*��¸O·-����z���ºs~|uB�

ψ
À

ψ : (
²
, θ) ∈ B × � 3M 7→ (

'
,
)
) ∈ B′ ⊂ 
 3M × 
 3M ,

��}
�#q���q
������qsu��
u�Á ·-����z���ºs~|uB�
(
²
(t), θ(t)) = ψ−1(

'
(t),

)
(t))
�iºQuB�V��q
u���z|t8�s~�u � �{�
��t8z|�B�

d
²
dt

= 0,
dθ

dt
= ω(
²
(t)).

Å�«P¨�È

��}s�s�
~�z|u � Á�z���q�z��
z ��z|��~T����� � z ��z��i�
(
²
(0), θ(0)) = (

²
0, θ0) = ψ−1(

'
0,
)

0)
½��æ�(Å�«g¨iÈ¼À

ω
z|�2��¸¹}s�Q�¼��z|���

¸¹����t 
 3M ����
 3M ½Op�qsu»���#�-��ug�¼���i����z|����qsu��
u�Á ·P����z���º
~�ug�nz�� ² (t) =
²
0
À
θ(t) = θ0 + ω(

²
0)t
½

µ u8��qsuB� t8� =�uf��qsu8¸¹�i~�~|�-Á�z|�s¬�� �s� z���z|���
��~O������}
ta�s��z|���¿Å¹��qsuV����¶æ����~�~|u �(� z|���sq
���K��z|�su�������}st8��¶
��z��i�QÈ��i�5��q
u0·�ug�¼�����

ω(
²
0)

> ��qsuB��u0u1��z|�����a�_�����
�������i�
C0 > 0

��� � ��� u����Q�i�su��K�
γ0 ≥ 0

��}
�#q
��q
�-�

∀α ∈ � 3M \ {0}, | α · ω(
²
0) | ≥

C0

| α |γ0

,

Á�q
u���u�Ánu>�s����u | α | = α1 + . . .+ α3M
��� �

α · ω(
²
0) = α1ω1(

²
0) + . . .+ α3Mω3M (

²
0)
½np�q
z|�

q{�{�I����q
uB��z|�$t8uB���
�$��q
������qsu �K}
���K��z ���
α ·ω(
²
0)
�����a¬�u��O�1~|�i��u^��� GBu����o�i�s~|��z ¸ | α | ¬i�{uB�����»z��& 
�sz�����½

¾�� � u�����qsua������}
ta�s��z|������q
������q
u  ���t8z�~����i�sz|����¸¹}s�
�1��z|���
H
z������Q��~|�i��z|����� � z|�i��u�¬i����ºs~�uiÀ
��� �

��qsu � z|���sqQ���K��z|�su�������}
ta�s��z|���ÐÀ����su������ �s���-·iu*��qsuV����¶æ����~|~|u � uB��¬i� � z|�f��qsu��i��uBt ÅÆ��u�uVx{ug��½�¨���� �
 �u1¸Æ�B½ : ¥{À %�<¹È¼½

Ô�Ô â�Isò1ë1ñ#ó



¨�© ����� ��� �������
	���� �-�"& � 4�4H���� ����� � ���"&6�7����������	 ��	�+�������� ��� �"� ����	���� � � 	�4�4
��������+��"��� �7� �

� ��+-���������2���

:�« <�� ½ ��½Ð��~|~|u��F��� � �f½ ¦Q½Óp�z�~ � uB��~|u���À�� 	��AE,+�& � ���"���3+�45��&6�7	�� 	 .34 ��� +��7-�fÅ $��{¸¹��� � x��1z|u��
��u*�O}
ºs~�z�¶
�B�-��z��i�
��ÀÓ« ��£{¤�È¼½

: ¨�<��f½�Cs��u���=iu�~Q��� � 	»½Kx{t8z��BÀ�� �  � ���"& ���,�������� 	�4H����+�45��� �"����+�4H��&6�7	�� ��.�� 	�� ��4 ��	��"��&����*� & 	�� E�E,4 ���
����& �7	����¼ÀI¨�� � u � ½7ÅU����� � u�t8z|�»�O��uB���BÀ
¨�©�©K¨�È1½

: ª�<�� ½ @�½Qp7}
��=iu���t����0��� � �a½ ¦
½s�F�������K�Q�sÀ�� �,������"& ��� ���� �1� 	� � �"� �!	�4H��� +�4H���* ���,���3�7�����A& ��� ���
� ����+ ���*��� �� E�E,4 �7����& �7	����¼ÀI¦Q½s�Oq{���B½Q�nqsu�t�½ 		��
�7ÀT«P¥ �sÀ
¨�©�©i©s½

: v <�xÓ½ �f½ 	2��� � À 	»½ ¦Q½7�7u�z|t�={}sq
~�uB����� � 	»½ 	»½Ð����z|� � À �,� ���*	-��� �  	���� ��������� � &'��	��.�	�� � 	����"& ��� &
& � � E ��� ��&6+����$�!	�4H��� +�4H���� ���,���3�7���¼ÀQ¦Q½Q�n��t8�s}��g½s�Oq{����½������QÀT«i«�v
ÀÓ« � � �s½

: ¥�< @�½Q�2���
��rB�BÀ�C2½
�2������uB~�~��sÀ{�Oq7½Q�nq
������z|u��gÀ�@�½�C
���i}ÐÀ
�o½��Ðu 	n��z���À�C2½s�Ðu�¬i��~|~I��� � �a½�p�}s��z��sz��1zDÀ�z|�
�
��uB�
���#�-��z��i�Ð½

: %�<>Çf½ �¼½Q�����s��~ � À?/(��&'��� �!��&6�7� ��4 �!��&'��	�-�3	
.���45�-���"�7� ��4 �!��� � ��� �7�"�>ÅUx{�s��z|�s¬�uB��¶ZÇ.u���~|��¬
ÀT« �i£ �KÈ¼½
:Ý¤-< @�½  o��z|��uB�BÀ5�nqÐ½��7}sºsz��#qÐÀ �a½ µ ���s�suB�BÀ � ��	�� � & �"�7� � +��!� �"�7� ��4F��� & � ������& �7	������,& �"+ � & +�� ���

E ������� �"����� � ��4 � 	��"��&'���3� .�	���� � ����,��� �*0�� � ����� � &6�7��4 ����+ ��& �7	�����ÅUx{�
��z|�s¬�uB��¶ZÇ.u���~���¬
À�¨�©i©i¨iÈ¼½
: £�<*�nq7½�x��#q�������uF��� � µ ½� �}sz���z|�s¬i�
À�z�� > �3���,�)�	�	�� 	
.F� +��!� �"�7� ��4 ���,��4��-��� ��� � 	�4 ��! �"��E � � �7��4

��	�4�+�� ��� �%	�� E +�& ��& �7	��,��4 ����� �3� �"&6� �aÅU���i����q�¶  ���~|~|��� � À
¨�©�©�ªKÈ¼½
: ��<� �½ #a½Q �}sº
z��
����uBz��7À$� ����+�4H��&6�7	�� ��� !&'����/ 	�� & � � ���"4H	1�!� &�� 	�8Å µ z�~|u��iÀ7« �i£s«PÈ¼½

:|«B©�<>�*½Ð�7��z��QÀÐ�5½T��������z|�su�~|~��QÀ�� � � ��E,�����*.������ �
��� ���6� � �3��� ��� ��À7�O������½Ó������~D½Ð����� � ½Ðx��1zD½Ó¾ox��&%'%ÐÀ
«P¨�¥ %i¨�Às¨�©�©i¨s½

:|«�« <>� ½  �½Ðx{�i��uB�
��u��ÐÀI��½ Cn½TÇ.����u��gÀ�� � � E � ����&6+���� �
� ������4H� ����& ��  ��� �����7�"� .�	��*������+�4H��& �7	�� 	 .3����.���� �
� + � � & � ����� &7�¼À
¦Q½Q�nqsu�t�½s�^qK���B½$��)(ÐÀ �i¥ � �sÀs¨�©i©�©
½

:|«g¨�< �a½ C2½Qx{z|t8ta�i�
�BÀ�� 	�E�	�4H	 � � ���,1� 	� � �"� ���,��4 �-�"� �>ÅU�_� �»�#�PÁ�¶  �z�~|~DÀÓ« � %iªiÈ1½

Ö¹Þ$ÔÐÖõú



���������
	��������������������������������� �!�"�$#%��&'�(� �"��	��*)�	�+��,-�%.�	���/102�"���3+�45��&6�7	���� ¨s«

� 	*�*"$���*"$�

��� �T°B± Î Ï �$³�° � Î � �

( # ² ����¯ Ê °B° � ���6²��$Ï�± Ê ¯ ��$¹° �

� � ��� Ê ± �Æ³�²"$ Ê
�
²&� ) $ Ê ¯ �

ª
½�« �n�i~�~|uB�1��z|������¸�q
����t8���sz��o�i���1z|~�~��-�����#�(½�½>½�½>½�½�½>½�½>½�½»½�½>½�½�½>½�½>½�½>½�½�½»½�½ £
ª
½ ¨<p�q
u �>u��s~|u����s����ºs~|u�t ½�½>½�½>½�½�½»½�½>½�½>½�½�½>½�½>½�½»½�½>½�½�½>½�½>½�½>½�½�½»½�½ £
ª
½ ª %i©a�
������z��1~|uB��z|���a����}
�
������u � �ÐuB�s�
��� � ¶æ¦i���sug�^�I����u��K��z���~o½»½�½>½�½�½>½�½>½�½>½�½�½»½�½ «i«
ª
½ v $o�
u»�Q������z��1~|u»z|��� � ��}sº
~�u�Á2u�~|~Ó�Q����uB�i��z|��~F½>½�½�½>½�½>½�½»½�½>½�½�½>½�½>½�½>½�½�½»½�½ «P¨

� � Î ��³�$ �$¯ � Î �$¯ � �

�  ) )^Ê �$Ï �
�

���
¥s½�« �o����}st8����z��i�
��������q
u# ���t8z|~ �����sz�����¸¹}s�
�1��z|���

H
> ½�½>½�½»½�½>½�½�½>½�½>½�½>½�½�½»½�½ «g£

¥s½ ¨<�oz|���sq
���K��z|�su�������}
ta�s��z|��� > ½�½>½�½�½»½�½>½�½>½�½�½>½�½>½�½»½�½>½�½�½>½�½>½�½>½�½�½»½�½ « �

Ô�Ô â�Isò1ë1ñ#ó



Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Futurs : Parc Club Orsay Université - ZAC des Vignes
4, rue Jacques Monod - 91893 ORSAY Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique
615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38334 Montbonnot Saint-Ismier (France)

Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis : 2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)��������� �	��
�

���������� ��� ���

ISSN 0249-6399


