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VXWZY�[�\^]=_a`cbd[�eZfhg6ijblkSm�\�iBkonpijbl[�bhqrgsirbdkom
t \�qrucqvirYM[�\MqBw�kS[�nZfl\�xp\Mq
y{zjks|}\�i�~�zjgSw�i�gsfd\Mq

��gonZn�kSzvi t \^zj\Mw�WZ\Mzjw�W�\�m0��]S����]O_a�XkS�pi��s�S�o��_��p��n�gs�S\Mq

�#���M���6�Z�o�o�I� goqr\ t kSm�irWZ\�irWZ\Mkozju�ko�{mZkomZ�?mZ\M�Sgsirbd�o\�qreZn�\Mzr[�gozvijblmZ�2gsfd\MqM �w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\�zj\MqreZflijq¡gszj\
n�zrk6�S\�m��¢kSz{g t gonpirbd�o\�£v¤o¥j¦0§c¨�©�ªD«Bb¬ijWI­^gse�qjqvbhgsm=[�eZijg6ijblkSm�qM ogsm t �S\�ko[�\�irzjbdwMgsfpw�kSm2�S\�zj�o\Mm�w�\®zjgsir\Mq
gozr\ t \�zjbl�S\ t°¯�± m,irW�\8²o� t bd[�\�m�qrbdkom�gof�wMgoqr\#³´²¶µ·¤F¸� 0ijWZ\=gofl�Skozjb¬ijWZ[�qvire t bl\ t WZ\Mzr\8e�qr\Mq�g t bl¹0\Mzr\MmSi
qvir\Mnp�ºqvbd»�\.eZn t g6ij\.bdm¼\Fgow�W t blzj\Mw�irbdkom ¯�½ k6«¾\��o\MzM 	ijWZ\¶w�zjb¬ijbdwMgsfX�6gsfdeZ\��¢koz=irWZ\¶qvir\Mnp�¿qrbd»�\o ®gsm t irWZ\
zj\MqreZflirbdmZ�Àw�komc�o\Mzr�S\�m�w�\Iz�g6ir\ t kOmZksi t \�n0\�m t kSmÁirW�\ t bl[�\�m�qvbdkom ¯ VXW�kSqr\�zj\MqreZflijq=gszj\ t bhqrw�e�qjqv\ t
«BblirWDzr\Fqvn0\Mw�i�irk�nZzj\��cblkSe�q�«¾kozjÂpq ¯ VXW�kozjkoeZ�SW.mceZ[�\Mzrbhw�gofPbdm2�S\Mqvirbd�Sgsirbdkom�qBkSmDqrko[�\I��� t bd[�\�m�qrblkSm�gsf
�¢e�m�w�ijblkSm�qB�6gsfdb t g6ir\�ijWZ\^irWZ\Mkozj\�ijbdwMgsfÃzr\Fqve�f¬i�q ¯
Ä¶Å2ÆÃÇjÈ�É �6Ê��o� g t gsnZirbd�o\�\��Skofdepirbdkom�gszju�gsfd�okSzrblirW�[�qM �\M�okSflepijblkSm,q}ijzjgsir\M�obd\MqM Z[�gszrirbdmZ�Sgofl\Fq� 0w�komc�S\�zr�
�S\�m�w�\�gsm�goflupqrbdqM czjgsir\^ks�	w�komc�S\�zj�o\�m�w�\

Ë;Ì�Í´Î�ÏHÐºÑ�Ò6Í?Ó�ÔºÑ?Ó�ÕÖÐ}×rØsÙ¢Ú�ÛÜÙÞÝÀÛPÎ�Ô}ßMà4Ð}á4Ô}Î�à4Í¢ÑvØ2â°Ì�ãvä�åFØoæ�çFãvå�èXécê.ë°ì�ê0íFÚ�ÝZîOëÃÐvïFÐ}ðoØ6Ò6ÍHÓ�á4Ô}Ðñ ëÜê�Û�ò^Ù´ëÜíXó�ê0Ú�ÌÃë�Ø6ëÃô ÑHõ{ö�Ð}×?ÔvÓ�Í¢Ñ?Ð}×rØSæ�æj÷�å�åBò�Ó�Í´á4ÐºøÞépÓjødùÃÓ�ÕÖÕÖõ}Ð�Ø6Ò6ÍHÓ�á4Ô}Ð�Ø újÓ�àFû�ÐvÍ¿ü�úrÕÖÐ}ý4Í´ôÖ×}ü�þ�Ô}Ð}ÍHÿBôÖÔ}×�� Ð}á � Ô�� �lÍ
� Ì�Í´Î�ÏHÐºÑ�ò^Ù´ë.ò^Ý�ë�Ø4Ù¢Ú�ÛÜÙÞÝÀÛPÎ�Ô}ßMà4Ð}á4Ô}Î�à4Í¢ÑvØ2â°Ì¶ãvä�åFØoæ�çFãvå�è¾écê.ë°ì�ê0íFÚ�ÝZîOëÃÐvïFÐ}ðoØ6Ò6ÍHÓ�á4Ô}Ð
� ò�Ó�ÍHÔ�� íMÔ��FÎMÐ}á6Ó�à4Ð}Í?þ�ôÖá4Í´ô Ó	� �dÍ



� �.
������P�&!.� '8"P�	
^"��B�����B� !��}% $�����
I"���������
�!.
��#"�
^"���$��B�

��� �	��
 � �
� \ t kpw�eZ[�\�m2iPnZz��Mqr\�m2ir\	f�� ��ire t \{[�g6irW���[�g6ijb��2eZ\ t � eZmZ\®w�fhgoqjqv\ t � gsfd�okSzrblirWZ[�\Fq t � kSnpirbd[�bdqjg6ijblkSm
qvirkpw�W�gSq}ijb��2eZ\FqPqrn��Fw�b����2eZ\�[�\MmSi t � t b��Fq���f�� konpijbl[�bhqrgsirbdkom�z���\Mflfd\��°fd\Mq�qvirz�g6irYM�obd\Mq t � �M�okSflepijblkSm ¯�� m�epijb¬�
fdbhqrgomSi^fhgIijW���kSzrbd\ t \Fq�[�gozvijblm��Sgsfd\MqM ÃkomÀnZzrkSeZ�o\8fdg.w�kSmc�o\�zj�o\Mm�w�\ t \.£v¤o¥�¦�§®¨Á©�ª g t gonpijgsirbl�´q t gsm�q
fd\�wMgoq t \��¢kom�w�irbdkom�q��I[=bdmZbd[�bdqr\�z�z����SeZfdblYMzr\Fq ¯! m¶[=kSm2irzj\�gse�qjqvb��Se�\�fl\FqB�cb¬ij\Mqjqv\Fq t \�w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\
qrkom2i��"��ko[#��irzjb��2eZ\Fq ¯%$ \Fq�z��MqreZf¬i�g6i�qXirW��Mkozjb��2eZ\Fq�qrkom2i�\�m�qveZblir\8w�ko[�n�goz&�FqB\�i¡�4goflb t �Fq�g4�o\Fw�fl\Fq�\�xpn'���
zjbd[=\Mm2ijg6ijblkSm�q¾mceZ[#��zjb��2eZ\Fq t \�w�\FqBgsfd�okozjblirWZ[�\Mq ¯
(·É �F� Ç ��) � � � gsfd�okozjblirWZ[�\Mq*�M�okofdepijblkSmZm�gsbdzj\Mq�g t gonpijgsirbl�´q� ¾q}ijzjgsi&�M�obd\ t � ���SkofdepirbdkomP ;[�gszrirbdmZ�Sgofl\Fq� 
w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\o 2�cb¬ij\Mqjqv\ t \�w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\
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`pblm�w�\TirW�\�bdzPbdm2�S\�m2irbdkom�bdm^irW�\;[�b t �¿qrb¬xcijbl\Fq;³´qr\�\{irWZ\¾qv\M[=bdm�gof$#0k2kSÂpq%#cu��B\Fw�WZ\�m
#0\�zj�'&)(�*2gom t `pw�Wc«¾\��¢\�f
&d�M��*Þ¸�  � �okSflepijblkSm.`2ijzjgsir\M�obd\Mq®W�g4�o\�#�\M\�mIijWZkozjkoe��oWZfdu�q}ije t bd\ t �¢zrkS[ irWZ\¡irWZ\Mkozj\�ijbdwMgsfÃn�kSblm2iXks�P�cbd\�« ¯

� gozrfduDqvire t bl\Fq^kom,i}«¾k.�o\�zju¶n�gozvijbdw�eZfdgoz��¢e�m�w�ijblkSm�qI³ÞijWZ\+�-,/./01�	0�gom t irWZ\324�������657���v¸^W�g4�S\=w�komp�
w�\�zjmZ\ t irW�\¾n�zrkS�ozj\MqjqPz�g6ij\¾ko��ijWZ\�£}¤98,¤F§2¨�©�ªX ogom t W�g4�o\¾fl\Fg t  $#2u8\�xcirz�gsn0kofhg6ijblkSm�irk�gomcu^�¢eZm�w�ijblkSmÜ 
ijk�ijWZ\¡�´gs[�koe�q:���;0=<�>9�4?@.�zjeZfd\ ¯ VXWZ\�W2e��o\�#0k t u�ks��«®kSzrÂA#cu � \Muo\MzM 2blm�w�fde t bdmZ�8[�gom2uIgozvijbdw�fl\Fq� cgsm t
qrko[�\MWZk6«�qreZ[�[�gszjbl»M\ t blm�WZbhqB#0kckoÂ"& ��*¿ 2W�goq	nZe�zjqreZ\ t goflkSmZ��qvbd[�blfhgszTfdbdmZ\MqM 2qvire t ucblmZ��[�kSzr\X�o\MmZ\�z�gsf
gofl�Skozjb¬ijWZ[� P�¢zjko[ irWZ\#�¢eZfdf�£6CED ¥=¦�§¾¨ ©�ª irk,irWZ\O£FCHG�CT¥�¦�§¾¨ ©�ªK«BblirWÁzj\Mw�ko[�#Zblm�g6irbdkom gsm t irWZ\
£v¤o¥�¦�§Z¨JI^¨#ªLK,¨I©�ª¶«Bb¬ijWIqv\Mf¬�Þ�ºg t gonpijgsirbdkom ¯�½ k6«¾\��S\�zF 4irWZkSeZ�oW��obd�cblm���bl[�n0kozrijgsm2iTbdm�qvbd�oW2i�q{g�#0koepi
ijWZ\�«Xg4u � `¶gow�ire�goflfdu.«®kSzrÂÃ ZijWZ\�q}ije t u�ks�TfdkcwMgsf�nZzjko�ozj\MqjqX[�\MgSqveZzj\MqM �qre�w�WDgSqBijWZ\�nZzjko�Szr\Fqrq�zjgsir\o 
t k2\FqXmZksi�fd\Mg t ijk��ofdk$#�gofÜw�komc�S\�zj�o\�m�w�\�zj\MqreZflijqXko�PirW�\�gsfd�okozjblirWZ[ ¯
`ckS[�\��ofdk$#�gsf�w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\Xzr\FqveZflijqM Sirko�S\�ijWZ\�z®«Bb¬ijWIirW�\¡goqjqrkcw�bdgsir\ t ³¢�o\Mko[�\�ijzrbhw�gofh¸	w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\

z�g6ij\Mq�W�g4�S\M#0\�\Mm k$#pi�gsbdmZ\ t �¢koz�w�komc�o\�x¶�¢eZm�w�irbdkom�qN& Op {�F��*¿ �gsm t �¢kSz�g�w�fhgoqjq^ks�¾�¢eZm�w�ijblkSm�q�qrflbd�oW2ijflu
[�kSzr\��S\�mZ\Mzjgof°irW�gsm �2e�g t zjgsirbhw^�¢eZm�w�irbdkom�qM 0irWZ\=qvko�¿wMgsfdfl\ t £QP(¨SRO§T¨UTWVYX�Z�[;\
]6^J_=Z�[%`�acbÀ�¢eZm�w�irbdkom�q
& ��* ¯ VXW�\Mqr\�fdgsivij\�z�zj\MqreZflijq t \FgsfÜ«BblirW�ijWZ\"�75$�d,;?Q�@e�0¡�o\MzjqrblkSm�ko��\M�okSflepijblkSm¶q}ijzjgsir\��Sbl\Fq� pbdm¶«BWZbhw�W�irWZ\
qvir\Mnp�ºqvbd»�\Xbhq{w�kS[=n�epir\ t gsi{\MgSw�W8blir\Mzjgsirbdkom�gow�w�koz t bdmZ��ijk�qvkS[�\¾[�\FgoqreZzr\XkSm8ijWZ\�w�e�zrzj\�m2iTn�kSnZeZfhg6ijblkSm
³¢irWZ\¾ij\�zj[=bdmZkSflkS�ou�e�qr\ t WZ\�zj\¾bdq�i�gsÂo\Mm��¢zjko[f& g�*¢¸ih�m�gs[�\�fdu�ijWZ\XmZkozj[ ks��irWZ\B�Szjg t bl\Mm2i�ko��irW�\ ��irmZ\Fqrq
�¢e�m�w�ijblkSm ¯

j�ksir\^ijW�g6iBijWZ\�zj\MqreZf¬i�qBbdmk&d�M��*PW�g4�o\l#0\�\�m,w�zrblirbhw�bd»�\ t bdmm& ]$*? �blm�«BWZbhw�W¶gsm�gsm�goflu2irbhw�gofÜgsnZn�zrk2gow�W
bhq¡nZzrk6�cb t \ t bdm¶irW�\=wMgoqr\�ks�	irW�\=qrnZWZ\Mzr\��¢e�m�w�ijblkSm,«BWZ\�m,irWZ\=q}ij\�np�ºqvbd»�\8bdq�irWZ\=mZkSzr[ ks�TijWZ\�n�gozr\Mm2i
blijqr\�fl� ¯T± m.irW�gsi�w�gSqv\S SijWZ\�qvirzjkomZ��fhg4« ks��fdgozr�S\¡mceZ[�#�\MzB�obd�o\FqBgsm�gsfd[=k2q}i�qreZzj\^w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\ ¯

VXWZ\Àq}i�g6ir\��?ko�Þ�HijWZ\��ºgszri�blm n�zjgSw�irbhw�gof � `Ã ¾WZk6«¾\��o\MzM ®zr\Fw�kS[=[�\Mm t q�e�qrbdmZ�n�10=� �4<o�75$�4,�?-�@e�0 � `Ã ¾bdm
«BW�bdw�WOirW�\#q}ij\�np�ºqrbl»M\�bdq�g t |}e�qvir\ t #2uDirWZ\#\��okSfleZirbdkom b¬i�qv\Mf¬��gsi�irWZ\Ibdm t bd�cb t e�gsf{fd\��S\�f ¯qp WZ\Mzr\Fgoq�ko�
w�koeZz�qr\#ijWZ\�zr\FqveZflijqA#cu � \Muo\�z�kSm¼ijWZ\Á£}¤S¥j¦0§¿�YI0�ºªLK��¿©8ª t k g tZt zj\Mqjq=qr\�fl�Þ�ºg t gonpirbd�o\ � `r& ��*? ¾komZfdu
zj\Mw�\�m2irfdu qvkS[=\D�ofdk$#�gof�w�kSm2�S\�zj�o\Mm�w�\�zj\MqreZf¬i�qIzj\��2gsz t blm��Áqv\Mf¬�Þ�ºg t gonpirbd�o\ � `2�?fdbdÂo\Àgofl�Skozjb¬ijWZ[�q�«¾\�zj\
n�e/#ZfdbdqrWZ\ t &)sp Ã�o��* ¯{½ k6«¾\��S\�zF oijWZ\�gsfd�okSzrblirWZ[�qXqvire t bd\ t bdm#ijWZkSqr\¡«¾kozjÂpq t k=m�ksi�w�kSm�qvb t \Mz;ijWZ\�q}i�gsmp�
t gsz t mZkSzr[�gof0[8epijgsirbdkomÜ t#Zepi�z�g6irW�\�zXe�qr\�g=qrbd[=n�flb���\ t [8epijgsirbdkom�kon0\�z�g6ijkoz ��kSmZflu�g ��mZb¬ij\�mceZ[�#0\�z
ko���4gozrbhg6ijblkSm�ko�^irWZ\Oq}ij\�np�ºqvbd»�\,gozr\,goflfdk6«¾\ t blmu&)s�*¿ B«BWZbdfl\v&d�o�=*�w�kSm�qrb t \Mzjq#g eZmZbl�¢kozj[ [8epijgsirbdkom ¯
w,kozj\�k6�o\MzM �irW�\Mqr\�«®kSzrÂpq¡komZfduDw�kSm�qrb t \Mz�irWZ\Iqrbl[�nZfd\�gsm t qru2[�[�\�ijzrbhw�gof	�¢eZm�w�irbdkomSx	£Fb0§'y{z b|z ¯ ~�b¬�
m�gsfdfluS |&)s�* t kc\Mq�mZkoi¡�Sbl�S\8gsmcu�\Mqvirbd[�g6ijblkSm,ks�{ijWZ\�w�komc�S\�zj�o\�m�w�\�z�g6ir\S °gsm t irWZ\=nZzjk2ko�{blm}&l�S��*Tzr\Mflbd\Mq
kSm¼g¶mceZ[�\�zjbhw�gsf¾\Mqvirbd[�g6ij\#ks��qrko[�\IbdmZ\ �Se�gsfdb¬i}uO��irWZkSeZ�oW ijWZbhq�[�bd�oW2i�#0\�bd[�nZzjk6�o\ t bdm ijWZ\�m�\Mgsz
�¢eZireZzj\ ¯ ��m¼bd[�n�kSzvi�gsm2i�n0kobdmSi�g�#0koepi8irWZ\Fqv\Ii}«®k,fhg6irir\Mz8zj\MqreZflijq�bhq�ijW�g6i8irWZ\Mu e�qv\#irWZ\#irWZ\MkozjuÀko�
qreZn0\�zr�?[�gozvijblmZ�2gsfd\Mq~&d�F�c*¿ cg�[�kozj\�qvkSnZWZbhq}ijbdwMg6ij\ t ir\Fw�WZmZb �2eZ\�ijW�gsmIgoflf�nZzr\M�cblkSe�qvfdu�w�blir\ t «¾kozjÂpq�³¢«BblirW
ijWZ\�zj\�[�gsz �2e�g�#Zfd\�\�xZw�\�nZirbdkom�ks��& O�*Þ¸ ¯

VXWZ\�qjgs[�\�qve�n�\Mzr[�gszrirbdmZ�2gsfd\�ir\Fw�WZmZb �2eZ\�bdqBgofdqrk=e�qv\ t bdm�irWZ\�nZzj\Mqr\�m2iBgszrirbhw�fd\o cijk�gom�gsfduc»�\^qvkS[�\
g t gsnZirbd�o\ � `�«Bb¬ijW ­^gse�qjqvbhgsm [�eZijg6ijblkSmÜ ¾blm «BWZbhw�W irWZ\,qvir\Mnp�¿qrbd»�\�bdq�g t gsnZir\ t \Mb¬ijWZ\�z�e�qrbdmZ� irWZ\
t bdqvijgom�w�\#irk,ijWZ\.�ofdk$#�gof;konZirbd[�eZ[ koz=e�qrblm��D�oz�g t bl\MmSi8blmp�¢kSzr[�gsirbdkomÁg�#0koeZi�irW�\ �ZijmZ\Mqjq��¢eZm�w�ijblkSmÜ 
#�epi®bdm�g t b¬¹Ã\�zj\�m2iX«¾g4u�irW�gomIblm�&l�F�p c��* ¯ w,kozj\�k6�o\MzM sirWZ\�qvn0\�\ t ks�Pw�komc�o\Mzr�S\�m�w�\Bbdq¾gsfhqvk8q}ije t bd\ t �Tgoq
bdmInZzj\��cbdkoe�q{zr\Mfl\M�4gom2i;«®kSzrÂpqM Sqrko[�\��S\�ko[�\�irzjbdwMgsfZeZn�n�\Mzv��#�kSeZm t q¾gszj\ t \Mzrbd�o\ t  Sgom t ijWZ\�bdz®qrW�gszjnZmZ\Fqrq
gozr\¡ir\Fq}ij\ t irW�zrkSeZ�oW.mceZ[�\�zjbdwMgsf°\�xpn0\�zjbl[�\MmSi�q ¯
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VXWZ\Àgszrirbhw�fd\.bhq�kSzr�2gsmZbd»�\ t gSq��¢kofdflk6«�q ¯ j�\�xci#qv\Fw�ijblkSm��¢kSzr[�goflfdu t \Fqrw�zrb #0\Mq=irW�\Dg t gonpirbd�o\ � `
e�m t \�zTqvire t u ¯|p \Bw�kSm ���SeZzr\ � `�«Bb¬ijW=gom8g t gsnpijbl�cbli}u^irW�gsi�\M�okofd�o\FqP[�kSzr\ t \�ij\�zj[=bdmZbhq}ijbdwMgsfdflu^ijW�gsm=bdm
qvijgom t goz t qr\�fl�Pg t gonpijgsirbd�o\ � `¶³´qr\�\��¢kozj[�eZfhgI³}�4¸L#0\�fdk6«�¸ ¯ `c\Fw�irbdkom����obd�o\FqTijWZ\¡w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\Bzr\FqveZflijq
gom t qvn0\�\ t ks�{w�kSmc�o\�zj�o\Mm�w�\�zj\MqreZf¬i�q ¯ ~�blz�q}iF ZijWZ\�kom�\�� t bl[�\Mm�qvbdkom�gsfÜw�gSqv\�bhqXijWZkozjkoeZ�SWZfdu#q}ije t bd\ t �¾bdm
ijWZ\�wMgoqr\�ks�	irWZ\8qvnZW�\�zj\^�¢eZm�w�ijblkSmDgsm�gsfduSijbdwMgsf°zj\MqreZflijq�gozr\�k7#pijgoblmZ\ t  t#0\��¢kSzr\�i}«®k t bl¹Ã\�zj\�m2i�«Xg4ucqXko�
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\Fgoqrblfdu kom�irW�\�qrnZWZ\Mzr\��¢eZm�w�irbdkom�¸ ¯  m¼ijWZ\�ksirW�\�z�W�gsm t  {ijW�g6iIko�¡\��6gofle�gsirbdmZ�VgT£�� "®£Qx	£ ��� §v§r§ t \��
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ijW�g6i�ijWZ\Igszj�oe�[=\Mm2ijq�e�qr\ t irk�ijzr\Fg6i^irWZ\�[�bdmZbd[=bd»Mgsirbdkom ks� xÁgofdqrk�WZkof t �¢koz^ijWZ\�[�blmZbd[�bl»Fg6ijblkSmOko�
]6[{£Qx°§ ¯  �;w�kSeZz�qv\S 0qrblm�w�\�ijWZ\8g ¯ q ¯ w�komc�S\�zj�o\�m�w�\^ks��x	£ ��� §Bbd[�nZflbd\Mq¡ijW�g6i�ks� ]F[{£-x	£ ��� §r§� °«¾\�ÂcmZk6«
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x	£ � � § �! 3"��� * �%9 £QT1\
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\ �2eZbl�6gofl\Mm�w�\^«BbdflfÜ\Mm�g�#�fl\^e�q¾ijk�ir\MqviBirW�\�konpijbl[�gsfdbli}uIks��koeZz�gom�gsfdupqvbhq ¯

 mZfdu#mceZ[�\Mzrbhw�gof0zj\MqreZflijqBw�kom�w�\�zjmZblm���ijWZ\�w�gSqv\�&Á£6b0§ y z x < £FbÃ§1zp«Bbdfdfi#�\�qrWZk6«Bm.WZ\�zj\ ¯
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\�xpn�\Mzrbd[�\�m2ijq�³´«BWZ\�zj\ � µ s�bdq¾ijWZ\��6gsfdeZ\^e�qv\ t blm¶��qjqreZ[�npirbdkom ³ ½ �o¸º��³´blbÞ¸v¸ ¯

x � £FbÃ§ y � .
� bp. +�x�b�� s
b ����

����"Ü£6b0§ +�x�b¶µ s ³?�$so¸

Ù¢Ú�ÛÜÙÞÝ



���������	��

������������������������� �F�

0 1 2 3
σ

−3

−1

1

3

5
M=2 ln(1 + σ  C h(σ, λ))
M=2 numerical speed
M=8 ln(1 + σ  C h(σ, λ))
M=8 numerical speed

0 5 10 15
λ

0

2

4

6

8

10
numerical σc(λ)
theoretical σc(λ)

³´g2¸ ³6#�¸
~�bd�oeZzj\�� �¡³´gS¸XVXW�\�kozj\�ijbdwMgsfÜgom t mceZ[�\�zjbdwMgsfÜqrn�\M\ t qBko�{w�komc�S\�zj�o\�m�w�\¡�¢kozB�¢eZm�w�irbdkom�q�x . gom t x�� ¯ ³F#�¸j�eZ[�\�zjbdwMgsfiI �o ����� £?¦�§Bgom t irWZ\Mkozj\�irbhw�gofiI �o £H¦0§ ¯

~�bd�oeZzj\¼� ³F#�¸#nZfdksijq ¤R
�'
� 4 �

]F[{£-x . £ � �� §v§�gs�2gsbdm�qviIirWZ\OmceZ[�#0\�z.ks���S\�mZ\Mzjgsirbdkom�qI�¢koz t bl¹0\Mzr\MmSi
�6gofleZ\FqXks� I ¯ VXWZ\^zr\Mfdgsirbd�o\^\�zjzjkoz

g{£6]6[{£Qx . £ �'� §v§v§T¨ ���� � � 4 � ]6[{£Qx . £ ���� §v§�� � � � 4 � ]F[{£Qx . £ � �� §v§
�Sbl�S\�m3#cu�\	�2e�gsirbdkom¼³?�6]c¸� Ãbdq�WZ\Mzr\�#�kSeZm t \ t #cu1s"H sZ¤ ¯ VXWZbhq^w�kSzrzjk$#0koz�g6ij\Mq¾irW�\8fdblm�\Mgsz�z�g6ir\8ks�®w�komp�
�S\�zj�o\Mm�w�\�nZzj\ t bhw�ij\ t #2u#koeZzXijWZ\�kSzr\�irbhw�gsfÜqvire t u ¯
~�bd�oeZzj\#� ³´g2¸�nZflkoijq^ijWZ\#qrflkSn�\Fq^ks�XirW�kSqr\=fdbdmZ\Mgoz��¢eZm�w�irbdkom�qI³ t \�ij\�zj[�blmZ\ t e�qrblmZ�¶fdbdmZ\Mgoz�zr\M�ozj\Mqv�

qrbdkom�q�¸� 	gsm t ijWZ\�irW�\�kozj\�ijbdwMgsf{�6gofleZ\Fq�I � � £6IÃ¥�¦�§M ��¢koz8¦ y �Dgom t �¢koz #0ksijW �¢eZm�w�irbdkom�qMx . gsm t x�� ¯� koirWÁw�e�zr�S\Mq^W�g4�S\�irWZ\.qrgo[=\IqrW�gon�\Fq ¯ w¶kSzr\Mk6�o\�zF ÜkSm irWZ\Fqv\��¢e�m�w�ijblkSm�q� �ijWZ\IijWZ\�kSzr\�irbhw�gsf #�kSeZm t q
bdm t \M\ t eZm t \�zj\Mqvirbd[�gsir\�irW�\^irWZzj\MqrWZkof t  ZgSqX\�xpn�\Fw�ij\ t°¯
`2ije t ucbdmZ��komZfdu��¢kSm�w�ijblkSm x .  cirWZ\�bdm2ir\Mzjqr\Mw�irbdkom+#�\�i}«®\M\�m�irWZ\^ijWZ\�kSzr\�irbhw�gsf°w�eZzr�S\�gom t irWZ\�xc�ºg6xpbdq�Sbl�S\Mq=gDmceZ[�\Mzrbhw�gofXgonZnZzjk4xpbl[�g6ijblkSmUI �o £ �2§ � ¤8H �Àko��irW�\�ijWZ\�kSzr\�irbhw�gof®�6gsfdeZ\ I o £ �2§ h gom t blm�irWZ\

qr\	�2eZ\MfH �I �o ����� £��c§�«Bbdfdf t \�mZkoir\.irW�\.bdm2ir\Mzjqr\Mw�irbdkomU#0\�i}«¾\�\MmÁijWZ\¶\�xpn0\�zjbl[�\�m2i�gsfBw�eZzj�o\�gsm t irW�\�xc�
gsxpbdq ¯ ~Zzjko[ ~�bl�SeZzj\=�À³´gS¸� °b¬i�w�kS[�\Mq�irW�gsi'I �o

�	��

£��c§ �
�"Hd¤ ¯+� \ ��mZbdmZ��qvbd[�blfhgszjflu I ��

�	��

£ �2§¡goq¡irWZ\

w�zrblirbhw�gofXn�kSblm2i�ks�¡irWZ\�ijWZ\�m2e�[=\Mzrbhw�gof�w�eZzj�o\S {bliI[�g4uÁgofdqrkk#�\�mZkoir\ t kSmÁirW�\,qrgo[=\�~�bl�SeZzj\�ijW�g6i
I �� £��c§ 	}I ��

�	��

£ �2§ ¯

± i	[�g4ul#0\;k7#�qr\�zj�o\ t �¢zjko[KijWZ\®qjgs[�\®~�bd�oeZzj\¾��³´g2¸ÃirW�g6i #�koirW�ijWZ\�kSzr\�irbhw�gsfcgsm t mceZ[�\�zjbdwMgsfSw�eZzj�o\Mq
n�zr\Fqv\MmSiXijWZ\�qrgo[=\�qjw�goflbdmZ�=irz�gsm�qv�¢kozj[�g6ijblkSm#«BWZ\Mm+w bhqXblm�w�zr\Fgoqr\ t hI\��o\Mm#ijWZkoe��oW�irWZ\^ijWZ\�kSzr\�irbhw�gsf
#0koe�m t q}ijblfdf^qv\M\�[�qIn0\Mqjqvbd[�bdqvirbhw ¯ $ goqviM �~�bd�oeZzj\À� ³6#�¸IqrWZk6«�qM ®�¢kSzI�¢eZm�w�irbdkom x .  XijWZ\DmceZ[�\�zjbhw�gsfI �o ����� £?¦�§�gsm t irWZ\Mkozj\�ijbdwMgsfiI �o £?¦�§¾�¢kSz�¦qy � ¥IHJHJHl¥M¤�� ¯	� ksijW�gozr\�fdblmZ\FgszBbdm�w�zj\MgSqvbdmZ�8�¢eZm�w�irbdkom�qBbdm,¦ ¯

� � ���+!®��
.�P��������
��.! �À�X�	�Ü�O� !{"���$��B�
p \�W�g4�S\=w�kom�w�\�m2irz�g6ij\ t bdmÀirWZbhq�gszrirbhw�fd\�kom qvkS[�\�w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\�zj\MqreZf¬i�q�gsm t �o\Mko[�\�ijzrbhw�gofTw�komc�S\�zr�
�S\�m�w�\�z�g6ij\Mq;�¢kozXg t gonpirbd�o\�£v¤o¥�¦�§P¨¶©�ª bdmIirW�\^qrn0\Mw�b���w¡w�goqr\Mq®ks��g�qre/#p�ºw�fhgoqjq{ks�"�E.��¢eZm�w�irbdkom�q ¯  eZz

Û�Û á��Z÷=�Fã}÷



�o� ��
$�701�����H0�� �������u�;24./�c0=�;��
t01�

zj\MqreZflijq®W�g4�o\�#�\M\�m�\�xcir\Mm t \ t irk�irWZ\�²o� t bd[�\�m�qrbdkom�gof0wMgoqr\�«BblirW�gq�����t<Y���1��?-�	�d,;�62 � `�gsfd�okozjblirWZ[ ¯�± m
ijWZ\8qrn0\Mw�b���w�wMgoqr\Mq�«®\�W�g4�o\ t \Fgsfli�«BblirWÜ 0irW�\�u¶gszj\ �2eZb¬ij\8qjg6ijbdqv�´gow�irkozjuo �goq�qrWZk6«Bm #cu.irWZ\=w�kS[=n�gszr�
bhqrkom,ijk�\�xpn�\Mzrbd[�\�m2ijqM °�¢kSz�koeZz�gsm�gsfducqrbhq¡bhq�qrW�gszjnD\MmZkoeZ�SWDijk�zr\MnZzrk t e�w�\=[=k2q}i�ko�;irW�\_}=
t�����@?���?Q�@e�0
#0\�W�g4�2bdkoe�zjq®irW�g6i�gszj\�k$#�qr\�zj�o\ t bdm�ijWZ\�nZz�gow�irbhw�\�³´w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\¡qrn�\M\ t  /#0\�W�g4�2bdkoe�z¾«BblirW�zj\Mqrn�\Fw�iXirk
ijWZ\#n0kon�eZfdgsirbdkomÁqrbl»M\o 	ijWZ\ t bd[�\�m�qrbdkomÁko�¾ijWZ\�go[�#Zbd\�m2i�qvn�gSw�\4¸ ¯  ��w�koeZz�qv\S �kSm irWZ\k}1
t���t?-�@?Y��?-�@e�0
fd\��S\�f? ZijWZ\�zj\�bhq�zjkcko[ �¢kSz�bd[�nZzrk6�S\�[�\�m2i ¯�p \�m�k6«Kbdm2ir\Mm t irk#nZeZz�qveZ\�koeZz¡\�¹Ãkozrijq�bdm�i}«¾k t bl¹0\Mzr\MmSi
t blzj\Mw�irbdkom�q ¯ ~�bdz�q}iF p«®\�gsbd[�gsiXbd[�nZzjk6�2bdmZ�8koeZzBzj\MqreZflijq¾kom�g t gonpirbd�o\^gsfd�okSzrblirW�[�q ¯ VXWZbdq t blzj\Mw�irbdkom.bdq
i}«¾ks�¢kSf t �°zr\MfdgsxcbdmZ�BijWZ\;zj\��SeZfhgszjb¬i}u�gsm t w�komc�o\�xpb¬i}u^goqjqve�[=nZirbdkom�qÜ�¢kozÜijWZ\Xqrgo[=\®g t gonpirbd�o\;gofl�Skozjb¬ijWZ[�q� 
gom t w�kSm�qvb t \MzrbdmZ�.ksirW�\�z�g t gsnpijbl�S\�gsfd�okozjblirWZ[�qM Üblm n�gszrirbhw�eZfhgsz^kom�\�[=kSzr\�nZz�gow�irbhw�goflfdu,e�qr\��¢eZf¾gsfd�oko�
zjblirWZ[� 0«BWZ\�zj\^irWZ\=q}ij\�np�ºqrbl»M\�bdq¡g t gonpir\ t nZzrkSn�kSzvijblkSm�gsfdu�ijk�z x	£6b0§{¨  #"�w�xLz ¯ VXWZ\�qr\Mw�kom t�t bdzr\Fw�ijblkSm
t \MgsfhqX«BblirW¶qv\Mf¬�Þ�ºg t gsnpijbl�S\=£v¤o¥j¦0§	¨ ©�ª ¯

� �B�6�X�	�B�"!¾�B�

&l�1*�� ¯ ��eZ�o\Mz ¯ � `° oijW���kSzrbd\�\�i¾gsnZnZfdbhw�g6ijblkSm�q;goeIw�kSmSijz��Sfl\X\Mm#w�WZbd[=bd\ ¯ v;.��=�10 5$0l�����H�t�@e�01�4�4�@?�� 
 �������
�6 �³´blm�nZzj\�n�gozjgsirbdkom�¸ ¯

& ��*�� ¯ ��eZ�o\MzM  �¡¯"$ \ � zrbhq� 2gsm t w ¯ `pw�WZkc\Mm�gseZ\Mz ¯�� bl[�\�m�qvbdkomp�¿bdm t \�n0\�m t \�m2i¾w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\®z�g6ij\X�¢koz
m�komp�¿bdqrksijzrkSnZbhwI£}¤S¥j¦0§¿� � ` ¯�± m � zrbhw�Â � gsm2i�	p�¿yTgs»8\�i�gsf ¯  Ã\ t b¬ijkozF ?�H042=?-
 �	0�
���?�0=���@� 2B�T6�,�
 ?Y01�
�%2=�601��240� Z�okSfle�[=\���(s�s�� cn�gs�S\Mq sp�4�ch sS�6] ¯ `cn�zrbdmZ�o\Mz
�T\�zjfdgo�� ��s�S�o� ¯

& ��* ½�¯ �}­ ¯�� \�uS\�z ¯ v�.t0 v;.t0d�����+�o����e�����
 ?-�6�����9?-�	��?Y0����60=� ¯ `pnZzrbdmZ�S\�zF  ½ \�b t \Mf #0\�zj�� ��o�o�Z� ¯
& ]$*�� ¯�� bl\Mmc�o\�m��Z\�gsm t  8¯ ~Zz�gsm���kobhq ¯ ­�flk7#�gsf°w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\��¢kozX\M�okofdepijblkSm�qvirz�g6ir\M�obd\Mq®blm�qrnZWZ\�zjbhw�gsf
n�zrk7#Zfl\M[�q �D`ckS[�\�qrbd[=n�fl\¶nZzjkcks�´q�gom t t b �Iw�eZf¬ijbl\Fq ¯ v�.t04���	01?Q�624��� 2B�T6�,�
 ?Y0=�+�%2=�601��240 �� Tirk
gonZn0\Mgsz ¯ W2ivirn������4«B«B«X�¿fl[�w ¯ bd[�go� ¯ �¢z��6fl[�w��¿qr[�q��s��fd\�xpbdq ¯ � bd\�mc�S\�mceZ\�� ¯

& s�*�� ¯ w � \ $ gse�zr\MmSijbdqM  ${¯ � ¯ ~Z\�zj�oe�qvkSmÜ Zgsm t+p ¯ ��¯�½ gszri ¯! m�ijWZ\�w�komc�o\Mzr�S\�m�w�\¡nZzjkon0\�zrirbd\MqXko�	g
qrbd[=n�fl\Bqr\�fl�Þ�¿g t gsnpijbl�S\;\M�okofdepijblkSm�gszju�gofl�Skozjb¬ijWZ[ ¯c± m p ¯ �¡¯ $ gsmZ� t kom�� gsf ¯  6\ t blirkozF �
��	�c24040d5��@�����
�o�:?@.t0�� 01��01?Q�62����;5���e�����
 ?-�6���;�����62B���c�=0=�d0=�;2d0� �n�gs�o\Fq¾�S�s��hp�s�
( ¯ w¶kozj�Sgom ��gsep�¢[�gomZmÜ ��s�S�S� ¯

& g�*�� ¯���¯�� b #0\�mÜ ;� ¯�½ bdm2ir\Mz t bdmZ�� 	gom t���¯ w¶bhw�W�gsfd\�«Bbhw�» ¯ y	gozjgo[�\�ir\Mz�w�kSm2irzjkof{bdm � �okSfleZirbdkom�gozru
��fl�Skozjb¬ijWZ[�q ¯L| �B�B� v/�	���/�1�$21?Q�6���/����� ��e�����
 ?-�6���;����� 2B�T6�,�
 ?Y��?-�6���� ���³H�o¸ �l�4�6]� 0�F�o�S� ¯

&)(�* ±�¯ �B\Fw�WZ\�m
#0\�zj� ¯ ��e�����
 ?Q�6���/��?Q�d��?Y0-�$�60 � � ,�?-�~6M�60=��
 �
�Xv9042d. �t���	./01�"�9����?�0I6N0q�;�$24. 
����@� @1� ,��601�
570�� � �6��� �	�$���12d.t0=� ��e�����
 ?-�6��� ¯ ~Zzjko[�[�gsmZ� ½ ko»�f #0k2kS� �T\Mzrfhgs�� �`2irepirir�2gszriM °�M�
(6� ¯

& O�*�­ ¯ �Be t kSflnZW ¯ � kSm2�S\�zj�o\Mm�w�\8ks�®m�komp�¿\�fdb¬ijbdqvi�q}ijzjgsir\M�obd\Mq ¯�± m ��¯ w¶bhw�W�gsfd\�«Bbhw�»S !� ¯ �8¯ `pw�W�gs¹0\MzM 
½�¯ �¿y ¯ `pw�Wc«¾\��¢\MfH  �8¯®��¯ ~ZkS�o\MfH Bgsm t ½�¯ �^blijgomZk� ¾\ t blirkSzjqM  
��	�c2d04045��@�
�����o� ?@.t0 3 �@�4��? | �B�B�| �t?Y0=���;��?-�6���;���,2B���W�=01�	01��240 ������e�����
 ?Q�6��������� 2B�T6�,�
 ?Y��?-�6���� 4n�gs�S\MqigS��h
g7g ¯�± � � � y{zj\Mqjq� 2�M�S�s] ¯

& ��*�­ ¯ �Be t kofdnZW ¯ � kSmc�o\�zj�o\Mm�w�\	z�g6ij\MqÜko�Z\��Skofdepirbdkom�gozru¡gsfd�okozjblirWZ[�qÃ�¢kSz�g�w�fdgSqrqPks��w�kSmc�o\�x�k$#p|}\Fw�ijbl�S\
�¢e�m�w�ijblkSm�q ¯ 2B���t?-�	��� ����5 2 �87d01����01?-�62��� ��$g�³´�2¸ � ��($schc�S�o�� ��M�S��( ¯

&d�M��* ½�¯ �¿y ¯ `pw�Wc«¾\��¢\Mf ¯ 
 
�6A01���624��� � ,�?-�~6��3@c��?Q�6��� ����2B�
6 ,;
 ?�01� l �W570=�)� ¯ �okSWZm p bdfd\�u�� `ckom�q� 
j�\�«X�#"{kozjÂÃ °�M�$O�� ¯ �M�S�7s'h#� � 
^\ t b¬ijblkSm ¯

Ù¢Ú�ÛÜÙÞÝ



���������	��

������������������������� �Z�

&d�o�1*:w ¯ � ¯ `c\�[�\MmZk6� ¯�� kSmc�o\�zj�o\Mm�w�\;�o\�fdkpw�bli}u^ks�0gom�\M�okofdepijblkSm�gszju�gsfd�okozjblirWZ[(«BblirW�qv\Mf¬�Þ�ºg t gonpijgsirbdkom ¯
± m p ¯ ��¯ $ gomZ� t kSm � gsf ¯  6\ t b¬ijkozF  
~�	�W2404045��@�
��� ����?F./0 � 0=�;0=?-�62�����5 ��e�����
 ?Q�6��������� 2B���c�=0=�d0=�;2d0� 
n�gs�o\Fq��p�F��hp�Z�M� ¯ w¶kSzr�2gsm ��goep�¢[�gsmZmP ��s�o�2� ¯

&d�F��* �8¯|p blfdflbhgs[�q ¯ 
��	�D7d�D7=�@���@?Q��@L�@?@.kl ����?-�@������� 0=� ¯�� go[�#Zzjb t �o\ ��m�bl�S\�z�qvbli}uDy{zj\MqjqM  � go[�#Zzjb t �o\o 
�o�o�S� ¯

&d�M��*�­ ¯ "�blmP S­ ¯ �Be t kSfln�WÜ ogsm t�½�¯ �¿y `pw�Wc«¾\��¢\Mf ¯ ��m�gsfducqrbdmZ�8£v¤o¥j¦0§�\��Skofdepirbdkom=q}ijzjgsir\��Su^�2bhg�qvirkpw�W�gSq}�
ijbdw�gonZnZzjk4xpbl[�g6ijblkSm#[�\�ijWZk t q ¯ ��e�����
 ?-�6��������� 2B�T6�,�
 ?Y��?-�6���� ���³´]2¸ � ] (6��hc]7OS�Z Z�F�o�$g ¯

Û�Û á��Z÷=�Fã}÷



Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Futurs : Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique

615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38330 Montbonnot-St-Martin (France)
Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis : 2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)��������� �	��
�


���������� ��� ���

ISSN 0249-6399


