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���������K�����M¬Dª«�v���_¬N�]©��N�g��¬v�����
��ÉÅ����ÉÌ¬Ï���M¬Dª«�v���_¬v���D��©v�g��ÉÊº_¬ÆÇÈ�����r�gÖÝ�_��Ô��gÞ¦ÖÝ�
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��¨vÄÌÉÌª�ÉÑ��ÄÊ�_Õ
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�:���i� ¶D�������_ª!�ß���M¬M�«�|�3� Ç/ª
�_����Ò-T UWV[XOYGZ ÉÌ�Ýº�ÉÌÎ��g¬�ÉÊ¬ ë ÉÌº��������_Õ MÓ¬����vÉÅ�Ú�Ð�N¬M��� �@ÞM��T�UWVGXOY[Z�¨v����º��«� �
ÉÅ��©��aª
���3¨G�_���g©ÍÉÌ¬_���m�Ð�gÎ����«� ÄBª����3¨D�_¬v��¬M�«��Õ��Ý�_�r¨G��¬���¬M�����������������v�3�g©³���mÖÚ����Ô]�Ð�N¬�ª«�v����¬�������ÄÊ�
��¬�©�ÉÊ¬m¨D� �«� ÄÌÄÊ�gÄcÕ !i�gª����3¨D�M�ÐÉÊ��ÉÌ��¬���ÇB�`T UWV[XOYGZr¨v���_º��«� �6ªg� ¬�¶G�����Z�3���g���vÄÊ�Z� Ç)����Òf�������3¬N�v��¶G���
��Ç�� × �Z´ � �Ý�_�3�r�g��ª�ÉÌ��Ä × �m�:�v��´��v��ÄÊÇ$�Úª
�_�r¨G��¬���¬M���ß���ß�D�ÐÉÌ¬vº8©v�gª
�_�3¨D�M�ÐÉÊ��ÉÌ��¬����gª«�v¬�ÉÌÜM�v�a�ß¶��_�Ð�a©
�_¬mº��«� ¨v�m¨D� ����ÉÊ��ÉÌ��¬vÉÌ¬vº �c�Ð�g��ÇÈ���i�
�v� �3¨vÄÌ� =Ì�a·�Þ��g¯�? �
Õiâ �ÐÉÌ¬vº�ÄÌ��ª����3¨D�_¬v��¬M��ª
��¬D�ÐÉÅ���«�Z��Çß��¬N�v��¶G���
��Çi��ÉÊº_¬�� Ä:©�� !D¬vÉÑ��ÉÊ�_¬��gÕÏ�:�v�����
�3� Ç�� ÄÌÄ:��ÉÌº�¬���ÄÝ¬����3�g�8ÉÌ�3©��g¬v� ���g©Ï¶N�

X
Ö�ÉÊ���E���N¨vÉÅª�� ÄÚ�3���8¶D�g���

x, y, z, . . .
Õ��:�v�g���K�����K��ÇÈ�gÖ ¨���ÉÌ�3ÉÑ��ÉÊÎ_�K��¨G���«�|�����«�iÉÌ¬ T�UWVGXOY[Zm��ÄÊÄÌ�|Ö�ÉÌ¬vº�ÇÈ����©v� !�¬vÉÊ��ÉÌ��¬Ë��Ç�¶�����ÉÌª

¨�����ª
�a�����g�gÕ)�:�v�i����¨v���a����ÉÌ��¬
x = pre val y

©�� !D¬v�g�Ý���D�|�:���v����ÉÊº_¬�� Ä@¬����r�a©
x
�v�_ÄÌ©v�ß������¨����gÎMÉÌ���D�

Î|��ÄÊ�v�i� Ç/��ÉÊº_¬�� Ä
y
ÞM��¬�©�ÉÊ�ÚÉÅ�ÝÉÊ¬vÉÊ��ÉÅ� ÄÌÄÌ�K�Ð���ß���

val
� ���N���gÞ

x
��¬�©

y
���������N¬�ª«�v����¬v�_�����!Õ��:���i�aÜ_�D�|��ÉÌ��¬

x = y when z
©�� !�¬v�g�

x
���m���RÎ_�����v�KÎ|� ÄÌ�v����Ç

y
Ö�����¬

z
ÉÌ��¨v���a�Ð�g¬M��� ¬�©

true
Õ+�:�v�+�gÜM���|��ÉÊ�_¬

x = y default z
©�� !D¬v�g�

x
¶N�

y
Ö��v��¬�ÉÊ�ZÉÌ�:¨v���g����¬M�Z� ¬D©������v�g��Ö�ÉÅ���i¶N�

z
Õ

Program ::= PName = Component |
Component ||s Program

Component ::= CName = Expressions

Expressions ::= Expression | Expression ,Expressions

Expression ::= x = pre val y |
x = y when z |
x = y default z |
x = f(y, z, . . .)ë ÉÊº_�v���3� %WâZ¶��Ð���«��ª
�Z´��M¬M�«�|�+��Ç9T�UWVGXOY[Z

â�¨�� ���)ÇÈ���_� ¨v��ÉÊ�3ÉÊ��ÉÌÎ��Ú��¨G���«�|���_���gÞ|ÖÚ�Ú�_�����v�3�Ý����ÉÌ�Ð���g¬�ª
�:� Ç@��¬M����¶G���)� Ç@� ��ÉÑ���v�3�
��ÉÅªÚ��¨G���«�|�����«�
�c� ¬�© ÉÊ¬�¨�� ����ÉÅª
��ÄÌ���gÞZ�aÜM��� ÄÌÉÑ���_Þi©��g¬v� ���g© ¶M�

==
�K����� ����� Ô_�\ª����3¨v���«�|��ÉÌ��¬���¬ ���N¬�ª«�v����¬v�_����ÄÊ�

�RÎ|��ÉÊÄÅ� ¶vÄÌ�3� ��º��v�3��¬M�«��Õ$MÓ¬Æ���v�����v� �3¨vÄÌ�g��� Ç T�UWVGXOY[Z�¨v����º_��������Þ@ÖÚ�����Ð� ∧x
�����m���v�_�Ð����� ¬�©]ÇÈ���

true when (x == x)
Ö��vÉÅª«��ÉÊ¬M���vÉÑ��ÉÊÎ_��ÄÌ�K�3�g��¬����«���v��ª
ÄÌ��ª«ÔK� Ç

x
�|Õ

��� À ��� & å
�����\S�å_ç*P &xÀvÁ å�� ��� å ¿�� �/���Ð¨G�gª�ÉÑÇÈ������ÉÊ¬vº_ÄÊ�Ý¨vÄÅ��ª
�Ý¶v� �@���aÞ !��«���4ÖÝ�Úº�ÉÌÎ��Ý�Ð¨G�gª�É !Dªg�|��ÉÊ�_¬��Ç4�3��ÉÊ¬vº_ÄÊ��ª���ÄÌÄ&�3���3������Þv�_�ÚÇÈ��ÄÌÄÊ�|ÖZ�&%
data = msgIn default (pre 0 data)
msgOut = data when

∧msgOut

�:�v�]��¶D�|Î_��¨����_º��«� � � ÄÌÄÌ�|ÖZ�rÇÈ����ÉÌ¬�©���¨G��¬D©���¬M�+���g�_©E��¬�©nÖ���ÉÊ���]�_ª�ª
�a�����g� �c©���¬�� ���a©n¶M�
msgIn��¬�©

msgOut
��� ¬�©����v���3�g�r�_����ª
�gÄÊÄ�Ô����g¨��:���v��ÄÅ���Ð��Ö���ÉÑ������¬mÎ|��ÄÊ�v�8� ¬�©�ÉÅ�ZÉÌ¬vÉÊ��ÉÅ� ÄÌÉÊØg�g©����

0
Õ��:�v�

cGcedCf�gAh'i'j



� �������G����.,%*%�����	 E��	�6FG�\��._��+'�_	�(AE�
�����	���_��� ��	��_E94������G4 ),.�:���� E������ � %'� �A�

[[x = pre val y]] = {b|{x,y}|tags(b(x)) = tags(b(y)), b(x)(t(b(y)1)) = val,
∀i ∈ � � , b(x)(t(b(y)i+1)) = b(y)(t(b(y)i))}

[[x = y when z]] = {b|{x,y,z}|tags(b(x)) = tags(b(y))∩ {t|t ∈ tags(b(z))∧ b(z)(t) = true},
∀t ∈ tags(b(x)), b(x)(t) = b(y)(t)}

[[x = y default z]] = {b|{x,y,z}|tags(b(x)) = tags(b(y))∪ tags(b(z)),
∀t ∈ tags(b(x)), (b(x)(t) = (b(y)(t) ∧ t ∈ tags(b)(y)))∨
(b(x)(t) = b(z)(t) ∧ t /∈ tags(b(y)) ∧ t ∈ tags(b)(z)))}

�4� ¶vÄÌ�3� %W´N������¬_��ÉÌªg�:� Ç)��ÄÌ���3��¬M�«� ����T�UWV[X6Y[Z �aÜM���|��ÉÊ�_¬��

ÉÌ¬�©��g¨D�g¬�©��g¬�ª
��¶D����ÖÝ�g��¬+���v���«�|���i� Ç/ÉÌ¬v¨v�v�:��¬�©K�_����¨v�v����ÉÌº�¬���ÄÌ�Ý�Ð�v�|ÖZ�ß�������a������¬Dª
����Ç/¨G��ÄÌ�Nª«�����_¬M�ÉÌ¬ T�UWVGXOY[ZË©��a�ÐÉÌº�¬/Õ��:�vÉÅ��¨v���|ÎNÉÌ©��a�3���3���v�]¨G�_���ÐÉÌ¶vÉÌÄÊÉÊ���ÏÇÈ�_�+©��g���N¬�ª«�v����¬vÉÌØ�ÉÌ¬vº\���v�\©��g��ÉÊº_¬��gÕ �/�ª«�D� ¬vº_�����vÉÌ��ÉÊ¬vÉÊ��ÉÅ� ÄÝ�Ð¨G�gª�É !Dªg�|��ÉÊ�_¬\���m����ÉÌ¬vº�ÄÌ��¨vÄÅ��ª
�3¶v� �G�g��Ö��v�����r���v�Kªg� ����� ÄÌÉÊ���m¶D����ÖÝ�g��¬Æ���a��©v���¬�©\Ö���ÉÊ���a��� ���8ÇÈ�_��ª��g©Í� ¬�©³����� !����Ð��ÉÌ¬ !D���Ð��������¨v��ÉÊ¬Dª
ÉÌ¨vÄÊ��ÉÅ����¶D�Ð�g��Î_�g©¦Þ&ÖÚ�3���RÎ��8���m����Ô��r���v�ÇÈ�_ÄÊÄÌ�|Ö�ÉÌ¬vºrª«�D� ¬vº_�g�Ý���3���v��¨v����º��«� ��%

data = (msgIn when (not full)) default
(pre 0 data)

full = (false when
∧msgOut) default

((true when ∧msgIn) default
(pre false full))

msgOut = data when (∧msgIn default full)
∧data = (∧msgIn default ∧msgOut) default ∧full

�:�vÉÅ��¨����_º��«� � �_¬vÄÊ�\Ö���ÉÊ���a�����v�KÎ|� ÄÌ�v�K��Ç:ÉÌ¬v¨v�v�8ÉÌ¬_���m�����K¶v� �@���aÞ)ÉÑÇ����v�K¶v� �@���8ÉÌ��¬v� ��ÇÈ�vÄÊÄ:� ¬D©
�_¬vÄÌ����ÄÊÄÌ�|ÖZ�:���+����Ô������v�8©v� ���3ÇÈ����� ���������v��¨v���aÞ@ÉÑÇB���v��¶v� �G�g��ª���¬M����ÉÊ¬����Ð�_�r�r©v�|�«�vÕZ�:�v�8¶v� �@���
ÉÅ�ÝÉÊ¬vÉÊ��ÉÅ� ÄÌÄÌ�K�Ð���Ý����¶G���g�3¨������ ¬�©+¶D�aª
���3�a�WÇÈ�vÄÌÄ@Ö��v��¬��8©��|����ÉÑ����� ÉÅ�ÚÖ���ÉÊ�Ð����¬����8ÉÊ�Ú¨����|ÎNÉÅ©��g©3�����|�
ÉÊ�ZÉÅ�:¬v� ���«� Ô��g¬��_���Z�|�����v�������3���3�_�r�g¬M�gÕ

1Fifo
msgIn

full

msgOut

msgIn 1 2 3
full false true true true false

data 0 1 1 1 1 3
msgOut 1 3ë ÉÌº��v����·�%ß´����r¨�ÄÊ��¶G�����RÎNÉÌ���:� ÇB�

1
Òp¨vÄÌ�_ª
��¶v� �@���

MÓ¬����vÉÅ�/¨D� ¨G���aÞaÖÚ�ß�D�Ð�ß���v�ß��� º_º��a©��r��©��gÄI=Ì���A?M��ÇOT�UWV[X6Y[ZZÄÅ� ¬�º�����º��W©�� !�¬v�g©�ÉÊ¬ =Ê�a¸ ?fÕ4����º�º_�g©��3��©���Ä
��Ç9=Ì�g¸ ?&©�� !�¬v�g�Ú¶G�����RÎNÉÌ���Ú� Ç�� T�UWVGXOY[Z�¨v���Nª��g��� �x¨v����º��«� � �WÉÊ¬+���������Ú� Ç/ÉÌ¬�©��g¨D�g¬�©���¬M�Z��ÉÊº_¬�� ÄÅ�W�����|�

,.-Kc/,10



���������
	���������������
	�������	��������������� !�����
"$#&%'"���(*),+-������.,%0/1�'%'	2��3	��34�"���(*),+-������.,%056+-��7$��89��+-:�% )

���R�\���RÎ���©�É"�G�g���g¬M����ÉÌ�3����ª�� ÄÌ�g�gÕ��:�N���gÞ4ÉÊ¬Æ���vÉÌ� � ���
"�(*),+-������.,%��3��©���ÄfÞ4��ÉÌ�3�KÉÌ��¬v� �8¬v�gª��g��������ÉÌÄÊ�
ÄÌÉÌ¬v�g���gÕ�!i��¬v�����|��ÉÊ�_¬���Ç)� T�UWVGXOY[Zr¨�����ª
�a���ÚÉÅ�Z©�� !�¬v�g©��_�ÚÇÈ��ÄÌÄÊ�|ÖZ�gÕ
��å��KS�� ¾ �xé�S � ����å,S4é ¾aÀ�¾ �céISÙé�� À P ¿ é Á å ½a½ � �:ÉÌ�3��ÉÌ�Ú�«� Ô��g¬KÇÈ�����6�3©��g¬��������
�

T
�xª���ÄÊÄÌ�g©�� � �% �

Ö�ÉÊ���m�3¨����Ð��ÉÌ��Ä&���«©��g�
�
ÕÚ�:�vÉÅ��¬v� ��ÉÊ�_¬�� Ç4��ÉÌ�r�8� ÄÌÄÊ�|ÖZ�ÝÇÈ���i�Ð¨G�gª�É !Dªg�|��ÉÌ��¬���Ç)©�ÉÅ�Ð����ÉÊ¶v�v���g©�¨�����ª
�a�����g�

Ö�ÉÊ��� ÄÊ��ª���Äiª�ÄÊ��ª«Ô�� �È¨G�_����ÉÊ¶vÄÌ�nÖ�ÉÑ��� ©�É"�G�g���g¬_����� ���a�$����¬�©z���M¬Dª«�v���_¬vÉÌØg�|��ÉÊ�_¬E¨G��ÉÌ¬M���gÕ #WÎ_��¬M����� ���
Î|��ÄÊ�v�a��� ÇÝ��ÉÊº_¬�� Ä)�|��¨G��ÉÌ¬M����� ÇW��ÉÊ�3�_Õ8�:�v�3�Ð������ÇÝ�gÎ���¬M�«�

ε = T × V
ÉÅ���+����ÄÅ�|��ÉÊ�_¬³¶G�
��ÖÚ����¬³����º_�

��¬�©�ÎR��ÄÊ���g� �
V
�!Õ Ã ��©��g¬v� �������v����ÉÊ�3����Ç4�gÎ��g¬_�

e
¶M�

t(e)
Õßâ��ÉÊº_¬�� Ä

s ∈ S : T → V
ÉÌ���3¨����Ð��ÉÌ��Ä

ÇÈ��¬�ª!��ÉÊ�_¬�©v� !�¬vÉÌ¬vº3���v��Î|� ÄÌ�v��� ÇB���ÐÉÌº�¬D� Ä¦�|Î��g����©�ÉÌ��ª
���
����ª«��� ÉÌ¬���Ç��«� ºM��� ���N���gÞ��gÎ��g¬_�«�:ÉÊ¬m����ÉÊº_¬�� Ä
�����rÉÌ¬_������¬�� ÄÌÄÌ�]���«©������g©\� ¬�©\���v��ÉÌ������º_��� ���������Ð���r�a©m���m¶D��ÖÚ��ÄÌÄÑÒfÇÈ����¬�©��g©��!Õ ë �_�����ÐÉÌº�¬���Ä

s
Þ�ÖÝ�

©v��¬v�����+ÉÊ���
i
à ���O�gÎ��g¬_� �

i ∈ � 	 ��¶N� si

� ¬�©Æ���v���Ð�v¶vÒpª«����ÉÊ¬O� Ç�ÄÌ��¬vº����
n + 1

�Ð�����Ð��ÉÊ¬vº³ÇÈ���_�
i
à ���

�gÎ��g¬_�i¶M�
si...i+n

Õ��:�v�r�Ð���i��ÇW��Î��g¬M���i� Çß��ÉÊº_¬�� Ä
s
�v¨m���+���v�r¨G��ÉÌ¬_�

t
ÉÌ��©��g¬v� ���g©m¶N�

[s]t
� ¬D©����v�

ÄÌ��¬�º ����� Ç¦���v��ª«�D� ÉÌ¬+� Ç/��ÉÌº�¬���Ä
s
ÉÅ�Ý©v��¬v�����g©+¶N�

|s| ∈ � 	 ∪ {∞}
ÕGMÓ¬+���vÉÅ�Ú¨�� ¨G���aÞNÖÝ��� ���iª���¬�ª�����¬v�g©

Ö�ÉÊ���O¨v����ª��g���Ð�a��ª
�_¬_�«� ÉÌ¬vÉÌ¬vºmÉÊ¬ !�¬vÉÊ�����È���g��ª
��ÉÌÎ�����¶D�g���RÎNÉÊ�_�gÕ B��|ÖÝ�gÎ����aÞ4���v�����g���vÄÊ���rª���¬Ë¶D���g����ÉÌÄÊ�
º_��¬v�g����ÄÊÉÌØ��a©����3ª��|Î��g� !D¬vÉÑ����¶D�g���RÎNÉÊ�_�gÞ��_�:ÖÝ�gÄÊÄfÕ
â�¶G�����RÎNÉÌ���

b ∈ B : X → S
ÉÅ�:��¨D� ����ÉÅ� ÄGÇÈ�v¬�ª
��ÉÌ��¬�©�� !�¬�ÉÊ¬vº3��ÉÊº_¬�� Ä@Î|� ÄÌ�v�g�ÝÇÈ�_�:©vÉ �@������¬M�Z�ÐÉÌº�¬D� Ä

¬D� �3�g�:ÇÈ�����6���v�����
�
X
Õ�!i����� ÉÌ¬�� ÇW�r¶D�g���RÎNÉÊ�_�

b
ÉÅ��©v��¬v�����g©�¶N�

vars(b)
� ¬D©�����¨v���g����¬M�«���ÐÉÌº�¬���Ä

¬D� �3�g�Z��� ÔNÉÌ¬vº�¨����Ð��ÉÌ¬m���vÉÌ��¶D�g���RÎNÉÊ�_�gÕ�â;¨v����ª��g���
P ⊆ B

ÉÅ���K���
�i� ÇB¶D�g���RÎNÉÊ�_���Z�|Î����i�Kª
�_�r�3�_¬
���
�i� Çß��ÉÊº_¬�� Ä&¬D� �3�g�i©�� !�¬�ÉÊ¬vº�©�É"�G�g���g¬_��¨D�M����ÉÌ¶vÄÊ��¶D�g���RÎNÉÊ�_������ÇW��¨v����º��«� �	�x�Kª����3¨G��¬v�g¬_� �!Õ���ÖÚ�
¨�����ª
�a�����g�

P
� ¬�©

Q
�������gÜM����Ä �

P = Q
�ÚÉÊÇ����v����ª
��¬M�«� ÉÌ¬+���v�������3�����
����Ç4¶G�����RÎNÉÌ���«��Õ4�W��� ���aª!��ÉÌ��¬

��Ç:��¶G���D�RÎMÉÌ���
b
��¬Ë�m���
����ÇÚÎ|� ��ÉÅ� ¶vÄÌ�g�

var ⊆ X
�x©��g¬v� ���g©Æ¶N�

b|var

��ÉÌ��©v� !�¬v�a©Í¶M�\���a������ÉÅª!��ÉÊ¬�º
���v�8©v����� ÉÌ¬m� ÇB���v��¶G�����RÎNÉÌ�������

var
Õ��ß�������gª!��ÉÊ�_¬m� Çß��¨�����ª
�a���

P
��¬

var
�x©v��¬v�����g©]¶M��©��g¬v� ���g©

¶N�
P|var

��ÉÌ��©v� !�¬v�a©Í¶M�³¨v�������gª
��ÉÌ��¬³��Ç:��ÄÊÄBÉÊ�����r�g��¶G����¶G�����RÎNÉÌ���«��Õ$Mp�«��©���� ÄfÞ�©v��¬v�����g©Í¶N�
b\var�c�ÐÉÌ�3ÉÊÄÅ� ��ÄÌ��Þ

P\var

�!Þ�ÉÌ�Z�3���v�����ÐÒp����¬�©�ÇÈ�_�
b|vars(b)\var

Õ
´������ ¬M��ÉÅª��Z� Ç)¶�����ÉÌª��aÜ_�D�|��ÉÌ��¬D��ÉÊ¬]T�UWVGXOY[Z�ÉÌ�Z©v� !�¬v�a©�ÉÊ¬m�4� ¶vÄÌ����Þ�ÉÊ¬��������3�Z� ÇB©���¬v����� ��ÉÌ��¬�� Ç)���v�
¶D����ÉÌª�¨v����ª
�g�����g�gÕ
��å��KS�� ¾ �xé�S�
 � Q¦¾g¿ å ¾aÁ� � S�� À S ê Q¦¾g¿ å ¾aÁ� ç ��� � ��� À & å,S Á å � â�¶D�g���RÎNÉÊ�_�

b
ÉÅ�K�Ë�Ð�����
�«ª«�vÉÊ¬�ºÍ��Ç¶G���D�RÎMÉÌ���

c
©���¬v�����a©Æ¶M�

b ≤ c
ÉÊÇZ� ¬�©Æ�_¬vÄÌ�\ÉÊÇ

vars(b) = vars(c)
� ¬�©Í���v�����K�
��ÉÅ���«���m¶�É ���aª!��ÉÌ��¬

f : T → T
����ª«������� �

���
∀t, u ∈ T, t � u ⇔ f(t) � f(u)���
∀t ∈ T, t � f(t)���
∀x ∈ vars(b)dom(c(x)) = f(dom(b(x)))� �
∀x ∈ vars(b)∀t ∈ T, b(x)(t) = c(x)(f(t))

MÓ¬M����ÉÑ��ÉÊÎ_��ÄÌ��Þß�Ð�����
�«ª«�vÉÊ¬�º\ª«����¬vº��a�������+��ÉÊ�3�m��ªg� ÄÌ�K� Çi¶D�g���RÎNÉÊ�_����Ö��vÉÊÄÌ��¨v���a�Ð�g��ÎNÉÌ¬vºm���v��ªg� ����� Ä
�_��©v����ÉÊ¬vºM��Õ���ÖÝ��¶G�����RÎNÉÌ���«�

b
��¬�©

c
�������Ð�����
�«ª«�Í�aÜM�vÉÊÎ|��ÄÊ�g¬_�aÞ�©��g¬v� ���g©Í¶N�

b ≶ c
Þ/ÉÊÇZ� ¬�©Í�_¬vÄÊ�³ÉÑÇ

���v�����Z���NÉÅ�Ð���Ú��¶G�����RÎNÉÌ���
d
�Ð�Dª«������� �

d ≤ b
� ¬�©

d ≤ c
ÕB�:�v��©�� !�¬�ÉÑ��ÉÊ�_¬+� Ç/�Ð�����
�«ª«�vÉÌ¬vº�� ¬D©�����������ª«�

�aÜM�vÉÊÎ|��ÄÊ�g¬�ª
�3ÉÅ���
�N���g¬�©��g©\����¨�����ª
�a�����g������ÉÌ¬vº���ÄÌ���3��¬M�ÐÒpÖ�ÉÅ�Ð��ª
�_�3¨�� ��ÉÌ����¬\� ÇÚ�r�g��¶G����¶G���D�RÎMÉÌ���«�gÕ
´N�����
��ª«�3ª
ÄÌ�_���v���Ý��Ç@��¨v����ª
�a�������4ÉÌ�ß©���¬v�����a©�¶N�

P ∗ ��¬�©8ÉÌ�B©�� !�¬v�a©r�_� {b|∃c ∈ P, b ≶ c}
Õ4âÙ¨v���Nª��g���

P
ÉÌ������������ª«��ÒÓª
ÄÌ�_���g©+ÉÑÇB� ¬�©���¬�ÄÊ�KÉÊÇ

P ∗ = P
Õ
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||s
�!ÞvÉÅ�Z©�� !�¬v�g©��_�ÚÇÈ��ÄÌÄÊ�|ÖZ�&%

P ||
s

Q = {d|X∪Y |∃(b, c) ∈ P × Q, d|X = b|X ∧ d|Y = c|Y }Ö��v�����
X = vars(P )

� ¬D©
Y = vars(Q)

Õ
�Ýå � �ÏÀ �zâZÄÌÄ>T�UWVGXOY[Zr¨����_º��«� ���Ý�������Ð�����
��ª«�vÒpª�ÄÊ�M�Ð�a©¦Õ
��+-� � � � MÓ¬���¨G�gª!��ÉÊ¬�º �ÈÉÌ¬O�4� ¶vÄÌ�m� �
Þ�ÖÚ�+�����3���D�|��¶��_�ÐÉÅªK�Ð��� �����3�g¬_�«��¨v���g������Î����Ð�����
��ª«�vÒpª�ÄÊ�M�Ð�a©�¬v�g���gÕ
´��M¬Dª«�v���_¬v���D��¨�� �«� ÄÌÄÌ��Ä�ª
���3¨G�_��ÉÑ��ÉÊ�_¬I� ÄÅ�Ð�O¨v���a�Ð�g��Î_�g������������ª«��ÒÓª
ÄÌ�_���g©�¬��g��� �x�����Íã&���3���Ï¯EÉÊ¬ ���v�
â�¨v¨G��¬�©�ÉÊ� �!ÕÙ�:�N����Þß���v��ÄÌ���3���]ÇÈ�_ÄÊÄÌ�|ÖZ�r¶N�Ï� ¬Ù��������ª
���v�«� ÄÚÉÌ¬�©���ª
��ÉÌ��¬n��¬E���v�m�Ð������ª!���v����� Çi���v�
¨����_º��«� ����Õ

�

��å��KS�� ¾ �xé�S�� � 
+å &xÀ � À�¾ �céIS À S ê�� & éNè � � � � � À & å,S Á å � 'Ú�g���RÎNÉÊ�_�
b
ÉÅ���K���gÄÌ� ��� ��ÉÌ��¬m��Ç

c
Þ@©v�
Ò

¬�� ���a©Ù¶N�
c v b

ÉÑÇ���¬�©Ù��¬vÄÌ�ÙÉÑÇ
vars(b) = vars(c)

��¬�©nÇÈ����� ÄÌÄ
x ∈ vars(b), b|{x} ≤ c|{x}

Õ
MÓ¬M���vÉÑ��ÉÊÎ_��ÄÌ��ÞN����ÄÅ�|�v�|��ÉÊ�_¬K����������ª«�v�a�Ý©�É"�@������¬M�:��ÉÌº�¬���ÄDÖ�ÉÊ����¨D�M����ÉÊ¶�ÄÊ��©�É"�G�g���g¬M�Ú�«�|���g� �ÈÖ��vÉÅª«�+���R�3¬v� �
¨����a�Ð�g��Î_��ª���������Ä/�_��©��g��ÉÌ¬vº �!Õ��/ÖÚ�+¶G�����RÎNÉÌ���«�

b
� ¬�©

c
� ����Û��|Ö�aÜ_��ÉÊÎ|� ÄÌ��¬M�aÞ@©v��¬v�����g©³¶N�

b ≈ c
Þ@ÉÑÇ

��¬�©3��¬�ÄÊ�3ÉÊÇ
∃d, b v d∧ c v d

ÕW�Z��ÄÅ�|�v�|��ÉÊ�_¬r��Ç&¨v���Nª��g���Ð�a�BÉÅ�Ý©�� !�¬v�a©K�ÐÉÌ�3ÉÊÄÅ� ��ÄÌ�8¶N��� ¬K�gÄÊ�g�3��¬M�ÐÒpÖ�ÉÌ���
ª����3¨�����ÉÅ�Ð�_¬+��Ç�¶G�����RÎNÉÌ���«��Õ
��å��KS�� ¾ �xé�S
	 � 
+å,S À � ��S�� Q � ��S À &x½ � 'Ú�����RÎNÉÌ���

b[y/x]
�x��ÉÊ�3ÉÌÄÌ����ÄÌ��Þa¨v���Nª��g���

P [y/x]
�@ÉÌ�&���v�ß���a�Ð�vÄÊ�

��Çß����¬����rÉÌ¬vº��ÐÉÌº�¬���Ä)¬�� �3�
x
¶N�������8ÇÈ���g���\��ÉÌº�¬���Ä�¬����3�

y
�
y /∈ vars(P )

��ÉÌ¬
b
�x��ÉÊ�3ÉÌÄÌ����ÄÌ��Þ¦ÉÌ¬\��ÄÊÄ

¶G���D�RÎMÉÌ���«�ÚÉÊ¬
P
�
Õ
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�:���Í��ÉÊ� ��Ç�����ÉÌ�����gª!��ÉÊ�_¬ ÉÅ�����Ùº�ÉÌÎ��Í� ¬ ÉÌ�3¨vÄÌ���3��¬M��� ��ÉÌ��¬ �x�Ùª
�_¬�ª
���
���³Ö:�R�n��Ç8�3��©���ÄÌÄÌÉÊ¬vº �K��Ç
�_�Ð�N¬�ª«�����_¬v������¨D� �«� ÄÌÄÊ�gÄÝª
�_�3¨D�M�ÐÉÊ��ÉÌ��¬ËÉÌ¬ T�UWVGXOY[Z]ÄÌ��¬vº��D� º��+���ÐÉÌ¬vº³���N¬�ª«�v����¬v�_��� �x¨D�_ÄÊ��ª«�v����¬v�_�����
ª���¬��Ð������ª
���gÕ Ã �]�Ð��� ����Ö�ÉÑ���z©�� !�¬�ÉÊ¬vºÆ���v�m¬v����ÉÌ��¬n� Ç������M¬Dª«�v���_¬v���D��¨�������ÄÊÄÌ��Ä�ª����3¨D�M�ÐÉÊ��ÉÌ��¬Ù� ¬D©
���g�Ð����ÉÅª!�iÉÊ��������ªg� ����� ÄÌÄÊ���_��©��g���a©m©�ÉÅ������ÉÌ¶v�����g©Í�Ð���Ð��ÉÌ¬vºDÕ��:�v��¬&Þ¦ÖÚ�3�Ð�v�|Ö �����|������¨vÄÅ��ª�ÉÊ¬vº��
��¨vÄÌÉÌª�ÉÑ�
©��|����©���¨G��¬D©���¬�ª�ÉÊ�a����ÇW��ÖÚ�+ª
�_�r¨G��¬���¬M���iÖ�ÉÑ���\��¬]�v¬N¶D�_�v¬�©��a© !vÇÈ��¶v� �@��� �x©v� !�¬v�a©³������� ¬M��ÉÌªg� ÄÌÄÊ�
ÉÌ¬����v�����g�3��ÉÊ¬D©���� �ÚÉÌ����ª
�������gª!��ÉÌ�3¨vÄÊ�g�3��¬M��� ��ÉÌ��¬�� ÇB�����N¬�ª«�v����¬v�_���:ª�� �D����Ä¦¨�� �«� ÄÌÄÊ�gÄ/ª
�_�3¨D�M�ÐÉÊ��ÉÌ��¬&Õ
�:����¬&ÞvÖÚ���Ð���Z�������������g¨vÄÅ��ª
�����v���v¬N¶D�_�v¬�©��a©�!vÇÈ��Ö�ÉÑ��� !vÇÈ�Kª«����¬v¬v��ÄÅ�:� ÇB�r¶D�_�v¬�©��a©��ÐÉÌØ��_Õß�/��©��
���vÉÅ��ÞNÖÚ�ZÉÊ¬NÎ_�g�Ð��ÉÌº_�|����������ª���¬�©�ÉÊ��ÉÌ��¬D�W�v¬�©v���ÚÖ��vÉÌª«�K���vÉÅ�ßÄÌ�g�_©v�ß���8��ª
�������gª!�ÝÉÊ�3¨vÄÌ���3��¬M�«�|��ÉÌ��¬/Õ)�:��ÉÌ�
���gª
��ÉÌ��¬K���
�«�W���v�Z���v���_������ÉÅª�� ÄDº������v¬D©3��¬K©��a�Ð�N¬�ª«�v�_¬vÉÌØg�|��ÉÊ�_¬3ÇÈ���Ý���3¨vÉÌ��ÉÅª���ÄD©��a�ÐÉÌº�¬KÉÌ¬����v�ZÇÈ�_ÄÊÄÌ�|Ö�ÉÊ¬�º
���gª
��ÉÌ��¬&Õ
����� �
������������� �!��"�#$"���%'&("*)+�-,
�/.0�!1���23�42657"*89�
�:�����3��ÉÊ¬ÆÉÅ©��g��¶G����ÉÊ¬�©Ë©v�g���M¬Dª«�v���_¬vÉÌØ�ÉÌ¬vº�ÉÅ��ÉÌ�3¨vÄÊ�g�3��¬M��ÉÌ¬vºm���v�K�����N¬�ª«�v����¬v�_����¨�� �«� ÄÌÄÊ�gÄWª
�_�r¨G� Ò
��ÉÊ��ÉÌ��¬ÆÉÊ¬ T�UWVGXOY[Z]©��g��ÉÊº_¬�������ÉÊ¬�º !vÇÈ�]ª«��� ¬�¬v��ÄÅ��Õ ë ÉÌº�������±m©��g¨vÉÌª
�����m��ª«�v�g�3� ��ÉÅª3ÎNÉÊ�gÖ;� ÇZ©��a�Ð�N¬�Ò
ª«�����_¬vÉÊØa�|��ÉÊ�_¬&Õ MÓ¬Ë����ÉÌ�8¨v���Nª��g����Þ)¶N�ÍÉÊ¬M������©���ª�ÉÊ¬vº\� !vÇÈ�Íª«��� ¬v¬���ÄWÇÈ�_�8�a��ª«�Ï©v� ���]©v��¨G��¬�©��g¬�ª
�Æ�_¬
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xp

p q

xq

xp → xq

ë ÉÌº��v����± % !i�g���M¬Dª«�v���_¬vÉÌØg�|��ÉÊ�_¬/%B´�ª«�v����� ��ÉÅª��iÉÊ�gÖ

���Ð�D� ���g©�Î|� ��ÉÌ��¶vÄÌ��ÞGÖÝ�8���gÄÌ� �����v�3�Ð�N¬�ª«�v����¬N��¶D����ÖÝ�g��¬m���v����ÖÚ��ª����3¨G��¬v�g¬_�«��Õ����+¨v���|Î���ª��������aª!��Ò
¬��g������Ç����vÉÅ�3� ¨v¨v���_�_ª«�&Þ4ÖÝ�����«� ���8Ö�ÉÊ���O¨����|ÎNÉÌ¬vº����v��Çx��ª
�������|�3ÉÑÇ����vÉÅ�r���g¨vÄÌ�_ª
�g�r�g¬M��ÉÌ�r©��_¬v�+¶N�
��¬���¬M¶G����¬�©��g©�!vÇÈ��ª«����¬v¬v�gÄÌ�gÞ�ÉÑ��ÉÅ��ÉÌ¬�©����a©��3ª��������aª!�:ÉÊ�3¨vÄÌ���3��¬M�«�|��ÉÌ��¬���Ç4�3�����N¬�ª«�v����¬v�_����ÒÓª�������� Ä
¨D� �«� ÄÌÄÊ�gÄ@ª����3¨G�_��ÉÑ��ÉÊ�_¬/%
��å��KS�� ¾ �xé�S�� � »+½ æ6S Á��¿ éIS4é �4½ P À�¿|À & & å & � é ��� é ½ � ¾ �xé�S � â����N¬�ª«�v����¬v�_����¨�� �«� ÄÌÄÊ�gÄBª
���3¨G�_��ÉÑÒ��ÉÊ�_¬���Ç���ÖÚ�3¨v���Nª��g���Ð�a�

P
� ¬D©

Q
ÉÌ��©v� !�¬v�a©����ÚÇÈ��ÄÌÄÌ�|ÖZ�&=Ê�a¸ ? %

P ||
a

Q={d|X∪Y |∃(b, c) ∈ P × Q,
d\Y ≶ b\Y ∧ d\X ≶ c\X

∧b|X∩Y v d|X∩Y ∧ c|X∩Y v d|X∩Y }

Ö��������
X = vars(P )

��¬�©
Y = vars(Q)

Õ\�:�vÉÅ��©v� !�¬vÉÊ��ÉÌ��¬E©�� !�¬��g������� �8Ö��v�g¬Ë��ÖÝ�³¨v����ª��g���Ð�a�
������¨�����ÉÌ¬]�����N¬�ª«�v����¬v�_���:¨�������ÄÊÄÌ��Ä4ª
���3¨G�_��ÉÑ��ÉÊ�_¬&Þv���v��ÉÌ��ÉÊ¬M���g��¬D� Ä��_ª!��ÉÊ�_¬��Z���R�+¶G�8�Ð�����
�«ª«�v�g© �c©��v�
����©�É"�@������¬M������ÄÅ�|��ÉÌÎ�����ÉÌ�r�r��ªg� ÄÌ�g��� ÇB������ÉÌ�iÄÌ��ª�� Ä�¨vÄÅ�|�ÐÇÈ�_��������� ¬D©����v�gÉÊ��ª
�_�3�r�_¬mÎ|� ��ÉÌ��¶vÄÊ�a� �È���v�gÉÊ�
ª����3����¬vÉÌªg�|��ÉÊ�_¬��3�g©�ÉÅ� �/���R��¶D���Ð�����
�«ª«�v�g©�Ö�ÉÑ���3©vÉ �@������¬M�)��� �����x©��g¬v� ���g©8¶M�����gÄÌ� ��� ��ÉÌ��¬�¬v����� ��ÉÌ��¬&Þ
©v�v������©�É"�G�g���g¬M��ª«��� �«��ª
������ÉÅ����ÉÌªg�ß��Ç4ª
�_�3���v¬vÉÅª�� ��ÉÌ��¬�ª«��� ¬�¬v��ÄÅ�$�
Õ
� é ¿ é & &xÀ�¿ æ �����	��
���������������������

P ∗ �	��� Q∗
����� �!
�� � 
 vars(P ) ∩ vars(Q) = ∅ "�# 
$���	% � ��
�� � 
'&

P ∗ ||s Q∗ = P ∗ ||a Q∗

� � ���������|��ÇÈ���i�����3��¶D�|Î_�8ª�������ÄÌÄÌ�����������v��ÄÅ©¦Þ@���v�������Ð�v�3¨���ÉÊ�_¬]� ÇÚ¶D�gÉÊ¬�º��Ð�����
�«ª«��Òpª�ÄÊ�M�Ð�a©�ÇÈ����¶G� ���
P ∗ ��¬�© Q∗ ÉÅ���g���Ð�g¬M��ÉÅ� ÄfÕ
��å��KS�� ¾ �xé�S�( � »+½ æ6S Á��¿ éIS4é �4½ ç �8À �4½gÀ & P À�¿|À & & å &4� é ��� é ½ � ¾ �xé�S � MpÇv��ÖÝ��¨v����ª
�g�����g�

P
� ¬�©

Q���������W��ÎR����ÉÅ� ¶�ÄÊ�
x
�
x ∈ vars(P )∩vars(Q)

�!Þ����v�g¬����������ßÉÅ�/� ¬`� ) ���2	�(A	��G����� �� ���"�_�A� ������(�"ß¶G�
��ÖÚ���g¬
P
��¬�©

Q
Õ MpÇ¦���v�g���iÉÌ�Ú��ªg� ����� ÄD���«©�����ÉÊ¬�º�¶D����ÖÝ�g��¬

P
��¬�©

Q
�È�_�ßÎNÉÅª
�
ÒpÎ��g����� �4�_¬+©v� ���|ÒÓ©��g¨D�g¬�©���¬Dª
�

x
ÞDÉÊ�iÉÅ���Ð�v�|Ö�¬�¶N�

P ≤x Q
�
Q <x P

Þ����g��¨G�gª!��ÉÊÎ_��ÄÌ� �!ÕZ�:�vÉÅ���3�a� ¬��Z����� �
P
ÉÌ��������¨v���N©v��ª
�g��� Ç

x��¬�©
Q
ÉÌ��ÉÊ����ª
�_¬��Ð���r�g� �

x
��¨v¨D�a� �«�Z�_¬vÄÊ�mÉÌ¬]���v�r��ÉÌº��M�ÐÒp����¬�©NÒÓ�ÐÉÅ©�����ÇW���v�3������ÉÊº_¬v�3��¬M����ÉÊ¬

P
� ¬�©

ÉÌ¬����v��ÄÌ�
Ç ��Òf����¬�©NÒÓ�ÐÉÅ©���ÉÌ¬
Q
�
Õ � ����������� �ZÉÊ¬��rº���¬����«� ÄKT�UWVGXOY[Z8¨v����º��«� ��Þ_ÇÈ���Z�3©v� ���3©���¨G��¬D©���¬�ª��

x
ÞWÉÊ�rÉÅ��¬�� �8¬��gª
�a����� ��ÉÌÄÊ�\�����v������� �

P ≤x Q
���

Q ≤x P
Õ�BZ�|ÖÚ��Î��g�gÞ4ÖÚ��ª
�_¬|���gª
���v���K�����|��� ¬N�

���g�_�Ð�_¬�� ¶�ÄÊ� T�UWVGXOY[Z�¨v����º_����� � ���D�|��©��N�g��¬v� �����RÎ_�rª���ª
ÄÌÉÌª�©v� ����©��g¨D�g¬�©���¬Dª
ÉÌ�g��� ��� ¬N�]¨G��ÉÌ¬_����Ç
��ÉÊ�3����ª���¬Í¶G��������¬���ÇÈ�_���3�a©]���]��¨v���_º��«� �%�����|���D�������v�K� ¶G�|Î��3¨v����¨G������� �x¶M�Í©��gª����3¨G�_��ÉÊ¬vºm��ÄÊÄ
��ÖÚ�3ÖÚ�R�Kª«�D� ¬v¬v�gÄ¦Î|� ��ÉÌ��¶vÄÊ�a�ÚÉÊ¬M���r��ÖÚ�3��¬v��Ö:�R�+ª«��� ¬�¬v��ÄÅ�$�
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Ã �8©�� !�¬v���_�Ð�N¬�ª«�����_¬v������ªg� ����� Ä/¨�� �«� ÄÌÄÊ�gÄ&ª
�_�r¨G�_��ÉÊ��ÉÌ��¬m� Ç)��ÖÚ��¨v���Nª��g���Ð�a� �x©v��¬v�����g©�¶N�
||≤,a

�
�_�ÚÇÈ��ÄÌÄÊ�|ÖZ�&%

P ||≤,a
Q= {d|X∪Y |∃(b, c) ∈ P × Q,

d\Y ≶ b\Y ∧ d\X ≶ c\X

∧b|X∩Y v d|X∩Y ∧ c|X∩Y v d|X∩Y

∧∀x ∈ X ∩ Y, P ≤x Q ⇒ b|{x} ≤ c|{x}

∧∀y ∈ X ∩ Y, Q ≤y P ⇒ c|{y} ≤ b|{y}}�:�v��� ¶G�|Î��:©�� !D¬vÉÑ��ÉÊ�_¬rª����3�3��¬8���������N¬�ª«�v����¬v�_���&¨D� �«� ÄÌÄÊ�gÄNª����3¨G�_��ÉÑ��ÉÊ�_¬8� ÄÌÄÌ�|ÖZ�/ÇÈ�_�W�����N¬�ª«�v����¬v�_���
ª����3����¬vÉÌªg�|��ÉÊ�_¬³� ¬�©\����������ª«�vÉÌ¬vº�ÉÊ¬M���g��¬D� Ä4¶D�g���RÎNÉÊ�_��� ÇÝ¨v����ª��g���Ð�a��Õ ë �v�����������r�_���_Þ@ÉÑ�������Ð�g�Ð�«�Z�����|�
ÉÊÇ

P
©��g¨D�g¬�©v���_¬

x
ÇÈ�_�

Q
Þ�ÉÑ��ªg� ¬v¬�� �����a��©

x
¶D��ÇÈ������ÉÑ�ZÉÅ��Ö���ÉÑ������¬�¶N�

Q
� ¬�©�ÎNÉÌª���Î��g�����vÕ

� é ¿ é & &xÀ�¿ æ 
 ë ���:��ÖÚ�8¨v����ª
�a�����g�
P
� ¬�©

Q
����ª«������� �

vars(P ) ∩ vars(Q) = ∅
Þ�ÉÊ�Z�v��ÄÅ©v�Ú�����|� %

P ||
a

Q = P ||≤,a
Q

��å��KS�� ¾ �xé�S�� � »+½ æ6S Á��¿ éIS4é �4½ � � �pé � �4À SKS�å & � âZ¬ �È��¬M¶G����¬�©��g©��)�����M¬Dª«�v���_¬v���D� !vÇÈ��ª«��� ¬�¬v��Ä
AFifox→y

Ö�ÉÊ���ÙÉÌ¬v¨v����¨D�_�Ð�
x
��¬�©n������¨v���K¨G�����

y
ÉÅ�3���v�\�Ð��� ÄÌÄÌ�g�Ð�+����������ª«��ÒÓª
ÄÌ�_���g©O¨v����ª��g���

P���|��ÉÌ�ÐÇÈ�NÉÊ¬�º
vars(P ) = {x, y}

��¬�©
P|x[y/x] ≤ P|y

Õ
� � åNé ¿ å � �I´N��¨v¨D�M�Ð�K����� �

P
� ¬�©

Q
� ���K����������ª«��ÒÓª
ÄÌ�_���g©\¨v����ª
�g�����g����¬�©

x
ÉÅ���m����� ���g©Æ��ÉÊº_¬�� Ä¨�����©���ª��g©�¶N�

P
��¬�©�ª
��¬D�Ð�v�3�a©+¶N�

Q
�
P ≤x Q

�
ÞN���v�g¬
(P ||≤,a

Q)\{x} =

((P [x/xP ] ||≤,a Q[x/xQ]) ||s AFifoxP →xQ
)\{xP ,xQ}

� � ���:����� �ß����ÉÊ¬vº��_�Ð�N¬�ª«�����_¬v�����4¨�������ÄÊÄÌ��Ävª����3¨G�_��ÉÑ��ÉÊ�_¬&Þ�ÖÚ�Z� ���:��¬vÄÌ�8��¶vÄÊ�:����¨v���|Î��Ý���v����� !�¬v���3�g¬_�
��Ç����v�ÚÉÅ©��g��ÄN�_�Ð�N¬�ª«�����_¬v�����/©��g��ÉÊº_¬�Ö�ÉÊ�������g��¨G�gª!�����iÛ��|ÖËÉÌ¬�ª
ÄÌ����ÉÊ�_¬ �x����� �Ý������ÄÌÄÌ�����i¯�ÉÌ¬8â�¨v¨D�g¬�©�ÉÊ� �!Õ
�:��ÉÌ��ÉÅ��¶G�gªg� ������� Ç4���v� !vÇÈ��¶D�g���RÎNÉÊ�_��� Ç4���v��ª«�D� ¬v¬v�gÄ¦���D�|��ÉÌ¬M�����N©v��ª
�a��� ¬����«©�����ÉÌ¬vº8¶G�
��ÖÚ���g¬����v�
�3�a����� º_�g�:�Ð�g¬M����¬�©����aª
��ÉÌÎ��a©+�_¬��3��ÉÊ¬�º�ÄÌ��Î|����ÉÅ� ¶vÄÌ� �xª«����¬v¬v�gÄ �
Õ

!i�v�����³�:�v���_���g� �_Þ/ÉÊÇ:ÖÚ�+ª���¬M��ÉÌ¬N�v�3���v�+¨v����ª��g����� ÇZ©��g���N¬�ª«�v����¬vÉÌØg� ��ÉÌ��¬&Þ/ÖÝ��º_�
����¬v����ÖÝ�_��Ô��Ç�!vÇÈ�Eª«����¬v¬v�gÄÌ� �È¬����r�a©
R
�K����ª«�Ù���D�|�&%

(P ||≤,a Q)\I = ((P ′ ||≤,a Q′) ||s R)\I′

ÞZÖ��������
I = vars(P ) ∩ vars(Q)

Þ
P ′ ��¬�© Q′ �����m���g���vÄÊ������Ç�ÉÊ���g��� ��ÉÌÎ��m����¨vÄÅ��ª����3��¬M�«�3� Ç��
��¨vÄÌÉÌª�ÉÑ�+©��|���©v��¨G��¬�©��g¬�ª
ÉÌ�g�ZÖ�ÉÑ����ÇÈ���g����Î|� ��ÉÌ��¶vÄÊ�a�:� ¬�©

I ′
ÉÌ�Ú���v�����
��� ÇB����ª«��ÇÈ���a�Ð��Î|� ��ÉÌ��¶vÄÊ�a��ÕW´NÉÌ¬�ª���� ÄÌÄ&�
��¨vÄÌÉÌª�ÉÑ�©��|���+©���¨G��¬�©v��¬�ª�ÉÊ�a�Z¶G�
��ÖÚ����¬

P
��¬�©

Q
� �������g����ÄÌÎ��g© �

vars(P ′) ∩ vars(Q′) = ∅
�!ÞGÖ�ÉÊ���m���v���v�gÄÊ¨��Ç��Ý�_���_ÄÊÄÅ� ��ÉÊ�a������¬�©m·�Þ�ÖÚ���_ª«�vÉÌ��Î���ª
�_�3¨vÄÊ������©��a�Ð�N¬�ª«�����_¬vÉÊØa�|��ÉÊ�_¬+���ÚÇÈ�_ÄÊÄÌ�|ÖZ� %

(P ||≤,a
Q)\I = ((P ′ ||≤,a

Q′) ||
s

R)\I′

= (P ′ ||
s

Q′ ||
s

R)\I′

BZ�|ÖÚ��Î��g�gÞi� ¬ ��¬M¶G����¬�©��g© !vÇÈ�zª«����¬v¬v��Ä�ÉÅ����¬vÄÌ�I�E��������¬_��ÉÌªg� Ä���¶����aª!�m� ¬�©�©��N�g��¬v�����D�RÎ��\�
ª��������a�Ð¨G��¬D©�ÉÊ¬�º T�UWV[X6Y[Z³ª����3¨G��¬v�g¬_�aÞW¬v�gÉÑ���v���rÉÑ�3ÉÅ�8ÉÌ�3¨vÄÌ���3��¬M����¶vÄÌ�+ÉÌ¬O�3�_�Ð�8�g��¶G�g©v©��a©O�����������
©v�g��ÉÊº_¬���ÕZ�:�N���gÞGÖÝ��ÖÚ����ÄÌ©�ÄÌÉÊÔ_�����K���g¨vÄÅ��ª
�����v�8�v¬N¶D�_�v¬�©��a©]ª«��� ¬�¬v��Ä�Ö�ÉÑ���³��¶G���v¬�©v�g©m�_¬v��Õ��:��ÉÌ�
ÉÅ��ª
�g�Ð�«� ÉÌ¬vÄÌ�m¬v� ��¨G�_���ÐÉÌ¶vÄÌ�rÉÌ¬Æ� ÄÌÄW©��g��ÉÊº_¬��gÞ¦�v�|ÖÝ�gÎ��g�gÞ¦ÖÚ�8ÉÌ¬NÎ��a����ÉÊºM�|���8����ÉÌ��¨G�_���ÐÉÌ¶vÉÌÄÊÉÊ���]ÉÌ¬³���v��¬v���M�
���gª
��ÉÌ��¬&Õ

,.-Kc/,10
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���K���g�Ð����ÉÌª
�����v�r©��g���N¬�ª«�v����¬vÉÌØ�ÉÌ¬vº3¨v��� ���Nª���Ä/���+��¬��
��ÖÚ����ÔK� ÇW¶G���v¬D©��g©�!vÇÈ�M��ÞGÖÚ��!��«���i��¨G�gª
ÉÊÇÈ�����v�
��������¬_��ÉÌªg�Ú� Ç/¶G���v¬D©��g©�¬v�
��ÖÚ����Ô@Õ4�:����¬&ÞvÖÚ��º�ÉÌÎ����8������� ¬M��ÉÌª�ª«��� �«��ª
���g��ÉÌØg� ��ÉÌ��¬�� Ç4¨v���Nª��g���Ð�a�W�����|�
ªg� ¬��Ð���|ÖI�����������M¬Dª«�v���_¬v���D�ß¶G�����RÎNÉÌ���:ÉÊÇ����v����� ����ª����3¨D�M�Ð�a©+�D�ÐÉÌ¬vº3¶D�_�v¬�©��a©�!vÇÈ�_�gÕ
��å��KS�� ¾ �xé�S�� � �8é � S ê å ê�� ç � � �fé � â ¶G���v¬D©��g©Æ¬�Ò !vÇÈ�DÞ4©��g¬v� ���g©Æ¶N�

nFifox→y

ÉÅ�����v�+ÄÌ����º_�g�Ð�
¨�����ª
�a���

P
Ö�ÉÑ���

vars(P ) = {x, y}
Þv���|��ÉÌ�ÐÇÈ�NÉÊ¬�º8���v��ÇÈ��ÄÌÄÌ�|Ö�ÉÊ¬vº3ª
�_¬�©�ÉÊ��ÉÌ��¬/%

P ⊆ AFifox→y ∧ ∀b ∈ P, ∀t ∈ T, |[b(y)]t| ≤ n + |[a(x)]t|

�:���ß� ¶G�|Î��W©�� !�¬vÉÊ��ÉÌ��¬���¨D�aª
É"!��g�&����� �4��¶G����¬�©��g©�¬vÒ !vÇÈ�i�Ð�v�_�vÄÅ© !����Ð�gÞ|���|��ÉÌ�ÐÇÈ�����v��!vÇÈ�iª«��� �«��ª
������ÉÅ����ÉÌªg�
��¬�©r�Ð�aª
��¬D©¦Þ��|�B�a��ª«�r¨D�_ÉÊ¬M�W� ÇD��ÉÌ�3�:���v��¬N�v�8¶D�g�W� ÇGÖ���ÉÊ���a�Bª�� ¬3©��gÎMÉÅ�|���ÚÇÈ���_����v��¬N�v�8¶D�g�W� ÇG���a��©v�
����Çx���:¶M��� �Ú�3�_�Ð�

n
Õ � �
�N�gÞ�ÖÚ��º_ÉÊÎ_�Z���v��ª«��� �«��ª
������ÉÌØg�|��ÉÊ�_¬3� Ç/¨v����ª
�a�����g�W����� �����������Z�_¬vÄÌ�K�8��ÉÊ¬�º�ÄÌ�

Î|����ÉÅ� ¶vÄÌ��� ¬�©�����ÉÌ������¨vÄÊÉÅª
ÉÊ�Z©v�|�«�3©���¨G��¬�©v��¬�ª���ª���¬�¶G������¨vÄÅ��ª��g©�¶M���8¶G����¬�©��g©�!vÇÈ��¶�� �G�g�gÕ
�Ýå � �ÏÀ 
 MpÇ

vars(P ) ∩ vars(Q) = {x}
���v�g¬

(P ||≤,a Q)\{x} = (P [xP /x] ||s Q[xQ/x] ||s
nFifoxP→xQ

)\{xP ,xQ}
Þ�ÉÑÇ %

���
P ≤x Q∧���
∀(a, b) ∈ P × Q, a|{x} ≤ b|{x} ⇒
∃(a′, b′) ∈ P × Q,a′

\{x} = a\{x} ∧ b′\{x} = b\{x}∧
∀i ∈ � � , t(b′(x)

i
) � t(a′(x)

i+n
)

�:������¶D�|Î_��ã/���3���3©�� !�¬��g��¬v�aª
�a����� ����� ¬�©��Ð� @�ª�ÉÊ�g¬M��ª
��¬D©�ÉÑ��ÉÊ�_¬��ÚÇÈ���Ú��ÖÚ��ª
���3¨G��¬v�g¬M���
P
��¬�©

Q��������� ��ÉÑÇ:���v���Í� ���3ª���¬v¬��gª!���g©Í¶N�\��¬
nFifo

Þ&���v���Íª�� ¬Æ¨G����ÇÈ�����������K�����r��¶G���D�RÎMÉÌ�����_��Ö��v��¬
���v����� ����¨v����ÉÌ¬]� ¬m����¶vÉÊ���«� ���+�_�Ð�N¬�ª«�v����¬������Ú¬v����ÖÝ�_��Ô@Õß�:��� �ZÉÌ�gÞD��ÄÊÄ/���a��©���ª
��ÉÌ��¬�����Ç)ª����3¨G��¬v�g¬_�
Q
ÇÈ�����

x
ª�� ¬K� �W�3�_�Ð�ß¶D�i©���ÄÅ�R���a©8� Ç �����

n
�3�_����Ö���ÉÑ���Z��ª
��ÉÌ��¬��B��Ç

P
�_¬8���v����� �3��Î|� ��ÉÌ��¶vÄÌ� � ���N���gÞ

¨����gÎ���¬M��ÉÊ¬vº8������¶v� �@���Z�|Î_����Û��|Ö �!Õ
� �
�N�gÞvÖÚ��º��g¬v���«� ÄÌÉÊØg��ã/���3���K·������r¬v�
��ÖÚ����ÔK� Ç�!vÇÈ�Kª«����¬v¬v��ÄÅ�:ÉÌ¬�¶G� ����©vÉÊ���gª
��ÉÌ��¬��&%

� � åNé ¿ å � 
 �Ý�_¬��ÐÉÅ©��g�������K��ÖÚ�]¨v���Nª��g���
P
� ¬D©

Q
Þ)ÄÊ���

I
� ¬�©

O
¶G�����v���Ð�v¶D�Ð����� �x¨�� ����ÉÊ��ÉÌ��¬D�$�

��Ç
vars(P ) ∩ vars(Q)

����ª«�Ù�����|�
∀x ∈ I, Q ≤x P

� ¬�©
∀y ∈ O, P ≤y Q

Õ MpÇ�ÇÈ����� ÄÌÄ
x ∈

vars(P ) ∩ vars(Q)
%

∀(a, b) ∈ P × Q,
(∀x′ ∈ I, a|{x′} < b|{x′} ∧ ∀y′ ∈ O, a|{y′} < b|{y′}) ⇒
∃(a′, b′) ∈ P × Q,
a\(I∪O) = a′

\(I∪O) ∧ b\(I∪O) = b′\(I∪O)∧
∀x ∈ I, t(b′(x)

i
) � t(a′(x)

i+nx
)∧

∀y ∈ O, t(a′(y)
i
) � t(b′(y)

i+ny
)���v��¬

(P ||≤,a Q)\(I∪O) = (P ′ ||s Q′ ||s R)\(I′∪O′)
Þ¦Ö��������

P ′ � ¬D© Q′ �����8���a�Ð�vÄÊ��� Çß����¨vÄÅ��ª�ÉÊ¬�º��ÄÊÄßÎR����ÉÅ� ¶�ÄÊ�a�
x ∈ I ∪ O

Ö�ÉÊ���ÆÇÈ���g���ÆÎR����ÉÅ� ¶�ÄÊ�a�
xP

��¬�©
xQ

Þ4���g��¨G�gª!��ÉÊÎ_��ÄÌ��Þ
R
ÉÅ�������+¬v����ÖÝ�_��Ô]��Ç

nxFifoxP →yQ

�x���
nyFifoyQ→yP

�:ª«��� ¬v¬���ÄÅ��� ¬�©
I ′
� ¬�©

O′ ���������
���:��Ç)����ª«��ÇÈ���a�Ð��Î|� ��ÉÌ��¶vÄÌ�g�gÕ

cGcedCf�gAh'i'j
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� � ���3����� �����v�+¨v���_¨D�M�Ð�a©Æ� ¨v¨v���_�_ª«�\��¬�©ÆÉÊ¬Ë¨D� ����ÉÅª
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ÒÓª
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��ÉÌÎ��Ú�����Ð�v�3¨�Ò
��ÉÊ�_¬����ÐÉÌ¬�ª��8ÇÈ�_���.���vÄÊ��ÉÌ¨vÄÌ�
Òp¨v����©��Dª
���aÞ¦����ÄÑ��ÉÊ¨vÄÌ�
ÒÓª
�_¬����v�3�����Ð�D� ���g©]Î|����ÉÅ� ¶vÄÌ�g�gÞ@��¬v��ªg� ¬³����Ô��r���Ð�
��Ç/���«� ¬�©�� �«©Kª
�_¨M� � ÇÈ�_��Ô �ß� ¬�©+�r�g��º_� � ���_ÉÊ¬#�ßª����3¨D�_¬v��¬M�«�W���8ª
�_¨N�8���v���Ð�������a©�ª«��� ¬�¬v��ÄDÇÈ���:�Ð�gÎ��g����Ä
ª����3¨G��¬v�g¬_�«��� ¬�©�����ÉÌ¬m�Ð�gÎ��g����ÄGÖ���ÉÊ�����|�������3¨��«��� Ç)©�É"�G�g���g¬_��ª����3¨G��¬v�g¬_�«�:ÉÊ¬M���r�_¬v��ª«��� ¬�¬v��ÄfÕ
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MÓ¬³���vÉÅ���Ð�aª!��ÉÊ�_¬]ÖÝ�3� ���8��ÉÊ�3ÉÌ¬vº�� ��ÉÌ�3¨vÄÌ���3��¬M��ÉÌ¬vº����v�3©��a�Ð�N¬�ª«�v����¬�ÉÊØa�|��ÉÌ��¬mÉÅ©��a���iÉÊ¬���ÉÅ©������v� T�UWVOa
X6Y[Z��3��©���ÄfÕ����]©��m���vÉÅ��Þ�!��«����ÖÚ�����RÎ_�8���³©�� !�¬v�����v�KÉÌ�r¨�ÄÊ�g�r�g¬M���|��ÉÊ�_¬Æ� Ç:���v�+¬v�
��ÖÚ����Ô]� Ç�!vÇÈ�
¨�����ª
�a�����g�gÕKâZÄÊ�������vº_�\���v�Kª«�������_ª!���g��ÉÌØg� ��ÉÌ��¬\ÖÝ��ºM�RÎ��rÉÊ¬Í�����K¨v����ÎNÉÊ�_�������gª!��ÉÊ�_¬Ëª�� ¬Í¶G��ÇÈ������� ÄÌÄÊ�
ª«���gª«Ô��a©3��¬+��������¬_��ÉÌªg�ß��Ç�ª
�_�3¨D�_¬v��¬M���gÞMÉÑ��©��N�g�Ý¬v� �:º�ÉÌÎ�����ª���¬��Ð������ª!��ÉÊÎ_�ZÖ:�R�r��Ç/©��
�������3ÉÊ¬vÉÌ¬vº8���v�
¶�� �G�g�i��ÉÊØg��Õ��:�N���gÞ�ÖÚ��¨v����¨G�_������¨v�«��ª!��ÉÌªg� Ä/��¨v¨v���_�_ª«��ÉÌ¬����vÉÅ���Ð�aª!��ÉÌ��¬/Þ�����ÉÊ¬�º�Ö��vÉÌª«�mÖÚ����������¶vÄÊ�
���3�g�Ð��ÉÌ�3� �������v��¶v� �@���Z��ÉÊØg� � ÇÈ�_�Z�8º_ÉÊÎ_��¬���¬NÎNÉÊ����¬��r�g¬M���!Õ
����� �
	���*��	 �4�!) " �3% 57"�8 ��� ��� ���3�� �
â�¬

nFifo
ª«�D� ¬v¬v�gÄ¦ª�� ¬�¶G��ÉÊ�3¨vÄÌ���3��¬M���g©����ÐÉÌ¬vº�ª
�_�3¨D�M�ÐÉÊ��ÉÌ��¬�� Ç4¬

1Fifo
à �Ú©v� !�¬v�a©+ÉÌ¬�#B�v� �3¨vÄÌ��_Þv���ÚÇÈ�_ÄÊÄÌ�|ÖZ� %

nFifoxP →xQ
= 1FifoxP →x1

[full1/full]

||
s

. . .
||

s
1Fifoxn−1→xQ

[fulln−1/full]

alarm = (full1 ∧ . . . ∧ fulln) when xP

ok = not (alarm)
� �����8����� �����v�

alarm
��ÉÊº_¬�� ÄÅ��ÉÅ�����M¬Dª«�v���_¬vÉÌØ��g©]Ö�ÉÑ���

write
� �Ð���g�3¨����gÕ8�:�N���gÞ&Ö��v�g¬Í��¬³�v¬�����ª
Ò

ª��g����ÇÈ��Äß�|�������3¨������mÖ���ÉÑ�����������v�K¶v� �@�������v�
alarm

�ÐÉÌº�¬D� ÄBÉÅ������ÉÌ���g©&Õ Mp����¬v��ºM�|��ÉÌ��¬Ë©��a��ª���ÉÌ¶G�g���
����ªgª
�g���ÐÇÈ�vÄ¦Ö���ÉÊ����� �Ð���g�3¨��gÕ
����� � ����)+��1�	 ��� ) "���%') �3��57"*89��� ��� ���3�� �
�i�ÐÉÌ¬vº+���v�rÉÊ�3¨vÄÌ���3�g¬_�«�|��ÉÊ�_¬]� Ç
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�� ; � ��� # : � � £ ?�¤
=�F¥����K)?=
N E�=�@�¤
EG�¦IC§ OP� IB��A���IJ��F�D N ?��9�¥¤
��A�=�I " - ��� ����|�| � �

� ����� Y �
- �
/ ��� � ��� - � 2��	� : # � ` � ��� # sSu # � ��� � 
���% % # �e- 5 � ��; � � �	� t 5 �	��� � ; � � � # � : ; � � � % � ��5 ��� ; ����
 � 
 # � � �
� w�w�w z =���F$I���@��¦E¨?�F$Io?F N ?��9�¥¤
��A�= Q �VE¨D!A�Dv�JA�ICE�H�F\?ZK � F$��ASH�=�����A�D N EG=�@�¤
EG�¦I©�F�D OP� IB��A���I " � q "�ª ��� �
�)]�] � �

� � �+�©����4 �« � #�¬ � � ��� , ��/ �i0 ��� � � # � � ª # � 
�� # .���
�� � # ; ��% � ; � � 
 � 
 # � � �5 2
6 087 -8/ & 2 � ��� � ��% # � :�®:	� � ���
� % ��� 
�� � # � : � 6 � r �M/ � � : ; �	� � t "�¯ �M, � � � � ��� ` � � " �	���°c �ku � 
�� � # % " � � # 
��	��� " <�=�? @BABA�D�E�F
H�I±?�K
y8zal9z_y8zkn T)²�" ` � % � ; �k��U � ��5�p

�bN�O�" � � : � �8W � q X(W�U�U � 2 ��� # � :	� � " �)]�] � �� � ���- � 2�� � : # � `	�	��� # s�u # � ��� � 
���% % # " 4 � 2 :	��� # " �	��� / �/ � ` � : � � � ���	� ; � % ; � � ��% �e5 �	� ��� ;�; � � # � � 
 # � � s . � ��� �� ��� # : � � 6 � [ �_, � % ��; # � � ��� # " � � # 
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�iN�O�" � � : ����] X � q�� 2 ��� # � : � � " ��|�|�|��� � � ��� � ¯ �	% # � � t # �	��� 4 �
^ ��% � �	�³ � r # : � % � ` ��%���� � 
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	���������������
	�������	��������������� !�����
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" � *4�����|$ ����#5���*B7��� � ��$�,��!��$
� � ��� %4�W���N��Çx�B� ���Z�RÎR��ÉÊÄÅ� ¶�ÄÊ�:��¬�ÄÊ��ÇÈ���)�����Z���gÎNÉÊ�gÖO¨v����ª
�g���gÕ4�:�v�g��Ö�ÉÌÄÊÄ�¶D�Z�����3�|Î_�g©�ÇÈ���_� ������¨�� ¨G���
ÉÌ¬����v��¨�����ª
�g�g©�ÉÌ¬vºM�Ú��¬�©�Ö�ÉÊÄÌÄ&¶G���RÎR��ÉÊÄÅ� ¶�ÄÊ����¬�ÒpÄÌÉÊ¬v��ÉÌ¬�ÇÈ����� � ÇB�8���gª«��¬vÉÌªg� Ä¦����¨G�����gÕ
�Ýå � �ÏÀ � ë �_�Z� ÄÌÄ&º��g¬v���«� Ä@¨v����ª
�g�����g�

P
��¬�©

Q
������ÇÈ��ÄÌÄÊ�|Ö�ÉÌ¬vºr¨v���_¨D�g�Ð��ÉÊ�a�:�v��ÄÅ©�%

��Õ
P = Q ⇒ P ∗ = Q∗

·�Õ
P ∗ = Q∗ ⇔ P ≶ Q

Õ
±vÕ

P = (P ||s Q)|X ⇔ P|X∩Y = Q|X∩Y

ÞvÖ��������
X = vars(P )

� ¬�©
Y = vars(Q)

¯�Õ
P ||s P = P

²�Õ
P ||s Q = Q ||s P

�vÕ
P ∗ ||s Q∗ = (P ∗ ||s Q∗)∗

��+-� � � � Mp���g������Þv¯DÞD��¬�©m²r�v��ÄÅ©�����ÉÊÎNÉÅ� ÄÌÄÊ� �x¯KÉÅ��ÉÊ�3�3�g©vÉÌ� ����ª
�_¬����gÜM�v��¬Dª
��� ÇB± �
Õ ë �������v��¨v���M��Ç4��Ç
ÉÊ���g� ·vÞvÖÝ��¨v���|Î��i���D�|�

P ∗ = Q∗ ⇒ ∀b ∈ P∃c ∈ Q, b ≶ c
%
∀b ∈ P, b ∈ P ∗ ⇒ ∀b ∈ P, b ∈ Q∗ ⇒

∀b ∈ P, ∃c ∈ Q, b ≶ c
ÕÝ´NÉÌ�3ÉÊÄÅ� ��ÄÌ� �x©��������K���M�3�3�
����� �
ÞvÖÝ�����RÎ_�

P ∗ = Q∗ ⇒ ∀b ∈ Q∃c ∈ P, b ≶

c
Õ ë ���:���v��� ���v���:ÉÌ�3¨vÄÊÉÅª�� ��ÉÌ��¬�� Ç����vÉÅ��ÉÊ���g��Þ�ÖÝ�����RÎ_�

∀b, b ∈ P ∗ ⇒
∃b′ ∈ P, b ≶ b′ ⇒
∃(b′, c) ∈ P × Q, b ≶ b′ ∧ b′ ≶ c ⇒
∃c ∈ Q, c ≶ b ⇒ b ∈ Q∗â�º_� ÉÌ¬&Þv©��������K���M�3�3�
�����_Þ�ÖÝ�����RÎ_�

P ≶ Q ⇒ (∀b, b ∈ Q∗ ⇒ b ∈ P ∗)
Õ

ë �������v�r��ÉÊº_�_��ÉÊ�3¨vÄÌÉÅª��|��ÉÊ�_¬³��ÇßÉÑ�����.±�Þ¦ª
��¬D�ÐÉÅ©������ ¬Í� ��¶vÉÊ���«� ���
a ∈ P

Þ@���v��¬
a|X∩Y ∈ Q|X∩Y��¬�©��v�g¬�ª
�

∃b ∈ Q, bX∩Y = aX∩Y

Õ � �|Ö�ÞGª���¬���ÉÅ©��������v�r¶D�g���RÎNÉÊ�_�
c
ª
�_¬��Ð������ª!���g©�ÇÈ����� �r�g��º_ÉÊ¬�º

a
��¬�©

b
ÞB��ªgª
���«©�ÉÌ¬vº���� !�� !�¬vÉÊ��ÉÌ��¬n±]ÉÊ�8�v�_ÄÌ©v�����D�|�

c ∈ P ||s Q
� ¬�©

c|X = a
ÞW� ¬�©Ë���N���

a ∈
(P ||s Q)|X

Õ ´NÉÌ�rÉÌÄÅ� ��ÄÊ�EÇÈ�������v�ÍÄÌ�
Ç ��ÉÊ�3¨vÄÌÉÌªg�|��ÉÊ�_¬&Þiª���¬���ÉÌ©v���K���v�Í¶D�g���RÎNÉÊ�_�
a ∈ P|X∩Y

���v��¬
∃b ∈ P, aX∩Y = aX∩Y

� ¬�©���ªgª
�_��©�ÉÌ¬vº8���3���v�������Ð���r¨v��ÉÌ��¬
b ∈ (P ||s Q)|X

ÕW�:�v��¬/Þv��������������ÉÌ�Ð���
�

c ∈ P ||S Q, b|X = c|X
ÕNMp��ÇÈ��ÄÌÄÌ�|ÖZ�:ÇÈ���_� !i� !D¬vÉÑ��ÉÊ�_¬³±3�����|�

c ∈ Q
� ¬D©����N���

c|X∩Y ∈ Q|X∩Y��¬�©+���N���
aX∩Y ∈ Q|X∩Y

Õ
ë ���W���v��¨����N� Ç¦��Ç@ÉÊ���g� �vÞMÉÑ�Ý����ÉÊÎNÉÅ� ÄÌÄÊ�r�v��ÄÅ©v�W����� �

P ∗ ||s Q∗ ⊆ (P ∗ ||s Q∗)∗
ÕB�:�N���gÞ_ÉÊ�Ý��������ÉÊ¬��

����¨����|Î_�����D�|�
(P ∗ ||s Q∗)∗ ⊆ P ∗ ||s Q∗ Õ�ã/�
� X = vars(P )

Þ
Y = vars(Q)

� ¬�©
I = X ∩ Y

Þ
���v��¬�ÖÚ�����RÎ�� %

cGcedCf�gAh'i'j
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a ∈ (P ∗ ||s Q∗)∗ ⇒ ∃a′, a′ ∈ P ∗ ||s Q∗ ∧ a′ ≶ a ⇒
∃(b′, c′) ∈ P ∗ × Q∗,

b′|X = a′
|X ∧ c′|Y = a′

|Y ∧ a′ ≶ a ⇒

∃(b′, c′) ∈ P ∗ × Q∗,
b′|X = a′

|X ∧ c′|Y = a′
|Y ,∧∃a′′, a′′ ≤ a′ ∧ a′′ ≤ a ⇒

∃(b′′, c′′) ∈ P ∗ × Q∗,
b′′|X = a′′

|X ∧ c′|Y = a′′
|Y ,∧a′′ ≤ a′ ∧ a′′ ≤ a ⇒

∃(b, c) ∈ P ∗ × Q∗,
b|X = a|X ∧ c|Y = a|Y ,∧a′′ ≤ a′ ∧ a′′ ≤ a ⇒

a ∈ P ∗ ||s Q∗

�

�Ýå � �ÏÀ 	 ë �_�Z� ��¶vÉÑ����������º_��¬v�g����Ä@¨v����ª��g���Ð�a�
P
� ¬�©

Q
%

��Õ
P v P ||a P·�Õ
P ||a Q = Q ||a P

� é ¿ é & &xÀ�¿ æ(�
�_Õ

b ≤ c ⇔ b v c·vÕ
b ≤ c ⇔ b[y/x] ≤ c[y/x] �

P ¿ é&é���é�� ¾ � åNé ¿ å � � � +-����� � ´N�v¨v¨G�_���3����� �
vars(P ) = X

� ¬D©
vars(Q) = Y

�ÈÉÊ�8ª
ÄÌ�g����ÄÌ�
����ÄÅ©v�:���D�|�

x ∈ X ∩ Y
�!Õ ë ÉÊ�«�Ð�gÞ�ÖÚ��¨v���|Î������v��ª
�_¬M��� ÉÌ¬v�3��¬M�Z��Ç4���v��¶G�����RÎNÉÌ���Z��Ç

((P [x/xP ] ||≤,a

Q[x/xQ])|AFifoxP →xQ
)\{xP ,xQ}

ÉÊ¬
(P ||≤,a Q)\{x}

%

∀a, a ∈ ((P [x/xP ] ||≤,a Q[x/xQ])|
AFifoxP →xQ

)\{xP ,xQ} ⇒
!i�
Ç�Õß±

∃b, b\{xP ,xQ} = a∧
b ∈ P [x/xP ] ||≤,a Q[x/xQ]∧
b|{xP ,xQ} ∈ AFifoxP →xQ

) ⇒
!���Ç�Õß¹

b\{xP ,xQ} = a∧
b ∈ P [x/xP ] ||≤,a Q[x/xQ]∧
b|{xP } ≤ b|{xQ} ⇒

!i�
Ç�Õ )

b\{xP ,xQ} = a∧
b\{xP ,xQ}(P ||≤,a Q)\{x} ⇒

a ∈ (P ||≤,a Q)\{x}

����������	�
��	 ��������������	�
���
������ d 
 d�� ������������������� ��!"�#
 d��%$ �'&(��)+*�� ,�
	�� d !��-����	�
������ d �
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�:����ÉÌ¬�ª�ÄÊ����ÉÌ��¬�� Ç����v��ÄÌ�
Ç ��Òf����¬�©NÒÓ�ÐÉÅ©���ÇÈ��ÄÌÄÌ�|ÖZ�ÚÇÈ���_� ���v��ÇÈ�_ÄÊÄÌ�|Ö�ÉÌ¬vº3¨v���N��Ç %
a ∈ (P ||≤,a Q)\{x} ⇒

∃b, b\{x} = a ∧ b ∈ (P ||≤,a Q)
!���Ç�Õ )

∃(c, d) ∈ P × Q,
c\Y ≶ b\Y ∧ d\X ≶ b\X∧
c|X∩Y v b|X∩Y ∧ d|X∩Y v b|X∩Y ∧
P ≤x Q ∧ ∀y, P ≤y Q ⇒ c|{y} ≤ d|{y}

∀z, Q ≤z P ⇒ d|{z} ≤ c|{z} ∧x ∈ X ∩ Y

c\Y [xP /x] ≶ b\Y [xP /x]∧
d\X [xQ/x] ≶ b\X [xQ/x]∧
c|X∩Y [xP /x] v b|X∩Y [xP /x]∧
d|X∩Y [xQ/x] v b|X∩Y [xQ/x]∧
c[xP /x]|{xP }[xQ/xP ] ≤ d[xQ/x]|{xQ}∧
∀y ∈ (X ∩ Y ) \ {x},

P [xP /x] ≤y Q[xQ/x] ⇒
c|{y}[xP /x] ≤ d|{y}[xP /x]∧

∀z ∈ X ∩ Y,
Q[xP /x] ≤z P ⇒

d|{z} ≤ c|{z}

!���Ç�Õ )�� ±

b\{x} ∈ ((P [x/xP ] ||≤,a Q[x/xQ])

|AFifoxP →xQ
)\{xP ,xQ} ⇒

a ∈ ((P [x/xP ] ||≤,a Q[x/xQ])|
AFifoxP →xQ

)\{xP ,xQ}

�

� é ¿ é & &xÀ�¿ æ � ë ���Z�Ð�����
��ª«�vÒpª�ÄÊ�M�Ð�a©
P
��¬�©

Q
Ö�ÉÊ�����
��¨vÄÌÉÅª
ÉÊ��©v�|�«�r©v��¨G��¬�©��g¬�ª
����¬

x
ÞvÖÚ�����RÎ�� %

(P ||
a

Q)\{x} w
((P [x/xP ] ||

a
Q[x/xQ]) ||

s
AFifoxP →xQ

)\xP ,xQ

�Ýå � �ÏÀ � �Ý��¬���ÉÅ©����r��ÖÚ�\¶G�����RÎNÉÌ���«�
a
��¬�©

b
�Ð�Dª«�O�����|�

vars(a) = vars(b) = {x}
ÞWÉÊÇ

∀i ∈
� 	 , t(a(x)i) � t(b(x)i+n)

Þ����v��¬
∀t ∈ T, |[b(x)]t| ≤ n + |[a(x)]t|

Õ
��+-� � � �O´N��¨v¨D�M�Ð�:�����|�B���v�ZÄÌ���3����©��N�g�)¬v���W�v��ÄÅ©¦Þ����v�g¬3���v�g���:�
��ÉÅ���«�W�i��ÉÌ�3�

t
ÉÌ¬3Ö��vÉÅª«�

|[b(x)]t| >
|[a(x)]t|+ n

Õ)ã/�
�
j
¶D�i�����iÉÌ¬�©����K� Ç&���v�iÄÅ���Ð�:��Î��g¬M���Ý� Ç

b(x)
¶D��ÇÈ�����

t
Õ MpÇ4����ª«�K�gÎ��g¬_�«�ß����ÉÌ�Ð�gÞM������¬

cGcedCf�gAh'i'j
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�_ª�ª����«©�ÉÊ¬�º����8������ÄÌ���3���r�N�M¨G� ���v�g��ÉÅ��ÞNÖÚ���D�RÎ��
t(a(x)j−n) � t(b(x)j)

ÕW�:�M�D��ÞN���v���ÐÉÌØ���� Ç
[a(x)]tÉÅ�4�|��ÄÌ�g�_���

j−n
��¬�©����vÉÌ�4ª
�_¬M���«��©�ÉÅª!�«�&�������������v�3¨���ÉÌ��¬ �

|[b(x)]t| = j ≯ n+(j−n) ≤ n+|[a(x)]t|
�!Õ

´���ÞN�Ð��ª«�K��¬���Î_��¬M�Ý���v���vÄÅ©3¬v���ß�
��ÉÅ���aÕ)�:��ÉÌ�ß�r�a� ¬��W����� �
t
ÉÅ�W¬v���Ý����ÄÅ�|���a©r�������v�Z��ÉÊ�3�i� Ç&� ¬N���gÎ��g¬_�

ÉÌ¬
b
��¬�©��v��¬�ª��

|[b(x)]t| = |b(x)|
Õ�'Ú������ÉÌ¬�ª
��ÖÚ���_�����v�3��ÉÊ¬ !�¬vÉÊ����¶G�����RÎNÉÌ���aÞ

|b(x)| = |a(x)| = ∞�cª
�_¬_�����_©�ÉÅª!��ÉÌ��¬�Ö�ÉÑ�������v���_�����v�3¨���ÉÌ��¬#�!Õ
�

�:�v���ß���N� ÇÏ��ÇÏÄÊ�g�3�3�K·�ÇÈ�_ÄÊÄÌ�|ÖZ�Ý���v����� �3��ÄÊÉÌ¬v���_�:� Ç4ã/���3���������ÐÉÌ¬vº�ã&�g�3�3� ��Õ
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