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B-spline for shape optimisation

Abstract: This report describes the work done during my internship in the project
GALAAD. The subject was the implementation of a module for B-spline curves and surfaces
and its use in the treatment of curves, involved in shape optimisation problems.

Key-words: B-spline curve and surface, C++, SYNAPS, approximation, parameterisation,
shape optimisation
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4 M. Celikbas

1 Courbes et surfaces B-splines

1.1 Introduction

En C.A.O (Conception Assistée par Ordinateur) les objets utilisés sont souvent des po-
lynOémes: courbes polynomiales et surfaces polynomiales; mathématiquement, ces polynémes
doivent s’écrire dans une base donnée. Le choix de cette base est important vis-a-vis des pro-
priétés de ces courbes ou surfaces. En effet, prenons 'exemple d’une courbe de Bézier (i.e.
écrite dans la base de Bernstein) :

P = S B OP,
1=0

ou

Brt) =Cit'(1-t)"", P,eR®, te[0,1]

Ainsi P(t) est constituée d’une seule courbe polynomiale si bien que P(t) a une continuité
de classe C*°. Dans ces conditions, il parait difficile de modéliser des courbes ayant des points
anguleux ie. des courbes dont un ou plusieurs points n’ont qu’une continuité C°. Nous allons
voir dans la suite que I'introduction de la base des B-splines (en anglais Basis-splines) permet
de remédier a ce probleme.

1.2 Fonctions de bases des B-splines
1.2.1 Définition
On définit les fonctions de bases de la facon suivante:

— par un ensemble U de m + 1 réels u; non décroissants: up < u1 < ... < Up,.
U est appelé vecteur nodal, les u; sont appelés noeuds.

— par un degré d.

La i-eme fonction de bases B-splines de degré d (ou d’ordre d + 1) est alors définie par
récurrence:

1 stz € [ug,uipq]
0 . _ 7yW4+1
Ni(W) = X = { 0 sino;z
U — U _ Uitd+1 — U  Ardg—1
Ni(w) = ——— N tu)+ 4~ Nél(u 1
i (u) Uipd — Ui () WUitd4+1 — Wit Z+1( ) .

INRIA



B-splines pour ’optimisation de forme 5

1.2.2 Propriétés

— N&(u) est un polynome de degré d & support compact, de support [w;,u;td11]-
— N£(u) a pour dérivée:

4 Noy = a (Nid W N ) @

du ' Uipd — Wi Uigd41 — Uil
— Si l'on regroupe les noeuds u; par paquets de valeurs identiques 71 < ... < 7%, chaque
k
7; étant répétée m; fois dans le vecteur nodal U avec Z m; =m + 1. Alors N&(u) en
=0

chaque point 7; est continue de classe C? ™i. Ceci a pour conséquence qu’augmenter
la multiplicité m; d’'un noeud, diminue la continuité en ce point.

— Si 'on veut définir n + 1 fonctions de bases de degré d & partir d’un vecteur nodal de
longueur m + 1 alors n doit vérifier la contrainte fondamentale suivante:

m=n+d+1 (3)

En effet, la derniére B-spline N%(u) a pour support [tn,unidt1), comme c’est la
derniere B-spline, unq4+1 doit étre égale au dernier noeud wup,.

Ainsi, si 'on dispose d’un vecteur nodal de longueur m + 1 et d’'un degré d alors il y
a exactement n + 1 fonctions de bases avecn =m —d — 1.

1.2.3 Choix du vecteur nodal
Le choix du vecteur nodal est conditionné par 3 et par le fait qu’il doit étre croissant.
Dans la pratique?!, on prend plutot :

Uy = oo = UL < Udt1 < oo < Up—1 < Up = oo = Uptdii (4)

i.e on répete d + 1 fois les valeurs extrémes.

1.2.4 Exemples

Prenons le vecteur nodal ug = u; = us =u3 =0,uq = 1,u5 = 2, ug = uy = ug = ug = 3
et construisons les fonctions de bases de degré 3, on adoncn=m—-d—-1=9—-3—-1=25,
i.e 6 fonctions de bases. Pour obtenir ces fonctions de bases on applique la relation 1, ce qui
nous donne les fonctions suivantes:

1. Nous verrons plus loin pourquoi.

RR n° 4968



6 M. Celikbas

09H

3
N3 N5
\ 0
0.8F |
0.7F |
3 3
N3 N4

‘ T

2 2.5 3

F1G. 1 — Fonctions de bases pour le vecteur nodal [0,0,0,0,1,2,3,3,3,3]

1.3 Courbes B-splines
1.3.1 Définition

Une courbe B-spline de degré d (ou d’ordre d + 1) est la courbe paramétrée définie par:
P(u) = N{(u)P, (5)

ot P, eR?, (d=2oud=3).

Pour construire une courbe B-spline de degré d & partir de n 4+ 1 points P; dit points de
controle, il faut donc se donner m + 1 noeuds ot m = n + d + 1, permettant de définir les
fonctions de bases N2(u).

INRIA



B-splines pour ’optimisation de forme 7

1.3.2 Propriétés

Chaque P([uk,ur+1]) définie un arc de courbe délimité par les points P(uy) et P(ugy1)-
Sur chaque arc de courbe P(u) est polynomiale de degré d.

En un point u distinct d’un noeud, P(u) est de classe C*°(polynéme) et en un noeud
up, de multiplicité my, P(u) est de classe C¢~ ™,

Dérivée d’une courbe B-spline:

n—1 Ndl)

=d Z z+1

P, - P 6
i—o Ui4-d+1 — Wit1 ( + ) ( )

La dérivée d’une courbe B-spline est donc aussi une courbe B-spline.
Pour un u donné, P(u) appartient & I’enveloppe convexe des points Py,...,P,.

Compte tenu des supports des fonctions de bases, si u € [uk,ur+1] alors les seules
fonctions de bases non nulles sont NZ_,, ..., NZ . Donc:

k
Z Nfl )P;, pour u € [ug,Ukt1]
i=k—d

et P(u) appartient & I’enveloppe convexe des points Py_g,...,P%.

Pour assurer la coincidence de la courbe avec les points de contréle extrémes, on prend
le vecteur nodal suivant :

Uy = oo = UG < Ugp1 < oo < Up—1 < Up = oo = Uppd41
En effet, on a alors N2(ug) = Losii= donc P(ug) =0et P'(ug) = —L—(P, —
’ ¢ 110 0 sinon 0 0 ugyr—ug \ L

Py); de méme pour P(untdt1) = Pn et P'(tunyds1) = P,— P, ).

Uptd— un(

RR n° 4968



] M. Celikbas

1.3.3 Exemples

0.8 0.9

0.8 b

3

0.7 F’1

0.7

P(u,)
4 P(uy)
0.6} 0.6 P(uy) [
P(uﬁ)

0.5
0.5+

0.4r

Py, P, P(u,) 5

041 0.3

0.2
0.3

= = = = P P
P =P(ug)=P(u,)=P(u,)=P(u,) P_=P(ug)=P(u,)=P(ug)=P(u,) 01l (uy) (ug)
IO
P(ug)
0.2 L L ] oc L L L L L L L
0.5 1 15 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18

F1a. 2 — Courbe B-spline de degré 3, avec le vecteur nodal [0,0,0,0,1,2,3,3,3,3] (a gauche);
avec le vecteur nodal [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9] (4 droite)

La figure de droite montre un point important : si I’on a pas des noeuds extrémes de mul-
tiplicités maximales alors la B-spline s’annule forcément a l’origine en les noeuds extrémes.

1.3.4 Algorithmes de bases sur les courbes B-splines

Calculs des fonctions de bases. Pour calculer les (Nf(u)),_, , ,on va utiliser la relation
de récurrence (1); en appliquant cette relation on obtient le schéma suivant :

INRIA
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Nieg @
0 ailleurs /
Nig e (0)
Ni, @
/ \ Ndi + "
N, (u) / k-d+2
N? @y o | > N2 ()
\ 1 \
Ny () / N ()
| \ o
0 ailleurs \ Ni—l (W
Ng ()

Fi1G. 3 — calculs des B-splines de bases

RR n° 4968
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Ce qui nous donne l’algorithme suivant :

Algorithm 1 calculs des B-splines de bases

Entrée: d, u, U = [ug,...,Um]
Sortie: N = [N¢(u),...,N(u)]
Algorithme:

n:=m-d-1;

initialiser N[0..n] a O;

Si u=1wup alors
Si ug est de multiplicité d+1 alors N[0]:=1; Fin Si;
retourner N;

Fin Si;

Si w=u, alors
Si U, est de multiplicité d+1 alors N[n]:=1; Fin Si;
retourner N;

Fin Si;

Trouver k tel que ur < U < Uk41;
N[k]:=1;

Pour p de 1 & d faire
N[k-d] :=—E—= _N[k-d+1];
k+1—Uk—d+1
U—Uk—d+1
Uk41—Uk—d+1’

temp:=

Pour i de k-d+1 a k-1 faire
N[i] :=tempxN[i];

temp:=—~- "W+l .
o Ujgg41—ui41’

N[i]:=N[i]+(1-temp)*N[i+1];
Fin Pour;

N[k]:=—"="_N[k];

Uk+d—Uk
Fin Pour;

Remarque: Cet algorithme est utilisé pour remplir les matrices qui interviennent dans
des probléemes d’interpolations ou d’approximations mais on ne l'utilise pas pour évaluer la
courbe en un point donné. Sil’on veut évaluer P(u) on utilise plutét ’algorithme de De Boor
(ci-dessous) qui est beaucoup plus stable numériquement et moins cotiteux en opérations.

INRIA



B-splines pour ’optimisation de forme 11

Algorithme d’évaluation de De Boor. Je ne démontrerais pas cet algorithme (cf. [1]
ou [2] ou [3] pour une démonstration).

Algorithm 2 Algorithme de De Boor
Entrée: d, u, U = [ug,-.,Um], [Pos---»Pn)
Sortie: P(u)
Algorithme:

Trouver k tel que ur < U < Ug+1;

Pour i de k-d a k faire
P} =P

Fin Pour;

Pour j de 1 & d faire
Pour i de k & k-d+j par pas de -1 faire

Jo._ __uw—uiq1
;= Uipdg1—j—Ui
J . Jypi—1 Jpi—1.
Pli=1=-a))Py +a; P75
Fin Pour;
Fin Pour;

retourner P,gl ;

Remarque:

— Il est bien sur possible d’optimiser cet algorithme en ne stockant pas tous les points
intermédiaires mais en écrasant & chaque étape les points obtenus & 1’étape précédente.

— Cet algorithme suppose que qui équivaut & u € [ug4,u,], ce qui est en général

k g n
le cas pour des vecteurs nodaux du type (4). Pour des vecteurs nodaux qui ne sont
pas de ce type, une technique consiste a:

— ajouter au vecteur nodal autant de ug pour le rendre de multiplicité d + 1 et &
en ajouter autant de points de contrdle nulle aux début de la liste des points de
controles.

— idem pour u.,.

Exemple:

sid=3, P=[R,P,P,Ps,U = [0,1,2,3,4,5,6,6] alors avant d’injecter U et P
dans Palgorithme de De Boor, on fait :

U :=10,0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6,6] et P :=[0,0,0,Py,P;,P>,P3,0,0].

RR n° 4968



12 M. Celikbas

— Les points Pl-j intermédiaires générés par cet algorithme permettent de faire l'algo-
rithme de subdivision ci-dessous.

Subdivision. L’algorithme de De Boor opeére selon le schéma suivant (les fleches indiquent
une combinaison affine entre 2 points):

Po
Prd1
— PO

kd T kd  — pl

Prcges = PE—d+1 " k=d+1 > Pi—d+2 _

P - p0 >: Pi—d+z T pE

d+l k-d+2 k-d+2 /

. , -

; 00 — P, -

k-1 k-1 _ Pi "

P, =PP —
Pk+1
P

Fi1Gc. 4 — Schéma de ’algorithme de De Boor

L’algorithme de subdivision stocke les points extrémes générés par 1’algorithme de De
Boor ([Po,...;Pe—d—1,P0_4:Pi_g415--P] d’'une part, [PE,PE ... .PL Prtr,....Pn] d'autre
part) pour contruire 2 autres courbes B-splines de méme degré que la courbe B-spline initiale
indépendantes I'une de ’autre et ces 2 courbes mises bout-a-bout redonnent la courbe initale
(cf Vexemple ci-dessous).

L’algorithme est le suivant :

Pour mieux comprendre ’algorithme de subdivision, appliquons-le sur un exemple:

INRIA
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Entrée: d, u, U = [ug,-..,;um], P = [Po,---,Pu)
Sortie :

Uy, P, correspondant & la 1ére courbe;

U,, P, correspondant & la 2éme courbe.

Algorithme:

Trouver k tel que ur < U < Ugy1;

// Ui est de taille k+d+2
U1[0..k] := UJ0..k];
Uik + 1.k +d+1] :=u;

// Us est de taille n+2d-k+1
Us[0..d] :== z;
Usld+1.m+2d— k] :=Ulk + 1..m];

// P, est de taille k+1
Pi[0.k—d—-1]:=P[0..k —d —1];
Pk—d+1.k]:= [P,gid,P,iid+1,...,Pg];

// P> est de taille n-k+d
Py[0..d] := [PE,PA ... PY];
Pyd+1.n—k+d—1]:=Plk+1.n];

Fia. 5 — Algorithme de subdivision pour les courbes B-splines

Fic. 6 — Courbe B-spline pour le vecteur nodal [0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6,6] (courbe initiale d

gauche et subdivision en w = 2.5 & droite)
RR n° 4968



14 M. Celikbas

Sur la courbe de droite nous voyons bien que ’on a 2 courbes B-splines distinctes et que
certains points de controle sont restés inchangés par rapport a la figure initiale.

Insertion d’un noeud. Le but de cet algorithme est d’insérer un nouveau noeud sans
changer la forme ni le degré de la courbe B-spline; & cause de la contrainte fondamentale (3),
si I’on insére un nouveau noeud en laissant le degré inchangé alors on doit forcément ajouter
un nouveau point de controle. En fait, nous allons voir que certains points de controle sont
supprimés et remplacés par d’autres. Le fait d’insérer un nouveau noeud ajoute des nouveaux
parametres (point de controle+noeud) et donc ajoute de la fléxibilité & notre courbe (i.e.
augmente le degré de liberté de la courbe).

Algorithm 3 Insertion d’un noeud pour les courbes B-splines
Entrée: d, u, U = [ug,-.., ], P = [Poy---rPu)

Sortie: U, P correspondant & la nouvelle courbe;

Algorithme:

Trouver k tel que ur < U < Ugy1;

// U est de taille m+2
U[0..k] :== U[0..k];

Ulk +1] == u;

Ulk+2.m + 1] :== Ulk + 1..m];

// P est de taille n+2
Pour i de 1 a n+1 faire

1 81 1<k—d
o = ﬁ st k—d+1<i<k
0 81 1>2k+1
P;:=a;Pi+ (1 — ;)P 1;
Fin Pour;
Exemple :

Elévation de degré. Les algorithmes de subdivision et d’insertion de noeuds permettent
d’augmenter le degré de liberté d’une courbe B-spline. Un autre moyen d’y arriver est d’utili-
ser 'algorithme d’élévation de degré qui, comme les 2 algorithmes précédents, laisse la courbe
inchangée mais ajoute des parameétres supplémentaires. Plus précisément, soit &k le nombre
de noeuds distincts dans le vecteur nodal, alors 'algorithme d’élévation de degré ajoute k
noeuds au vecteur nodal (en augmentant la multiplicité de chaque noeud) et k — 1 points de
controle. Je ne donnerais pas de description détaillée de I'algorithme que j’ai implémenté.
Le lecteur trouvera cet algorithme ainsi que la preuve de cet algorithme dans [4].

INRIA
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0.9

0.81

0.7

0.6

0.5

0.4r

0.3

0.2

0.1

F1G. 7 — Insertion d’un noeud en u = 2.5

Exemple :

0.7r-
0.6
0.5
0.4r
0.3
0.2

0.1

.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18

FI1G. 8 — Elévation de degré : courbe initiale o gauche (degré 3) et de degré 4 a droite

RR n° 4968



16 M. Celikbas

Remarquez qu’apres élévation de degré le polygone de contrble s’est rapproché de la
courbe. En répétant I’'opération, on obtient ainsi une “bonne” approximation de la courbe:

09
0.8

0.7

0.5

0.4

0.3

0.1

F1G. 9 — Méme courbe aprés 4 élévations de degré (courbe de degré 7).

1.4 Surfaces B-splines
1.4.1 Définition

Une surface B-spline de degrés (d;,d2) est la surface paramétrée définie par le produit
tensoriel suivant :

ny mn2

Plup) = 3 3 N ()N ()P, (7)

=0 j=0
ot P e R, (d=2o0ud=3).

Pour construire une surface B-spline de degrés (d,d2) & partir des (n1 +1)(na + 1) points
de controle P;;, il faut donc se donner (my + 1) + (m2 + 1) noeuds ot my =n; +dy + 1 et
ma =Ny + ds + 1, permettant de définir les fonctions de bases N (u) et N;lz(v).

1.4.2 Propriétés

En remarquant que P(u,v) peut s’écrire:

INRIA



B-splines pour ’optimisation de forme 17

Pluw) = 3 N ) | SONE@)Py | = 3 N () Bi(o) ®)
1=0 7=0 1=0

Toutes les propriétés sur les courbes B-splines s’appliquent aux surfaces B-splines en
chaque direction u et v.

1.4.3 Exemple

FiGc. 10 — Exemple de surface B-spline.

1.4.4 Algorithmes de bases sur les surfaces B-splines

Algorithme d’évaluation. De la relation (8), on en déduit ’algorithme suivant :

RR n° 4968



18 M. Celikbas

Algorithm 4 Evaluation d’une surface en un point (u,v)

Py -+ Pon,
Entrée: di, da, (u,0), U = [ugy.smy ]y V = [V0yeeyUms], P = : . :
Pn10 o Pn1n2
Sortie: P(u,v)

Algorithme:

Evaluer les ny+ 1 points Pi(v) =

na
z:l\/';l2 (v)P;; & 1’aide de 1’algorithme de De Boor;
=0

ny
Evaluer P(u,) = ZNZ-dl(u)Pi(v) a4 1’aide de 1’algorithme de De Boor;
i—0

Dans la suite, je ne donnerais que des exemples; pour obtenir les algorithmes, il suffit
d’appliquer les algorithmes de bases sur les courbes B-splines sur chaque direction u et v.

Subdivision. Exemples:

Fic. 11 — Ezemple de subdivision pour les surfaces B-splines: en uw = 0.9 (4 gauche) en
v =0.6 (a droite)

Insertion d’un noeud. Exemples:

INRIA



B-splines pour ’optimisation de forme 19

F1G. 12 — Insertion d’un noeud : courbe initiale (4 gauche), insertion en v = 0.9 (au milieu),
env =0.6 (a droite)

Elévation de degré. Exemples:

FIG. 13 — Elévation de degré : courbe initiale (4 gauche), 3 élévations de degré selon u (au
milieu), 8 élévations de degré selon v (a droite)

RR n° 4968



20 M. Celikbas

2 Implémentation

Le langage & utiliser pour I'implémentation (C++) ainsi que le schéma de code & suivre
(SYNAPS) étaient imposés par le sujet de stage. Loin d’étre un frein, nous allons voir que
ces choix ont été d’une grande aide pour le développement d’une bibliotheque qui doit étre
facilement utilisable dans des codes externes.

2.1 Intérét du C++

Le langage C++ est de plus en plus utilisé pour 1’écriture de librairies mathématiques,
non pas pour son caractére orienté objet mais pour la généricité qu'il offre. La facilité de
surcharge des opérateurs prédéfinis permet de traduire un algorithme en langage C++ en
utilisant des notations assez intuitives (c.f. 'exemple ci-dessous), ce qui a le grand avantage
de rendre le code clair et de repousser la frontiére entre les types et fonctions définis par
’utilisateur et ceux prédéfinis du langage. De plus le C++ en tant que langage orienté objet
permet le polymorphisme, mais il a été choisi, pour des raisons d’efficacité de ne pas utiliser
de classes abstraites ni de fonctions virtuelles qui définissent un polymorphisme dynamique.
En effet, 'appel d’une fonction virtuelle est une décision prise pendant I’exécution, et méme
si un bon compilateur minimisera autant que possible le coiit d’une telle fonction, celui-ci
devient non-négligeable lors d’appels intensifs. De plus une fonction virtuelle ne peut pas
étre déclarée en ligne, puisque le type de I'objet n’est pas connu a la compilation. C’est pour
cette raison que la librairie SYNAPS [5] utilisent de nouvelles techniques inspirées de la STL,
bibliotheque appartenant a la distribution standard C++, & base de template, ce qui permet
un polymorphisme “statique”. Elles sont utilisées pour guider la compilation afin d’obtenir
un code efficace. Ces nouvelles techniques, appelées template erpressions, permettent de
construire des programmes C++ meilleurs en performance que leurs analogue FORTRAN
(c.f. [6]). Pour une analyse poussée de ces techniques de programmation en calcul scientifique
on peut lire [7].

Exemple de code C++ templaté surchargeant I'opérateur “*”:

template <class Vect>
typename Vect::value_type operator*(const Vect& vl, const Vect& v2)
{
typename Vect::value_type result = 0.0;
for (int i=0; i<vl.size(); i++)
result += vi[i]*v2[i];
return result;

}

Le code ci-dessus définit une implémentation du produit scalaire entre 2 vecteurs mais le type
de ces vecteurs ainsi que le type de retour ne sont connus par cette fonction qu’au moment
de son utilisation car ils sont donnés par l'utilisateur. Les seules contraintes sur ces types
sont qu’ils doivent fournir les opérateurs “[]” et “+=" et la fonction membre “size()” ce qui
est le cas par exemple pour les types std::vectorjdoubles et std::vectorjdoubles::value_type.
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2.2 SYNAPS

2.2.1 Présentation

SYNAPS (SYmbolic and Numeric APplicationS)? est une bibliothéque développée au
sein du projet GALAAD de Sophia-Antipolis en collaboration avec l’équipe Spaces de I'IN-
RIA Lorraine/LIP6. Elle fournit des outils pour manipuler des vecteurs, matrices, polynémes
a une ou plusieurs variables, etc... SYNAPS & été développée avec le soucis d’en faire une
bibliotheque active dans le sens ol I'on a jamais spécifié le type des différents arguments de
ces fonctions. C’est le compilateur qui instancie les fonctions dont le programme a effecti-
vement besoin et non le programmeur. Le programmeur se contente de donner des canevas
de programme que le compilateur va se charger de compléter. SYNAPS fournie donc des
fonctions sous forme d’une implémentation générique et une myriade de spécialisations cha-
cune adaptées & un type de stockage spécifique. La généricité dans SYNAPS est obtenue par
le biais d’un usage extrémement intensif du mécanisme de template décrit dans la section
précédente.

2.2.2 Architecture de SYNAPS
Le niveau le plus bas, les conteneurs et les domaines:

Un conteneur dans SYNAPS est la définition de la représentation interne d’un objet,
le conteneur fournit les fonctions de base dont une abstraction aura besoin, se créer, se
parcourir, accéder a des données contenues etc... Les conteneurs sont implémentés en tant
que class souvent paramétrées par le type des coefficients qu’elle devront contenir. (exemple :
repld...)

Un domaine est un namespace auquel sont attachés des conteneurs. Il implémente aussi des
algorithmes spécialisés pour ces conteneurs. (exemple: linalg...)

Le niveau au dessus, les vues:

Les vues sont les interprétations que 1’on peut donner & un conteneur. Elles définissent la
sémantique mathématique du conteneur. Par exemple, un conteneur repld peut aussi bien
étre interprété comme un polynéme univarié ( UPolDsejdouble, linalg::repldjdoubles ), que
comme un vecteur en algebre linéaire (VectDsejdouble, linalg::repldidoubles ).

Les modules :

Les modules sont des collections de fonctions qui s’appliquent a des objets partageant
des propriétés communes.

2. http://www-sop.inria.fr /galaad /logiciels/synaps/
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2.3 Mise en oeuvre

Concretement, j'avais donc a développer un module BSPLINE et un domaine bspline. Le
module BSPLINE contient les implémentations génériques des algorithmes qui sont décrits
dans le chapitre précédent. Le domaine bspline contient un conteneur pour les courbes B-
splines (bspline::curve) et un autre pour les surfaces B-splines (bspline::surface), ainsi que les
fonctions qui s’appliquent & ces conteneurs; ces fonctions sont simplement des interfaces pour
pouvoir utiliser les fonctions implémentées dans le module BSPLINE avec ces conteneurs.

2.3.1 Le conteneur bspline::curve

D’apres le chapitre précédent, nous savons que pour représenter une courbe B-spline, il
nous faut: un degré, un vecteur nodal et des points de controle. Pour définir un objet de
type “courbe B-spline”, il suffit alors de construire la class bspline::curve suivante:

namespace bspline
template<class C, class N, class Pt>
struct curve
int degree_;
Pt points_;
N nodes_;

Remarquez que cette class est templaté par 3 autres class représentant le type des scalaires
(typiquement C=double), le type du vecteur nodal (typiquement N=VectDse;C3s) et le type
des points de contrdle (typiquement Pt=VectDsejVectDsejCs ;). Notre class bspline::curve
fournit bien sire les constructeurs et opérateurs (affectations, ..) nécessaires a une bonne ma-
nipulation de cet objet. Pour un exemple d’utilisation de cette class, c.f. la section “exemples
d’utilisation” ci-dessous.

2.3.2 Le conteneur bspline::surface

Pour représenter une surface B-spline, il nous faut: 2 degrés, 2 vecteurs nodaux et des
points de controles:

namespace bspline

{

template<class C, class N, class Pt>
struct surface

{

int degreel_;
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int degree2_;
Pt points_;
N nodesl_;
N nodes2_;
}s
}

Pour un exemple d’utilisation de cette class, c.f. la section “exemples d’utilisation” ci-
dessous.

2.3.3 Exemples d’utilisation

Je fournis ici des exemples de manipulations de courbes et surfaces B-splines & l'aide de
ma bibliotheque. Le lecteur trouvera aussi en annexe les prototypes des class et fonctions
que j’ai implémenté.

Manipulations de courbes bsplines.
#include "synaps/geometry/bspline.H"
#include <iostream>
#include "synaps/linalg/arrayid.H"
#include "synaps/linalg/VectDse.H"

typedef VectDse<double> N;
typedef VectDse< VectDse<double> > Pt;
using namespace std;

int main()
{
typedef bspline::curve<double,N,Pt> bspline;
N nodes(10, "0 0 0 0 1 2 3 3 3 3");
VectDse<double> P0(2, "0.41705 0.10673"), P1(2, "0.28802 0.60088"),
P2(2, "0.90553 0.46053"), P3(2, "1.3203 0.79678"),
P4(2, "1.8041 0.63012"), P5(2, "1.477 0.13012");
Pt points(6);
points[0] = PO; points[1] = P1; points[2]
points[3] = P3; points[4] = P4; points[5]

P2;
P5;

// declaration et definition de la courbe B-spline

bspline b;
b.degree_ = 3;
b.nodes_ = nodes;
b.points_ = points;
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// ecriture dans un fichier pour affichage
ofstream out_file;

out_file.open("curve.dat");
drawCurve(out _file,b);
out_file.close();

out_file.open("polyline.dat");
drawPoly(out file,b);
out_file.close();

// insertion d’un noeud en u=1.5
insertiNode(b, 1.5);

// elevation de degre
bspline bb;
degreeElevate(bb, b);

// etc....
return 0;

}

On peut alors afficher la courbe avec par exemple un logiciel tel que Gnuplot.

Manipulations de surfaces bsplines.
#include "synaps/geometry/bspline.H"
#include <iostream>
#include "synaps/linalg/arrayid.H"
#include "synaps/linalg/MatrDse.H"

typedef VectDse<double> N;
typedef MatrDse< VectDse<double> > Pt;
using namespace std;

int main()
{
typedef bspline::surface<double,N,Pt> bspline;
N nodes1(6, "0 0 0 1 1 1");
N nodes2(6, "0 0 0 1 1 1");
VectDse<double> P00(3, "-0.390000 -0.309921 -1.000000"),
P10(3, "0.030000 -0.790000 0.350000"),
P20(3, "-0.260000 0.200000 -0.020000"),
P01(3, "0.650000 -0.250000 -0.490000"),
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P11(3, "0.290000 -0.400000 -0.650000"),
P21(3, "0.600000 0.980000 0.580000"),
P02(3, "-0.363017 0.758630 -0.243552"),
P12(3, "0.430000 0.410000 -0.500000"),
P22(3, "-0.110000 -0.340000 0.960000 ");

Pt points(3,3);

points(0,0) = POO; points(0,1)
points(1,0) = P10; points(1,1)
points(2,0) = P20; points(2,1)

= PO1; points(0,2)

P11; points(1,2)
P21; points(2,2)

// declaration et definition de la surface B-spline

bspline b;
b.degreel_ = 2;
b.degree2_ = 2;
b.nodesl_. = nodesi;
b.nodes2_ = nodes2;
b.points_. = points;

// ecriture dans un fichier pour affichage

ofstream out_file;

out_file.open("surface.dat");
drawSurface(out_file,b);
out_file.close();

out_file.open("polyline.dat");
drawPoly(out_file,b);
out_file.close();

// elevation de degre selon la direction u

bspline bb;
degreeElevatel (bb, b);

// insertion d’un noeud en v=0.5

insertiNode2(b,0.5);

return O;

}

P02;
P12;
P22;

1l suffit alors de taper la commande “geomwiew surface.dat polyline.dat” pour obtenir un

affichage graphique de la surface.
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3 Application a 'optimisation géométrique

Disposant désormais d’une bibliothéque compléte sur les courbes et surfaces B-splines,
la deuxiéme partie de mon stage consistait & utiliser cette bibliotheque pour transposer
aux courbes B-splines ce qui a été fait avec les courbes de Bézier sur la paramétrisation
adaptative pour l'optimisation de forme (c.f [8] et [9]).

3.1 Présentation

Je reprends ici ’exemple traité par J.-A. Désidéri et F. Bélahcéne pour simuler une
optimisation couplée & une adaptation de la paramétrisation:

— Trouver un arc de courbe C ayant une tangente verticale en z = 0, reliant les points
(0,0) et (1,0) et minimisant le critere suivant : J = PTE ol P est le périmetre de C et A
la surface sous la courbe.

— Minimiser J revient & minimiser P et maximiser A. On cherche donc une courbe ayant
la plus grande surface sous la contrainte d’avoir le plus petit périmetre. On montre
que la partie supérieur du cercle de centre (,0) et de rayon 1 est I'unique solution
de ce probleme. J admet alors pour minimum 27. On s’intéresse au cas au ’espace
de recherche de f est l’ensemble des courbes B-spline (c.f [§8] et [9] pour le cas ol
l’ensemble de recherche est celui des courbes de Bézier).

3.2 Optimisation couplée & une adaptation de la paramétrisation
avec des courbes de Bézier (Rappels)

La méthode mise en oeuvre dans [8] et [9] pour résoudre le probléme précédent consiste
a construire un procédé itératif qui va converger vers la solution :
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initialisation de :
X=X, X}

- - PZ
min J(X,Y) N
Y=y .y}

E—

CIBLE : Yo
-1
x()=Z B/ (),

y(t)= :z;:B "My

ADAPTATION
PARAMETRISATION

‘ nouveau x

]

Fic. 14 — Simulation d’une optimisation couplée & une adaptation de la paramétrisation
dans le cas des courbes de Bézier

La pierre angulaire de cette méthode est 'adaptation de la paramétrisation. Elle consiste

a trouver parmi toutes les paramétrisations de la courbe cible vy, celle qui est la plus réguliere
au sens ou son polygone de contréle varie le moins possible.

3.3 Adaptation de la paramétrisation avec des courbes B-splines.

Disposant d’une courbe B-spline

() =g (5 ) e

K3

(en fait on dispose d’un certain nombre de points (Q; = (Qxi,Q¥i)),—o. ), on désire trouver
une nouvelle paramétrisation de la méme courbe

P(t) = ( %; ) = gNid(t) ( " ),t € [0,1] )
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avec un polygone de controle qui ne varie pas trop.

On a donc des points (Q;),_, yet on cherche une courbe b-spline qui passe pres de ces
points sous la contrainte que son polygone de controle varie le moins possible. On peut
exprimer ceci par le probleme des moindres carrés suivant :

. 2
min, 3P - Qi (10)
N N
Minimiser E = Z 1P(t) — Qillz = ZP(tk)2 — 2P(ty).Qx + Q% revient & annuler son
k=0 k=0
gradient :
SE N N
5p = 0= S P(t)N{(te) = > QrN{(te) (11)
! k=0 k=0
avec: .
P(ty) =Y Ni(t) P, (12)
=0

On prend de plus zg = x1 = yo = ¥» = 0 et z,, = 1 pour que la courbe passe en (0,0) et
(1,0) avec une tangente verticale en (0,0).
En injectant (12) dans (11) on obtient les 2 systeémes linéaires suivants:

ATAX = ATwW, (13)
BTBY = BTW,
avec:
A= (N]{i(ti))i:()“N’jzzunfl X = (xi>i:2..n—1 W = (le - Ng(ti»i:o"]\]

B = (Ny"i(ti))i:o,,N, j=1.n—1" Y =(i)ic1.n1> Wy = (Q¥i)ico.n

Pour construire les matrices qui interviennent dans ces systémes, nous devons choisir des
(ti)i—o..n €t des noeuds (u;);_q ,,4- Un choix classique consiste & prendre:

i
D NIQi — Qiall
to=0,t; = =1

== ,pourj =1...N
> Qi - Qinall
=1

Une fois ce choix fait on prend alors:

e+ .o+ terdr
Ug = ... = Ug, Un4+1 = .- = Untd+1 et Upyd = #, k=1.n—-d
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On montre que pour ce choix, les matrices AT A et BT B qui interviennent dans les
systemes précédents sont inversibles.
En résolvant ainsi ces systémes, on obtient les nouveaux points de contrdle qui nous
donnent une paramétrisation de la courbe B-spline qui passent pres (au sens des moindres
carrées) des points Q;.
Remarque: je n’ai pas ajouté explicitement la contrainte “le polygone de controle varie le
moins possible” dans (10); ceci par manque de temps et parce qu’a premiére vue les résultats
obtenues (c.f ci-dessous) montrent que la variation du polygone de contrdle reste raisonnable
pour de faibles degrés (d < 5):

3.4

Fi1G. 15 — Teste de la paramétrisation

avec des courbes B-spline

3.4.1

Optimisation du critére J

Optimisation couplée a une adaptation de la paramétrisation

Pour évaluer J, il nous faut calculer le périmetre P et la surface A d’une courbe B-spline
(=(t),y(t)) de type (9):
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P / F(t)dt avec £(t) = /T (OF + 4/ (0)?
0

Pour calculer cette intégrale, j’ai utilisé la méthode de Simpson (qui est d’ordre 4) avec
la méthode suivante pour évaluer f(¢): calculer la dérivée de la spline, évaluer cette spline
en t avec ’algorithme de De Boor, prendre sa norme.

A:/O y(t)x' (t)dt

En remplacant y(t) et z(t) par leur expression, le calcul de A nous ameéne & calculer des
intégrales de la forme:

/ 1 NEN~ (t)dt (14)
0

En remarquant que l’expression & l'intérieur de l'intégrale est un polynéme de degré
2d — 1, en utilisant la méthode de Gauss-Legendre sur d points, on obtient la valeur exacte
de cette intégrale. De plus, compte-tenu des supports des fonctions de bases:

NZ-dN]‘,if1 #0<=1t € supp (Nid) ﬂsupp (NJ‘-i) = [, Wit dt1) ﬂ[uj,uj+d]
Ces 2 intervalles ne s’intersectent pas si:
(witds1 Sujoutjyg <u;) <= (i+d+1<jouj+d<i)
donc ils intersectent si:
(i+d+1>jetj+d>i)<—=i+1—-d<j<i+d

Ce qui nous réduit considérablement le nombre d’intégrales du type (14) & calculer.

Sachant maintenant calculer J(Xy,Y’), pour calculer son minimum, j’ai utilisé la méthode
du simplex (Nelder-Mead Simplex, c.f. [10]) qui ne fait que des évaluations de J et aucun
calculs directs ou indirects du gradient de J.

3.4.2 Résultats

En couplant 'optimisation de J avec 'adaptation de la paramétrisation comme expliqué
plus haut, j’obtiens les résultats suivants:
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| itération |  J ]
1 6.3632
6.2941
6.2903

| 6.2842 |
| 6.284 |
[ 6.284 |
| 6.2839 |
| 6.2839 |

Q| || S| Ut || W D

TAB. 1 — Convergence de J (n=10,d =3, N =10)

On note donc bien que le critere J converge vers 2m ~ 6.2832 avec une erreur de ’ordre
de 10~ qui est aussi l’erreur faite par la méthode du simplex. A I'issu de ces itérations , on
obtient la figure suivante:

0.6 T
"spline.dat”
"cercle.ddat"  x
05 K O s RS
%X X
xxx x s
X X3
><’X)< Xxx
x X,
0.4 &
X%% X
X X
0.3

5

0.1

N

F1a. 16 — Solution exacte (cercle) et solution approchée
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Cette méthode a cependant des limites qui viennent bien sur d’une part du fait que j’ai
choisi un critére des moindres carrées discrets, d’autre part du fait que je n’ai pas posé
explicitement la contrainte de faible variation du polygone de contrdle. En effet, j’observe
que pour n petit la méthode semble converger puis diverge (et méme quelquefois osciller
autour d’une valeur) et pour un degré d grand, le polygone de contrdle varie énormément :

| itération |  J ]
1 6.3361
6.5839
6.6306

[ 6.6883 |
| 6.7551 |
[ 6.828 ]
| 6.9004 |
| 6.9644 |

Q|| || S| U || W DN

TAB. 2 — Convergence puis divergence de J (n=10,d =5, N =10)

Remarque: D’un point de vue théorique, ’optimisation couplée & une adaptation de la
paramétrisation n’a aucune raison de converger vers le minimum de J. On “espere” juste que
I’on se rapproche pres de ce minimum et que ’influence de ’adaptation de la paramétrisation
ne prime pas sur 'optimisation. L’intérét de cette méthode est bien sur de diminuer par 2
le nombre d’inconnus qui interviennent dans 'optimisation (fixer X, optimiser sur Y').

Conclusion

Ce stage que j’ai eu le plaisir d’effectuer & 'INRIA de Sophia-Antipolis m’a permis de
développer une bibliotheque mathématique (sur les B-splines) de A & Z. Ce stage a donc
constitué une magnifique application et une extension du cours “modélisation géométrique”
que j’ai suivis durant ma quatrieme année & 'INSAT. Il m’a fallut part ailleurs m’initier & un
nouveau langage informatique, le C++ que je ne connaissais pas. Enfin, ce stage m’a permis
d’aborder de maniere simplifiée le domaine de l'optimisation géométrique et 'optimisation
de forme que je ne connaissais pas non plus.
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