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Résumé : Ce rapport aborde le théme de ’adaptation de maillage non structuré
en trois dimensions pour les problémes instationnaires et son application & la méca-
nique des fluides. On y montre en particulier que I’algorithme classique d’adaptation
est inapproprié pour traiter ce type de problémes. Par conséquent, on propose ici
une autre approche basée sur un nouvel algorithme d’adaptation et sur une procé-
dure d’intersection de métriques en temps, permettant de capturer de tels phéno-
ménes. Plus précisément, une boucle spécifique est intégrée dans le schéma d’adap-
tation classique afin de résoudre un probléme de point fixe transitoire pour le couple
maillage-solution. L’estimateur d’erreur (géométrique) a posteriori anisotrope utilisé
dans le schéma d’adaptation est basé sur une majoration de ’erreur d’interpolation.
La métrique de calcul résultante est alors définie & 1’aide du hessien de la solution.
L’adaptation de maillage (surfacique et volumique) est basée sur une procédure vi-
sant & créer un maillage unité par rapport & la métrique spécifiée. Un exemple 3D
est proposé pour illustrer 'efficacité de cette méthode.
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Unstructured Mesh Adaptation in 3D for Time
Dependent Problems.
Application to CFD

Abstract: This report deals with the adaptation of unstructured meshes in three
dimensions for transient problems and its application to CFD problems. The classical
mesh adaptation scheme appears inappropriate when dealing with such problems.
Hence, another approach based on a new mesh adaptation algorithm and a metric
intersection in time procedure, suitable to capture such phenomena, is proposed.
More precisely, a new specific loop is inserted in the main adaptation loop in order
to solve a transient fixed point problem for the couple mesh-solution. The anisotropic
a posteriori (geometrical) error estimate used in the adaptation scheme is based on
a majoration of the interpolation error. The resulting computational metric is then
defined using the hessian of the solution. The mesh adaptation stage (surface and
volume) is based on the generation of a unit mesh with respect to the prescribed
metric. A 3D example is proposed to illustrate the efficiency of this method.

Key-words: Mesh adaptation, time dependent problems, anisotropic metrics, a
posteriori error estimate, Euler equations, unit mesh.
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1 Introduction

La réduction de la complexité des simulations numériques est toujours un enjeu
(industriel) crucial malgré l’accroissement constant de la puissance du matériel in-
formatique. Elle permet en effet un gain notable au niveau du temps de calcul des
simulations en dimension trois et au niveau de I’analyse de leurs résultats. Une des
méthodes développées pour réduire la complexité est 'adaptation de maillage, dont
le but est de controler la précision de la solution numérique en modifiant la discré-
tisation du domaine de calcul suivant des contraintes de tailles et de directions. En
effet, dans les simulations numériques basées sur des méthodes d’éléments ou de vo-
lumes finis, les maillages des domaines de calcul ont un role prépondérant. Maillages
et calculs sont si étroitement liés, que de la qualité des premiers dépend en grande
partie la précision numérique des seconds.

Dans le cadre des simulations dépendant du temps, 'adaptation de maillage est
d’autant plus importante que la solution est non connue a priori et surtout que les
phénomeénes physiques se déplacent dans le domaine de calcul. Dans le cas ou ils se
déplacent dans tout le domaine, un maillage fin uniforme est nécessaire partout, cela
afin de conserver la précision de la solution numérique tout au long de la simulation.
Ce qui rend ces simulations inaccessibles dans des temps raisonnables en dimension
trois. En outre, les phénoménes instationnaires (turbulences, phénoménes mobiles,
...) constituent la majorité des phénomeénes physiques dans la réalité. Cependant, la
majeure partie des simulations effectuées dans ’industrie sont stationnaires et les
simulations instationnaires ne représentent qu’une trés faible partie d’entre elles a
cause de leurs temps de calcul prohibitifs.

Appliquer I’adaptation de maillage pour de telles simulations aurait pour effet de
réduire considérablement leur complexité. Effectivement, 1’utilisation de ’adaptation
de maillage doit permettre de conserver la précision de la solution tout en évitant de
remailler de maniére fine une trop grande partie du domaine de calcul.

Dans cette étude, on s’intéresse & ’application de ’adaptation de maillage pour les
phénomeénes instationnaires. On va montrer que 'algorithme classique d’adaptation
de maillage est intrinséquement inadapté a 1’étude de tels phénoménes. On propose
alors une nouvelle approche générale pour traiter ce type de problémes.

Formulation du probléme

Dans les simulations instationnaires, on est confronté au probléme de I’évolution
des phénoménes physiques dans le domaine d’étude. On va montrer qu’en général
le schéma classique d’adaptation est inadapté a 1’étude de ce type de problémes de
part sa définition. En effet, il existe alors un décalage dans le temps entre la solution
et le maillage, i.e., le maillage est toujours "en retard" par rapport & la solution,
ce qui a pour conséquence de diffuser la solution. Afin de réduire ce décalage, un
approche possible est d’adapter fréquemment le maillage, on montre alors, dans le
cadre du remaillage, qu’il existe une inconsistance (décalage) dans le temps de la
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Adaptation de maillage 3D pour les problémes instationnaires 5

solution. En effet, l'utilisation de ’adaptation de maillage lors d’un calcul instation-
naire introduit, relativement & chaque changement de maillage (de discrétisation et
de connectivité), une source d’erreur importante due a l'interpolation de la solution
de I'ancien maillage sur le nouveau.

Pour y remédier, il faut soit trouver un nouveau schéma d’interpolation qui corrige
ce probléme, soit il faut diminuer le nombre d’adaptations de maillage a effectuer
afin de controler ’erreur due a l'interpolation. La deuxiéme solution & l’avantage
d’étre d’application générale et indépendante de la méthode de résolution utilisée,
nous allons donc choisir cette approche.

Dans cette approche, la procédure d’adaptation de maillage doit réduire le nombre
total d’adaptations nécessaires pour effectuer la simulation mais elle doit conserver
la précision de la solution tout en évitant de mailler une trop grande partie du
domaine de calcul. Pour cela, deux points clefs doivent étre pris en compte : (i) prédire
l’évolution des phénomeénes physiques dans le domaine et (7i) enrichir (adapter) le
maillage dans toutes les régions oul ces phénoménes évoluent.

Cette approche doit étre validée sur un probléme (réel) représentatif des simu-
lations instationnaires. On désire avoir une géométrie complexe et des phénomeénes
non prédictibles a priori, c’est-a-dire qu’il y ait, par exemple, un grand nombre d’in-
teractions entre eux. Par conséquent, nous nous intéressons aux problémes dont la
solution n’est connue que wvia une solution numérique (ce qui est généralement le
cas). Pour étudier une simulation aussi simple que possible, ce qui écarte les phé-
nomeénes turbulents et les problémes ou la frontiére du domaine est mobile, nous
proposons alors le probléme suivant ol la propagation d’ondes de chocs non-linéaires
dans une géomeétrie fixe est simulée. Cette simulation est basée sur une généralisation
du probléme de Riemann.

Les problématiques liées & 'adaptation de maillage pour les simulations insta-
tionnaires ainsi que les solutions proposées seront étudiées et analysées en dimension
deux sur ce probléme. L’analyse y étant beaucoup plus accessible et bien plus pra-
tique. Pour cela, on comparera les solutions adaptées a une solution dite de référence.

Etat de l’art

L’adaptation de maillage non structuré pour les simulations stationnaires a fait
l'objet de nombreux travaux. Par contre relativement peu de travaux ont proposé
des solutions pour traiter les problémes instationnaires avec 1’adaptation.

Pour I'adaptation de maillage & nombre de sommets fixes et sans changement de
connectivités (i.e., aucune bascule d’arétes ou de faces-arétes) une approche ALE
(en anglais “Arbitrary Lagrange Euler") peut étre utilisée. Elle permet de prendre
en compte le mouvement du maillage en introduisant un terme dans ’équation du
probléme, elle dépend donc du probléme étudié. Ce terme remplace 1’étape d’inter-
polation & chaque changement de maillage. Mais cette méthode ne nous intéresse pas
car dans notre approche (moins rigide que la méthode ALE) le nombre de sommets
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ainsi que les connectivités varient, afin de générer un maillage “optimal” (unité) pour
la simulation.

Pour 'adaptation de maillage ol la taille du maillage varie ainsi que les connec-
tivités deux approches ont été proposées. Pour éviter que la solution ne sorte des
régions maillées, plusieurs auteurs ont suggéré [15, 18] de considérer une zone de
sécurité de part et d’autre de la région critique et d’adapter trés fréquemment le
maillage (i.e., toutes les 5 & 20 itérations de solveur) en utilisant des méthodes de
raffinement /déraffinement (sans bougé de points) pour réduire les erreurs d’interpola-
tion. L’inconvénient de cette approche est qu’elle ne corrige pas l’erreur due a I’étape
d’interpolation dans le cadre du remaillage puisque un grand nombre d’adaptations
sont effectuées. De plus, les méthodes de raffinement/déraffinement ne conduisent
pas a des maillages “optimaux" en termes de nombre et de placement des nceuds et
elles écartent la génération de maillages réellement anisotropes. De méme, considérer
une telle zone de sécurité implique que la taille du maillage n’est pas “optimale".

Pour les méthodes de remaillage visant & générer des maillages optimaux (en
termes de nombre et de placement de nceuds), un algorithme d’adaptation instation-
naire a été proposé dans [19, 22]. Il consiste & estimer ’erreur toutes les n; itérations
de solveur et & adapter le maillage si l'erreur est supérieure au seuil donné. Dans
tous les cas, le maillage est adapté toutes les ng itérations du solveur. Mais, cet algo-
rithme implique un grand nombre d’adaptations et ne corrige donc pas ’erreur due
& l'interpolation.

Dans ce contexte, pour les méthodes de remaillage, une approche préliminaire
a été proposée par Mohammadi et al. [3, 17] dans le but de contrdler le nombre
d’adaptations. Dans cette approche, 'adaptation de maillage est basée sur la réso-
lution d'un probléme de point fixe transitoire. Nous avons suivi cette approche en
I’améliorant de maniére significative.

Notre approche

Pour les simulations dépendant du temps, nous présentons une nouvelle méthode
automatique d’adaptation de maillage, qui étend les résultats préliminaires de [3,
17]. Cette approche est d’application générale, c’est-a-dire qu’elle peut s’appliquer a
toutes les classes de problémes instationnaires (indépendamment du type d’équations
le modélisant).

Nous proposons une extension de l'algorithme d’adaptation de maillage qui per-
met de prédire ’évolution des phénoménes physiques. Le principe est de résoudre un
probléme de point fixe transitoire pour le couple formé par le maillage et la solution &
chaque itération de la boucle d’adaptation. Il est composé de deux boucles, la boucle
principale d’adaptation et une boucle interne dans laquelle le probléme transitoire
est résolu.

Connaissant 1’évolution de la solution, il faut maintenant adapter le maillage dans
les régions ol les phénoménes évoluent afin de préserver la précision de la solution.
En d’autres termes, nous voulons contrdler l'erreur tout au long du calcul c’est-a-
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dire introduire le temps dans l’estimateur d’erreur. Pour cela, nous introduisons une
procédure d’intersection de métriques en temps dans la construction de la métrique.

IL’adaptation de maillage non structuré est ici basée sur le calcul des longueurs
des arétes dans une métrique discréte (définie aux sommets du maillage). Cette
métrique (anisotrope) est construite en utilisant un estimateur d’erreur géométrique
a posteriori basé sur une approximation discréte du hessien de la solution. Le but est
d’équi-répartir ’erreur d’interpolation sur le maillage en contrélant la construction
des arétes du maillage.

Plan de I’exposé

Dans ce rapport, nous présentons et nous analysons la méthode proposée ci-
dessus. Section 2, nous présentons 1’algorithme classique d’adaptation de maillages.
Puis, on rappelle briévement toutes les étapes de la procédure d’adaptation. Dans la
Section 3, le schéma d’adaptation de maillage est analysé sur un probléme modéle
représentatif des simulations instationnaires en dimension deux. Nous y montrons
les limites de ’adaptation classique, dans le cadre du remaillage, pour ce type de
simulation. Section 4, nous présentons en détail la nouvelle approche d’adaptation
pour les simulations instationnaires. Nous précisons le nouveau schéma d’adaptation
et nous indiquons la procédure d’intersection de métriques en temps. Cette nouvelle
approche est validée sur le méme probléme modéle. Puis Section 5, nous illustrons
I’approche proposée sur un exemple concret d’application en dimension trois.

RR n° 4981
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2 Adaptation de maillage

Le but de ’adaptation de maillage est de fournir un moyen de controler la préci-
sion de la solution numérique en modifiant la discrétisation du domaine suivant des
contraintes de tailles et de directions. C’est-a-dire de contrdler la génération d'un
nouveau maillage dans un schéma de calcul de telle sorte que l'erreur de calcul es-
timée sur ce maillage est équi-répartie dans toutes les directions. Il en découle que
I’adaptation de maillage permet automatiquement de détecter et capturer le com-
portement et de prendre en compte ’anisotropie des phénoménes physiques méme si
I’écoulement n’est pas connu a priori.

Dans cette section, on présente d’abord l'algorithme d’adaptation de maillage.
Ensuite, on rappelle briévement toutes les étapes de la procédure d’adaptation. Une
description plus précise des composantes de ce schéma a été donnée dans [1, 5, 10].

2.1 Schéma d’adaptation de maillage

Dans cette section, nous proposons un schéma d’adaptation de maillage aniso-
trope automatique d’application générale (i.e., indépendante du domaine d’applica-
tion), dont chacune des composantes est indépendante des autres.

L’idée principale du schéma classique d’adaptation de maillage consiste & recher-
cher un point fixe pour le couple formé par le maillage et la solution. Autrement dit,
on cherche a converger a la fois vers la solution (stationnaire) du probléme et (en un
certain sens) vers le maillage adapté associé. Ce maillage est tel que l’erreur d’inter-
polation de la solution convergée du probléme évaluée sur celui-ci est équirépartie. 11
s’agit donc d’un algorithme itératif dans lequel chaque itération débute avec comme
couple initial le maillage et la solution issus de l'itération précédente.

Dans notre approche, 'adaptation de maillage repose sur le calcul des longueurs
d’arétes dans une métrique discréte dans le but d’équirépartir 'erreur sur le maillage.
Plus précisément, aprés le calcul de la solution numeérique, il faut transcrire celle-ci
en une information pertinente pour le générateur de maillage, en termes de tailles
et de directions des éléments. Pour cela, on estime dans un premier temps l’erreur
sur les éléments du maillage. Dans notre cas, nous utilisons l’estimateur d’erreur
a posteriori anisotrope géométrique, basé sur 'erreur d’interpolation. A partir de
cette estimation de l’erreur, une carte de tailles (un champ de métriques) anisotrope
destinée & gouverner la génération de maillage adapté est construite, dans le but
d’équirépartir l'erreur calculée sur le maillage. Ensuite, un maillage unité (adapté)
est généré dans cette métrique. Enfin, la solution est interpolée linéairement sur le
nouveau maillage. Ce processus est itéré jusqu’a convergence de la solution (et du
maillage). Ce schéma est illustré sur la Figure 1, ou on a noté respectivement 7, S,
S et M le maillage, la solution, la solution initiale & chaque itération et la métrique.

Dans la suite, on rappelle briévement toutes les étapes de ’algorithme d’adapta-
tion de maillage.

INRIA
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(HO, SOO)
B Interpolation solution
Sa
(Hi’ 8?)
T (Hit1,8i, Hi)
Calcul solution Génération maillage
Si Hit1

T (M, My)

Calcul métrique
M;

\j

(Hi,Si)

Fic. 1 - Schéma classique d’adaptation de maillage.

2.2 Modélisation de I’écoulement

Dans ce rapport, nous allons appliquer les techniques d’adaptation de maillage
4 la mécanique des fluides, en se limitant dans les simulations aux écoulements mo-
délisés par les équations d’Euler. Toutefois, les simulations sont effectuées sur des
géométries complexes (réalistes).

Dans le cadre des équations d’Euler, le gaz est supposé parfait, il est non visqueux
et il n’y a pas de diffusion thermique. On note p la densité, U= (u1,ug,us) le vecteur
vitesse, T' la température, £ =T + w Pénergie totale, p = (v — 1)pT la pression
avec 7 = 1.4 et V l'opérateur gradient. Les équations d’Euler s’écrivent sous forme
conservative de la maniére suivante:

P 3
P4V (p0) = o,

. ot
a(pU L
(gt)+v.(pU®U)+Vp ~ 0,

d(pE ,

(gt)JrV-((pEer)U) = 0,

ol on a successivement les équations de conservation de la masse, du moment et de
I’énergie exprimées sous forme tensorielle.

Les équations d’Euler sont résolues a ’aide du solveur NSCKE [16] (développé
a 'INRIA-Rocquencourt). C’est un solveur Volumes Finis pour le calcul d’écoule-
ment en dimension deux et trois utilisant des maillages non-structurés. Les équations
d’Euler sont résolues a 'aide du flux de Roe. On utilise une reconstruction de type
MUSCL et des limiteurs de Van Albada pour obtenir une précision d’ordre deux
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(limité) en espace. L’algorithme utilisé est explicite en temps. Pour le traitement des
problémes instationnaires, un schéma de type Runge-Kutta & quatre pas est utilisé
pour l'intégration en temps, afin d’avoir une précision d’ordre supérieur.

2.3 Calcul de la métrique

Dans cette section, nous rappellons briévement, 1’étape de construction de la
meétrique. Une description plus précise de cette construction est donnée dans [1].
Ensuite, nous précisons la normalisation de l'estimateur d’erreur et 'intersection de
métriques dans le cadre de la mécanique des fluides.

Estimateur d’erreur géométrique a posteriori. On a fait 'hypothése qu’un
controle de l’erreur d’interpolation permet de controler l'erreur d’approximation?®.
Notre estimateur d’erreur a posteriori anisotrope va donc étre basé sur ’erreur d’in-
terpolation. Le but est de générer un maillage adapté sur lequel 'erreur d’interpola-
tion est équi-répartie dans toutes les directions.

Pour tout élément K du maillage du domaine, on a la majoration anisotrope de
Ierreur d’interpolation, basée sur les dérivées de second ordre de la variable u:

| w — Ipt ||oo,x < ¢ max max (€, |Hy(z)|€) =k, (1)
reK e€FEk
ol ¢ est une constante qui dépend de la dimension, Fx l’ensemble des arétes de
l'élément K et |H,| = R|A|R~! est la valeur absolue du hessien de la variable u, ou
R est la matrice des vecteurs propres et |A| = diag(|\;|) la matrice (diagonale) des
valeurs absolues des valeurs propres.

Remarque 2.1 L’idée de cet estimateur d’erreur est de regarder la solution comme
une (hyper)surface et de controler l’écart a cette surface. Cette estimateur est donc
indépendant du probléme traité et il est relié au hessien de la solution.

Construction de la métrique. On utilise alors une approximation discréte de la
métrique qui utilise comme support les sommets du maillage. On note Ay, (resp.
himaz) 1a longueur minimale (resp. maximale) autorisée pour les arétes du maillage
et € 'erreur d’interpolation tolérée. Alors en chaque sommet du maillage, d’aprés la
Relation (1) on définit un tenseur de métrique anisotrope de la maniére suivante :

~ ~ ~ ~ clA; 1 1
M=RAR™, on A=diag(\;) et A\; = min <max< | Z‘, 5 >, 5 > )
€ hmax hmm
Nous avons introduit dans la définition de la métrique des longueurs d’arétes mini-
male et maximale afin d’éviter les métriques irréalistes et notamment pour controler

le pas de temps du solveur explicite.

1. Les résultats numériques obtenus tendent & confirmer cette hypothése en pratique pour nos
problémes.
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Adaptation de maillage 3D pour les problémes instationnaires 11

Donc pour équirépartir ’erreur d’interpolation sur le maillage, on est conduit
a4 modifier le produit scalaire qui sous-tend la notion de distance utilisée par les
générateurs de maillages, a I’aide de la métrique locale M qui remplace la métrique
euclidienne usuelle. On cherche alors & construire un maillage avec des éléments
réguliers unités dans la nouvelle métrique.

Dans la suite, nous proposons une normalisation de ’estimateur d’erreur dans le
cadre de la mécanique des fluides qui permet de mieux capturer certains phénomeénes
physiques. Ensuite, nous présentons une méthode qui permet de prendre en compte
différentes variables physiques dans la définition de la métrique.

Estimateur d’erreur pour la mécanique des fluides. En pratique dans les si-
mulations numériques, on est confronté au fait que les solutions varient de plusieurs
ordres de grandeur (phénomeénes multi-échelles). Si on est en présence de plusieurs
phénomenes de différentes grandeurs (recirculations, chocs, ...), il est difficile de cap-
turer les plus faibles avec l'adaptation de maillage. C’est d’autant plus difficile en
mécanique des fluides lorsque des chocs sont présents dans I’écoulement. La capture
de ces phénomeénes faibles est importante pour obtenir une solution plus précise en
prenant en compte leurs interactions avec les autres phénoménes de 1’écoulement.

Il a été montré qu'une estimation de l’erreur relative locale permet de résoudre
ce probléme [6, 14|, c’est-a-dire on normalise la Relation (1) par la valeur absolue de
la valeur locale de la variable u:
|Hu(z)

. | .
< — 2
K < e max max (&, T 2)

u — Ipu

|ue

ol |ule = max(|u|, € ||ul|o,0) avec € une constante petite devant 1. Le terme € ||u|| 0,0
est un parameétre de troncature pour éviter les problémes numériques. I1 définit aussi
I'intervalle entre la plus petite et la plus grande échelle que ’on veut capturer c’est-
a-dire que lorsqu’un phénoméne physique & une grandeur inférieure & ce terme, il
n’est pas capturé.

Intersection de métriques. Nous vennons de voir précédemment la construction
de la métrique par rapport & une variable scalaire. Mais, il peut étre nécessaire de
considérer plusieurs variables pour la construction de la métrique (pour lesquelles on
désire controler l'erreur d’interpolation) afin de capturer différents phénomeénes phy-
siques. En effet, certains phénomeénes ne sont représentés que par certaines variables.

Si plusieurs variables sont considérées alors plusieurs métriques sont prescrites en
chaque sommet. Pour obtenir une métrique unique qui les prend toutes en compte,
une procédure d’intersection de métriques va étre utilisée. Soient M7 et My deux
tenseurs de métrique donnés au sommet P. Le tenseur de métrique M correspondant
a 'intersection de M1 et Mo doit étre tel (par définition) qu’on garantit que ’erreur
d’interpolation pour chaque variable est bornée par le seuil prescrit. On obtient la
meétrique M en faisant la réduction simultanée des formes quadratiques associées
aux métriques M; et My (cf. [1]).
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Cependant, ces variables peuvent avoir des significations ou des natures physiques
différentes, alors se pose le probléme de la dimension des variables. Mais, d’aprées
la Relation (2), on a une estimation de l’erreur relative et donc l'intersection de
métriques est consistante. Plus formellement, si on considére n variables {u;}i=1
alors la métrique est donnée par:

M=) M(u),

i=1n

ot M(u;) est la métrique relative & la *™¢ variable.

2.4 Adaptation de maillage

Dans notre approche, la procédure de génération de maillage adapté est basée
sur la spécification d’'une métrique anisotrope discréte en chaque nceud du maillage
courant. Pour cela, on est conduit & modifier le produit scalaire euclidien par le
biais du champ de métrique M. Le but est alors de construire un maillage pour
lequel toutes les arétes sont de longueur (proche) de un vis-a-vis de la métrique
prescrite: Ix((€;) ~ 1 pour toute aréte ¢; et tel que les éléments soient réguliers.
Un tel maillage adapté est appelé maillage unité. Soient P un sommet du maillage
et M(P) la métrique en ce sommet. La longueur d’une aréte PX dans la métrique
M(P) est définie par:

—_— — 1 — —
Lpmp)(PX) = (PX, PX>/2\/1(P) = \/tPXM(P) PX.

Dans le cas ol on a une métrique distincte en chaque sommet, i.e., dépendant
de la position, on doit prendre en compte la métrique associée a chaque point de
I’aréte, ainsi que les métriques de tous les points intermédiaires. Pour cela, on définit
la longueur de PX sur toutes les métriques de la maniére suivante:

— 1 — —_— =
lM(PX):/ \/tPXM(PthPX)PX dt |
0

Partant des notions introduites précédemment, le maillage adapté désiré est un
maillage unité dans la métrique M munie de la distance donnée par la relation
précédente.

Dans notre approche, la génération de maillage en dimension trois s’effectue en
deux temps. D’abord le maillage de surface est adapté en utilisant des modifications
locales [8, 9], puis le maillage volumique adapté est construit en utilisant un algo-
rithme de Delaunay contraint [11, 13]. Il est & noter que dans les deux procédures de
génération de maillage adapté présentées ci-dessous, la majeure partie des entités de
I’ancien maillage sont préservées, afin de réduire les erreurs d’interpolation lors du
tranfert des solutions d’un maillage & ’autre.
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Maillage surfacique. Nous avons utilisé le mailleur de surface Yams, c’est un
logiciel automatique de remaillage adaptatif de surfaces. Il a été aussi utilisé pour
générer les maillages adaptés en dimension deux. Ce logiciel a été développé au sein
du projet Gamma & I'INRIA-Rocquencourt [7].

La procédure de maillage est gouvernée par les propriétés géométriques de la
surface (on définit une carte de taille de géométrie liant la taille des éléments aux
courbures locales) et peut ’étre aussi par une carte de métrique provenant d’un calcul
(via un estimateur d’erreur), tout en contrdlant la qualité des éléments.

L’algorithme de remaillage se divise en trois étapes. Premiérement, la surface est
analysée et la carte de taille géométrique provenant des propriétés intrinseques de la
surface est construite. Puis, la triangulation est modifiée en accord avec la prescrip-
tion de taille par remaillage local. Pour cela, des opérations topologiques (bascules
d’arétes) et des opérations géométriques (insertion de points par subdivision d’une
aréte, suppression de points par suppression d’une aréte en fusionnant ses deux ex-
trémités et bougé de points) sont effectuées pour obtenir un maillage pour lequel la
taille et la qualité des éléments sont controlées. Finalement, des optimisations locales
sont faites pour améliorer la qualité en forme des éléments et le respect de la carte
de taille.

Maillage volumique. Nous avons utilisé le mailleur volumique Gamhic3d, c’est
un logiciel automatique de génération de maillage tétraédrique adaptatif. Ce logiciel
a été développé au sein du projet Gamma a I'INRIA-Rocquencourt [12].

La procédure de génération de maillage tétraédrique est gouvernée a la fois par le
maillage de surface (composé de triangles) qui décrit le domaine et par une carte de
métrique (provenant d'un calcul) qui donne 'information sur la taille des éléments
qui doivent étre construits.

L’algorithme de génération de maillage est basé sur une méthode de type Delau-
nay, il est divisé en trois étapes. Tout d’abord, les points donnés par la frontiére sont
insérés par le biais d’'une méthode de Delaunay contrainte et la frontiére est recou-
vrée en utilisant, entre autres, une répétition de bascules de faces-arétes (opérations
locales). Ensuite, la création des points internes est effectuée avant leur insertion via
le noyau de Delaunay jusqu’a saturation des arétes. Elle s’effectue en accord avec
la prescription de taille donnée par la métrique, tout en contrélant la forme des
éléments. Enfin, des optimisations locales sont accomplies pour améliorer la qualité
en formes des éléments et le respect de la carte de métrique, a 'aide d’opérations
géométriques (bougé de points) ou topologiques (bascule de faces-arétes).

2.5 Interpolation de la solution

L’interpolation de la solution est un point clef dans I'algorithme d’adaptation de
maillage, il fait le lien entre la génération de maillage et le solveur numérique. Apres
avoir obtenu un nouveau maillage adapté (appelé maillage courant), l'objectif est
de retrouver le champ de solution sur ce nouveau maillage pour continuer le calcul.
Comme le champ de solution n’est connu que de maniére discréte, il faut recourir
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4 un schéma d’interpolation pour extraire cette information. L’étape d’interpolation
fait appel a ’espace de controle, contenant le maillage de fond ou ancien maillage
(la description spatiale) et la solution qui lui est associée (le champ considéré relatif
a cette description), pour recouvrer 'information pour le maillage courant.

Dans I’étape d’interpolation, deux problémes sont & prendre en compte. D’abord
la localisation des nouveaux sommets dans 1’espace de controle, en identifiant les
éléments du maillage de fond les contenant. Une approche possible est présentée
dans [10]. Elle consiste a se déplacer dans le maillage (orienté) en utilisant la topologie
de celui-ci, i.e., les éléments voisins de chaque élément. On se déplace dans le maillage
de fond par voisinage afin de trouver I’élément contenant le sommet en utilisant un
algorithme basé sur les coordonnées barycentriques.

Une fois la localisation résolue, un schéma d’interpolation est utilisé pour extraire
I'information du champ de solution. Nous utilisons le schéma d’interpolation classique
de type P! car le champ de solution qui est interpolé n’est connu qu’aux sommets
des simplexes du maillage (c’est-a-dire on a des éléments finis de Lagrange P'). Soit
P un point du maillage courant et K = [Py, P5, P, Py] le tétraédre du maillage de
fond le contenant. On définit K; le tétraédre virtuel oil on a remplacé le sommet P;
par le sommet P pour ¢ = 1,4 et on note Vi le volume de I’élément K. Alors, le
schéma d’interpolation est donné par:
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3 Problématique avec ’adaptation de maillage classique

Dans cette section, nous étudions la problématique liée & I'utilisation de 1’algo-
rithme classique d’adaptation de maillage pour les simulations instationnaires sur un
exemple en dimension deux. Nous exposons d’abord les problémes liés & la définition
du schéma d’adaptation de maillage. Ensuite est présenté le probléme modéle sur
lequel nous allons analyser les résultats, puis il est précisé la méthode utilisée pour
évaluer 'erreur commise entre la solution adaptée et la solution de référence. Nous
appliquons cet algorithme au probléme modéle et nous analysons "impact du nombre
d’adaptations de maillage sur la solution adaptée. Enfin, nous justifions théorique-
ment 'erreur due aux adaptations de maillage.

3.1 Algorithme d’adaptation de maillage

Il semble évident qu’en général ’algorithme d’adaptation de maillage est intrin-
sequement inapproprié a 1’étude de tels phénoménes & cause de leur évolution im-
prédictible dans le domaine de calcul. En effet, pour les simulations stationnaires
I’algorithme consiste & rechercher un point fixe pour le couple formé par le maillage
et la solution, Section 2.1. Par définition, cet algorithme implique que le maillage
est toujours “en retard" par rapport aux phénomeénes qui évoluent dans le domaine.
Plus précisément, si cet algorithme est appliqué & un probléme dépendant du temps,
alors & chaque itération, le maillage utilisé pour le calcul est adapté seulement & la
solution initiale donnée au solveur numérique. Lors du calcul qui suit, le maillage
ne prend évidemment pas en compte I’évolution de la solution. Autrement dit, cet
algorithme introduit des perturbations lors de son utilisation pour la résolution du
probléme & cause du décalage entre la solution et la métrique. Pour caractériser cela,
nous donnons la définition suivante:

Définition 3.1 On appelle intervalle de temps caractéristique 7 d’'un maillage le
temps physique mazimal au cours duquel on garantit que l’erreur de calcul est toujours
bornée (équirépartie) par le seuil firé. Ce qui se traduit par lintervalle de temps
mazimal pendant lequel le maillage est toujours unité. 1l faut noter que T n’est pas

connu, mais il s’exprime par T = f(€, hgrad, Pmin, U(t)), une fonction de €, hgrqd,
homin et U(t) qui est la vitesse du phénomeéne physique au temps t.

Premiére constatation, si cet algorithme est appliqué en effectuant un nombre
d’adaptations de maillages insuffisant alors, & chaque itération de la boucle d’adap-
tation, la solution avance en temps de At qui est plus grand que l'intervalle de
temps caractéristique 7 du maillage. Donc, les phénoménes physiques (par exemple
des chocs), qui se déplacent dans le domaine de calcul, sortent des régions adaptées
(maillées finement), entrainant de fait, une perte de la précision de la solution. Ceci
se traduit par une diffusion de la solution (des phénomeénes physiques).

Pour éviter ce probléme, on adapte le maillage fréquemment (i.e., toutes les 5 a
20 itérations de solveur numérique). Le nombre d’adaptations devient alors suffisant
pour que le temps At entre deux adaptations soit de 'ordre de 7. Le probléme de
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cette approche est que le cofit de maillage devient prohibitif si on a des géométries
complexes en trois dimensions. Mais, il reste encore & analyser I'impact sur la solution
dans le cas ou un grand nombre d’interpolations est effectué.

3.2 Un probléme type: propagation d’ondes non-linéaires

Nous étudions comme probléme (réel) représentatif des simulations instation-
naires, I’évolution de phénoménes mobiles non prédictibles a priori dans une géo-
métrie complexe (fixe). Plus précisément, le probléme considéré est la propagation
d’ondes de chocs non-linéaires dans une géométrie complexe représentant une place
dans une ville. Cette simulation peut étre vue comme une généralisation du tube &
choc de Sod [20] (probléme de Riemann) en dimension supérieure. Elle est modé-
lisée par les équations d’Euler, Section 2.2. Une perturbation initiale de Heavyside
est introduite dans un champ uniforme de maniére a simuler une explosion, ce qui
signifie qu’une région de haute pression (et densité) est introduite dans ’air ambiant
(cf. Figure 2).

Plus précisément, pour définir I’état initial, on a les parameétres pour I’air ambiant
dans le domaine de calcul, dont la taille (boite englobante) est 150 x 90 m?, suivants:
p=0125, p=0letu=v=0,0up, pet U= (u,v) représentent respectivement
la densité, la pression et le vecteur vitesse. Dans la région initiale de haute densité,
délimitée par [65,67.5] x [0,2.5], on a les conditions initiales: p = 1, p = 1 et
u=v=0.

La Figure 5 montre l’évolution de la solution en dimension deux. On peut voir
en plus de la propagation des ondes de chocs dans le domaine de calcul, un grand
nombre d’interactions entre celles-ci. Cette simulation est représentative des pro-
blémes instationnaires et illustre bien le comportement non prédictible a priori des
phénomeénes physiques.

3.3 Calcul de ’erreur

Pour analyser et valider les résultats d’'une méthode, deux approches sont pos-
sibles. Dans la premiére approche, la solution est supposée connue, par exemple, elle
est donnée par une formule analytique ou par un calcul dont on connait la solution
analytique (probléme de Riemann, EDP ou le terme source est choisi,...). Il est alors
facile de vérifier si le résultat attendu est obtenu. Dans la deuxiéme approche, la
solution provient d’un calcul dont il n’existe pas de solution analytique connue. Si
on suppose que la modélisation et la résolution numérique sont valides, alors on peut
comparer la solution obtenue & une solution dite de référence. En d’autres termes,
on cherche & étre consistant avec le solveur numérique lorsqu’on utilise 'adaptation
de maillage, c’est-a-dire on cherche a retrouver le résultat obtenu sans l’adaptation.

Par la suite, nous allons analyser sur le probléme modéle en dimension deux,
les résultats obtenus & l'aide de ’adaptation de maillage par rapport & une solution
de référence. Pour cela, il faut préciser 1’évaluation de 1’erreur commise lors d’un
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calcul, c’est-a-dire ’évaluation de 1’écart entre deux solutions et la construction de
la solution de référence.
L’écart entre deux solutions u et v est donné par la formule suivante :

ferr(uv U) = % ) (3)

oil ||.||q est une norme adéquate (L? ou H') sur le domaine 2. L’erreur ainsi obtenue
est une erreur relative.
On définit la solution de référence de la maniére suivante:

Définition 3.2 On dit d’'un maillage non structuré uniforme de taille h (i.e., dont
toutes les arétes sont de taille constante égale a h) qu’il est de référence si lorsque
l’on prend le maillage non structuré uniforme de taille h/2, on a:

ferr(uh/2a uh) <eg,

ot up o (resp. up) désigne la solution obtenue sur sur le maillage de taille h/2 (resp.
h) et € une constante petite devant 1. C’est-a-dire que la solution est indépendante
du maillage. La solution numérigue obtenue sur un tel maillage est dite de référence.

Remarque 3.1 Une autre définition possible est de considérer qu’un maillage est de réfé-
rence lorsque la convergence asymptotique est atteinte. Plus précisément, si on note ey, =
lw—wup|| Vécart entre la solution du probléeme et la solution calculée sur le maillage de taille
h, alors la convergence asymptotique est atteinte si eap/en, = eh/eh/g = ¢ ol c est une
constante. Dans notre approche, nous avons choisi la premiére définition pour des raisons
pratiques.

Dans notre cas, le maillage de référence utilisé est de taille h = 15 c¢m, ce qui
conduit & un maillage de 1345824 sommets?. Dans le Tableau 1, on trouve I’évalua-
tion de 'erreur (écart de densité) entre la solution de référence et les solutions prove-
nant des maillages uniformes non structurés de taille hy = 4/3 hpef et hy = 2hpey.
Cependant, ’écoulement dans la région, qui initialement était de haute densité, est
fortement non-linéaire. I’écoulement dans cette région est donc trés dépendant de la
discrétisation, ceci est di au terme de viscosité numérique introduit dans les équa-
tions qui devient prépondérant. La solution obtenue peut fortement varier, & moins
d’avoir une discrétrisation identique. La solution de référence ne donne donc pas né-
cessairement la bonne solution, ’erreur dans cette région est en majeure partie due
a la résolution numérique (solveur) et a la modélisation. Par conséquent, pour avoir
une erreur plus représentative (et un maillage de référence), qui permet de vérifier si
I’évolution des phénomeénes physiques est correctement prédite et s’ils sont capturés
de maniére précise, nous calculons erreur sur * = Q\D ou D est la région délimitée
par [5,9] x [0,2.5]. En effet, on remarque que cette région fortement non-linéaire est

2. A titre d’exemple, un maillage uniforme du domaine de calcul de exemple tridimensionnel
présenté dans la Section 5 serait de 'ordre de 1.8 107 sommets en prenant pour la taille des arétes
h = 30 cm sachant que la taille du domaine (boite englobante) est 85m x 85m x 70m. Ce qui
montre bien que 'analyse des résultats n’est pas accessible en dimension trois.
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la principale source d’erreur de la solution?®, par exemple, pour le maillage de taille
hy environ 90% de l’erreur en norme L? sont commis dans la région D! De toute
maniére, la densité des maillages obtenus avec ’adaptation de maillage est quasiment
maximale dans cette région.

Nous considérons qu'une solution u est “proche" de la solution de référence u,.s
si elle vérifie:

lurer — uHHl(Q)
Huref”Hl(Q)

[urer — UHL?(Q)
”urefHLQ(Q)

<0.008 et <0.34,

et si elle vérifie:

[wrer — UHL2(Q\D) [trey — UHHI(Q\D)

<0.1
[[wres ”L2(Q\D)

- )

<0.002 et
[wrer HHl(Q\D)

ou les constantes (qui apparaissent dans ces relations) sont définies & partir des
résultats obtenus sur les deux maillages uniformes qui sont donnés dans le Tableau 1.

Maillage Sommets Eléments ||||L2(Q) H||H1(Q) ||||L2(Q*) ||||H1(Q*)
2hef 332763 662 848 0.0083 0.345 0.0024 0.119
4/3 hyes 749696 | 1495310 0.0088 0.356 0.0010 0.062

TAB. 1 — Statistiques des maillages uniformes de taille hy = 4/3 hycy et ho = 2hyey.
Erreurs des solutions finales (densité) sur 2 et Q* = Q\ D pour ces deuzr maillages.

3.4 Résultats numériques

Nous allons appliquer le schéma classique d’adaptation de maillage au probléme
modéle en dimension deux, presenté dans la Section 3.2. Le but est d’atteindre la
solution au temps physique ¢, = 0.2 seconde. Nous allons effectuer plusieurs séries
de calculs en modifiant le nombre d’itérations d’adaptation effectuées pour analyser
Iimpact de celles-ci. Nous comparerons les solutions (adaptées) obtenues a la solution
de référence.

Dans chaque calcul, la densité est choisie comme variable pour la définition de
la métrique, c’est-a-dire qu’on désire équi-répartir ’erreur d’interpolation du champ
de densité. Les paramétres d’adaptation de maillage considérés sont les mémes pour
chaque calcul afin d’avoir la méme complexité :

e =0.001, hpmin = 0.15m, hpae =20m et hgreq =4,

ou ¢ est le seuil d’erreur prescrit, M, (resp. hmae) la taille minimale (resp. maxi-
male) autorisée et hgy.qq la gradation (i.e., le rapport de taille maximal entre deux

3. Ceci explique pourquoi les erreurs sur 2 provenant des deux maillages uniformes sont équiva-
lentes. En effet, le maillage de taille 2 h,.; est similaire au maillage de référence (car on a seulement
coupé les arétes en deux). Alors que celui, de taille 4/3 h,.r, ne correspond pas au maillage de
référence.
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éléments voisins). Le maillage initial est un maillage adapté aux conditions initiales,
comportant 1553 sommets et 2917 triangles, Figure 2.
Pour chaque simulation, nous allons préciser dans le Tableau 2:
— le nombre d’adaptations de maillage effectuées: n4qqp,
— la taille du maillage final : np le nombre de points et ne le nombre d’éléments
(triangles),
— le temps de calcul global de la simulation ¢ cpu effectuée sur une station de
travail HP9000 & 500 Mhz avec 500 Mo de mémoire,

— Terreur en norme L? et H' par rapport & la solution (la densité) de référence.

Nous abordons le probléme de deux facons différentes. Dans la premiére approche,
nous choisissons de faire peu d’adaptations de maillage, par contre nous adaptons
fréquemment le maillage dans la seconde.

Approche 1. On effectue 20 adaptations de maillage ce qui représente une adap-
tation toutes les At = 0.01 seconde. La taille du maillage final (adapté) obtenu est
plus petite que celle du maillage de référence de deux ordres de grandeur. Il en est de
méme pour le temps de calcul. Par contre, dans ce cas la solution obtenue n’est pas

FiG. 2 — A gauche, maillage de calcul initial du domaine, et & droite, la solution
initiale (les conditions initiales) du calcul.

Nadap np ne | tepu || ez | -lmr@) | I-llzz@s | -llm @)
20 14399 28291 | 10mn 0.0138 0.415 0.0064 0.171
40 19052 37592 | 18mn || 0.0114 0.395 0.0043 0.156
60 22384 44285 | 25mn 0.0122 0.437 0.0044 0.142
100 26 476 52441 | 35mn || 0.0139 0.459 0.0086 0.210
200 29203 57905 | 59mn || 0.0189 0.428 0.0152 0.228

Hrep || 1345824 | 2686286 | 37h30 - - - -

TAB. 2 — Statistiques des maillages finaux adaptés pour les approches avec 20, 40,
60, 100 et 200 adaptations de maillage et les erreurs relatives des solutions finales
(densité) sur Q et Q* = Q\ D.
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satisfaisante, en effet I'erreur L? (resp. H') sur 2\ D est 3 (resp. 1.7) fois supérieure
au seuil donné précédemment (cf. Tableau 2).

Ceci est dii au nombre insuffisant d’adaptations effectuées, qui traduit le fait que
le temps At, entre deux adaptations, est plus grand que l'intervalle de temps carac-
téristique du maillage 7. La Figure 3 montre I’évolution de la solution de référence
et la solution en faisant 20 adaptations de maillage. La solution adaptée est diffusée
a cause du retard du maillage par rapport a la solution. Cette diffusion se traduit
par une perte d’intensité des chocs méme si ils sont bien situés dans le domaine de
calcul, on commet donc une erreur de norme. On le voit plus précisément sur la
Figure 7 (en haut), ou on a la densité de la solution le long des droites d’équation
y=4ety=3.07692x—17.4615 traversant le domaine. On note aussi que le maillage
se dégrade de plus en plus au fil des adaptations car la solution est de plus en plus
diffuse (les phénomeénes sont de moindre intensité), ce qui accélére d’autant la perte
de précision, Figure 4. La Figure 8 (en haut) montre le maillage final et la solution
finale (calculée sur ce maillage) au temps t,,4, = 0.2 seconde, on voit effectivement
que les chocs sont sortis des régions denses du maillage adapté.

Approche 2. Pour éviter le probléme du retard du maillage par rapport a la
solution, nous proposons d’adapter le maillage fréequemment. On effectue 200 adap-
tations de maillage, ce qui correspond & une adaptation toutes les 0.001 seconde,
c’est-a-dire toutes les (approximativement) 13 itérations de solveur numeérique. La
taille du maillage final (adapté) obtenu est environ 50 fois plus petite que celle du
maillage de référence et le temps de calcul a été divisé par approximativement 40.
On remarque que méme si la taille du maillage final n’est que 2 fois plus grande que
celui obtenu lors de ’approche précédente, le temps de calcul a été multiplié par 6.
Ce qui confirme que faire un grand nombre d’adaptations pénalise le temps de calcul
global de la simulation, ce qui peut devenir prohibitif sur une géométrie complexe en
trois dimensions. Comme dans la premiére approche, la solution obtenue n’est pas
satisfaisante (cf. Tableau 2). En effet, Perreur L? (resp. H!) sur Q\ D est plus de 7
(resp. 2.3) fois supérieure au seuil donné précédemment.

Pourtant, dans ce cas le nombre d’adaptations effectuées est suffisant. En effet,
la Figure 8 (en bas) montre le maillage final et la solution finale (calculée sur ce
maillage) au temps ¢, = 0.2 seconde, on voit clairement que les chocs restent
dans les régions denses du maillage adapté. Autrement dit, le temps At est plus
petit que l'intervalle de temps caractéristique du maillage 7. Ce qui garantit que
leur intensité est préservée, puisque la solution n’est plus dans un certain sens “en
retard" par rapport au maillage. Sur la Figure 5, qui illustre ’évolution de la solution
de référence et la solution en faisant 200 adaptations de maillage, on constate que
I'intensité des phénomeénes (chocs) a été préservée. D’ailleurs, les maillages ne se
dégradent pas au fil des adaptations (cf. Figure 6).

Par contre, on constate 'apparition d’un décalage dans le temps de la solution,
plus précisément, les chocs de la solution adaptée sont en avance dans le domaine
par rapport a ceux de la solution de référence (cf. Figure 5). Ce décalage est mis en
évidence sur la Figure 7 (en bas), ou on a la densité de la solution le long des droites
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d’équation y = 4 et y = 3.07692 z — 17.4615 traversant le domaine. On commet donc
une erreur de phase mais pas une erreur de norme. Elle se traduit par un plus grand
écart entre la solution de référence et la solution adaptée par rapport a la premiére
approche. Par ailleurs, on constate que cette erreur de phase augmente au fil des
itérations d’adaptation. Il y a une inconsistance de la solution en temps.

Ce décalage est dii au grand nombre d’interpolations qui sont effectuées dans
I’algorithme d’adaptation de maillage. En effet, ’adaptation introduit, relativement
a chaque changement de maillage (de la discrétisation et des connectivités), une
source d’erreur importante due a l'interpolation de la solution de I’ancien maillage
sur le nouveau, qui modifie les dérivées temporelles de la solution, Section 3.5. A
cause du grand nombre d’interpolations, cette erreur devient dominante et elle a
pour conséquence de décaler la solution dans le temps.

Pour vérifier que les problémes, de diffusion et de décalage en temps, ne sont pas
diis au nombre d’adaptations choisi, nous effectuons trois nouvelles séries de calcul
avec 40, 60 et 100 adaptations.

Avec 40 adaptations de maillage, la taille du maillage final obtenu est du méme
ordre (légérement plus dense) que celle de la premiére approche et le temps de cal-
cul a presque été multiplié par 2. Néanmoins, on tire les mémes conclusions que
précédemment, méme si 'erreur a été diminuée, en effet 'intensité des chocs a été
mieux préservée par rapport a la premiére approche (Figure 7, en haut). Mais, ler-
reur L? (resp. H') sur Q\ D est plus de 2 (resp. 1.5) fois supérieure au seuil donné
précédemment (cf. Tableau 2).

Si on effectue 60 adaptations de maillage, on constate, sur la Figure 7 (en haut),
que l'intensité des chocs a été mieux préservée que dans les deux calculs précédents
avec 20 et 40 adaptations. Par contre, on constate que ’écart en norme L? entre
la solution de référence et la solution adaptée a augmenté, si on le compare & celui
obtenu avec 40 adaptations de maillage. Ceci est dii & un léger décalage des chocs
dans le domaine. L’erreur dii & l'interpolation de la solution a chaque changement
de connectivités commence & devenir dominante.

Finalement, on procede a 100 adaptations de maillages et on arrive aux mémes
conclusions que dans la deuxiéme approche. L’erreur de phase a été diminuée, ce
qui est consistant car le nombre d’interpolations a été réduit, mais elle est toujours
présente (cf. Figure 7, en bas). Ceci se traduit par une diminution de l'erreur en
norme L? (divisée par 2 sur 2\ D) mais elle est encore supérieure & l'erreur commise
en faisant 20 adaptations de maillage.

En conclusion, I'approche classique d’adaptation de maillage n’est pas applicable
aux simulations instationnaires, car on ne contréle pas la précision de la solution
numérique, quelle que soit la fagon d’aborder le probléme.

Notons que si ’on désire obtenir, avec cette approche, une solution & un temps
plus grand que 4, les solutions obtenues vont étre de plus en plus éloignées de la
solution de référence. En effet, 'erreur de phase va s’accentuer si on garde un nombre
d’adaptations proportionnel et si on conserve le méme nombre d’adaptations c’est la
diffusion des phénoménes qui va croitre.
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F1G. 3~ Evolution des iso-lignes de densité pour les solutions de référence (4 gauche)
et adaptée, 20 adaptations, (4 droite) auz temps 0.05, 0.1, 0.15 et 0.2 seconde. On
remarque que la diffusion de la solution s’accentue au fil des adaptations.
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FIG. 4 — Evolution des maillages adaptés (4 gauche) et de la distribution d’iso-
densités (a droite) auz temps 0.05, 0.1, 0.15 et 0.2 seconde, pour l’approche avec 20
adaptations de maillage.
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F1G. 5~ Evolution des iso-lignes de densité pour les solutions de référence (4 gauche)
et adaptée, 200 adaptations, (& droite) auz temps 0.05, 0.1, 0.15 et 0.2 seconde. On
remarque que le décalage dans le temps de la solution s’accentue au fil des adaptations.
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Fia. 7— Valeurs de densité de la solution au temps t;,q = 0.2 seconde sur les droites
d’équations y = 4 (a gauche) et y = 3.07692x — 17.4615 (a droite). Comparaison de
la solution de référence (rouge) et des solutions adaptées. En haut, les solutions avec
40 (vert), 60 (bleu) et 20 (rose) adaptations de maillage. En bas, les solutions avec
100 (vert) et 200 (bleu) adaptations de maillage.
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F1G. 8 — Maillage final adapté et solution (densité) finale (calculée sur ce maillage) au
temps tmaz = 0.2 seconde. En haut, pour l’approche avec 20 adaptations de maillage,
on remarque que les chocs sont sortis des régions denses du maillage. En bas, pour
U’approche avec 200 adaptations de maillage, on remarque que les chocs sont restés
dans les régions denses du maillage.

RR n° 4981



28 F. Alauzet, P.J. Frey, P.L. George et B. Mohammad;i

3.5 Justification ...

Nous allons montrer que lors de ’adaptation de maillage, & chaque interpolation
une erreur sur les dérivées en temps est introduite. Pour illustrer ce propos, nous
considérons ’équation de transport (d’advection), probléme hyperbolique linéaire
du premier ordre, en dimension un:

ur+cuy =0. (4)

On suppose que ’on a une discrétisation uniforme en espace et en temps de pas
respectivement Az et At. En utilisant un schéma Euler explicite centré (centré en
espace et explicite en temps), on obtient I’équation discrétisée suivante :

n+l ' n n __.n
‘ uj Ujp1 — Ui

] J _
A T oar O (5)

u

qui donne 'expression de la dérivée temporelle discréte :

n+1 n n n
ST — ul ;= u”
+1 1
J J = —C J J . (6)

At 2Ax

u

Remarque 3.2 On sait que le schéma (5) est (inconditionnellement) instable. Il est
seulement utilisé pour montrer impact de l’interpolation sur les dérivées en temps
de la solution.

Nous allons d’abord démontrer que faire une interpolation linéaire peut étre re-
présenté par le schéma de Lax-Friedrichs. Pour 1’équation de transport (4), la meé-
thode des caractéristiques (pour laquelle on connait la solution exacte des problémes
hyperboliques linéaires sous certaines conditions) nous apprend que la solution est
constante sur toute droite d’équation z — ct = K, avec K constante. En particulier,
on a donc, pour la solution exacte u du probléme (4):

w(z;, ") = u(x; — cAt1"), VjeNetneN.

La méthode (numérique) des caractéristiques consiste donc & utiliser ’égalité ci-

cAt
dessus. Si le nombre de Courant —— est entier alors le point x; — cAt est un point

x
du maillage et le schéma numérique est exact. Mais en général, le nombre de Courant
n’est pas entier, par conséquent le point x; —cAt n’appartient pas & la discrétisation.

Il faut donc interpoler la solution au point x; — cAt a l'instant ¢". Si on suppose

At
Z— < 1 (qui n’est autre que la condition CFL (Courant-Friedrichs-Levy) de stabilité
x

du schéma de Lax-Friedrichs) alors on a z;_1 < x; — cAt < 2;41. On interpole donc
la solution au point x; — cAt linéairement entre x;_; et x;4; et on obtient le schéma
numeérique :

n 1 cAt, cAt,
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appelé schéma aux caractéristiques avec interpolation linéaire sur maille. Or, en
développant la Relation (7), on trouve le schéma numeérique:

n+l _ (M) I
j 2 j+1 j—1

] _
At te=oar Y (8)

qui n’est autre que le schéma de Lax-Friedrichs.

Le schéma de Lax-Friedrichs est un schéma de caractéristiques et peut étre inter-
prété comme le résultat d’une interpolation sur la discrétisation lors d’'une méthode
de caractéristiques. En d’autres termes, le schéma de Lax-Friedrichs représente 1’im-
pact d’une interpolation linéaire de la solution aprés avoir inséré un nouveau point
x; au milieu de l'intervalle [z;_1,xj41]. L’interpolation linéaire de la solution donne

I .
uj = = et en remplagant dans (5), on trouve bien (8).
On peut réécrire le schéma de Lax-Friedrichs sous la forme:

u

ntl _gn no_gn no_9n oy
Y Y +cuj+1 Yi—1 Ui 2“] T U —0
At 2Ax 2 At ’
ou encore,
n+l _ 'n n  _ .n n o _ n n
u; uy U —uy_y () 2uj +uj_y B
+c —v 5 =0,
At 2Ax Azx
2
x ) 3 . , s )
avec v = SAL On peut interpréter cette relation comme ’ajout d’'un terme de

diffusion (dissipation) dans le schéma (5). Effectivement, il est bien connu que !'in-
terpolation introduit de la diffusion. Notons que seulement dans le cas ol la solution
est linéaire, il n’y a pas d’erreur due & l'interpolation.
De cette derniére relation, on déduit ’expression de la dérivée temporelle discréte
en z;:
U?Jrl_u? - ¢ u?—f-l_u?—l +Vu?+1_2u?+u?—1 (9)
At 2Az Az? '
On constate que, par rapport a la Relation (6), l'interpolation de la solution a eu
pour impact de modifier la dérivée temporelle de la solution par 'introduction d’un
nouveau terme.

Dans nos simulations, cette modification de la dérivée temporelle se traduit par
un décalage de la solution dans le temps. Cette erreur existe aussi pour les simu-
lations stationnaires mais elle n’affecte pas la solution finale car la solution désirée
est telle que ses dérivées temporelles sont nulles & convergence. La résolution du
probléme stationnaire par une méthode pseudo-instationnaire permet de corriger ra-
pidement cette erreur (pour trouver la limite du probléme stationnaire on fait tendre
les dérivées temporelles vers zéro).

Cependant, cette justification mérite deux remarques:

Remarque 3.3 Nous avons mis en €évidence qu’il existe un décalage de la solution
a cause de linterpolation. Toutefois, l'intensité des chocs n’a pas été réduite. Donc,
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ce phénomene correspond plutét ¢ de la dispertion et non de la diffusion. Le méme
raisonnement que précédemment peut étre effectué avec une interpolation quadratique.
1l nous donnerait le schéma de Laz-Wendroff qui lui est dispersif. Cependant, dans
notre approche une interpolation linéaire est effectuée.

Remarque 3.4 Le schéma d’interpolation proposé n’est pas conservatif localement.
En effet, si une aréte est retournée (basculée) alors linterpolation n’est plus conser-
vative [21], de méme, si un point est supprimé. Par contre, si un sommet est inséré
elle est conservative. Or, si on considére I’équation de Burger sous forme non conser-
vative avec un schéma décentré et comme données initiales un choc (la marche de
hauteur 1), on vérifie aisément que la vitesse du choc est nulle. Cependant, d’aprés
les relations de Rankine-Hugoniot on sait que le choc n’est pas stationnaire mais
qu’il se propage & la vitesse % La non-conservation a entrainé une modification de
la vitesse du choc.

Par conséquent, le décalage des chocs pourrait provenir de la non-conservation des
variables pendant l'interpolation qui modifierait la vitesse a laquelle ils se déplacent
a la premiére itération du solveur numérique.

Ces justifications doivent encore étre vérifiées. Par exemple pour la Remarque 3.4,
des problémes autres que les lois de conservations peuvent étre analysés pour regar-
der si le probléme persiste encore. Une approche pour corriger ce probléme serait
de considérer un schéma d’approximation (et non plus d’interpolation) conservatif
localement.

3.6 Interprétation de I’étude

Dans cette section, nous avons montré que 1’algorithme classique d’adaptation de
maillage est intrinséquement inadapté & 1’étude de problémes dépendant du temps
dans le cadre du remaillage. En effet, si le nombre d’adaptations est insuffisant alors
une erreur de norme est commise et si un grand nombre d’adaptations est effectué
alors une erreur de phase est commise.

Si on désire obtenir la solution & un temps t,,,, “raisonnable" vis-a-vis de I'in-
tervalle de temps caractéristique du maillage 7 (qui dépend de la taille de maille),
on peut concevoir d’utiliser cet algorithme en utilisant un nombre d’adaptations
adéquat, non connu a priori. Alors, les problémes dus & l'interpolation ne sont pas
encore apparents. Par exemple, cet algorithme donne un résultat correct dans le cas
«classique» du tube & choc de Sod [20]. Par contre, si ¢4, est grand vis-a-vis de 7
alors cet algorithme n’est plus applicable (comme dans le cas du probléme modéle).

En conclusion, pour traiter les problémes dépendant du temps avec 'adaptation
de maillage (dans le cadre du remaillage), il faut proposer une nouvelle approche.
Cette nouvelle approche fait ’objet de la section suivante.
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4 Adaptation de maillage basée sur un point fixe transi-
toire

Dans les simulations instationnaires, on est confronté au probléme de I’évolution
des phénoménes physiques dans le domaine d’étude. Nous avons montré qu’en général
le schéma classique d’adaptation est inadapté & 1’étude de ce type de problémes de
part sa définition (cf. Section 3). En effet, si le nombre d’adaptations est insuffisant
alors une erreur de norme est commise et si un grand nombre d’adaptations est
effectué alors une erreur de phase est commise.

Pour y remédier, il faut soit trouver un nouveau schéma d’interpolation qui corrige
ce probléme, soit il faut diminuer le nombre d’adaptations de maillage & effectuer
afin de controler 'erreur due a linterpolation. La deuxiéme solution & l’avantage
d’étre d’application générale et indépendante de la méthode de résolution utilisée,
nous allons donc choisir cette approche.

Dans cette approche, la procédure d’adaptation de maillage doit réduire le nombre
total d’adaptations nécessaires pour effectuer la simulation mais elle doit conserver la
précision de la solution tout en évitant de mailler une trop grande partie du domaine
de calcul. En d’autres termes, I’objectif est de contrdler et d’augmenter ’intervalle de
temps caractéristique du maillage, au sens de la Définition 3.1, ce qui se traduit par
introduire le temps dans la métrique. Pour cela, deux points clefs doivent étre pris
en compte: (i) prédire I’évolution des phénoménes physiques dans le domaine et (i7)
enrichir (adapter) le maillage dans toutes les régions ou ces phénomeénes évoluent.

Dans cette section, nous présentons cette nouvelle approche d’adaptation de
maillage pour les problémes instationnaires. Elle est basée sur une extension de 1’al-
gorithme d’adaptation de maillage, qui permet de résoudre un probléme de point fixe
transitoire pour le couple formé par le maillage et la solution, et sur une procédure
d’intersection de métriques en temps pour introduire le temps dans la métrique. Nous
illustrons cette approche sur un exemple simple qui est une généralisation bidimen-
sionnelle du tube & choc de Sod. Elle est ensuite validée sur le probléme modéle de
propagation d’ondes non-linéaires introduit dans la Section 3.2.

4.1 Schéma d’adaptation instationnaire

Pour pouvoir prédire I’évolution des phénomeénes physiques, nous proposons un
nouvel algorithme d’adaptation de maillage dont le principe est de résoudre un pro-
bléme de point fixe transitoire pour le couple formé par le maillage et la solution &
chaque itération de la boucle d’adaptation. Il s’agit d’un algorithme itératif composé
de deux boucles imbriquées, la boucle principale d’adaptation et une boucle interne
dans laquelle est résolue le probléme de point fixe transitoire.

A chaque itération de la boucle principale d’adaptation, on considére une période
en temps [t,t + At] pendant laquelle la solution évolue. Au cours de cette période,
on cherche a converger vers la solution au temps ¢+ At et & converger (en un certain
sens) vers le maillage adapté qui lui est associé, c’est-a-dire le maillage unité vis-a-vis
d’une certaine métrique qui sera précisée plus loin. Plus précisément, & partir de la
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solution au temps t, la solution jusqu’a t+ At est calculée et le calcul est recommencé
jusqu’a ce que la précision désirée pour la solution numérique au temps t + At soit
atteinte. Ainsi, ’évolution de la solution peut étre prédite et toutes les régions ou
la solution évolue peuvent étre détectées. On peut donc définir une métrique qui
prend en compte 1’évolution de la solution & 1’aide d’une procédure d’intersection de
métriques en temps, Section 4.2. Ensuite, un nouveau maillage est généré suivant les
requis de cette métrique, qui est adapté dans toutes les régions ol les phénomeénes
physiques évoluent. Finalement, la solution initiale de cette période est interpolée et
on recommence le calcul. Ce schéma est illustré sur la Figure 9, ol ¢ et j désignent
respectivement les indices des itérations principales et internes d’adaptation et ou
on a noté respectivement 7, S, S et M le maillage, la solution, la solution initiale
& chaque itération et la métrique.

Cet algorithme est une extension du schéma classique d’adaptation de maillage, si
le nombre d’itérations internes est réduit & zéro alors on retrouve le schéma classique.

Pour analyser la convergence de la solution au sein de la boucle interne, on com-
pare, a chaque itération, la solution obtenue et la solution de l’itération précédente.
Pour cela, on considére la norme H' de la solution et la norme L? de la dérivée en
temps de la solution. Si elles sont inférieures & une tolérance donnée alors la conver-
gence est atteinte, on sort alors de la boucle interne et la boucle d’adaptation est
itérée. Sinon, on recommence le calcul.

Si on note €; et €2 les seuils de tolérance, on continue la résolution du probléme
de point fixe tant que j U'indice d’itération interne est plus petit que jmnae Ou bien
que l'on ait:

88(:.; 88 ;
e

1S40 = S (@) .
88 i,j - ?
=% 2 ()

1Se, 540 151 (@)

<€ et

ou (2 est le domaine de calcul. Ce qui signifie que I'on veut contréler la norme de
la solution et les dérivées en temps de la solution. Par ailleurs, nous avons constaté
que si on utilise un schéma de type Runge-Kutta pour l'intégration en temps, la
deuxiéme condition n’est pas nécessaire.

4.2 Intersection de métriques en temps

Nous vennons de voir précédemment un nouveau schéma d’adaptation qui nous
permet de prédire 1’évolution de la solution, il s’agit maintenant de préciser la procé-
dure qui permet de mailler de maniére adéquate les régions d’évolution de la solution.
Pour cela, nous allons introduire une procédure d’intersection de métriques en temps.

Comme au cours du temps un phénomeéne physique évolue dans une région bien
définie, si une solution précise est désirée (tout au long du calcul), un maillage avec
des éléments de taille adéquate est nécessaire dans toute cette région. Pour générer un
maillage adapté sous cette contrainte, il faut que la métrique prenne en compte cette
information, c’est-a-dire il faut inclure le temps dans la définition de la métrique.
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Fi1G. 9 — Schéma d’adaptation de maillage pour les simulations instationnaires.

Si on considére seulement la solution initiale de la période pour définir la mé-
trique (comme dans le cas du schéma d’adaptation classique), alors le maillage est en
retard par rapport a la solution. Par conséquent, les phénoménes sortent des régions
adaptées du maillage (maillées finement). Si on considére seulement la solution finale
de la période, alors le maillage précéde la solution. Donc, on ne garantit pas que la
précision de la solution est conservée car initialement les phénoménes ne sont pas
dans les régions adaptées du maillage, méme s’ils arrivent dans ces régions par la
suite. Dans les deux cas, ceci a pour effet de diffuser la solution.

Pour y remédier, il faut prendre en compte, dans la définition de la métrique,
la solution initiale et la solution finale de la période en intersectant leurs métriques
respectives. Toutefois, si l'intervalle de temps At de la période est trop grand, il y
a une dilution du maillage au milieu de la région définie par les solutions initiale et
finale de la période. Impliquant de fait, pour le phénoméne physique passant dans
cette région, une perte de précision qui se traduit & nouveau par la diffusion du
phénomeéne. Pour éviter cela, il faut prendre en compte les métriques de toutes les
solutions intermédiaires (de la période) afin de mailler finement toute la région.

Ainsi, pour chaque variable utilisée dans la construction de la métrique, nous
introduisons une intersection des métriques relatives aux solutions successives dans
le temps. Nous appellons cette procédure: intersection de métrigues en temps. Plus

formellement, le tenseur de métrique, a la i€ période et & la j"*¢ itération interne,
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est donnée par:

Magy= ) Mup(), (10)

TE[t,t+AL)

ol ./\/l(m)(T) est la métrique intermédiaire donnée par la solution numérique au
temps 7 et M, ;) est la métrique résultante utilisée pour adapter le maillage. En
pratique, il suffit de considérer seulement un certain nombre de métriques prove-
nant de solutions intermédiaires, uniformément réparties, entre les solutions initiale
et finale pour que la région soit maillée de maniére adéquate (le déplacement des
phénomeénes d’une itération & ’autre étant plus petit que la taille des éléments du
maillage). Donc, le tenseur de métrique, a la i®™¢ période et & la j°™¢ itération
interne, est donné par:

k
Mig) = ﬂ M(z‘,j)’
k=1

ol /\/lki . est la £9¢ métrique intermédiaire donnée par la solution numérique.
I
Les résultats donnés par les différentes approches, présentées ci-dessus, sont illus-
trés sur un exemple simple dans la Section 4.3.

Remarque 4.1 Avec cette définition de la métrigue, on garantit que pour toutes les
solutions de la période (au long du calcul) Uerreur d’interpolation sur chaque élément
est bornée par le seuil prescrit €, tant que h,,, n'est pas atteint. Par contre, avec
cette définition, pour chaque solution de la période, I’erreur d’interpolation n’est plus
équirépartie sur le maillage. Les maillages générés avec cette méthode ne sont pas
“optimaux" vis-a-vis d’une solution & un instant donné. Mais, on peut considérer
qu’ils sont, en un certain sens, “optimauz” vis-a-vis du calcul au cours de la période.

4.3 TIllustration sur un exemple simple

Dans cette section, nous allons appliquer le nouvel algorithme d’adaptation de
maillage pour les simulations instationnaires sur un exemple simple et nous allons
analyser 'impact de 'intersection de métriques en temps.

L’exemple considéré est la généralisation bi-dimensionnelle du tube & choc de
Sod (probléme de Riemann) [20]. On considére le domaine 2 = [—1,1] x [0,1] et
on introduit une perturbation initiale de Heavyside dans la région R définie par le
demi-cercle de centre 'origine et de rayon r = 0.05. Les conditions initiales sur 2\ R
sont: p=0.125, p=0.1letu=v=0etpour R: p=1,p=1letu=v=0,0up, p
et U = (u,v) représentent respectivement la densité, la pression et le vecteur vitesse.
On va analyser la solution au temps adimensionné t,,,, = 0.6, en la comparant &
une solution de référence calculée sur un maillage (non structuré) uniforme de taille
h = 0.005 comportant 132097 sommets et 262 656 triangles.

On effectue quatre séries d’adaptations de maillage. Elles ne différent que par
les solutions utilisées dans l'intersection de métriques en temps pour la construction
de la métrique. On utilise pour la premiére série seulement la solution initiale de
la période, pour la deuxiéme uniquement la solution finale de la période, pour la
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troisiéme les solutions initiale et finale de la période et enfin pour la derniére six
solutions uniformément réparties dans la période dont l'initiale et la finale.

Pour chaque série d’adaptations, on utilise la densité comme variable pour la
définition de la métrique et on considére les paramétres suivants :

£ = 0.0022, hin = 0.005, hymaz = 0.5 €t hgreq = 10,

ou ¢ est le seuil d’erreur prescrit, My, (r€Sp. hmae) la taille minimale (resp. maxi-
male) autorisée et hg.qq la gradation (i.e., le rapport de taille maximal entre deux
éléments voisins). On effectue au total 5 itérations (principales) d’adaptations de
maillage, ce qui correspond & une adaptation tous les At = 0.12 et 5 itérations dans
la boucle interne. Le maillage initial est un maillage grossier uniforme (non structuré)
du domaine de calcul de 2177 sommets et 4 160 triangles.

La Figure 12 montre la solution de référence au temps t,,4, (en haut a gauche) et
pour les séries de calcul 1, 2, 3 et 4 (de bas en haut) les solutions adaptées au temps
timaz avec les maillages correspondants. On voit clairement la perte d’intensité des
phénomeénes, pour les trois premiéres séries de calcul. On constate, en particulier, la
dilution du maillage lorsqu’on ne considére que les solutions initiale et finale pour
I'intersection de métriques. Par contre dans le cas de la série 4, en considérant six
solutions intermédiaires on remarque que la région d’évolution des phénomeénes est
uniformément maillée (zoom en haut & droite) et que la précision de la solution a
été conservée. On peut voir plus précisément 'impact du choix des solutions pour
I'intersection de métriques en temps sur la Figure 10, ol on a la densité de la solution
sur les droites d’équations y = x et y = 0.15 traversant le domaine pour les quatres
séries d’adaptations et la solution de référence.

On constate sur la Figure 11 que les régions ot évoluent les phénomeénes ont été
maillées uniformément dans le cas ou cing intersections de métriques (six solutions)
ont été considérées, ce qui permet de conserver la précision de la solution tout au long
de son évolution. De plus, on remarque que 'on a maillé juste la région d’évolution
ni plus ni moins. En d’autres termes, on controéle 'intervalle de temps caractéristique
du maillage.

Le Tableau 3 reporte les statistiques des maillages finaux adaptés et l’erreur
relative (Relation (3)) commise dans chaque cas par rapport a la solution de référence.
On a noté ns le nombre de sommets et ne le nombre d’éléments. L’erreur relative
est évaluée en normes L2(Q) et H'(§). Cependant, comme dans la Section 3.3, pour
avoir une erreur plus représentative on analyse l'erreur sur * = Q\ D ou D est la
région délimitée par le demi-cercle de centre ’origine et de rayon r = 0.16.

L’évaluation des erreurs confirme ce qui a été énoncé précédemment. Pour la
série 4, erreur L? est de 0.012 ce qui est un ordre de grandeur inférieur aux séries 1 et
2. Dans le cas de la série 3, la dilution du maillage a eu pour effet de multiplier I’erreur
par cing. On constate, en outre, que ’erreur sur les dérivées est aussi controlée, ce
qui se traduit par une norme H! nettement inférieure pour la série 4 par rapport
aux autres séries.
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ns ne | Iz | e | Iz | e
Solution initiale 5597 | 11034 || 0.2261 0.9685 0.2030 0.8776
Solution finale 5967 | 11782 0.1212 | 0.7881 0.1125 0.7491
2 intersections 16031 | 31855 0.0673 | 0.5838 0.0601 0.5929
6 intersections | 30650 | 61052 0.0398 | 0.3671 0.0120 0.1987

TAB. 3 — Statistiques des maillages finaur adaptés et les erreurs commises pour
chaque série de calcul.
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F1G. 10 — Comparaison de la solution de référence (rouge) et des solutions adap-
tées avec b intersections de métriques (vert), une intersection de métriques (bleu),
uniquement la solution initiale (rose) et uniquement la solution finale (turquoise).
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F1G. 11 — Impact de l’intersection de métriques en temps a l'itération 6 dans le cas
ol on a pris 6 solutions intermédiaires. Maillage adapté superposé avec la solution
initiale (@ gauche) et la solution finale (a droite) de la période.
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4.4 Application au probléme modéle

Le but de cette section est de valider la nouvelle approche d’adaptation de
maillage basée sur un point fixe transitoire sur le probléme modéle de propagation
d’ondes non-linéaires introduit dans la Section 3.2. Comme dans le cas de ’adapta-
tion classique (cf. Section 3.4), le but est d’atteindre la solution au temps physique
tmaz = 0.2 seconde. Nous comparerons les solutions (adaptées) obtenues a la solu-
tion dite de référence considérée dans la Section 3.3, I'écart entre les solutions étant
toujours calculé a l'aide de la Relation (3).

Pour la simulation, les mémes parameétres et les mémes variables que dans le cas de
I’adaptation classique sont utilisés afin d’avoir la méme complexité. Plus précisément,
on utilise la densité comme variable pour la définition de la métrique et les paramétres
pour ’adaptation de maillage suivants :

e = 0.001, hpin = 0.15m, hpae =20m et hgreq =4,

ou ¢ est le seuil d’erreur prescrit, i, (Tesp. hpmqs) la taille minimale (resp. maxi-
male) autorisée et hg,qq la gradation (i.e., le rapport de taille maximal entre deux
éléments voisins). La simulation débute avec le méme maillage initial, adapté aux
conditions initiales, (cf. Figure 2). L’intervalle de temps de la simulation est découpé
en 16 périodes, c’est-a-dire qu’a chaque période on avance de At = 0.0125 seconde.
On utilise 7 solutions intermédiaires (dont l'initiale et la finale) uniformément répar-
ties pour 'intersection de métriques en temps. On effectue au mazimum 5 itérations
internes et on utilise comme seuil de tolérance pour la convergence dans la boucle
interne: €1 = €2 = 0.03.

La Figure 15 montre I’évolution de la solution de référence et la solution adaptée.
On constate que l'intensité de la solution a été préservée et que les phénomeénes sont
bien situés dans le domaine de calcul. On le voit plus précisément sur la Figure 13
(en haut), ou on a la densité de la solution le long des droites d’équation y = 4 et
y = 3.07692 x—17.4615 traversant le domaine. On remarque que la nouvelle approche
donne une solution beaucoup plus précise par rapport a ’approche classique. La
Figure 14, montre I'impact de 'intersection de métriques en temps, ol on a la solution
initiale (en haut) et la solution finale (en bas) de la derniére période sur le maillage
final adapté au temps t,,4, = 0.2 seconde. On constate que les régions d’évolution des
phénomeénes ont été maillées uniformément pour préserver la précision de la solution
et que les phénoménes restent dans les régions adaptées du maillage. L’intervalle de
temps caractéristique du maillage est de ’ordre du pas de la période: 7 ~ At.

Dans le Tableau 4, on peut voir I'impact de la méthode sur l'erreur commise.
Plus précisément, Uerreur sur L%(Q) (resp. H'(Q)) est de 0.0071 < 0.008 (resp.
0.335 < 0.34), elle est donc inférieure aux seuils donnés dans la Section 3.3. Elle
est méme inférieure aux erreurs commises avec les maillages uniformes & 2 Ay, et
4/3 Pynin- De méme, Verreur sur L2(Q2\ D) (resp. H(Q\ D)) est de 0.0018 < 0.002
(resp. 0.084 < 0.1) ce qui est encore inférieur aux seuils fixés. La solution obtenue
est donc “proche" de la solution de référence, au sens donné dans la Section 3.3.

INRIA



Adaptation de maillage 3D pour les problémes instationnaires 39

Le nombre d’itérations internes effectuées au cours de chaque période (pour faire
converger le couple maillage-solution vers le point fixe transitoire) varie entre 3 et
5 avant que ’écart entre deux solutions successives ne soit satisfait (il est toujours
satisfait). Généralement 3 itérations suffisent pour converger (dans cet exemple, c’est
le cas dans 80% des périodes pour chaque simulation). Le maillage final adapté avec
cette nouvelle approche comporte 99 275 sommets, c’est-a-dire sa taille a été réduite
d’un ordre de grandeur par rapport a celle du maillage de référence. Ceci a un impact
direct sur le temps de calcul qui a été divisé par plus de 11.

Deux séries de calcul supplémentaires sont effectuées pour analyser I'impact du
nombre d’adaptations avec la nouvelle approche. Cette fois, on considére 12 et 20
adaptations (i.e., périodes) et on utilise respectivement 8 et 6 solutions intermédiaires
(dont l'initiale et la finale) uniformément réparties pour l'intersection de métriques
en temps. Pour les autres parameétres, on conserve les mémes que précédemment
(pour avoir la méme complexité). Comme on pouvait s’y attendre, la solution est
plus précise si on effectue moins d’interpolations, Tableau 4, car on introduit moins
d’erreurs sur les dérivées en temps. Le temps de calcul est du méme ordre pour les
trois simulations, méme si la taille du maillage est, bien entendu, plus grande si on
effectue moins d’adaptations (I'intervalle de temps caractéristique étant plus grand).
Sur la Figure 13 (en bas), on constate que les trois solutions obtenues sont quasiment
identiques.

En conclusion, le nombre d’adaptations effectuées a un faible impact sur la pré-
cision de la solution, méme si elle est plus précise en effectuant moins d’adaptations.
Toutefois, il faut éviter d’effectuer trop peu d’adaptations ce qui aurait pour consé-
quence de mailler finement une trop grande partie du domaine de calcul et bien str
d’adapter trop souvent pour controler ’erreur sur les dérivées en temps. Autrement
dit, le temps At entre deux itérations d’adaptations devient un nouveau paramétre
qui permet de controler la taille des maillages.

Finalement, une derniére simulation est effectuée pour analyser I'impact de I'uti-
lisation de plusieurs variables dans la définition de la métrique. On considére exac-
tement les mémes parameétres que dans 'approche avec 12 adaptations de maillages
mais cette fois on adapte le maillage par rapport aux variables de densité, pression
et énergie. La solution obtenue est encore plus précise que précédemment, Tableau 4.
En effet, on controle mieux ’ecart (erreur d’interpolation) pour chaque variable. Ceci
a un impact direct sur la taille du maillage qui comporte 129 224 sommets au lieu
de 110240 sommets avec seulement la densité. Ceci se traduit par une augmentation
du temps de calcul (hausse de 15%).

Cette nouvelle approche a permis de préserver 'intensité des phénomeénes et donc
de contrdler ’erreur de norme en maillant de maniére adéquate les régions d’évolution
des phénomeénes. De plus, en réduisant le nombre d’interpolations (ici seulement 12
a 20 interpolations ont été effectuées) on a controlé lerreur sur les dérivées en temps
et donc lerreur de phase. Avec cette nouvelle approche, on a implicitement introduit
le temps dans ’estimateur d’erreur (par le biais de l'intersection de métriques en
temps) en contrdlant l'intervalle de temps caractéristique du maillage.
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a

Nadap np ne | tepu® || ez | Ilm@ | llzz@s | I-llm @
12 110240 219708 3h14 0.0069 0.325 0.0016 0.077
16 99275 197814 3h16 0.0071 0.335 0.0018 0.084
20 86 396 172116 3hll 0.0071 0.338 0.0020 0.092

12(3) 129224 257626 3h45 || 0.0062 0.317 0.0013 0.069
Hyep || 1345824 | 2686286 | 37h30 - - - -

TAB. 4 — Statistiques des maillages finauz adaptés pour les approches instationnaires
avec 12 (avec 1 et 3 variables), 16 et 20 adaptations de maillage et les erreurs relatives
des solutions (densité) finales sur Q2 et Q* = Q\ D.

“ Station de travail HP9000 & 500 Mhz.
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Fia. 13 — Valeurs de densité de la solution au temps tyq: = 0.2 seconde sur les

droites d’équations y = 4 (& gauche) et y = 3.07692x — 17.4615 (& droite). Com-
paraison de la solution de référence (rouge) et des solutions adaptées. En haut, la
solution avec 16 adaptations instationnaires de maillage (vert) et les solutions avec
40 (bleu) et 200 (rose) adaptations classiques de maillage. En bas, les solutions avec
12 (vert), 16 (bleu) et 20 (rose) adaptations de maillage instationniares.
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Fi1Gg. 14 — Maillage final adapté pour ’approche instationnaire avec 16 adaptations
de maillage et les solutions (densité) correspondantes. En haut, solution initiale de la
derniére période au temps t = 0.1875 seconde et en bas, solution finale de la derniére
période au temps tyqae = 0.2 seconde.
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FiG. 15 — Ewvolution des iso-lignes de densité pour les solutions de référence (a
gauche) et adaptée, 16 adaptations, (G droite) aux temps 0.05, 0.1, 0.15 et 0.2 seconde.

INRIA



Adaptation de maillage 3D pour les problémes instationnaires 43

o
vy
e
OISRl e
RN
iy EAVAVAY,
SRR AT
SR
%'é'%'ﬁﬂumﬁ':eéé
VAVAY
v

S Vs
aﬂ.%%s‘%%{ X
AV YAy, SR

PO
e
o

Vi
VAV

VAVAv VAR

ﬁqéggwﬂh

2!

LS
33

PR

Yaray.
e
et

i

FiG. 16 — Ewvolution des maillages adaptés (4 gauche) et de la distribution d’iso-
densités (a droite) aux temps 0.05, 0.1, 0.15 et 0.2 seconde, pour l’approche insta-
tionnaire avec 16 adaptations de maillage.
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5 Propagation d’ondes non-linéaires 3D

Dans cette section, nous allons appliquer 'adaptation de maillage basée sur un
point fixe transitoire en dimension trois pour montrer la validité de I’approche sur un
cas réel et concret. Le probléme considéré est la propagation d’ondes non-linéaires
dans une géométrie complexe qui simule 1’évolution d’une explosion dans une place
dans une ville, Figure 17. La simulation ce type de probléme avec précision est
capitale étant donné qu’il n’est pas possible de réaliser ces simulations en réalité.
Aujourd’hui, il existe une demande dans la réalisation de telles simulations numé-
riques, on citera par exemple I’étude de 'impact d’une explosion dans le World Trade
Center [4].

Cette simulation est I’extension du probléme modéle en dimension trois, Sect-
ion 3.2. Pour les conditions initiales en dimension trois, ’air ambiant a les mémes
propriétés qu’en dimension deux, par contre la région initiale de haute densité a
pour domaine la demi-sphére de centre (42,54,0) et de rayon 2.5 meétres, et pour
conditions initiales p = 1, p=1letu=v=w=20,0up, pet U = (u,v,w) qui
représentent respectivement la densité, la pression et le vecteur vitesse.

Dans cet exemple, le but est d’obtenir la solution au temps physique 0.1 seconde.
On décompose la simulation en 30 périodes, i.e., 30 itérations principales d’adap-
tation, c’est-a-dire que pour chaque période on avance en temps de At = 0.0033
seconde. A chaque itération de la boucle principale, on effectue 4 itérations internes
pour résoudre le probléme de point fixe transitoire. On considére une métrique iso-
trope basée sur la variable de densité, variable pour laquelle on désire controler
Perreur. On a utilisé 5 solutions intermédiaires (dont ’initiale et la finale) pour 'in-

tersection des métriques en temps et les parameétres d’adaptation suivants:
€ = 0.003, hpmin = 0.3 m, hpae =10m et hgraq =3,

ou ¢ est le seuil d’erreur prescrit, M, (reSp. hmae) la taille minimale (resp. maxi-
male) autorisée et hgyqq la gradation (i.e., le rapport de taille maximal entre deux élé-
ments voisins). I1 est & noter que la taille du domaine de calcul est de 85 x 85x 70 m3,
donc un maillage uniforme avec tous ses éléments réguliers de c6té h = hy,;y, aurait
une taille de 'ordre de 1.8 107 sommets. Un maillage de calcul initial relativement
grossier de 40230 sommets a été généré, Figure 17 (4 droite). La Figure 18 montre
la propagation des ondes a différents instants (iso-surfaces de densité) dans la géo-
métrie.

Le Tableau 5 donne les caractéristiques des maillages adaptés aux itérations 8§,
15, 23 et 30, c’est-a-dire respectivement au temps 0.027, 0.05, 0.077 et 0.1 seconde.
Les Figures 19 et 20-21 montrent respectivement 1’évolution des maillages isotropes
de surface et de volume adaptés (dans un plan de coupe ou les tétraédres sont cou-
pés en hérisson) avec les distributions d’isodensités correspondantes au cours de ces
itérations. Sur ces figures, la densité du maillage indique clairement les régions ou évo-
luent les phénomeénes (les ondes de choc) pendant les périodes correspondantes. Les
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raffinements du maillage ont été prescrits par l'intersection des métriques en temps,
qui est un point clef de cet algorithme. Elle permet d’avoir une densité uniforme
dans la région d’évolution des phénomeénes au cours de la période, donc de préserver
la précision de la solution au cours du calcul, et bien sir de suivre I’évolution des
phénomenes.

La Figure 22 illustre l'intersection de métriques en temps, on peut voir I’évolution
de la solution au cours de la période, & gauche la solution initiale et & droite la
solution finale. On constate que la région adaptée est “optimale" au sens oil le temps
caractéristique du maillage 7 est de I'ordre du temps At entre deux adaptations. De
plus, on remarque qu’elle est & la fois définie pour le maillage de surface et pour le
maillage de volume. Sur la Figure 23, on voit clairement le caractére imprévisible
des phénomeénes physiques, avec notamment un grand nombre de rebonds sur les
batiments.

Cette simulation a été effectuée sur une station de travail HP9000 & 400 Mhz avec
1 Go de mémoire. A Iitération 23, la génération du maillage final (739 854 sommets)
a duré 10 secondes pour la surface et 310 secondes pour le volume. Pour le calcul
de ’écoulement, le solveur (explicite) met & peu prés 4 heures pour effectuer 100
itérations sur un maillage de 750000 sommets. Le nombre d’itérations de solveur
effectuées entre deux adaptations dépend des caractéristques de 1’écoulement et de
la taille des éléments du maillage, il est donc assez variable. Par exemple, & l'itération
23 le solveur a effectué environ 200 itérations au cours de la derniére période. On
constate que le solveur numeérique contribue & hauteur de 95 % du temps de calcul
global. La simulation dans son intégralité a durée une dizaine de jours.
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Itération | Temps physique | Sommets | Tétraédres | Triangles
8 0.027 280525 1630619 40736
15 0.05 603 644 3541268 63 526
23 0.077 739 854 4326861 78816
30 0.1 743735 4328741 87322

TAB. 5 — FEvolution de la taille des maillages adaptés au fil des itérations (ou du

temps). On précise le nombre de sommets, de tétraédres et d’éléments de surface
(triangles) de chaque maillage.
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FiG. 17 — A gauche, maillage géométrique de la surface du domaine. A droite, le
maillage de calcul de surface initial.
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FiG. 18 — Evolution des iso-surfaces de densité dans le domaine de calcul auz temps

0.027, 0.05, 0.077 et 0.1 seconde (de gauche & droite et de haut en bas).
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Fic. 19 — Maillages isotropes adaptés de surface et distributions d’iso-densités cor-
respondantes, aux temps 0.027, 0.05, 0.077 et 0.1 seconde.
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Fia. 20 — Maillages isotropes adaptés de volume dans un plan de coupe et distribu-
tions d’iso-densités correspondantes aux temps 0.027, 0.05, 0.077 et 0.1 seconde.
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Fi1a. 21 — Maillages isotropes adaptés de volume dans un plan de coupe et distribu-
tions d’iso-densités correspondantes aux temps 0.027, 0.05, 0.077 et 0.1 seconde.
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Fia. 22 — Illustration de limpact de lintersection de métriques en temps dans le
volume et sur la surface. En haut, la solution au début de la période et, en bas, la
solution a la fin de la période. Les ondes de chocs évoluent seulement dans les régions
uniformément adaptées (c’est-a-dire ot le maillage est dense).
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Fi1a. 23 — Différents plans de coupe dans le domaine de calcul au temps 0.077 seconde
dans lesquels on a le maillage isotrope adapté de volume et les distributions d’iso-
densités correspondantes. En haut, un plan de coupe othogonal au sol et, en bas,
paralléle au sol (vue de dessus).
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6 Conclusions et perspectives

Dans ce rapport, nous avons montré que l'approche classique d’adaptation de
maillage est intrinséquement inadaptée & I’étude de problémes dépendant du temps
dans le cadre du remaillage, & cause de 'erreur introduite par l'interpolation & chaque
adaptation. Nous avons alors proposé une méthode d’adaptation de maillage basée
sur un point fixe transitoire pour traiter les problémes instationnaires dans le cadre du
remaillage. Cette méthode utilise un schéma général d’adaptation de maillage pour
les simulations instationnaires qui peut étre vu comme une extension du schéma clas-
sique. Ce nouveau schéma permet de prédire 1’évolution de la solution, non connue a
priori, dans le domaine de calcul. Ensuite, une procédure d’intersection de métriques
en temps est employée afin d’adapter le maillage dans les régions ot la solution évolue.
Avec 'intersection de métriques en temps, nous avons introduit de maniére implicite
le temps dans l'estimateur d’erreur, ce qui implique que l’erreur est controélée tout
au long de la simulation. Cette nouvelle approche a donc permis (i) de préserver la
précision de la solution tout au long de son évolution et (ii) de réduire le nombre
d’adaptations dans le but de controler ’erreur sur les dérivées temporelles. Autre-
ment dit, cette approche permet de controler I'intervalle de temps caratéristique du
maillage.

Les résultats en dimension deux sur le probléme modéle ont confirmé la validité et
I'efficacité de cette approche, en termes de précision de la solution et de réduction de
la complexité (gain de temps de calcul). Elle a été appliquée avec succés en dimension
trois, dans le cadre isotrope, sur une géométrie complexe pour une simulation réelle,
ol la solution est non prédictible a priori.

Notons que l’ensemble des processus (génération des différents maillages et uti-
lisation répétée du solveur) a été mené sur une “simple" station de travail en des
temps qui restent raisonnables. Autrement dit, ’adaptation de maillage a permis
d’effectuer cette simulation réaliste tridimensionnelle tout en évitant d’avoir recours
a des moyens et des méthodes plus lourdes (comme le calcul paralléle).

Les résultats obtenus ont montré I’importance de ’étape d’interpolation pour les
simulations instationnaires. Par conséquent, trouver un schéma d’interpolation qui
permet un meilleur controle de I'erreur sur les dérivées temporelles de la solution per-
mettrait d’effectuer un plus grand nombre d’adaptations de maillage et donc réduire
la taille (le temps caractéristique) des maillages avec I’adaptation instationnaire.

En outre, nous avons mis en évidence qu’en dimension trois la majorité du temps
de calcul (environ 95 % du temps de calcul total) était due au solveur numérique.
Donc, pour réduire le cotit de nos simulations, un effort est & produire au niveau du
solveur numérique. Plusieurs approches sont possibles: solveur implicite en temps,
un pas de temps local en instationnaire,...

La prochaine étape est l’application de ces techniques pour la génération de
maillages anisotropes en dimension trois afin d’obtenir une solution encore plus pré-
cise et d’accroitre la réduction de la complexité (en termes de degrés de liberté et de
temps de calcul) par rapport & ’adaptation de maillage isotrope.
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