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���� ������ �������� �� ������ �������������� �� � ������� ������� �����
������� ������� �� ������ �������� �� ��� ����� ������� �������� ������� ����
 ��! ������� ������� �������� �������� "��!� ��� ��������������� ��������
����� ���������������� ����� �� ��� ������� ���������#  ��� ����� �������
������� $����$ ���  �������� �������� ������ ��� ������� �������$ ��� �����
������� �������� %� $��� ��� ����� �� ��$������  ��� ������� � �������
������� ������ "�� ��� �� ��� ���� �&&&�'�� �������$ �����#  ����� ('� ���
���� ���� �� ��� ����� ������� � ��������� ���� �� ����� ���� ����� ��� ��
���� ��� ���� ������ ������� ������� �� ��� �������� ����� ����������� ����
����� ��� ���������� �� ��������� �� ��� ����� ���� ��� �� ��������� ���� ����
�� ���  ���� ���) ������� �� ����� ���������������  ��� ��� � ����������
������$� *(+) ,-. %� ��� ���� ���  �������� ��/����� �������� �� (�' ���� ��
�� ��� �� ������ �� ��� ��� �� � � ��������������� 0�����$������ ��������
1������ ��$������ �� $����  ��� � 2� ���� �������� ����) ��� ��� ����� ���
�� �� �������� ���������

��	
���� 3����� �������$) �&&&�'��) �����������) �������
������

3�� ������ ��4����� ��� ����4��������� ���� �� �� ������� ������������� ��
������ ��4����� ��� ������� ����� ��� �� ������� �� ���������� ����� ��������
3� ������� ������ ��� ����4�����/��� ����4�� �� �� ���������� "�� ������
����� �� ��4���� �5����4� �� ������������������������ �� ������ ��4�����
4������# ��� ��� �4������� �� ������� �4���� ��� ��� ����� �� �5������� �����
���� �5�������������� ���� �4������ �� �������� �� ��$������� /�� ����� ��
�4������ ������� ���������� "���� �5�� /�����/�� ��� /����� ����� �5���
������ ��4�64� ��� �� ����� �&&&�'��# �� ('� ���� ��� �5������� � �5�����)
���� ������� /����� ���� ���� ��������� /�� �� ������� ������������� ��������)
����� ��4���� 754��������� ��� �4����4� �� ��� ����� 4����) �� ��� ��� ������
4$������� �� ���� ��) �� �������� �5������ ����4���������� /�� ��������� ���
�����4$�� ������������� . ���� �������� /�� ��� �4������� ���4��4������� "/��
��� ������ �5��� ��4����� 8��/�59 (�' ����# ������� ���8���� :��� ����4����4�
���� �� ����� �� ���� ������� 0������� �� ������ ��4����� 4������� ����
��4������� 4$������� �� ��$������� ��4����4 /�� �4����� �� ���� �� 2� ����)
���� �� ������ ����� 9 ���������� ����;�������

��������� 1������ �����) �&&&�'��) �������������) �������
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%��� ��� ���� ��� ��������  �� 6����� ������� �� (2+� *�- �� ����������� �
����!����$� �� ���� ��� ��������������� �� 0�����$ ����� ����������� <�����)
��� ��������� �� � ���$���� �������� �� ��� �������� ��  �� ������� ���*,-
��� �������� ��6��� � � ���� 0�����$ ����� ������� ����� ���$�� ��� ������
�������� ��� ��6��� ��� ���� �������� �� ��� ���� �������� ����������  ���
��� ��������) �����������) ������������� ��� ��������� 1�� ���� ���������� ��
�� ��������� �� ������ ������� ������� �������) ���� �� ��� ���������  ���
������ ��� �� ��6���� �������� ��� �� ���� ������������ ������  ��� �������
����$ ��� �� ��� ���� �������$ ����� ��6��� �� ��� ��������� ��� ��������
������  ���� �� ���� �� ���� ��� ������� �� ��� ���������$ 6���� ��������
���� ���� �� �������� �� ��� ���� $������ ����������) ��� �/���� ���� �������
��� ��� ��������� ��������� ���� ���� �������=�� �� �� �� �����������  ���
� ����� �������$ *�) ,-�

>������������) ���� �������� ��� ���� ��8�� ��������� ��� 6��� ��� �� �
��������� ���� %��� ��� �������� ��� ���� ��� ��) ��������� ����$����� 0�����$
����� ����� �����$ ����� $���� ���� �� �����5 ���������  ��� ������ �� 
��������� �� ���) ������ ��������� ������� ���  ���� ������� ���� ���
������ �������� ������ ��� ���� ������������� ?����5 ������� ����������
 ��� ���� ��� �������$@ ��$� ��� ����� ������� A������� ��� � +� ���  ���
0�����$ ����� ��$����� ������ �� �������� �� ��� ,� ��� �&&& ������ ��������
������ ��� �� ���������� ��� �� ����� ���������������������� ���������� ���

 ��� �������� a ·b+c �� �� ��  ��� �������� �� ��6���� ������������ ��������
��� ���� ������� �� ��� ����������� ��������) ���� +� ����*((- 1 ���$������
����$ ��� �&&& �������� �� � ��������  ���� ������� ����� �� ���� ��� ��
������������ �������$ �� ��� ������������� ���� �� ��� ���������� a · b ������
��� �������� �� ��� ���� c� B������ ����) ��  �  ��� ���) ��� �������� ���������
�� ���� ���������� �� ���� ������ ��� ���� �����/��� ���� ��$ �� �� ?�������5 �
���� ���$� 0�����$ ����� ������ �� ����� �� � �  ��!��$ �������� ��������
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���� ���� ���� ������� ���� ���� ���� �� ������� ���� ! ���� ��"��� ���� ��#���	
���$� ! ���� ��"��� ����� ��#���	 ���%� �� ���� ��"��� &��� ���' ! ��� ()*�
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��� ����� ������� ����������  ��� ��� �� ����!��$ ����� ��� �&&&
�������� �� ���� �� ���� ��� ������ ��� ��������� �� ��� �������� �������������
�������� �� �� ��� ����������� �������� 1�  �  ��� ���) �� �����  ��� � ��������
���� ��� ������������� ��������) �� �� ����  ��� ������� �� ��� �&&& ��������)
���� �������$�� ���� �� ���������*�) �- 1� C����� �������� �� *�- ���� �� ���
������������� �������� ��� ���� ����������� ���� �� ��� �� ����� �������
��������� ���� ���� ������ ���������  ���$ ������� �� ���� ��$������� D���
��� ����� ���������� ���$������ ����$ � ������� �� ��� �������� �� ����!
����� ��� �������� ��������� �� ��� ������������� �������� ����������� �����
���� ���� ����������� ���� �� ��$$� ��������� �� ���� ������������ �� ��������)
��� ��! �� �� ���� ��6������ �� ��� ������� �� �� �������� �� �������� ���������
��������� ����������� �� ����������� ���� �������� �������� ��� ��!�� �������$
�� ��������� ������ ��� ����� ����������� ��������� ����������� �� ��� ���
�����  ���� $��������� �� ��� �����  ��!��$ �� � ���$���� ���� �� $����)
��$� ������ ����������� �� �������) ���� �� �� � ��8�� ������ �� �������)
�� ������ �� ���������� ���� ���� ����������� ���������� ��� �����������
 ��� ����� �������$ �� �� �� ���� �� � ��������*,-

<�� ��� /������� ������� �� �� ��� ����.  �� ���� ��� �&&& '�� ��������
������ ������ �� ������������� ��������E 1� *�) ') ,- ����� ��� �� ����� ���
�������  ��!�) ��� ���� ����� �� ��� ��������� �� ���������� ��������  ��� �
����� �������$ �� � �������  ���  �� ������� !�� � ������ ��� ��������� ��
�������� ���  ��� �� ��������� ����� ��� ����� ������� �������.  � ��
$�������� ��� ����� �������$ �� �� ������������� �� � ������������� �������
���� ��  � �� ����� �� ��� 6���� �������� ������������ ������  � ��� � ��$��
������� ���� $��������� ���� ��� �������$  ��� �� ��� �� ��� ���� ��$������� ��
��� ����� ��$ ��$��� �� ��� ��6���� ����������� �� ��� ������������� ��������
F�� �������) ��  � ������� � ,� ��� ������������� �� ���� ������� �� ����
��$����� ����  �  ��� �� ����� �� ���������������� ���� �� � �	 ��� ������
�������� ������ ��� ���� �� �� ,� ��� �� ��� ���� 01111111111  � ����� $����
����� ���� �������$ � ���� ������) ���� � �������� ��6���� ������ ������  ����
��� ���� �� � ��G����� 6��� ������.  ���  ���� �� ��  � ��� ���� �� ���������
����� ����� �� ���� ��� ����� ��/����  ���� �� 10000000000E ��� 6��� ������
 ���� ���� �� �� ������� �� ���� �� ��� �	�� ��$�� ��� ��� �� � ���� �� ���
��� ������ �� ��� 6��� ��$��� �� �������) ��� ������������ �������� ������
�� ��� ��$��� ���� ��� 6��� ������ �������� ���  ���� �� ������� �� ��������)
���� �� �� �� ��� �� ����������� ��������) ��� ����� �������� ������  �� ���
!�� � �� ��� ���� ��� ��������  �� ��6���� ����  ��� �� ��� ��� ���� �������
��� ��� �������$ ���������� �������� �� ��� �&&& '�� ��������� B������) ����
�� ������� �� ������� �� ���� ����� ��� ��� ���������� �� ��������� ���� ���
������� �� ���� �������� ���� �� ������� � ������� ���� ��� � ����� �������$
�������������� �� ���������� ��������  ��� �� ���� ���������  ��� ����
������ ����� ���� ������ ���� ���� ���� ���$���

<����� ���������$ ���� ������ ��� �����/��� �� ������ ���� $���) ��� ��
�������� ������� ��� ��G����� ����� �� ��� �����/��� ���������� ��� � �����
�������������� �� ��� ����������� ��������
1� ��� �� ���� �� *�) (+-) H�� ���� � ���������� ���������� �� ��� �����������
������� ��������$ ���� ��� ���� ��$��6����� ��$��� �� �� ������������� �����
��� �������$ �� �� ����  ������ ��� ������ ���� �����/�� ��� � � ����

�+�� � ���� �������� ���������� �� ��� ���
��� ��� ����� ���� ����� �� (,*�
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��������. �� ��� ��  � !�� ) ��� ��$������ ��� ���� ������ �� �� ����� ����
�� � $������  ��) ��� �������������� ������ ��� ���) ��� �������)  ��� �� ���
��8�� �����  ��� ��) ����� ��� �� ������ �� ��� �����$� �� ��� ��$������ �� ��
���� � ���� ������$ ����� ��� �������$ �� �� ����� ���� �� �� � ������� ��
�����������  ���� ��� �����$ �� ������ ��  ���� ��������� ��� ����������

�� ����� �� ������� ���� ���������� �����/��) 7��;��� *'- ��� ���� ������� ��
��� ������� ��� �������� �� ���� ������ �� ��� ������� ������������ ��������
������ ��� � 6��� ������ �������� ������� ����� ������� ��� ��������� �� B�����
*,- �� ���� �� � � � ����� ���������� ��$������  ��� �� ��� 6��� ��������������
�� � ������� ������� �����������  ��� ������� �����$�� >������������) ���
��$������ �������� ����� ���� ��������  ��� ���� ������� ��� ���������� �� �
�������������� ����������� ��� ������� �����$� ��� ����� ���� ���� �� �����
��$��� ���� ��� �����$� �����$�  ��� ��� ���� ��� ���� ��������� �� ���������
�� ���� ������ ���������� ���������������  ��� ��������� ����� ��� �� ������
������  ��� ��������� ���������� �� ���� ������) ?���� ������5 ����� ����
����� �������� ������ �� �������������  ����� ������ ��$� 0.502��� ��� ���
����������� ������� ��� ���� ���� �� ��� $�������� ��� ����� �������$ �� ���
������� *((-

<� ����� �� ����$ ���� ������������� ���� ��� ��������  ��� ��� ���
��������� �� B�����5� ��$������ ��� � ������ �� �����������)  � �� �� �������
� ��� ����� ������� �������$ ��$������ ��� ��� ����������� �������  ���
�� ��������� �������������) ���������� ����� �� ��=� ���) �����$ � ������ ��
('� ���� �� ����� ������� �) �������� /���� $��� ���������� �� �� �����5
����������

<����� ��������$ ���������$ ��� ��$������ ��� ��� �����/��� ���� �� $����
����� ���� �� �������� � ������� ������� ������������� �� ��� �����������
�������) ��� �� $��� � ����� ������� �� ��� ���� �������� %�  ��� 6��� $���
� $������ ���������� �� ��� ��$������ ���  ��� ���� ����� �� ����� �����
��� ��� ���� ������ �� ��� ����� ������� ���� ����� �� ��������� ������ ���
������� ���� � �� �� ����� ������� �� ����� ����� ������� �� ���
������� ������ �� ��� ���� ����� �� ��� ��$������ ��� ��� �� ��� ������5� ���
������) �� �� ��� �� �!�� �� �� 6��� ������$ ���� ������� 7�� �� ��� �� ����� ���
���� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� ���$� �������� "����� ��+) ��$� 2# ��G���
��$��6����� ���� ��� ����� �� ��� � �� ����� ������� "�� *,-#� �� � ����� ����
"��$�����$ �� ��$� 	(#)  �  ��� ����� ��� ��������� �� ��� �������$ �� ��� ����
 ���� ��� ����� ��!��5� ������� �� �� ��������  ��� � ������ �������� �� ��
�� (�' ����� ���� ���� �� ��� ������ �� ����������� ��������� ���� ��� �����
����� �� ���� �� ���� �� ����� �� � ���� ��� �� �����/�� ���������� ���
6��� ��������� ������� �� ������� ����) ��$� 	�) �� ���� �������� ����) ��$�
	() ��� ���	) ��$� 	(� �� ������)  �  ��� $��� �� ������� �� ��� ������$ ���
�����$ ������� �� ���������� �� ��� ��$������� ��������� �� �������


 �� �����	���

��� ��$������ ��� ��� ������� ������� ��� ������� ��� ����  ������ �� ���
������� ������� ��� ����� ��������� ���� ���� �� ���� �� ���� ������� ����
�������� �� ������ 0�����$ ����� ����� ��� �� ��� ) �������� �������� ���
�������) ��� ���������� �������) ���� ������� ��G����� 0�����$ ����� ������
"������# ��$�������



� ��������� �	���
 ��	��

I�������� ����!��$ ��� ��$������ �� � ����� ������ ���  ��� �� ����� ���
��� �� ������������ �� ��� ����������� ������� *() 	) �-� 1 , ��$��� ����������
�� ���� ��� ��� ������������� �� ��� ������ ��$�����) ������ ��� ����������
��� ������ ��� �� �� �������� �������������� �� ������������ ������� �� � ����
��������� ��� �� � � ������ �������� 0�����$ ����� ��$�������

D�������� �� ���� ������ ���������������) ��� ��� �� ������� ���� ����
����� ��� 0�����$ ����� ����������  ���� �����$ �� ������=� ��� ����������@
�� ������� ��� ���$�� �� � ������ ����� �� ��� ����� �� ���� ���� � �� ���
��� ������ ��� ������� ���������������� F�� ��� 6��� �������$) ��� ��$������
������ �� ��� ��������� �� ��� ���������$ 0�����$ ����� ���� ��� ���� ��� ����
��� ��! �� ��� �������$ �� ������� �� ����  ������ �������$ �� ����� ��
������ ��!� *,- ���

��� ������� 	
��
��� 	 ��� ���	�����

��� $������ ���� �� ��� ��$������ �� �� ���� �� ��� ����� ��$ �/������ J ���
��$����� x �� ��������� �� ���$� �������� ���� ������� �����  ��� ��� ����
��� �������$ "�� i1 ��� i2# � � ������ �� ����������� ������ ��� ��� ��������$
�� ������������� �� ��� ����������� ������� �� � ����� ������ �� ����������
�� � ����������.

ex = 2M · 2 i1
27 · 2 i2

214 · (1 + p (r)) · (1 + xl) + ∆

�� ���� �/������) ��� ������ M ) i1) i2) r ��� xl ��������� ��� ������ �� ��� ���$�
�������� ���� �� x �� ����� ��.

k =
⌊
x · 214

ln 2

⌋

x = k · ln 2
214

+ r + xl + τ

k = 214 ·M + 27 · i1 + i2

 ���� i1, i2 ∈ N ∩ [
0; 27 − 1

]
��� M ∈ N�

��� ��������� ∆ ��� τ ����� ��� ��� ������ ������ �� ��� 0�����$ �����
��������� ��� ��� ����������� ����� �� � ���������� ��������������

���� $������ ������� �� ��� ��$������ �� �� ������� ������� �� ����� ���
$������� ��� �� ��� ��$������ ��� ���$�� �������� ��������� �� *(-� ��� ����
�� � ���$� �������� ����$ � ���� ������� �� ln 2

214 �� ��� ������ �� � ����������
������ ����� �� ��� ����� ��$ ���� ������ ���� ������ �� ���� �����. ��� ��=� ��
��� � � ������  ��� �� �� ������=��  ��� �� ���� ���� ������� ��������)
14) �� ����) ��� ��$��� �� ��� ����������  ��� ������� �� ��� ��=� �� ��� ����
���� ��$������ �� ��� 6��� ������ ��$����� r) ��� ��$��� �� ��� �� �� ����
������ ��$����� xl ������������� ��� ���� �����$� ������ ����������  ���
��� ���� ������� ln 2

214 �
��� ���������� ���� ��� ������������$ ��� ����������� ������� �� ��� ���

���� ��$����� r �� � ����6�� , ��$��� ������� ���������� �������� �� 
���=

����������� ���� ������� "� "��� ��-� � ����� �
��� �� ��� �������� .��� ����� ���������
"� �#��

k = �t� ⇔ k ∈ N �� ���� ¬∃k′ ∈ N.|k′ − t| < |k − t|



�������� ��	
�� ���
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 �
�� ���
�	� �

������������� �� �������� �� *�-� ��� ��$������ �������� �� �� ��� ����� ��$
����.

p(r) = r +
1
2
r2 + r3 · ((ah

4 + al
4

)
+ (a5 + (a6 + a7 · r) · r) · r

)

1� ���  ��� ����� ��� ������ ��� ah
4 ) a

l
4) a5) a6 ��� a7 ��� ���� �� �����������

1
6 )

1
24 )

1
120 ���

1
720 @ ��� ���� ������)  ��� ��G�� ������ ���� ��� ������ ��������

�� ��� 
���= ��$������ ���� ���� ���� �� ����������� ��  ��!��$ ��������)
 ��� �� $���� ���� � ��� ������ ��� ��� ����$ K�����5� ���������� ����������
���� �� ��� ���� ��� �� ��� ������� ��/��������� �� ���� ��$������� �� �����
��  �� ���� ���� �� � ����� ��������� �������� ��� �� ��� ����� ������� )  �
����� �� ��� ���������� �� ���  �� $����� F���� ��������� ����� *�) ��- ��� ����
��� ������ ������ �� � ��$��� �������� ������������ �� ��� ������������ �������
�� ���� ��  � ��� ��� ���������� ��/���� ������$ ��� ��� ��������� �� ����
���������� $���� �� � ������ � � ������ �������� �������� ������� ph ��� pl

 ���� ��� ���������� � ������������� �� ��� ����� �� ��� ����������� ����
���������� ��/���� �� ��� ���� ���� �������$ ����� �� ��� ��$������ ��� ���
���� ������ �� ����� �� ��� ����� �� ��� ������

��� � � ������ th1 + tl1 = 2
i1
27 +δ ��� th2 + tl2 = 2

i2
214 +δ ��� ���� �� � � ������

�� (�+ ������� ���)  ���� ���� ��� ������ �� � � ������ �������� ��������
�������� ���� ��� ���������� ����$ ������� ���������� ��/���� �� ������ � �
������ �������� ������� th + tl =

(
th1 + th1

) ·(th2 + tl2
)
+∆  ���  ��� �� ���� ��

��� 6��� ������������ ���� ���� �������� ��� ������ �� th2 + tl2) 1+
(
ph + pl

)
��� 1+xl �� ���� �� � �����  ��� ���� ������ �� ���������� �� 2M ��� �������
�� $�� �� ������������� �� ��� �����������  ��� �� "�� ��� ���� ����# $���
����$� �� �� ������� ������� �� ������ ���������

��� ��=� �� ��� ����� �� 2 · 128 · 2 · 16 = 8192 �����  ��� �� � ����������
$���� ����� *,) (- ��� �� ��$������ ��� ��� ����������� �������� ���� �� �� �����
 ���� ��� ���=� �� ��� ��� ������� ������� �������� L� ��� ����� ����) ���
����� ���� 6� (� ����� �� ��� 7� ���� �� ��� ������� ��������  ��� �� ��
������ �� ���� , �����*((- F����������) ��� ��=� �� ���� ���� ��� ��=�� �� ���
������ ���� �� ����� ��$������� �������� �� B����� *,- ��� H���*(+-

��� ���������� ��/����� $���� �� ��� ��G����� ����� �� ��� ����� ��$ ��
���� ����� ��� 8����� �� ���� �� ����� ����������� ������ ��� �������$ ���
�����) ������$ ��� �������� ������ ��� %� ������ ���� ��� ������  ��� �� ����
�� 6$��� ��� ����� ��� �� ��� ������� ��$������ ������$ "�� '# ��� �� ������
������� �� ��� ��������� �� ���� ������������ �� ��������) ��� 6��� ��$������ ��
���� �� � ������� ������ ��� ���� �������� �� ����� �� $�� � ������� ����
�������� 1� � ������ �� ��������$) ��� ��G����� ���� ��� �� ���� ��� ���������
���� ��� ���� ��� ?���������5  ��� ���� ��� ������� ��� ����������� �� ���
��� ��������������

��� ��		 	 ��� �������� 	 ��� ���	�����

�� ����� �� ����� �� ��� ��� �� ���� ������) ���� ��� ��$������ ������� ����
����� ��� ����������� ������� ��� �� ������ �������� ��� ��� ���� ���� �� ���
����� ������)  �  ��� 6��� $��� ���� $������ ������� ��� �����������) ��� ����

���� ��������� ������ ��� .������ ����� ��������� ���� /0 ������ (00*



, ��������� �	���
 ��	��

$��� � ������� ����� �������� �� ��� �� ��� ����� �� ��� ��$������� F������) ��
���� ��� ��������  ��� �� �����

�����$���� ��� ����� ��$) � � ��G�����) �������� ���������  ��� �� �����
��� 6��� ��� ���� ���� �� ����� ������� ��������� ��� ��� �� ���� �� �
�������� �� ��� ������ ��� ����� ���) ��!�� ���������� �� �������� ���$��$�
�� ����$ ���� ���� �� � ����������� ��������� ��� ���� ����������  ��� ��
��6��� ���� ��� ��� ����� ��$ ����������  ��� �� ����.

• 
������$ � ��$��� �� ��6���� �������� ����� x̂ �� � 0�����$ ����� ������
�G����$ n ���� �� ��������  ��� �� �����. x← 〈x̂〉n� �� ��� ������ �������
��) ��� ��������� �� ��� ��������$ ��������  ��� �� ���� ����

• ��� ����������� ��������� �����������$ �� ��� ����������� ����������
+) − ��� ·  ��� �� ����� ⊕) � ��� ⊗�

���������  !" ��� a ��� b �� ��� ��	�
� �������� �������� �	����� �� ���
����	����� �����

������� � � �� 	 c← a⊕ b

��

 ��
�	
��� � ��	�
� �������� �������� �	��� c �� ����

c = (a + b) · (1 + ε)

��
�� ���� |ε| ≤ 2−64 �� 
��� �� ��� ��	
� ���� ��� 	���� � �������

���������  ! ��� a� b ��� c �� ���� ��	�
� �������� �������� �	�����
�� ��� ����	�����

�
���� � � �� 	� � d← 〈a · b + c〉

��

 ��
�	
��� � ��	�
� �������� �	��� d �� ����

d = (a · b + c) · (1 + ε)

��
�� ���� |ε| ≤ 2−64 ��� ���� ���� �� �� ����������� �	����� ������� ���
��
�	
����� �� ��� ���	�� ��� ��� �	��

��� ���� �������� �� �� �������� ��� ��� ��� ����������  ��� ��������
a · b− c�

#����  !$ ��� a ��� b �� ��� ��	�
� �������� �������� �	�����
�� ��� ����	����� ���	����

�
���� � � �� 	� �� c← 〈a · b + 0〉
�
���� � � �� 	� � d← 〈a · b− c〉

��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �	���� c ��� d �� ���� ��� ��	������

c + d = a · b
���

|d| ≤ |c| · 2−64

��
� ��� c �� ��� ��	�
� �������� ������ �� a · b�
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�� ���
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%���& %� !�� ���� ��� 6��� ���������� �� ��� ��/���� �������� c �� ����

c = a · b · (1 + ε)

 ��� |ε| ≤ 2−64� ���� c �� ��������� ��� ������ �������� ������ ������� �� a · b�
%� !�� ���� ���� ����� �� �� ��������� �������$ �� ��� ��������� ��� ���

��� ��������� �� a · b ��� ��� �����������  ��� c �� ��� ����� ����������� ��
�� �� ������ ���� ���� � � ������ �������� �������� ������� ���������� ��
��6���� ��������) ������ � ������ ���� ��� �� ���� (�+ ��$��6����� ����� 1�
��� 6��� ,� ���� �� ��� ��6���� �������� ������ �� a ��� b ��� ��������  ��� c)
����� ��� ���� ,� ���� ���� �� �� M�������M �� ��� ,� ���� �� ��� �������� �� d�
K��� ��� ������ ����� ��

���� ���������� ��/����  ��� �� ����� ���� ��� ��������� � ��/���� ���
����� ���� �� c + d← ��������� (a, b)�

#����  !� ��� a ��� b �� ��� ��	�
� �������� �	���� �� ���� |a| > |b|� ��
��� ����	����� ���	����

������� � � �� 	 c← a⊕ b
���	���  � �� � t← c� a
���	��� � � 	�  d← b� t

��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �������� �	���� c ��� d �� ���� ��� ��	������

c + d = a + b

���
|d| ≤ |c| · 2−64

��
� ��� ���� c �� ��� ��	�
� �������� �������� �	��� ������ �� a + b�

%���& ���� �������� ��� ���� ��� � �� N����) CO���� ��� B�!!��� *�) (�) (	)
�(-

���� ���������� ��/����  ��� �� ����� ���� ��� �������	 � ��/���� ���
����� ���� �� c + d← �������	 (a, b)�

'�������	  !� ��� a ��� b �� ��� ��	�
� �������� �	����� �� ��� ����	�����
���	����

������� � � �� 	 c← a⊕ b

��
����� �� � �� 	 t1 ← x �� ���� x ∈ {a, b}∧
¬∃x′ ∈ {a, b}. |x′| < |x|

��
����� �� � 	� � t2 ← x �� ���� x ∈ {b, a}∧
¬∃x′ ∈ {b, a}. |x′| > |x|

���	��� �� � ��� � t3 ← t2 � c
������� � � ��� �� d← t3 ⊕ t1

��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �������� �	���� c ��� d �� ���� ��� ��	������

c + d = a + b

���
|d| < |c| · 2−64

��
� ��� ���� c �� ��� ��	�
� �������� �������� �	��� ������ �� a + b�



+ ��������� �	���
 ��	��

%���& 1� ��� �� ���� �� *�-) ���� �������� �� � ������� ������ �� ��� ��������
7���� ��� ��� � ��� ��/���� ����������$ ��� ������� ��� ������� ��
��� �������� ����� �� � � ������ �������� ������� �� ����� �� ��� ����� ���
����� ����������� *�- ������� ���� ��� ����� �� ��� ��$������ �� ��� �����

���� �� �������� �� ���� ��� ��  ��� ���� ��� $���� �� ��� ����� ����������)
���� ��������� ��� ���� ���������

������ ��� ��������$ ���������� ��/���� �� ���������� ���$� ����$� ����
��$ ��� ���� ������ ���� ��� ���������� ������� �� ��� ��/����) �� ������ ��
������� �� �� ��!�� � ��$��� ��� �� ��� ��������5� ��������� ���� ���������$ �
���� ��������$ �� ��� ��$�����$ ���� �� �� �� ������ �� ��������$ �� ������
���� ��� ��$������� �� ��� ��$������ a ��� b� 1 �������� ���� �� ��� ��/���� ��
���� ��� ��$� ���� �� ��� ������) c) �� ��������� ����� ��� ����) ���� ��� ������
�� ��� ����� ������ �� ������� �� M������M �� ��� ������ �� ����� �����������
%�  ��� ��� ���� ��$������ ��� 
��������� �������	 ��/���� ��� ���� ��
���� c + d← ����������	 (a, b)�

()�����  !* ���

ah
4 =

12297829382473034411
73786976294838206464

al
4 =

−3098113767111307095
680564733841876926926749214863536422912

a5 =
12297829382473034411
295147905179352825856

a6 =
4919131753080926207

590295810358705651712

a7 =
13117684675687318145

9444732965739290427392

��� 
�� x ∈ [− ln 2
215 ; ln 2

215

]
�

��� ��
������


p(x) = x +
1
2
x2 + x3 · ((ah

4 + al
4

)
+ (a5 + (a6 + a7 · x) · x) · x)

����������� ex − 1 �� ���� ��� �����
���

|ex − 1− p(x)| < 2−123

��
�� ��� ��� ��
	�� ah
4 � al

4� a5� a6� a7 �� �

 �����
� ���������
� �� ��	�
�
�������� ���������
�� ��������� �� x ∈ [−2−30; 2−30

]
��� �����
��� ��
�� ����

|ex − 1− p(x)| < 2−161

%���& ���� �������� �� ������ �� ������ �� ������$ ���������� ��� ����
������� ������ �� |ex − 1− p(x)| �� ��� $���� ���������  ��� � ���� ��� ��
C�����
��� ��� ���� ��� ���������� �������� ��� ��� ������������� �� ������ ������
��� �������� �� ��������� �� ����6�� �� ��������$ ���� �� ���� ������ ���
��������$ ��� �������$ �����)  ��� ���� �� =����



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� 2

#����  !� ���

lh =
3196577161300663915

75557863725914323419136
���

ll =
−15596301547560248643

22300745198530623141535718272648361505980416
�� ��� ��

����� ����	����� ��
��∣∣∣∣ ln 2

214
− (

lh + ll
)∣∣∣∣ < 2−150

lh ��� ll �� �����
� ���������
� �� ��	�
� �������� �������� ��� lh �� ���
��	�
� �������� �	��� ������ �� ln 2

214 �

%���& �������) ��� ��� ���� �� ������� ��� $���� ��G����� ��� �� ���� �� ���
������ ��� ������ ������������� �� ������ �������� ���������

#����  !+ ��� x �� � ��	�
� �������� ������� ����� �	��� �� ��� ����
x ∈ [−745.13; 709.78]� ����
���� �� ������ ������

�� ������� �� ��� ��	�
� �������� �������� �	��� ������ �� 1

ln 2 �


�� lh �� ��� ��	�
� �������� �������� �	��� ������ �� ln 2
214 �


�� ll �� ��� ��	�
� �������� �	��� �� ���� lh + ll = ln 2
214 + δ ���� |δ| < 2−150

��� |ll| < |lh| · 2−64�

�� ��������� �� ��� ��	�
� �������� �	��� ���������� 1.5 · 2112�

�� ����� �� ��� ��	�
� �������� �	��� �� 1.5 · 263 ���

�� ������� �� ��� ��	�
� �������� �	��� 2−49�
����� ��� ��

����� ����	����� ���	���� ��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �	����
r ��� xl �� ����

x =
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214
+ r + xl + ∆

��
�� ����
|∆| < 2−118

� ����
er+xl

= er̂ · (1 + ξ)

���� |ξ| < 2−118 ��� r̂ = x−
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214 �

�� ���� ����� �� ���� |r| < ln2
215 ��� |xl| < |r| · 2−64�

�� ��������� �� x ∈ [−2−30; 2−30
]
� ��� ����	����� ���	���� ��
�	
���� r ��� xl

�� ���� ��� ��

����� ��	�
����� ��
� �����
� 

r = x

xl = 0

��� ���� k = 0�
����	����� ���	���� 

�
���� ��� � �� �������� ���������� q1 ← 〈x · ���!
�" + �#�$%!"!&'〉
����� ��� ����� �� "���� ex �� ����������
�� �� ��
�� ��������� �� �� ��� �����	 &��� ������

0 + 1��� ��� ���� ������� ���� �



(� ��������� �	���
 ��	��

�
���� � � ���� �������� ����� k ← 〈q1 · �"!(!&' − �#�$%〉
��
���� ��� � �� ����� �� rl ← 〈−k · ll + 0

〉
��
���� �� � �� ��� � � rh ← 〈−k · lh + x

〉
������� � � �� � ���

��
����� ��!�� � �� � ���

��
����� ��!�� � ���� �� 

���	��� ��!�� � ��!��� �

������� ��� � ��!��� ��!�� r + xl ← ����������	
(
rh, rl

)

%���&
��� ���� � ����������� �� ��� $���� ��/���� ��� ��� 
��������� �������	

��/����  ��� �� ����� �� ��� ��$������� ���� ��/���� ������� ���� |xl| ≤
|r| · 2−64 ��� ���� |xl| < 2−79 �� |r| < 2−15  ��� �� ������ �� ����6��� D� ��
����� �� ����� ����

x =
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214
+ rh + rl + ∆

 ��� |∆| < 2−118 ��� ���� |rh| < |rl|�
7�� �� 6��� ��� ���� ��� 6��� � ����� �� ��� ���������� ��/���� �������

������� k =
⌊
x · 214

ln 2

⌋
� 7�� �� ���� ��� ������� ������ 〈z〉 �� ��� �����������

����� z� D�  � ����

q1 =
〈

x · 1
ln 2

+ 1.5 · 2112

〉

���  � !�� ���� 1ulp(q1) = 2112−63 = 249 ���� ��� �� �� ���� �� ��� ������
�������� ������ " ���  � ��� ������� ��� � ������$ ���� �� ��� 1.5 ·2112 ����#

�������
⌊
x · 214

ln 2

⌋
����� �� 249� �� ���) �� ��� ���� ����������) ��� ����� q1 ��

������� �� 2−49 ��� ��� �������$ ���� ��� ������� �� ����������� �� 1.5 · 263�

D� k ������� ��� ����$�� ����� ������� �� x · 214

ln 2 �

7�� �� ��� �� ) ���� rh + rl =
(
x− k · ln 2

214

)
+ ∆  ��� |∆| < 2−118� L�� ��

������ ������ ���� ��� �� ��� ��������� ���$� �� ��� ����� x)  � �� ������ ����

k ∈ [−225; 225
]
� F������) ������

⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214 �� � ���� $��� ������������� ��

x "�� *�-# ��� ������ ��� ������������ ���������� �����$ � ��� ����������
��� ������ ��� �� ��6���� ��������)  � �� ������� ���� ��� ������ �� ��� �����
���������� �� ������ rh = −k · lh + x�
1�����������) ��� ��� �� ��� ��� ���������� ��������� �� ���� ������$ lh  ���
���� �������$ =���� �� *() (�) (�) ,- �� ���  � �� ������� ������ ���� ��� ��$�
��6��� ���� ��������$ ���� � ,� ��� ��������������  ��� ��� � ������ ���� ���
������������ ������������� �� lh �� k ����� ���� �� � ������� ����������
��� ��� ��� ���� �� ��� 6��� ������� ���� ��������� ����� �� � ��$��6����� �������
6����� �� ��� ���$� �������� ��/���� �� ���������� �� ��$� *,-� ���������) ��
*�- ������) ���) �� �� ��� �������� �� ��� ������� ��� �� ��� A���� ��� K���!
��$������ ��� ��� ���$� �������� �� ��� ����������� �������� F�� �������)
���� �� N����5� ��$������ ��������$ ��� ������� ������ �� ������� ���� *�-

�+�� � ������� ����� "� ���� ��� � �������� ������������� �� �� (1* "���� �� 
��� �� �
����� ������ 
	 2���
��& �� (03*�



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� ((

$���� �� ��� ������ �� '� ������� ����) ���� ���������� �� ��� � ��������
7��!��$ �� ��� �������� �������)  ���  � ������� ���� �� � �������������
���� �����������)

r = x−
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214

��� ���� ���� ��� ���������� �� ��� ����������� ���������� �� �� �������

������� �� r �� ��� $������ ��� ����
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214 �� ������ �� x ��� ���� ���

���������� �� ��������� ���� �� ��� ���� ������� ��$����� r �� ���� ������ ��
�����  ����  � ���� ���������� ���� �G ��� ��������� ��$����� x �� ���� ����

�� � ����� ����� ������ D���  � ���� er =
∞∑

i=0

1
i!r

i = 1 + r + 1
2r2 + . . .) ���

����� �� ��� ������ ��$����� r) |r| < 1) �� ��� 6��� ������ ��� ex  ��� �� ����
����� "��� ������$ 1 �� ��� $������ �� ��$������ ���� r �� ���� r2# ��� ����
����) ��� ����� �� ��� ����� ���� ��� �� ���������� �� ��� 6��� ������ �� ���
����������� ������� ����� ��� ������������� �� ��� ����� ������  ��� �� �� �����
����  � ���5� ���� �� ��� ��� ��� ����� ��� %��� ������� �� ��� ��������
����� �� ��� ������������� �������� ������ ��$����� rh + rl �� ���������

�� ��� ���� ���� ����� x−
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214 )  ���  � ��� $���$ �� $��� ��� �����

�� 2−118 ����
7�� �� ������� ���� ����� �� � ���� ������  �� �� ������$ ���  ��� ��� ��������
���  ��� ��� �������� ����� ����� �� ��� ���������� �� ��� 6��� ������� ��  �
���� r̂ ��� ������������� ���� ����� �� ��� ������ ��$�����)  � �������

rh + rl = r̂ · (1 + ε)

 ���� ε �� ��� �������� ����� �� ��� ������ ��$������ >���$ ����)  � �� ���
��������� �������� ��� ����� �� ���� ����� �� ��� �������� ����� ξ �� ��� 6���
������.

erh+rl

= er̂·(1+ε) = er̂ · er̂ε = er̂ ·
(

1 + r̂ε +
1
2
r̂2ε2 + . . .

)

�����$

ξ = r̂ε +
1
2
r̂2ε2 + . . . = r̂ε

(
1 +

1
2
r̂ε +

1
6
r̂2ε2 . . .

)

 � ����
erh+rl

= er̂ · (1 + ξ)

���  � ��� ���� �� $��� ��� ����� ��$ ��������.

|ξ| = |r̂| · |ε| ·
∣∣∣∣1 +

1
2
r̂ε +

1
6
r̂2ε2 . . .

∣∣∣∣ < |r̂| · |ε| · 2

��  � ���� j ���� ���� ��� ���� �� ���������� ����  � ����� ���� (128− j) �����
���� �� ��� ����������� 128 ��� ������ ������) �� �� ���� ���

|ε| < 2−128+j

D� ��  �  ��� �� ���� ((+ ����� ���� �� ��� 6��� ������)  � ���� ��� ����� ����
���� j �� ���������� ��� ��� r̂ �� ��� ����� ��$ ���$�

|r̂| > 29−j



(� ��������� �	���
 ��	��

������ �� ���� �������� �� ��������  � ������ ��� ������� ������

|ξ| < |r̂| · |ε| · 2 < 29−j · 2−128+j · 2 = 2−118

7�� ������ �� ����

|r̂| =
∣∣∣∣x−

⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214

∣∣∣∣ > 29−j

��� ����  � ����� ���� ���� j ���� �� ����������� D��� rh + rl = 〈r̂〉 ���
|r̂| < 2−15  � !�� ���� ��� ���� ��$��6��� ��� �� rh ��� � �������  ��$�� ��
2−15� D� �� j ���� ��� �������) ��� 6��� ������ rh + rl �� �� ��$������

|rh + rl| < 2−15−j

��� ��  � ���� ������� ���� |r̂| > 29−j )  � ���� � ������������ %� ��
��������� ������ ���� ��� ����� ��� �� ���������� �� ��� ���$� �������� �����
���� ��� �G�� ��� ���� ��$��� ���� ��� 118�
D�  � ���� �� ������� ���� ��� ����� ��� �� ��� �������$ �� lh ��� ll)  ���
 �  ��� �� �� .

rh + rl = −k · lh + x− k · ll + k · ll · ε
= x− k · (lh + ll

)
+ k · ll · ε

= x− k ·
(

ln 2
214

+ δ

)
+ k · ll · ε

= x− k · ln 2
214

+ k · δ + k · ll · ε

= x−
⌊
x · 214

ln 2

⌋
· ln 2

214
+ k · δ + k · ll · ε

 ���� |ε| < 2−64 ��� |δ| < 2−128�
F������  � !�� ���� |ll| < |lh| · 2−64 ≈ ln 2

214 · 2−64 < 2−80� ����

|∆| < |k · δ + k · ll · ε|
< |k · δ|+ |k · ll · ε|
< 225 · 2−150 + 225 · 2−80 · 2−64 < 2−118

F�� � ������� ����� �� ��� �����)  � ����� ���� �� ��� ���� ��� x ∈ [−2−30; 2−30
]

��� ����� r = x ��� ���� xl = 0� ���� �� �� ��� � ���������� ���������. 1�
|x| < 2−30  � ���� ���� ∣∣∣∣x · 214

ln 2

∣∣∣∣ <
1
2

�� k  ��� ��
k = 0

���� ��� ������ ������$ �� rl ��� rh  ��� $���

rl = 0

���
rh = x

1�  � ���� ��� � ���� ��� ���������� 
��������� �������	 ��/���� �� ���
�������) ��� �������� ����� ��



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� (	

������ 7��!��$ �� ��� ��������$ ���������� ��/���� ��� ���� ��$$���
���� ��  ���� ���� �� ��!� rh ��� rl �� ��� ��$��� ��� ��� �� �� ���� �� ���
������ ��$������ ����  ���� ���� �� ��� ��� �� ��� 
��������� �������	

��/����  ���� ��� ������ �� ������� �� �������� ������ >������������ ����
������� ����� �� ���� ������ �� ��� ����� ��$ ������.  � !�� ���� rl ��$��
�� �� $���� �� 2−56 �� ��$������ ���

|rl| = |ll| · |k| > 2−81 · 225 = 2−56

%��� ��� � $���� �� �� ���� ������ ��$�����) ��� /������� ���� �� ���

������ ����������� �� exl

 ���� ���� �� �� ��������� �� ������ ��� �������
��������� >���$ xl �� � �� �� ���� ������ ��$�����  ��� |xl| < 2−79 ���� � ��

�� ����������� exl

���� �� 1 + xl ��  � ������� ���
1�����������)  � ����� ����� �� ��� ��� ���������� ������� �� ��� �������	

��/����� 1� � ������ �� ����������) rh �� �� ���� �� ��$������ ���� rl�
����$� ���� ��� ����� �� �� ��������� ����) ���� ������ ���������� �� ���
�������) ����� �� �� ����������� ������ ���� �� ����� ���������� �������
F������) ��� ��� �� ��� 
��������� �������	 ��$������ �� ��� ���� ������
1� ������ ������� �����)  � �� ���� ��� ������ �� ��� ������������� �����
��������� �� ��� ������ �� ��� ���������� ������������

()�����  !, ���

ah
4 ≈ 1

6
al
4 ≈ ah

4 · 2−64

a5 ≈ 1
24

a6 ≈ 1
120

a7 ≈ 1
720

h =
1
2


�� x �� � ��	�
� �������� �������� �	��� ���� x ∈ [− ln 2
215 ; ln 2

215

]
���


�� p(x) �� ��� ��
������


p(x) = x + h · x2 + x3 · ((ah
4 + al

4

)
+ (a5 + (a6 + a7 · x) · x) · x)

�� ��� ��

����� ����	����� ���	���� ��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �	���� ph

��� pl ��� ����
ph + pl = p(x) + ∆

��
�� ���� |∆| < 2−124� ���� ph �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ �� p(x)
��� ���� |pl| < |ph| · 2−64�

��� 
� ���������	 �������������	 �����! "� "��� ���� �� �������	 ��� ����������� 
	 ��
����������� ������#�� � �� �������� �� ��� ����� ������������ �� ���� ����� "���� ��� ��������	
����������	 ������#��

∃x.|rl| = |ll| · |k| > 2−81 · 225 = 2−56



(� ��������� �	���
 ��	��

�� ��������� �� x ∈ [−2−30;2−30
]

��� ����������
 �� ∆ �� ��� ���	���� ��

��� ����

|∆| < 2−141

����	����� ���	���� 

���� 1 
�
���� "�� � ��#� �� ��$ z1 ← 〈a7 · x + a6〉
�
���� "�� � "��� �� ��! z2 ← 〈z1 · x + a5〉
�
���� "��� � "��� �� ��

�
���� "���� � "��� �� "��� zh
3 + zl

3 ← ��������� (z2, x)

���� 2 
������� "�� � ���� � "��� 

���	��� "�! � "��� ���� 

���	��� "�$ � "��� � "�! z4 + z6 ← �������	
(
ah
4 , zh

3

)
������� "�# � "����� "�$ z7 ← zl

3 ⊕ z6

������� "�% � ������ "�# z8 ← al
4 ⊕ z7

������� "��� � "��� "�%

���	��� "��� � "��� � "��

���	��� "���� � "�%� "��� zh
9 + zl

9 ← �������	 (z4, z8)

���� 3 
�
���� "���� � �� �� ��

�
���� "����� � �� �� "���� zh
11 + zl

11 ← ��������� (x, x)

���� 4 
�
���� "��� � "���� � �� ��

�
���� "��� � "���� � �� "��� z12 + z13 ← ���������
(
zh
11, x

)
�
���� "��� � "������ �� "��� z14 ←

〈
zl
11 · x + z13

〉
������� "��!� � "���� "���

���	��� "��$ � "��!� � "���

���	��� "��!�� � "���� "��$ zh
15 + zl

15 ← �������	 (z12, z14)

���� 5 
�
���� "��# � "��� � "��!� � ��

�
���� "��% � "��� � "��!� � "��# z17 + z18 ← ���������
(
zh
9 , zh

15

)
�
���� "��� � "����� "��!� � "��% z19 ←

〈
zl
9 · zh

15 + z18

〉
�
���� "��� � "��� � "��!��� "��� z20 ←

〈
zh
9 · zl

15 + z19

〉
������� "���� � "��#� "���

���	��� "��� � "���� � "��#

���	��� "����� � "���� "��� zh
21 + zl

21 ← �������	 (z17, z20)

���� 6 
�
���� "��� � "���� �  � ��

�
���� "��� � "���� �  � "��� z23 + z24 ← ���������
(
zh
11, h

)
�
���� "��! � "������  � "��� z25 ←

〈
zl
11 · h + z24

〉
������� "��$� � "���� "��!

���	��� "��# � "��$� � "���



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� (�

���	��� "��$�� � "��!� "��# zh
26 + zl

26 ← �������	 (z23, z25)

���� 7 
������� "��% � "��$� � "���� 

���	��� "��� � "��%� "��$� 

���	��� "��� � "���� � "��� z28 + z30 ← �������	
(
zh
26, z

h
21

)
������� "��� � "������ "��� z31 ← zl

21 ⊕ z30

������� "��� � "��$��� "��� z32 ← zl
26 ⊕ z31

������� "���� � "��%� "���

���	��� "��� � "���� � "��%

���	��� "����� � "���� "��� zh
33 + zl

33 ← �������	 (z28, z32)

���� 8 
������� "��! � "���� � �

���	��� "��$ � "��!� �

���	��� "��# � "���� � "��$ z35 + z37 ← �������	
(
zh
33, x

)
������� "��% � "������ "��# z38 ← zl

33 ⊕ z37

������� &� � "��!� "��%

���	��� "��� � &� � "��!

���	��� &�� � "��%� "��� ph + pl ← �������	 (z35, z38)

�� ����� �� �� ���� �� $��� � 6��� ����� �� ���� �������)  �  ��� ��� �������
������� ��� ��� ��G����� ������ ��� ����� �� ��� �������  ��� ���� ������
������ �� � ������$ �� �� ���  ��$���� ��� �� ��� ��G����� ������ ���������
�� ��� ��G����� ������

#����  !"- ��� ����	����� ���	���� ��

�� )���� *) �� ��� �
������ �����
��
�	
���� zh

3 ��� zl
3 �� ����

zh
3 + zl

3 = (a5 + (a6 + a7x) x) x + ∆1

��
�� ���� |∆1| < 2−82 ��� ���� zh
3 �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ �� ���

����� ��	
��

%���& ��� ���� � ����������� �� ���� ���� ���� ��� ��������� ��$������  ���
��� ���� ������ ����� �� �� ���������� D�  � ����.

zh
3 + zl

3 = x · ((a7x + a6) (1 + ε1) + a5) · (1 + ε2)
= . . .

= (a5 + (a6 + a7x)x) x + ∆1

 ����

∆1 = a7x
3ε1 + a6x

2ε1 + a5xε2 + a7x
3ε2 + a6x

2ε2 + a7x
3ε1ε2 + a6x

2ε1ε2

 ��� |ε1| < 2−64 ��� |ε2| < 2−64� D���

|∆1| = |a7x
3ε1|+ |a6x

2ε1|+ |a5xε2|+ |a7x
3ε2|+ |a6x

2ε2|+ |a7x
3ε1ε2|+ |a6x

2ε1ε2|



(, ��������� �	���
 ��	��

���

|a7x
3ε1| < 1

720
· 2−46 · 2−64 < 2−109

|a6x
2ε1| < 2−101

|a5xε2| < 2−83

|a7x
3ε2| < 2−109

|a6x
2ε2| < 2−101

|a7x
3ε1ε2 < 2−160

|a6x
2ε1ε2| < 2−150

 � ����

|∆1| < 2−109 + 2−101 + 2−83 + 2−109 + 2−101 + 2−160 + 2−150 < 2−82

#����  !"" ��� ���	���� ��

�� )���� ") �� ��� �
������ ����� ��
�	
����
��� ��
	�� zh

9 ��� zl
9 �� ����

zh
9 + zl

9 =
((

ah
4 + al

4

)
+

(
zh
3 + zl

3

))
+ ∆2

��
�� ���� |∆2| < 2−130 ��� ���� zh
9 �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ ��

��� ����� ��	
��

%���& ��� 6��� ����� ��� ��� ���� ����� ����������� �� ��� ���� ��� ��� �������	
��$������� �� ������ ���� ��� ������� �� ������� ��� �����  � ���� ����� ����
��� ��������� �� ��� ��$������ �� ��� ����� ������ ��� ���������
%� ����.

|ah
4 | ≈

1
6

|zh
3 | ≈ |a5x + δ|

�� ��� �� ������ ��� ���� ��� ����� �������� �� ���������
D������)  � ����

|z4| ≈ |ah
4 + zh

3 |
|z8| ≤ |al

4 + zl
3 +

(
ah
4 + zh

3

) · 2−64| < 3 · |ah
4 + zh

3 | · 2−64

�� ��� ����� �������� �� �������� ���� ��� ��� ����� ����������� �� ��� �������	
��$�������
����  � �� ������ ����  � ����

z4 + z6 = ah
4 + zh

3

������ ��� ���� �� ����� �� ��� ����

z4 + z8 =
((

ah
4 + al

4

)
+

(
zh
3 + zl

3

))
+ ∆2



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� ('

K���

z4 + z8 = z4 +
(
al
4 +

(
zl
3 + z6

)
(1 + ε1)

)
(1 + ε2)

= . . .

= z4 + z6 + al
4 + zl

3 + ∆2

= . . .

=
((

ah
4 + al

4

)
+

(
zh
3 + zl

3

))
+ ∆2

 ���� ∆2 ��

∆2 = zl
3ε1 + z6ε1 + al

4ε2 + zl
3ε2 + z6ε2 + zl

3ε1ε2 + z6ε1ε2

%� ����
|zl

3ε1| < 2−148

|z6ε1| < 2−132

|al
4ε2| < 2−132

|zl
3ε2| < 2−148

|z6ε2| < 2−132

|zl
3ε1ε2| < 2−200

|z6ε1ε2| < 2−196

���������
|∆2| < 2−131 + 2−147 + 2−196 + 2−200 < 2−130

#����  !" ��� ����	����� ���	���� ��

�� )���� +) �� ��� �
������ �����
����� ��
�	
���� zh

11 ��� zl
11 �� ����

zh
11 + zl

11 = x2

�����
� ��� ���� zh
11 �� ��� ��	�
� �������� �������� �	��� ������ �� x2�

%���& �������) ��� ����������� ��/���� �� ��� ��������� ��$������  ����
��������� ��� ������� ���� �������

#����  !"$ ��� ����	����� ���	���� 
���

�� )���� &) �� ��� ����� �
������
��
�	
���� zh

15 ��� zl
15 �� ����

zh
15 + zl

15 =
(
zh
11 + zl

11

) · x + ∆4

��
�� ���� |∆4| < 2−173 ��� ���� zh
15 �� ��� ��	�
� �������� �������� �	���

������ �� ��� ����� ��	
��

%���& L�� ������ ���� ��� 6��� � � ����� �� ��� ���� ��� ��� ��������� ���
$������ ��� ���� ��� ���� ����� ��������� ��� �������	 ��$������� D� �� ����
6�� �� ����� ��� ����� ��������� ��� �� �������� ��� ����� ��� �� ��� �����
�����������
3�������$ ��� ����� ��������)  � ����.

|z12| ≈ |zh
11 · x|



(+ ��������� �	���
 ��	��

|z14| ≤ |zl
11 · x + zh

11 · x · 2−64| ≈ |zh
11 · x| · 2−63

�� ��� ����� �������� �� ���������
����) ��  � �� ������ � ����� ������ ���

z12 + z13 = zh
11 · x

 � ������� ��� ����� ��$

z12 + z14 = z12 +
(
zl
11 · x + z13

)
(1 + ε1)

= . . .

=
(
zh
11 + zl

11

) · x + ∆4

 ���� ∆4 ��
∆4 = zl

11xε1 + z13ε1

 ��� |ε1| < 2−64�
D���

|zl
11xε1| < 2−174

|z13ε1| < 2−174

 � ���� ��� ������ |∆4| < 2−173�

#����  !"� ��� ����	����� ���	���� ����� )���� ,) ��
�	
���� ��� ��	�
�
�������� �	���� zh

21 ��� zl
21 �� ����

zh
21 + zl

21 =
(
zh
15 + zl

15

) · (zh
9 + zl

9

)
+ ∆5

��
�� ���� |∆5| < 2−173 ��� ���� zh
21 �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ ��

��� ����� ��	
��

%���& ��� 6��� � � ����� �� ��� ���� ��� ��� ��������� ��/����) ��� ���� �����
��� ��� �������	 ��$������� D� �� ����� �� ��� ���� ��� ����� �������� ��
��� �������	 ��$������ �� �������� ��� �� �������� ��� ����� ������ �� ���
����� � �����������
3�������$ ��� ����� ���������  � �������.

|z17| ≈ |zh
9 · zh

15|
|z20| < |zh

9 · zl15 + zl
9 · zl

15 + zh
9 · zh

15 · 2−64| ≤ |zh
9 · zh

15| · 2−63

���� ��� �������� �� ��� ��$������ �� ��� ����� ������ �� ���������
D���  � ���� �� ���� ������ ���

z17 + z18 = zh
9 · zh

15

 � �� �����

z17 + z20 = z17 +
(
zh
9 · zl

15 +
(
zl
9 · zh

15 + z18

)
(1 + ε1)

)
(1 + ε2)

= . . .

= zh
9 · zh

15 + zh
9 · zl

15 + zl
9 · zh

15 +
zl
9 · zl

15 − zl
9 · zl

15 + zl
9 · zh

15 · ε1 +
z18 · ε1 + zh

9 · zl
15 · ε2 + zl

9 · zh
15 · ε2 +

z18 · ε2 + zl
9 · zh

15 · ε1ε2 + z18 · ε1ε2
=

(
zh
15 + zl

15

) · (zh
9 + zl

9

)
+ ∆5



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� (2

 ���� ∆5 ��

∆5 = −zl
9z

l
15 + zl

9z
h
15ε1 + z18ε1 + zh

9 zl
15ε2 + zl

9z
h
15ε2 + z18ε2 + zl

9z
h
15ε1ε2 + z18ε1ε2

 ��� ε1 < 2−64 ��� ε2 < 2−64�
%��� ��� ����� ��$ ���������

| − zl
9z

l
15| < 2−176

|zl
9z

h
15ε1| < 2−244

|z18ε1| < 2−176

|zh
9 zl

15ε2| < 2−176

|zl
9z

h
15ε2| < 2−176

|z18ε2| < 2−176

|zl
9z

h
15ε1ε2| < 2−244

|z18ε1ε2| < 2−244

 � $��
|∆5| < 2−173

#����  !"� ��� ����	����� ���	���� �� ��� �
������ ��

�� )���� -) ��
�	�

���� ��� ��	�
� �������� �������� �	���� zh

26 ��� zl
26 �� ����

zh
26 + zl

26 = h · (zh
11 + zl

11

)
+ ∆6

��
�� ���� |∆6| < 2−159 ��� ���� zh
26 �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ ��

��� ����� ��	
��

%���& L�� �����!� ���� ��� 6��� � � ����� �� ���� ���� ��� ��� ���������

��/���� ��� ���� ��� ���� ����� ��� ��� �������	 ��$������� D� �� ����� ��
��� ���� ��� ����� �������� �� ��� �������	 ��$������ �� �������� �� ��
���� �� ������ ����� ������� ��� ����� � � ����� �� ��� �����
7�� �� 6��� ��� ��� ����� ��������.
%� ����

|z23| ≈
∣∣∣∣12 · zh

11

∣∣∣∣
|z25| ≈

∣∣∣∣12 · zl
11 +

1
2
· zh

11 · 2−64

∣∣∣∣ < |zh
11 · 2−64|

���� ��� ����� �������� �� ���������
D�  � ����

z23 + z24 = h · zh
11

������ ��� ���������

z23 + z25 = z23 +
(
zl
11 · h + z24

)
(1 + ε1)

= . . .

= h · (zh
11 + zl

11

)
+ ∆6



�� ��������� �	���
 ��	��

 ���� ∆6 �� ∆6 = h · zl
11 · ε1 + z24 · ε1  ��� ε1 < 2−64

L�� �� ������ ��! ����

|h · zl
11 · ε1| < 2−160

|z24 · ε1| < 2−160

��  � ���� �� � ������
|∆6| < 2−159

#����  !"* ��� ����	����� ���	���� ��

�� )���� .) �� ��� �
������ �����
����� ��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �	���� zh

33 ��� zl
33 �� ����

zh
33 + zl

33 =
((

zh
26 + zl

26

)
+

(
zh
21 + zl

21

))
+ ∆7

��
�� ���� |∆7| < 2−158 ��� ���� zh
33 �� ��� ��	�
� �������� �������� �	���

������ �� ��� ����� ��	
��

%���& 1� ��� �� ���) ��� 6��� ����� ��� ��� ���� ����� ����������� �� ��� ���
/���� �� ���� ' ��� � � ����� ��� �������	 ��/����� %�  ��� 6��� ��! �����
����� ��������.

|zh
26| ≈ |h · x2| ≈ 1

2
· x2

|zh
21| ≈ |x3 · (a4 + (a5 + (a6 + a7x)x) x) |

�� ����� ���� |zh
26| > |zh

21|)  � ����� ���������� ��� ������� ��

1
2
· x2 − ∣∣x3 · (a4 + (a5 + (a6 + a7x)x) x)

∣∣
�� ��� $���� ���$� ��� x ����$ � ���� ��� �� C����� ��� ������� �� 0 ��� x = 0)
���� ��� ����� �������� �� ���������
3�������$ ��� ����� ��� �� ��� �������	 ��/����)  � ������� �� ����� �.

|z28| ≈ |zh
26 + zh

21|
|z32| ≈ |zl

26 + zl
21 +

(
zh
26 + zh

21

) · 2−64| < | (zh
26 + zh

21

) · 2−63|
�� ��� ����� �������� �� ���6�� ���� ��� ���� ��/�����
7�� �� �� �������� ��� ����� ��� �� ��� ����� � � ����������� �� ���� '�
%� ���� ������ z28 + z30 = zh

26 + zh
21 ��� ����

z28 + z32 = z28 +
(
zl
26 +

(
zl
21 + z30

)
(1 + ε1)

)
(1 + ε2)

= . . .

=
((

zh
26 + zl

26

)
+

(
zh
21 + zl

21

))
+ ∆7

 ���� ∆7 ��

∆7 = zl
21ε1 + z30ε1 + zl

26ε2 + zl
21ε2 + z30ε2 + +zl

21ε1ε2 + z30ε1ε2

 ��� |ε1| < 2−64 ��� |ε2| < 2−64 D�  � �� $��� ���� ��������� ��� ��� ��G�����
����� �� ��� ���  ���  � ���� ������� �������� ����$ � �������� ����.

|zl
21ε1| < 2−177



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� �(

|z30ε1| < 2−160

|zl
26ε2| < 2−160

|zl
21ε2| < 2−177

|z30ε2| < 2−160

|zl
21ε1ε2| < 2−241

|z30ε1ε2| < 2−224

���������  � ����
|∆7| < 2−158

#����  !"� ��� ���	���� 
���

�� )���� /) �� ��� �
������ ����� ����� ��
�
�	
���� ��� ��	�
� �������� �	���� ph ��� pl �� ����

ph + pl =
((

zh
33 + zl

33

)
+ x

)
+ ∆8

��
�� ���� |∆8| < 2−142 ��� ���� ph �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ ��
��� ����� ��	
��

%���& 1��� �� ���� ��/����)  � ��� ���� ��� 6��� ����� ��� ��� ���� �����
����������� �� ��� ���� ������ �� ��� �������	 ��$������� %�  ��� ���� ��� 
���� ��� ����� ��������� ��� ��������.
%� ���� �� ��� 6��� ���� |x| > |zh

33| �� �����

|zh
33| ≈

∣∣∣∣12x2 + x3 · (a4 + (a5 + (a6 + a7x) x)x)
∣∣∣∣

D���

x ∈
[
− ln 2

214
;
ln 2
214

]
⊂ ]−1; 1[

���� �������� �� ����6���
3�������$ ��� ����� ��� �� ��� �������	 ��/����)  � ���� �� ��� ����
|z35| > |z38|� %� ����

|z35| ≈ |zh
33 + x|

|z38| ≈ |zl
33 +

(
zh
33 + x

) · 2−64| < |zh
33 · 2−63|+ |x · 2−64|

���� ��� ����� �������� �� ���������
7�� �� �� �������� ��� ����� ������ �� ��� ����� �����������
%� ���� z35 + z37 = zh

33 + x �������
���������

z35 + z38 = z35 +
(
zl
33 + z37

)
(1 + ε1)

= . . .

=
((

zh
33 + zl

33

)
+ x

)
+ ∆8

 ���� ∆8 �� ∆8 < zl
33ε1 + z37ε1  ��� ε1 < 2−64�

%� �� ��! ������ ����$ � �������� ����) ����

|zl
33ε1| < 2−160

|z37ε1| < 2−143

���� |∆8| < 2−142�



�� ��������� �	���
 ��	��

%� !�� �� ��� ��G����� ������ ∆i) i = 1 . . . 8 ��� �� ��� �������� ����� �� ���
��$������ ���� �������� ��� ���������� ������������� �� ������ ��$�����
�� ��� ��� �������� >���$ ���� ����)  � �� �� $��� � ����� ��� ��� �����
������� $���� ������
�� ���� �����)  �  ��� ��� �� ��� ��G����� �����)  ��$���� ��G�������� �� ��������
�� � ������ ��� ��� �� ������� ��� ����������)  �  ��� ��� ��� ����� ��$ ����������)
��������� ��� �����������.

• 1 ��� �� � � ������ �������� �������� ������� ���� ��������� �� ����
 �� ��� ��$��� ��� ��� �� �� ���� �� � ��$��� �������� ������)  ��� ��
����� ch/l ������� ��

(
ch + cl

)
�

• %�  ��� ���� ��!� � ��$�� ����� �� ��� ��������� ��$�� + ��� ·� ����  ���
�� ���� ������ �� ������ �������� �������� ������� ������ �� ��� �� � �

������ �������� �������� ������� ����� ch/l@ ��$� c
h/l
1 ·ch/l

2  ��� ���������(
ch
1 + cl

1

) · (ch
2 + cl

2

)
�

• %�  ��� ���� δ1) δ2) δ3 ��� δ4 ��� ������ ����  ���  � ��������� ���
�������� ah/l) a5) a6 ��� a7 �� ������ �������� ��������� %� !�� ����.

|δ1| < 2−128

|δ2| < 2−64

|δ3| < 2−64

|δ4| < 2−64

%���& >���$ ��� ����������� ��� ������� ��� � �����)  � $�� ����� ��$ �/���
����.

ph/l = x + z
h/l
33 + ∆8

= x + z
h/l
26 + z

h/l
21 + ∆7 + ∆8

= x + h · zh/l
11 + z

h/l
15 · zh/l

9 + ∆5 + ∆6 + ∆7 + ∆8

= x + h · (x2 + ∆3

)
+

(
z

h/l
11 · x + ∆4

)
·
((

a
h/l
4 + δ1

)
+ z

h/l
3 + ∆2

)
+

+∆5 + ∆6 + ∆7 + ∆8

= . . .

= x + h · x2 +
(
x3 + ∆3x + ∆5

) (
a

h/l
4 + δ1 + ((a5 + δ2) + ((a6 + δ3)

+ (a7 + δ4) · x) · x) · x + ∆1 + ∆2)
+∆5 + h ·∆3 + ∆6 + ∆7 + ∆8

1� ���� �����)  �  ��� �������� � ������ ��� ��� ���������� ����$ ���� ���������
������� F����) ���� |∆3| = 0  � $��

ph/l = x + h · x2 +
+

(
x3 + ∆4

) ·
·

(
a

h/l
4 + δ1 + (a5 + δ2 + (a6 + δ3 + (a7 + δ4)x) x)x + ∆1 + ∆2

)
+

+ ∆5 + ∆6 + ∆7 + ∆8
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D������)  � �� $��� �� ������������� �� ��� 6��� ����� ∆9 ��� �� ��� ������
δ1) δ2) δ3 ��� δ4� 1� |x3| < 2−46) |x4| < 2−62) |x5| < 2−77 ��� |x6| < 2−93  �
 ��� $�� �� � ������ ���������� �������������

|∆9| = |f (δ1, δ2, . . .) | < 2−46 · 2−128 + 2−62 · 2−64 + 2−77 · 2−64 + 2−93 · 2−64 + δ̂

 ���� |δ̂| < 2−128�
����

|∆9| < 2−125

>���$ ���� ������������)  � ������

ph/l = x + h · x2 + x3 ·
(
a

h/l
4 + (a5 + (a6 + a7x)x) x

)
+

+ x3∆1 + x3∆2 + ∆4∆1 + ∆4∆2 + ∆5 + ∆6 + ∆7 + ∆8 + ∆9

= x + h · x2 + x3 ·
(
a

h/l
4 + (a5 + (a6 + a7x)x) x

)
+ ∆

 ���� ∆ ��

∆ = x3∆1 + x3∆2 + ∆4∆1 + ∆4∆2 + ∆5 + ∆6 + ∆7 + ∆8 + ∆9

D�) �� ������$ �� ��� ��G����� ������) ��� $���.

|∆| < 2−124

%� ���� �� ����� ��� ���������� �������� ��������� �� ��� �������  ���
���� ���� ��� x ∈ [−2−30; 2−30

]
 � ����

|∆| < 2−141

F�� ����$ ����  �  ��� ���� ��������� ��� ����� ∆9 ��� ��� ���� �������� ����
 ���  ��� $��� �� � ������� ������ %� ��� ����

∆ = x3∆1 + x3∆2 + ∆4∆1 + ∆4∆2 + ∆5 + ∆6 + ∆7 + ∆8 + ∆9

��� ��� ��� $���� ��������� ������ �� x  � ����
|x3| < 2−90) |x4| < 2−120) |x5| < 2−150 ��� |x6| < 2−180�
����

|∆9| < 2−180

���  � $�� ��� ����� ��$ 6��� ������$ ��

|∆| < 2−90 · 2−82 + 2−90 · 2−130 + 2−173 · 2−82 +
+ 2−173 + 2−159 + 2−158 + 2−142 + 2−180

< 2−141

()�����  !"+ ��� �� i1 ∈ {0, ..., 127} ��� i2 ∈ {0, ..., 127}� ��� 	� ���	��

���� �� ������� �� ��� ���
�� �� ����� ������������� �� ��� ����� ��
	�� 2
i1
27

���������
� 2
i1
214 �� ������ ��� 	� ���	�� ���� ���� ���� �������� �� " ��	�
�

�������� �	���� th1 ��� tl1 0���������
� th2 ��� tl21 ���� ������� ��� ��

�����
���������� 



�� ��������� �	���
 ��	��

• thj �� ��� ��	�
� �������� �������� �	��� ������ �� 2
ij

2(j·7)

• |tlj | < |thj | · 2−64

• thj + tlj = 2
ij

2(j·7) + δj ���� |δj | < 2−128

�� ��� ��

����� ����	����� ���	���� ��
�	
���� ��� ��	�
� �������� ��������
�	���� th ��� tl �� ����

th + tl = 2
i1
27 · 2 i1

214 + ∆

���� |∆| < 2−123 ��� ���� th �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ �� ���
����� ��	
��
����	����� ���	���� 

�
���� ��� � ��� � ��� � ��

�
���� ��� � ��� � ��� � ��� u1 + u2 ← ���������
(
th1 , th2

)
�
���� ��� � ��� � ����� ��� u3 ←

〈
th1 · tl2 + u2

〉
�
���� ��� � ����� ��� � ��� u4 ←

〈
tl1 · th2 + u3

〉
������� � � ���� ���

���	��� ��! � � � ���

���	��� �� � ���� ��! th + tl ← �������	 (u1, u4)

%���& %� ������� ���� ��� 6��� � � ����� �� ��� ���������� ��/���� $���� ���
���� �� ��� ��������� ��$������ ��� ���� ��� ���� ����� ��������� ��� �������	
��/�����
7�� �� ���� ��� 6��� ���� ��� ����� �������� �� ��� �������	 ��$������ ��
��������.

|u1| ≈ |th1 · th2 |

|u4| ≈ |tl1 · th2 + th1 · tl2 + th1 · th2 · 2−64|
< |tl1 · th2 |+ |th1 · tl2|+ |th1 · th2 · 2−64|
< . . .

< |th1 · th2 | · 2−63 < |th1 · th2 |

D� ��� ����� �������� �� ���������
���������) �� ����� �� �������� ��� ����� �� u1 + u4�
%� !�� ���� u1 + u2 = th1 · th2 ��������
D�  � $��.

u1 + u4 = u1 +
(
tl1 · th2 +

(
th1 · tl2 + u2

)
(1 + ε1)

)
(1 + ε2)

= . . .

=
(
th1 + tl1

) · (th2 + tl2
)

+ ∆1

 ���� ∆1 ��

∆1 = th1 tl2ε1 + u2ε1 + tl1t
h
2ε2 + th1 tl2ε2 + u2ε2 + th1 tl2ε1ε2 + u2ε1ε2 − tl1t

l
2



�������� ��	
�� ���

���� �
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�� ���
�	� ��

 ��� |ε1| < 2−64 ��� |ε2| < 2−64� 1� ��� �� ������ ��!)  � ����.

|th1 tl2ε1| < 2−127

|u2ε1| < 2−127

|tl1th2ε2| < 2−127

|th1 tl2ε2| < 2−127

|u2ε2| < 2−127

|th1 tl2ε1ε2| < 2−191

|u2ε1ε2| < 2−191

|tl1tl2| < 2−127

���� |∆1| < 2−124�
�� ���� �����)  � ���� ��� ��� ����� ��� �� ��� �������$ �� ��� ������ ������
 ��� �� �� ������������ �� ����� �.

2
i1
27 · 2 i1

214 + ∆2 =
(
2

i1
27 + δ1

)
·
(
2

i1
214 + δ2

)
= 2

i1
27 · 2 i1

214 +

+ 2
i1
27 · δ2 + 2

i1
214 · δ1 + δ1δ2

%� �� �������� ��� ��G����� ����� �� $���� ���� .

|2 i1
27 · δ2| < 2−127

|2 i1
214 · δ1| < 2−127

|δ1δ2| < 2−256

��������� ��� ����� ��� �� ��� ������� ������=����� �� ��� ����� ������ ��
�� ����� ��

|∆2| < 2−125

���  � �� ����� ��� 6��� ����� ∆  ��� ��

|∆| < 2−123

()�����  !", ��� ph ��� pl �� ��� ��	�
� �������� �������� �	���� ����
������� ��� ��

����� ���������� 
ph + pl ∈ [−2−15; 2−15

]
��� pl ∈ [−2−79; 2−79

]
�

��� th ��� tl �� ��� ��	�
� �������� �	���� ���� ������� 
th + tl ∈ [1; 2[ ��� tl ∈ [−2−63; 2−63

]
�

��� xl �� � ��	�
� �������� �	��� �� ���� xl ∈ [−2−79; 2−79
]
�

�� ��� ����	����� ���	���� ����� ��
�� ��
�	
���� ��� ��	�
� �������� �	����
sh ��� sl �� ����

sh + sl =
(
th + tl

) · (1 +
(
ph + pl

)) · (1 + xl
)

+ ∆



�, ��������� �	���
 ��	��

���� |∆| < 2−123 ��� ���� sh �� ��� ��	�
� �������� �	��� ������ �� ���
����� ��	
��
����	����� ���	���� �

��� �
���� ���� � ���� � � ��

���� �
���� ����� � ���� � �

���� 

vh
1 + vl

1 ← ���������
(
xl, th

)
����� ������� ��� � ��� ����� v2 ← tl ⊕ vl

1

���� ������� ���� � � � ���� 

��� ���	��� ���� � ���� � � 

���� ���	��� ����� � ���� � ���� vh
3 + vl

3 ← �������	
(
th, vh

1

)
����� ������� ���! � ������ ��� v15 ← vl

3 ⊕ v2

������ �
���� ���� � &� � � � ��

���� �
���� ����� � &� � � �

���� 

vh
4 + vl

4 ← ���������
(
ph, th

)
��� �
���� ��! � ���� ���� �

�����

v5 ←
〈
xl · vh

4 + vl
4

〉
���� �
���� ��$ � &��� � � ��! v6 ←

〈
pl · th + v5

〉
����� �
���� ��# � ��� &� � ��$ v7 ←

〈
tl · ph + v6

〉
������ ������� ��%� � ���� � ���� 

����� ���	��� ���� � ��%� � ���� 

���� ���	��� ��%�� � ���� � ���� vh
8 + vl

8 ← �������	
(
vh
3 , vh

4

)
����� ������� ��� � ��%��� ��# v9 ← vl

8 ⊕ v7

������ ������� ���� � ���� ���! v13 ← v9 ⊕ v15

������� ������� �� � ��%� � ����

����� ���	��� ���� � �� � ��%� 

���� ���	��� ��� � ����� ���� sh + sl ← �������	
(
vh
8 , v13

)

������ ��� ����� ∆ $���� �� ��� ���� ������� ��������� ���� ��� ����� ���
��� ��������� �� ��� ������ �����  ��� ��� $���� ����� ������� ��� ����� ��� ��
��� ������ �� ��� ����� ������ �� ��� ��������� ����  ��� ��  ��� �� �� �������
�������

%���&
1� �����) ���� ���������� ��/����� ���� ��� �������	 ��� ��� ���������

��$������� ��� ������ �� �� ���� �� ����� 0�1 ��� 0��1 ��� 0����1 ��� 0��1� 1�
������ ����� �� �� ���� ��� ��� ����� �������
��� ����� 0��1 � 0���1) 0����1 � 0��1 ��� 0�����1 � 0��1 ��������� ��� �������	

��/����� 7�� �� ��� 6��� ���� ����� ����� ��������� ��� ���������

• 7���� 0��1 � 0��1

|vh
1 | ≈ |xl · th| < |th| · 2−79 < |th|

�� ��� ����� �������� �� ���������

���� ����� ���
��� �� ��� 
�������� �� ���� ���� ��� ��� ���� �� ��� ���������! ���	 "���

� ������ ����� ��� ������



�������� ��	
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• 7���� 0����1 � 0��1

|vh
3 | > |th|

|vh
4 | ≈ |ph · th| < |th| · 2−15 < |th| < |vh

3 |
���� ��� ����� �������� �� �������� ���� �����

• 7���� 0�����1 � 0��1

|vh
8 | > |vh

3 | > |th|

|v13| ≈ |v9 + v15|
≈ |vl

8 + v7 + v15|
< |vh

8 | · 2−64 + |v7|+ |v15|
≈ |vh

3 + vh
4 | · 2−64 + |tl · ph + v6|+ |vl

3 + v2|
< |vh

3 | · 2−64 + |vh
4 | · 2−64 + |th · ph| · 2−64 + |v6|+ |vh

3 | · 2−64 + |v2|
≈ . . .

< . . .

< |th| · 2−62 < |th| < |vh
8 |

F�� ���� ������ ��� ����� �������� �� ���������

D�  � �� ������ ��� ����� ��$ ������������� ���� �������.

• vh
1 + vl

1 = xl · th

• vh
3 + vl

3 = th + vh
1

• vh
4 + vl

4 = ph · th

• vh
8 + vl

8 = vh
3 + vh

4

• sh + sl = vh
8 + v13

���������  � �� �� ��� ����� ��$ ���������.

sh + sl = vh
8 + v13

= vh
8 + (v9 + v15) · (1 + ε1)

= vh
8 +

((
vl
8 + v7

) · (1 + ε2) +
(
vl
3 + v2

) · (1 + ε3)
)
(1 + ε1)

= . . .

= vh
8 + vl

8 + v7 + v2 + vl
3 + ∆1

 ���

∆1 = vl
8ε + v7ε2 + vl

3ε3 + v2ε3 + vl
8ε1 + v7ε1 + vl

8ε1ε2 + v7ε1ε2 + vl
3ε1 +

+ v2ε1 + vl
3ε1ε3 + v2ε1ε3



�+ ��������� �	���
 ��	��

����

sh + sl = vh
3 + vh

4 + v7 + v2 + vl
3 + ∆1

= th + vh
1 + vh

4 + v7 + v2 + ∆1

= th + vh
1 + vh

4 + v7 +
(
tl + vl

1

)
(1 + ε4) + ∆1

= . . .

= th + tl + xl + th + vh
4 + v7 + ∆2

 ���

∆2 = tlε4 + vl
1ε4 + ∆1

���������

sh + sl = th + tl + xlth + vh
4 +

(
tlph + v6

) · (1 + ε5) + ∆2

= . . .

= th + tl + xlth + vh
4 + tlph + thpl + v5 + ∆3

 ���

∆3 = plthε6 + v5ε6 + tlphε5 + plthε5 + v5ε5 + plthε5ε6 + v5ε5ε6 + ∆2

����

sh + sl = th + tl + xlth + vh
4 + tlph + thpl +

(
xlvh

4 + vl
4

) · (1 + ε7) + ∆3

= . . .

= th + tl + xlth + thph + tlph + thpl + xlvh
4 + ∆4

 ���

∆4 = xlvh
4 ε7 + vl

4ε7 + ∆3

D�  � ����

sh + sl = th + tl + xlth + thph + tlph + thpl + xlphth (1 + ε8) + ∆4

= . . .

= th + tl + xlth + thph + tlph + thpl + xlphth + ∆5

 ���

∆5 = xlphthε8 + ∆4

D� 6�����)

sh + sl = th + tl + xlth + thph + tlph + thpl + xlphth + xlplth + xltl + tlpl +
+ tlxlph + tlxlpl − xlplth − xltl − tlpl − tlxlph − tlxlpl + ∆5

=
(
th + tl

) (
1 +

(
ph + pl

)) · (1 + xl
)

+ ∆

 ���

∆ = −xlplth − xltl − tlpl − tlxlph − tlxlpl + ∆5



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� �2

�� ��� ���� ���������) ��� εj ��� |εj | < 2−64� 1��  � �� ����� ��� 6��� �����
��������.

|∆| < |xlplth|+ |xltl|+ |tlpl|+ |tlxlph|+
+ |tlxlpl|+ |xlphthε8|+ |xlvh

4 ε7|+ |vl
4ε7|+

+ |plthε6|+ |v5ε6|+ |tlphε5|+ |plthε5|+
+ |v5ε5|+ |plthε5ε6|+ |v5ε5ε6|+ |tlε4|+
+ |vl

1ε4|+ |vl
8ε2|+ |v7ε2|+ |vl

3ε3|+
+ |v2ε3|+ |vl

8ε1|+ |v7ε1|+ |vl
8ε1ε2|+

+ |v7ε1ε2|+ |vl
3ε1|+ |v2ε1|+ |vl

3ε1ε3|+
+ |v2ε1ε3|

<� ������������$ ��� ����� ��G����� ������ �� �� ��� ���� ��� � �� � �������
 �� �� ��� �������� �������) ��� $��� ��� ����� ��$ 6��� ������.

|∆| < 2−157 + 2−142 + 2−142 + 2−157 + 2−221 + 2−157 + 2−157 +
+ 2−142 + 2−142 + 2−141 + 2−142 + +2−142 + 2−206 + 2−127 + 2−206 +
+ 2−126 + 2−140 + 2−126 + 2−126 + 2−126 + 2−140 + 2−190 +
+ 2−204 + 2−126 + 2−126 + 2−190 + 2−190

= 6 · 2−126 + 2−127 + . . . < 2−123

#����  ! - ��� sh ��� sl �� ��� ��	�
� �������� �������� �	���� �� ����
sh + sl ∈ [0..2[ ��� ���� sl ∈ [−2−64; 2−64

]
�

��� ��� �� � ��	�
� �������� �������� �	��� ���� �������� � ��
	� 2M �
M ∈ N�
�� ��� ��

����� ����	����� ���	���� ��
�	
���� 2M · (sh + sl

)
�����
� ���

�	��� ���� ��	
� �� � ��	�
� �������� �	��� ��� �����	� ��� �����������
�� �� 
��� �� ��� 2��
 ��	
� ���� ��� 	������� ��� �	����� �� �3���	����
�������� �� ��� 	�� �	����� ���� ����
����	����� ���	���� 

�
���� ������ � ���� ���� �� sl
2M ← sl ⊗ �"(

�
������ �'� � �� � ���� ������ ��← 〈
sh · �"( + sl

2M

〉
53

������ ��� �&&& �������� *�- ������� �� ��� ��������� �� � �������������
������� ��� �� ��� ��/���� ��� ����� ������$ �� ��� M������M 0�$  ���
�����0� ���� ��� ��!��$ �� � ���� ��� �������� �������$� 1� ��� �����������
������� �� �������� ��������$ ��� �����0� �� ��� 6��� ������ �� ������
�� ������� ���� ��� ���� ���� �� ��� ��$������ �� � ��������$ ����� ��
��� ��$����� �� ��� �������� D� ��� ��� �� ����! ���� �� ��� �����0� ��
������������ ������� ��� �� sl

2M �� ��� ����� ��$ ������

%���& �� ������� ��� 6��� ��� ��� ������������ ����� sl
2M �����0� ) ��� ����

����������  ��� � �� �� �� � �� ����� D� ��� �� ��������� ��� ���� ��� ���
���������� ��� ����6���



	� ��������� �	���
 ��	��

%� ���� ������� ���� ��� 6��� ������ ���� ��� �����0� ��  � ���� ���� ��
������� ��� ��� ��  ��� ��� ������������ ������ sl

2M �����0� �  ���� ��� 6���
������ ���� ���� �� ���� ���)  � �������.

|res| ≈ |sh · 2M + sl
2M | > 2−1022

������ ��� 6��� ������ ���� ��� �����0� ���

|sl
2M | ≈ |sl · 2M | < |sh · 2M | · 2−64

D�  � �� �� ��� ����� ��$ �������������

|sh · 2M |2−1021

��� ��  � !�� ���� ��� ����� sl
2M  ��� �� ������ �� ��$����� ������  ��� � ('

��� �������� �����0� �)  � ����

|sl
2M | < 2217−1−2 = 265534

D� ��� ����� sl
2M �� �� ����� �� ���������� �� sh · 2M ����) ����  ���  � �����

��� ��$��6��� ���� �� sl
2M ����  ��� ��� �G�� ��� 6��� �������

�� ��� 6��� ������ �����0� � ��� ��/���� �� ����� �����) ���� ��� ������������
���������� �����$ ��� ���� ���	
	�� ���������� ��� ���� �� ��6���� ��������
������ �������$ ��� ��� ��������� ����� sl

2M ������) ������ �� ������ ��������
��$����� ������) ���� ��� ���������� �����0�  ��� ��� 6��� ������ ���� ���
�� �� ���� � ������� ��$����� �� ��� ��������$ ��� �� �� ����� �� ������� ��
��� ���� ����) � ���� �� �� �������� ������� ���� �� ��!���

()�����  ! " ��� �� �
������ ������� �� �

 ��� ����� ����� ����� 0��� "�/�
"�'� "�*/� "�*' ��� "�"41� ����� �� ��� ���� ��	����� ����� ��� ���
� ����
�	
���
������� ����� ��� ��
������
 ������������� ��� ������	����� ��� ���
2��
 �	����� ����� ��� �� ���� �	��
������� ����	������ ����� ��� �� ��	��
�� ��� ����
��� 
������ 0��� .1 ��� ����� ��������� ��� �� �����

� ������
�� ���� �
������ ��
�	
���� �� ������������ ŷ �� ��� ����������
 �	������ ex

�� ���� �� 
���� �����2���� **- ��� �� ŷ �� ����� ��� �	��� ���� ������������
�� � ��	�
� �������� �	��� �������� �� ��� �	����� ���� ����

%���& 1�  � 8��� ���� ������ ���� ��� 6��� ������������� �� 2M �� �� ����
 ������ ��� ����� ��� ��  � !�� ��� ��� ������ �� ��� ��G����� �����) �� �����
�� ��� � ���  ��$���� ��� �� ��� ����� ������� %� �� ���������

sh/l =
ex

2M
+ ∆

 ���� ∆ ��
|∆| < |∆�����|+ |∆������|+ |∆��	
�|

 ���� ∆����� �� ��� ����� ��� �� ���$� ��������) ∆������ �� ��� ����� ������
�� ������������$ ��� ����������� ������� �� � ���������� ��� ∆��	
� �� ���
����� ������� �� ��� 0�����$ ����� ���������� 7�� �� ������ ��� �������
���� ��� ��$ �� ��� ����� sh/l �� ���������.

sh/l = th/l ·
(
1 + ph/l (r)

)
· (1 + xl

)
+ ∆.



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� 	(

1� th/l ∈ [0..2[ ��� �� ����$ ������� ��+  � ������

|∆�����| < 2 · 2−118 = 2−117

��� ��������� ����$ ������� ��,  � $��

|∆������| < 2 · 2−123 = 2−122

F������  � ��  ����.

|∆��	
�| < |∆�����
|+ |∆
����|+ 2 · |∆����|
>���$ ��� �������� ��(2) ��(+ ��� ��2 ��� $���

|∆����| < 2−123 + 2−123 + 2 · 2−123 < 2−121

D� ��� 6��� ������� ����� ��

|∆| < 2−117 + 2−122 + 2−121 < 2−116

��� ��� �������� ����� � ��������� ����$ ����� �����

()�����  !  .#�&/0��1 5"+� *46
��� y �� ��� ����������
 �	������ ��
	� �� � ��	�
� �������� ������� ����� ��
	�
x� ��� y∗ �� �� ������������ �� y �� ���� ��� �������� ������� ��� ���������
�� y ��� y∗ ��� �� ��7��� �� ε� ��

• �� |x| ≥ 2−30� �� ε < 2−53−59 = 2−112� �� �

 �	����� ������ �	�����
y∗ �� ��	�
� �������� �� ��	���
��� �� �	����� y�

• �� |x| < 2−30� �� ε < 2−53−104 = 2−157� �	����� y∗ �� ��	���
��� ��
�	����� y�

%���& ��� *(�-

'�������	  ! $ ��� �
������ ����� ��
�	
���� � ��	�
� �������� �	��� y
����� �� � �����
� �	���� ������������ �� ex �� �

 ��	�
� �������� ���	�
��
	�� ����� ������� ��� �������� |x| < 2−53 ∨ |x| > 230�

%���& %� ���� ������ ����� ���� ��� ��$������ $���� �������� � ((� ���
����� ������������� �� ��� ����������� ������� ��� ��� ������ ��� ���� ��
������ ���� ������ �� ������ ��������) ��� �������� �� �� ��� � ����� � ���������
����$ 7��;���5� ��������

��� �	����� � �	������� �	����� ���	����� 	� ��� �����

�����

%��� ��� ���� �������� "�� ���	#  � ���� ������ ���� ��� ��$������  � �������
�� ���� ������ �������� � ������� ������� ������������� �� ��� �����������
������� ������ ��� �������5� ��$����� �� ��� �������� �� � ���� ����� ���$� ��
������) ���� �� �� ����� ��� ��� x �∈ [−2−30;−2−53

]∪[
2−53; 2−30

]
� �� ���� ������)

 �  ��� ��� ���� ��� ��$������ �������� � (�' ���� ����� ������ ��� �����
������ x ∈ [−2−30; 2−53

]∪ [
2−53; 2−30

]
� F�� ����  �  ��� ��� ��� �������������

������� �� ���� ������� ����� ����  � ���� ��� ���� ����



	� ��������� �	���
 ��	��

1� 6��� ��$��) ��� ���� ��$�� ���� ��� ��$����� ������ ����� ������ � (�'
��� ����� ������ �� ��� ������������ ������ ��� ������ �� � � ������ ��������
�������� ��$������  ��� ��� ,� ���� �� ��������� <�� ��� ��� �� ��������
���� ���� ��$� �������� �� ������ ����  ��� ��� ����� ��!��5� ������� �����
�� ��� ����� ���� ���� �������� �� �������� �� ��� �� ��� �������� ����
������ ��� ������� �� ��$� ��� � � ��$������ sh ��� sl  ��� ������ ��� ������
�� ��� ������� ������ ��� 6��� ������������� �� 2M ��� ������ �������$) ���
�������� ��� ����� ��$ ��������� �� �� ����� ��$����� ��  ��� ��� ����� ��!��5�
������� ���� ��$� �� ����� �� +∞ ����	. ��� ��6���� �������� �������� ��
��� ������  ��� ���� �� ������������ ��� ������ �� sh ��� sl �� ��$� �� ���
����� ��$ ���� "�� *�-#.

2k ·
� ����︷ ︸︸ ︷

1.x1x2x3x4x5 . . . xn−10︸ ︷︷ ︸
�� ����

11111 . . .11111 0y1y2y3y4 . . .

 ���� m �� ��� ����� ��!��5� �������5� �������� ������ ��� k ��� 0�����$
����� ������ ���������
7�� �� ������ ���� ��� �������� ����� �� ��� ��$������ ������� � �������
��������) �� ���� ����� �� ������ �� sh ��� sl �� ����� �.

sh = 2k · 1.x1x2x3 . . . xn−1100000000000

sl = −2k−m+11 · 1.ȳ1ȳ2ȳ3ȳ4 . . .

 ���� ȳi ������ ��� ��� ��$���� ����� �� yi  ��� �� 1 − yi� D� �� ��� �� ���)
��� ���$ ������ �� �����
  ��� ��������� ��� ������� �� ��� ����� ��!��5�
�������5� ������ ���� ��� ������ �� sh ��� sl ���� ���������� ���� ��������
�G�� �� ������� ��� $������ ��� ���� ������ ��� ��� ���

%�  ��� ����� �� ��� ����� ��$ ���� ��� $���� ��$������ �������� sh ��� sl

�� ���� ���� ?����������5 �� �� �������� ��� ���� ������� �� ����� (�' ����
�� ��� �������� ����������� �� ���� ����  ��� � ������� ������$ �� � ���$ ����� ��
���� �� =���� ��� ��$��6���� F�� ����)  �  ��� ��� ���� ��� ��� ����� ������ ��[−2−30; 2−53

] ∪ [
2−53; 2−30

]
��  ��� ��� ����� ��!��5� ������� ���� ����

����� �� ��� ��$������ ���� ����  ��� ���� ������  ������ ��� ������������
�������$�

1�  � ���� ������� ���� �� ����� ��+) �� ��� $���� ��������� ���$�)  � ��
������ ���� k = 0) �� i1 = 0 ��� i2 = 0 ��� ���� r = x ��� 6����� xl = 0�
%� !�� ���� 2

0
27 = 1 ��� 2

0
214 = 1) �� ��� ��������� ����� �������  ��� ��

th1 = 1) tl1 = 0) th2 = 1 ��� tl2 = 0� 1� �������������� �� 1 ��� ���������  ��� 0
�� �� ����  ������ ��� ����������� �����) ��� �� ������ ���) ���������$ ���
���������� ��/���� $���� �� ��(+ ���� th = 1 ��� tl = 0 �������
D�  � �� ������� �� ��� 6��� ������������ ��/���� $���� �� ����� ��(2 ����
 � $�� ��� ����� ��$ ���� �������.

vh
1 = 0) vl

1 = 0

v2 = 0
���� ����� ������� ���� ������� ������� ��������� �� ��� 4������5 �� ����� �� ��� ����

���� �������	 �����
�	�� &���� �� ����� �����
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vh
3 = 1) vl

3 = 0

v15 = 0

vh
4 = ph) vl

4 = 0

v5 = 0

v6 = pl

v7 = pl

vh
8 + vl

8 = 1 + ph

7�� �� �� ������� ���� �������� ��� ������� �� ��$������ vh
8 ��� vl

8� ��
���������  �  ��� �� ����� ����

vl
8 = 0

1� ��� �� ������ �����) ��� 2−53 < |x| < 2−30  � ���� 2−53 < |ph + pl| < 2−29

���  � !�� ����  � ��� �� � ���  ���� ��� ����� ��!��5� ������� ����  ���
���� ���� ,� ���� �� ������ ������ 1������$ �� � 6��� ���� ���� ph + pl

������� ����$� �����)  � ������� ��� ����� ��$ �����������@ ��� �/������ ��
����� �� �� ���� �� � ����������� ���.

1 + ph + pl = 1. 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
≥ �2 ����

�� ph︷ ︸︸ ︷
1x1x2 . . . xj0����︸ ︷︷ ︸
≤ �� ����

1 . . . 1���� 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
≥ �2 ����

�� pl︷ ︸︸ ︷
1 . . . 10y1y2 . . .

D� ph ��� pl  ��� ������� ������ ��� ����� ��$ ������.

ph = 1.x1x2 . . . xj10 . . . 0

pl = −1.ȳ1ȳ2 . . .

�� �� �������� �� ��� ���� ph  ��� ������ �� ����� �2 �������$ =�����
D� ��� �� ������� ��� ��� ������������ ������ vh

8 + vl
8.

vh
8 + vl

8 = 1 + ph =

�� vh
8︷ ︸︸ ︷

1.0 . . . 01x1x2 . . . xj10 . . . 0����

�� vl
8︷ ︸︸ ︷

0 . . . 0 . . .

����  � !�� ���� vh
8 = 1 + ph �� � ���� ������ ��� ���� vl

8 = 0� ��������� ��
���������  ��� 0 ��� ���������)  � ���� ��� ���� �������

v9 = pl

���
v13 = pl

D� vh
8 + v13 �������  ������ ��� �������$ ����� 1 + ph + pl�

1� ��� �������	 ��/���� ������$ �� sh ��� sl �� ������ �� �� ����)  � !�� 
����

sh + sl = 1 + ph + pl

���� ��������������� ���6 ��� ����� ���� ��� �������



	� ��������� �	���
 ��	��

�������
�� ����� �� ����� ���� sh + sl ���������� �� ������������� �� ��� �����������
�������  ��� �� ����� (�' ���� �� ����� �� x ∈ [−2−30; 2−30

]
��� �� ��� �����

��!��5� ������� ����) �� ����� ��������� �� ��� ���� ph + pl �� ������
����$�� %� ���� ������ �� ������� ��2 ���� ��� ����������� ����� ��� �� ���
���������� �� ��� ���������� �� ��� $���� ���$� �� |∆| < 2−141 ���  � ����
��� � �� ��, ���� ��� ���������� ���� ������������ ��� ����������� �������
 ��� � ������� ����� �� |∆| < 2−161� D�  � �� ������ ���� �� ����� 140 ������

�� ph + pl ��� ������ 1�  � !�� ����

|ph + pl| < 2−29

��� ����� �� ���� ����� �� ��� 6��� ����� �� sh + sl �� ����� �� �� ����� 2−29�
D� �� ����� 140 + 29 = 169 ���� �� ��� ������������ ������ ������ �������$ ���
���� ���  � �� �������

'�������	  ! � ��� �
������ ����� �� ��� ���
	����� �� ��� ����������
 �	���
���� ��
�	
���� � ��	�
� �������� �	��� y ����� �� � �����
� �	���� ������
������� �� ex �� �

 ��	�
� �������� ���	� ��
	���

%���& ���� �������� ����� � ��������� ���� ��� ������� ������ ����� ��� 7��
�;���5� ������� �������� �� ������� �����

� ��������� ��� �������� ���	��

��� �������������� �� ��� ����������� ������� ��� ���� ��!�� �� � � �����
�������� ����$ 7��;���5� ��$������ *'- ��������$ ���  ���� ��� ������  ��� �
������ ������������ �������� ���� (�� ����� ��� 6��� ��'� ����� ���� �������
��$������������ ����� ��� ��� ���������������� �������$ ����) ��� ����� ���
������� ��'� ������� ��� ��� ������� �������$ ������ ��� ��$������ ��������
� ����� ������ ��� ��� ������� �� ���� ����� �� ��� �����������$ �������$ ������
���� ����6����� �� � ������ ��! ���� ��� ���������� ����� $���� ����� �� ���
����

�� �������� ��� �������������� �� ��� ����������� ������� ��� ���� ������
����$ ��� ����� C��� 7����� ���� D���� "�C7�D#  ��� �� � ���� ������  ��� ��
���������� ������� �� ���� �������� �� ���� � ������������� ������� ����������
����� ��� ��!��$ ��� ��������� �� ��� ������� �� ��� �������� ����������
������� �������� �� �������� ������� �� ���� ����� ��$������ �� � ������
����

A��������� ������$ �� ���� ��������� �� ���  ���� �� ������� � �������
 ��� �� ��� ���� ������� �������$ ��� ���� ��$��� ������=�� �� ������ ���
������� �������� ���������� ��� �������� ��� ������� ��� �� ����������� ��
���$����  ��� ��� ��� ����/���� ���� ��� �������� ��� ���� �� ��������
�������� ��� ������� ����������� ���� �������� �������� �� � ����� (��
���� $��� ��� ��� ��� 6��� ����������� ������� �� ��� ��� ��� 6��� ��� ��
�� �� �� ����� �� ������ '� ��� ��������$ ��� ���� ��$��� ������=�� ��� ���

��7�� �����-� ���� �� ������ �� ��� ��� �� ��� �������� �������� �� ��� ���	������ ���
����������� �����! � ������� �8��� �� ��� ��� �����
� ���� ��� 
� �
����� �� ph + pl� +��
���� ������! ��� ��� ������ ���� � 09: 
�� ������� ������ ��� 
� ����� �� �"� ��
�� ������
���
����
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������� � �������� ���  ��� ��������� ������� ���$���� ���� �������� ����������
�� ������� ( ��������

3�������$ ��� ����� ��!��$)  ��� ������� ��� ��! �� ��� 0�$� ������
�� �&&& *�- �������� ��� ������� ���) ��� ������� ��� ���� ������ ��
130000000 �������� ����� ��$������ �� ��� ��6������ ������ �� ��� ����
������ �� ��� �� ��� � �������$ ����� � � ��  ��� ��� ������� �������� ���
�� ��� ��� ���� ��� ����������� ������� �� �������� �� ��� ��$������� 1��������
�����) ��� ������� ��� ���� ������ �� ������������� ��$������ �� ��� ���$�
x ∈ [−2−30;−2−53

]∪[
2−53; 2−30

]
 ��� �� !�� � �� �� ���������� ?������5 ��

��� �� ��� �� ��� ������� �� ��� �������$ �� ��� ����������� ������� $���� ��
*,) '-� �� ���� �� ���� ���$��) ��� ������� ��� �� �� � �������$ ����� $������
���� �� �/��� �� 0.5��� ����������� 1.0��� ��� ��� ������� ������ 1�� 0�$�  ���
������� ��� �� ��� ��$������ �������$ ��� ������P ����0� ����� ���� ������
�� � �������� ������������ ����6����� �� ��� ����������� ����� $���� ������

%��� ������ �� ����������) ��� �������������� ��� ���� ������� ��
��� ��� ���� �� ��� �������������� $���� �� *,-  ��� ��� ���� ������ �� ��
������� �������$� L� ��� ����� ����) � ��������� �� ��� ����������) ����
������ "≤ 0.502���#) ��$��� ������=�� ������� ����� �������� *('- ��� �������
����� ������� ��� ���� ����� ��� 6��� ��� ���� ������� ����$ ����� 5� ��
������� ��� ������� ������� ����$ ���� ������� �������  ��� ��� ������
��� ��� ��������� �� ���� ��������� ���  ��� �G�� ��� ���������� �� ���
�������� ��� ������ ��� ������ �� ��������� �� � ��������� �������� >�������
������ ��� �������� ����� �������$ �������������� �������� �� B���� B�����
���� ���� �� ������ �� ����� �� ������� ���� ���� �� ���������� ��� ��G�����
�&&& �������� �������$ ����� �� ��G����� ��������  ������ ��� 0�����$ �����
������ ��$����� ��� �������$ ������ �� ��� �� ��!�� �� �����  ��� ��!�� ��
��������� ����������� �� ��� �����$ ������ �����

��� �������� ���� ���� ����� ��� ��� ����� �� ��� ��$������  � ����������
�� ��������) �������� ������ ��  ��� ��� ����� ���������� ����� *,- �� �������
�� B�����5� �������������� ���� ���� ������

������ �� ��� ����� x ∈ [−800; 800]
������ ��� ��������� �� ��� ������������ ������� "���� ������� ��� �������� ����

������&��� ����������� ���� ��  � � � � 
	 ����� �� ��� �� ����������� "���� ��� ��
����������� ��������



	, ��������� �	���
 ��	��


��$� ��� ����� B�����5� ��� ����� 5� ���
x = ±0 2 	+ (�
|x| < 2−53) x �= 0 (' 	+ ��
−700 < x < 700) |x| > 2−53 ('� ��� ��
710 < x < 1000 "����0� # '� �	 ���
−745 < x < 709 "�����0� # ��'+ �+�' 	(�+
−1000 < x < −750 "=���# (�', (2	� (+(�
x = +∞ (� �' ((
x = −∞ (� �' 2
x = nan (� �, ((
x �������� �������� 	'	 	�'	 ���
x ��$����� �������� 	+	 	,�� ���
K��� ��� 1 ('� �'�' ��
K��� ��� 2 ('� �'�( ��
K��� ��� 3 ('� 	2�( ��
K��� ��� 4 ('� ��(+ ��

��� ���� ���� ���������� �� ���� ���� ��� 4 �������� ����� ��$������ ��
 ��� B�����5� �������������� ���� ����� ��� ����� ����� �� $�������� ���
����� �������$� 1 ���� ����� �����$ �� ����� ���� ��� ��� ���� ����) ����
����� ������ ��� �� ��G����� �����$��

1� ��� ��������$ ��� ��������� �� ���� ��� ��� �������� �� ��� �� �� ���
��� ������� � ��������) ��� �������  ��� ��� ���� �������� ���������� ��
������� (�

1�� ����� ������� ��� ���� ��� $���� �������������� �� � ����� �������$
����������� �� ���������� �� ��������� �� ��������������� ���� ������� �
������� ������� ������ ��� �� �� � $��� ����������� �� ���� ������ ����

� ����� ����

1 ������ ��� �� ��� $���� ��$������ ���� ��� ������ ������� ���� ��� ����
���� �� ��� ������ �� ��� ��$������ �� ��� �� ��� ���������� ����������� ��
���) �������$ ��� ������ �� �� ��� ���������� �� ����� ������� � �� �� 4
����) �������� �� ��� ��G����� ����� �� ���� ����� $���� � ������ �� �� ����� 100
���� ��� ��� ���������� �� ��� ���������� ����� ph �� ���������� ���� ��!�� ���
����! ���� ��� ����������� ��� �������� �� ������ �� �� ��� ����� ����������

3�����������$ ���� ���� �������� ��� ���������� ��� ��� ��$������� �� ���
��G����� ������ ��������) ��� ���� ���� ��

p(x) = x +
1
2
x2 +

(
ah
4 + al

4

)
x3 + x4 · (a5 + x · (a6 + a7x))

��� ��$��� ��$��� ����� x4 · (a5 + x · (a6 + a7x))  ��� ���� �G�� ��� �� �� ����
pl �� ��� 6��� ������� ���� ���� �� ��� ���������� �� ��������� �� ��������� ��
�������� �� ��� ����� ����� �� ������ �������� ����� �� ��������) ��� ������������
����� x4)  ��� �� ������ ����  ��� �� ����� �� ��� ������ �������� ������)
�� �� �������� �� x2 ·x2 ����$ ��� ��$� ���� �� ��� ������ �������������� ��
x2 �� � � ������ �������� �������� F������ ���� ������������ �������=������)
���� ��� ��� �� � �������	 ��/���� �� ����������� ?����������$5 ������� zh
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��� zl)  ��� ��� ���� �� ��� ��$������  � ��������� �����) ���� �� ����� ��
��� ��� �� � ���� ���� ������ ����� ������

7�� �� $��� �� ���������� ��/���� ��� ��� ���������� ���������� ���� ��!��
�������$� �� ���� �������������� ��� ��/���� �� �� �������� ��� ����� �������
� �� ��� �  �� ���� ��� ��$��� ���� ph �� ��� ������ �� ��������� ����� ���� 42���
���� ����@ ��� ��� ��  ��� ��� ����������� �� �� ������� ��� �������� ��
��� ��$�����$ �� ��� ����� %�  ��� ������� ��� ����� �� ���� ��/���� ���� �

��� �
� "�� � �� �� �� z1 ← x⊗ x
��� �
� "�� � ���� � �� ��

��� �
� "�! � ��#� �� ��$ z5 ← 〈a7 · x + a6〉
��� �
� "��� � ������ �� �� z10 ← al

4 ⊗ x

��� �
� "�� � "��� "��� ��

��� �
� "�� � "��� "��� �� z4 ← z1 ⊗ z1

�	� �
� "�$ � "�!� �� ��! z6 ← 〈z5 · x + a5〉
�	� �
� "�� � �� �� "�� z1 + z9 ← ��������� (x, x)
�
� �
� "��� � "���� "��� �� z11 ← z10 ⊗ z1

�
� �
� "��� �  � "��� �� z13 ← h⊗ z1

��� �
� "��� � ���� � �� "�� z2 + z21 ← ���������
(
ah
4 , x

)
��� �
� "�% � "��� "��� "�� z3 + z8 ← ��������� (z1, z2)
��� �
� "�# � "��� "�$� �� z7 ← z4 ⊗ z6

��� �
� "��� � "��� "��� �� z12 ← z2 ⊗ z9

���� �
� "��� �  � "��� �� z14 ← h⊗ z9

���� ���� "��! � �� "���

���� �
� "��� � "���� "��� �� z22 ← z21 ⊗ z1

���� ���� "��� � "�%� "��� z23 ← z8 ⊕ z11

���� ���� "��� � "�#� "��� z24 ← z7 ⊕ z12

���� ���� "��% � "��!� "��

��	� ���	 "��$ � "��!� �

��	� ���� "��! � "���� "��� z25 ← z14 ⊕ z22

���� ���� "��$ � "���� "��� z26 ← z23 ⊕ z24

���� ���	 "��� � "��%� "��!

��� ���	 "��# � "���� "��$ z15 + z17 ← �������	 (x, z13)
���� ���� "��# � "��!� "��$ z27 ← z25 ⊕ z26

���� ���	 "��� � "��� "��� z18 + z20 ← �������	 (z15, z3)
��	� ���� "��% � "��#� "��# z28 ← z17 ⊕ z27

��� ���� "��� � "��%� "��� z29 ← z28 ⊕ z20

���� ���� &� � "��%� "���

���� ���	 "��� � &� � "��%

���� ���	 &�� � "���� "��� ph + pl ← �������	 (z18, z29)

3�������$ ��� ����� �� ���� ��/����) ��� �� ��� �� ���� ��� |x| < ln 2
215 )

h = 1
2 ������) ah

4 + al
4 ≈ 1

6 ) a5 ≈ 1
24 ) a6 ≈ 1

120 ��� a7 ≈ 1
720 ) ��� ��/����

�������� � ������

ph + pl = p(x) + ∆

 ��� �� ����� ∆  ��� |∆| < 2−126 ��� ��� |x| < 2−30  ��� ���� |∆| < 2−155

%���& D��������� �� ��� ��/����� �� ��� 6��� ������� �� ��$������  ���� ����
�� ��� ���� ������ �����) ���� ���������� ��/���� ��!�� ��� �� ��� �������	



	+ ��������� �	���
 ��	��

��$������� 7�� �� ��� 6��� ���� ��� ��������� ����� ��������� ��� ���������
��� �������	 �� ���� 6��� ��� ��������$

z15 + z17 = �������	 (x, z13)

%� ���� |z13| ≈ 1
2 · x2 ��� |x| < 1 �� ��� ����� �������� �� ���������

��� ����� ��� �� ��� �������	 ��/���� �� ���� ��� ��������$

z18 + z20 = �������	 (z15, z3)

%� !�� ����

|z15| ≈
∣∣∣∣x +

1
2
· x2

∣∣∣∣
���

|z3| ≈
∣∣∣∣16 · x3

∣∣∣∣
D� ��� ����� �������� �� �������� ���� �����
��� ����� ���� ��� ��/���� �� ���� �� ��� ��� ��������� ��

ph + pl = �������	 (z18, z29)

L�� �� ������ ���� ��� 2−53 < |x| < 2−15��  � ����

|z18| ≈
∣∣∣∣x +

1
2
· x2 +

1
6
· x3

∣∣∣∣ > 2−52

���

|z29| <
∣∣∣∣2−61 ·

(
1
12

+
61
60
· x +

181
180
· x2 +

1
6
· x3

)∣∣∣∣ < 2−64

D� |z18| > |z29| ��� ����) ��� ����� �������� �� ���������
K���  � $�� ��� ���� �������

z1 + z9 = x2

z13 =
1
2
· z1

z14 =
1
2
· z9

z2 + z21 = ah
4 · x

z3 + z8 = z2 · z1

z15 + z17 = x + z13

z18 + z20 = z15 + z3

ph + pl = z18 + z29

D� �� ��� ������������ ��� ����� ��� ��� �� ��� ����������� ���� �� � �������  ��
�� ��� � �����) ��� $���

ph + pl = x + h · x2 + x3 · (ah
4 + al

4

)
+ a5 · x4 + a6 · x5 + a7 · x6 + ∆

����� ��"�� 
��� �� � ������ �� ��� ���� ���� ��� |x| < 2−53 "� ��� �����	 ������ 〈1 + x〉53
�� � ��������	 ����� ��
�� ��������� ������������� �� ��� ����������� ��������6 ��� (,;*�
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 ���

∆ = z1z21ε12 + z1z10ε13 + z1a
l
4xε14 + z2z9ε15 + ah

4xz9ε16 − al
4xz9 +

+ a7x
6ε12 + a6x

5ε12 + z5x
5ε11 + a5x

4ε11 + 2x4z6ε10 + x4z6ε
2
10 +

+ z1z1z6ε9 + z4z6ε8 + z7ε7 + z12ε7 + z8ε6 + z11ε6 + z23ε5 + z24ε5 +
+ z14ε4 + z22ε4 + z25ε3 + z26ε3 + z17ε2 + z27ε2 + z28ε1 + z20ε1

 ��� |εi| ≤ 2−64�
F�� |x| < 2−15)

∣∣x2
∣∣ < 2−30)

∣∣x3
∣∣ < 2−45)

∣∣x4
∣∣ < 2−60)

∣∣x5
∣∣ < 2−75 ���

∣∣x6
∣∣ <

2−90  � $�� ��� ������� �� ��� ���� ����� �� ��� ����� ��$ �����) ��� |x| < 2−30)∣∣x2
∣∣ < 2−60)

∣∣x3
∣∣ < 2−90)

∣∣x4
∣∣ < 2−120)

∣∣x5
∣∣ < 2−150 ���

∣∣x6
∣∣ < 2−180 ���

������� $���� �� ��� ��$�� ����� ���� .



�� ��������� �	���
 ��	��

|z1z21ε12| < 2−175

|z1z10ε13| < 2−175

∣∣z1a
l
4xε14

∣∣ < 2−175

|z2z9ε15| < 2−175

∣∣ah
4xz9ε16

∣∣ < 2−175

∣∣al
4xz9

∣∣ < 2−175

∣∣a7x
6ε12

∣∣ < 2−163

∣∣a6x
5ε12

∣∣ < 2−145

∣∣z5x
5ε11

∣∣ < 2−145

∣∣a5x
4ε11

∣∣ < 2−128

∣∣x4z6ε10
∣∣ < 2−127

∣∣x4z6ε
2
10

∣∣ < 2−192

|z1z1z6ε9| < 2−128

|z4z6ε8| < 2−128

|z7ε7| < 2−127

|z12ε7| < 2−175

|z8ε6 + z11| < 2−175

|z11ε6| < 2−175

|z23ε5| < 2−174

|z24ε5| < 2−126

|z14ε4| < 2−159

|z22ε4| < 2−175

|z25ε3| < 2−158

|z26ε3| < 2−125

|z17ε2| < 2−143

|z27ε2| < 2−124

|z28ε1| < 2−142

|z20ε1| < 2−141

��� ���������

|∆| < 2−122

|z1z21ε12| < 2−220

|z1z10ε13| < 2−220

∣∣z1a
l
4xε14

∣∣ < 2−220

|z2z9ε15| < 2−220

∣∣ah
4xz9ε16

∣∣ < 2−220

∣∣al
4xz9

∣∣ < 2−220

∣∣a7x
6ε12

∣∣ < 2−253

∣∣a6x
5ε12

∣∣ < 2−210

∣∣z5x
5ε11

∣∣ < 2−210

∣∣a5x
4ε11

∣∣ < 2−188

∣∣x4z6ε10
∣∣ < 2−187

∣∣x4z6ε
2
10

∣∣ < 2−252

|z1z1z6ε9| < 2−188

|z4z6ε8| < 2−188

|z7ε7| < 2−187

|z12ε7| < 2−220

|z8ε6 + z11| < 2−220

|z11ε6| < 2−220

|z23ε5| < 2−219

|z24ε5| < 2−188

|z14ε4| < 2−189

|z22ε4| < 2−220

|z25ε3| < 2−188

|z26ε3| < 2−185

|z17ε2| < 2−158

|z27ε2| < 2−184

|z28ε1| < 2−157

|z20ε1| < 2−156

��� ����

|∆| < 2−155

���� ��� ��� ���������� �� �� �������
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F������) �� ��������� �� ��� ������������ ��/����) ��� ������ ���� ���� ���
����������� ��� �������� �� ������ �� �� ��� ����� ���������� �� ��������) �� ���
�������������� �� ���� ���� �� ��� ��$������ ��� ��� ����  ���� ���� ���� 128
���� ��� ������ �� ����� ��� �������$ ��� ����������  ��� !�� �) ��� �� ���
��� ��� �� ���� ������������� �������=����� �������	 ��/����� ������ ����
������������� ���� ��� �� � �� ������������ ���� ��  ��� ��� ���� ��� ������
�� ��� ��$������ ��� ���� ������ �� 92 ����.

��� �
� ��� � � � &� � ��

��� �
� ��� � ���� � � �� u2 ←
〈
xl · th + tl

〉
��� �
� ��! � ��� &� � �� u5 ← tl ⊗ ph

��� �
� ��� � � � &� � ��� u1 + u3 ← ���������
(
th, ph

)
��� �
� ��� � � � &��� ��� u4 ←

〈
th · pl + u2

〉
�	� ���� �� � � � ���

�	� �
� ��$ � ���� ���� ��! u6 ←
〈
u1 · xl + u5

〉
��� ���� ���� � ���� ��� u10 ← u3 ⊕ u4

��� ���	 ��% � �� � � 

���� ���� ���� � ����� ��$ u11 ← u10 ⊕ u6

���� ���	 ��� � ���� ��% sh + u9 ← �������	
(
th, u1

)
���� ���� ��� � ����� ��� sl ← u11 ⊕ u9

L�� �� ������ ������ ���� ���� ��/���� ��� ��� ���� ��������� �� ��� ���
���������� ��$������  � ��� �� ����� �� ��� ����  ���� ��� ��$����� x
�� ��� ����������� ������� �� |x| < 2−30� ���� �������� $��������� ���� ���
����� �� ��� �������� ����� �������$ ��� ���� ���� ���� �� ��� ����� ��!��5�
������� ��� ����� ����6���
3�������$ ��� ����� �� ���� ����� ��� ����� ��$������ �� ����� ���$��)  �
 ��� ��� �� ��� ����� ��$ ���� ��� ��/���� ��������

sh + sl =
(
th + tl

) · (1 +
(
ph + pl

)) · (1 + xl
)

+ ∆

 ��� |∆| < 2−122 �� th) tl) ph) pl ��� xl ��� �� ��� ���$�� $���� �� ������� ��(2
�� ��$� ���

%���& >���$ � �������� ������� �� ��� ��� ������� �����) ��� ������� ���� ∆
�� �� ��������� ��

∆ = −tlpl − tlxl − thplxl − tlphxl − tlplxl + tlphε8 + thphxlε7 + u1x
lε6 +

+ xlthε5 + tlε5 + thplε4 + u2ε4 + u3ε3 + u4ε3 + u10ε2 + u6ε2 + u11ε1 + u9ε1

 ��� εi ≤ 2−64�
<� ������$ ��� �������� ������� �� ��� �� ��� ������ �� ���� ����������)
 � $�� ∣∣tlpl

∣∣ < 2−141

∣∣tlxl
∣∣ < 2−142

∣∣thplxl
∣∣ < 2−156

∣∣tlphxl
∣∣ < 2−156

∣∣tlplxl
∣∣ < 2−220



�� ��������� �	���
 ��	��

∣∣tlphε8
∣∣ < 2−141

∣∣thphxlε7
∣∣ < 2−156

∣∣u1x
lε6

∣∣ < 2−156

∣∣xlthε5
∣∣ < 2−142

∣∣tlε5∣∣ < 2−127

∣∣thplε4
∣∣ < 2−141

|u2ε4| < 2−127

|u3ε3| < 2−141

|u4ε3| < 2−126

|u10ε2| < 2−125

|u6ε2| < 2−140

|u11ε1| < 2−124

|u9ε1| < 2−127

��� ���������  � ����
|∆| < 2−122

����� ������� ��� ���� ���� 92 ��� ������� �� ��� ��$������ �� ���� �� ���
������� �� ������� �������$�

�� ��� ���� ������ �� ��� �C7�D ������ ��� �� � ����������� ����������
���� �� 6344 ��$������ �� ��� ����������� ������� �� ������ ��������  ��� ���
����� ��!��5� ������� ����  ��� � ���� �� !�� �� ����� 100 ����� ���� ��
������ ��� ����� �������$� ���� ���� ��� ���� �������� ����$ ��� ��$������
7��;��� ��� ��������� �� *'-� �� �������$ ����� ���� �� ����� �������  ���
�C7�D ������� �� ��� ���� �� ��$�������

1 ���� ������� �����)  ������ ������� ����$ � ������� ������$ ����� ���
�� 3�/ *��-) ���� �����$���� ��� ��6���� �� ���� ������� ���� �� ���� �� �������
 ��!�

L�� ������ �����! ���� ��� ���! �� 6����$ �� ��������� ��������� ��/����
�����$ � ����������� ����� ��� ��� ��������� �� � ���������� �� ���� ����
��� ��� ��� ����� ��$ �������. �� K������� �����!� �� *��- ����� ��� �����������
������=������ �� � ���������� ���� ��!� ��� ����� ���� ������� ���� ���$�� ��
��������) ���� ��������$ �����������  ��� 0� ��������� ���������� �� NP�
������� *��-) ��� ���! ������ ������� ���������� ���� �� ��� ���� ��$�� ����
��� ���$�� �� ����� ����������� ��� ���� ��� ������� ������ �� �����������
������ �� ����� ����$� �� �� ������������ �������� <�� �� ��� �������� ����
��� ��� ����������� ��/���� �����) � ������ ����� ����� ���� ��  ������)
� ��������  ��� ������ �� ��� �� ����������� �� *��-) ����� ������ ��� ���
��������� �� ������ �� ��� ���������� ��� �������� �� �� ������ ��� �� ������
���������

B������) �� ��� ��� ���� ���� �� ��� �����$���� ���� ������) ��� ����������
����� �� ��$��� �������� ������������ ������� �� �� ���� �G������ F������
������� �� ��� ��������$ ������� ������ ������� �� ���� ��!��$ ���� �����
��� � ���������������
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���� �
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�� ��� �������) ������� ������ ���� �� �� � ������ �� ����  ��!� 7�� �� �������
���� �� ����.

• �� ������� �� ������ *,-)  � �������� ��� ������� ������� ���������� ��
��� ����������� ������� �� ���� �����  ��� ������ ���� ��� �������� ���
���������)  ��� �� �� ����� ������� ��� ���� ��� ��������� ��$������
����������� ��� �� ����� ?/��!5 ����� �� ��� � ������� ��$������ $���� ��
*,-� L� ���� ��$������) ��� ���������� $��� �� ���� �� �� � (�� �����
�������� ��� ����� ��� �������� ������ �� ��� ?����6���5 ��$� ��������
��������� ���� �� ���� ���������5� ��$������ ��� ��� ����� ���������� ��
������ �������� ��������� ����  ��� ���� �������� �� ��������� ���� ��
� � �� ��� ������� ��� ���� ���������� %� ����� �� ��� ������� �� ����
��$������ ���� �� �� ������������ ����� ��������  ��� ��� �� ���� D���
��� ������� �����! *,- ���� ����� ������� �� ������������ ���� ���$���� ��
����� ��������� ��� �� ��� ��� �������� �� �<C *(+-) ��� �� ������� ���
��$������  � ��������� �� �� � $��� �������� �� ��� �� ��������������
���� ���� �� ��� H��5� ���������� ������$�  ��� ��� ���� $���� ������ ��
��� ������� �����$� *,) �) (+-�

• 1� � ����/���� �� ��� ���$�������� ����������  ������ ��� ���� �� ���
����� ������ �������� ��� �� ��$���������� ���������) ��� ��������������
��� ��� �� ����  ��� ��� �������� �������� �� ���� ����� ��� ��� ���
������� �� �� ���� ����  ��� �� �� �� �������$� �������$ ���
����$ ��������� �� ������ ����������

• %��� � ���� ���� ������ �� ('� ���� �� ��� ������� � ��������) ��� ���
$������ �� ���� ������������� � ����� ��� �� ���� ���� ������ ��$�������
 ��� ��� ��$��� ����� ��� ����������) ��� �� ��� ��$������ ��������
�� ��� ����� ������� $���� �� *('-� ��� �������������� $���� �� ���� ���
��� ���� ��������� �� ��� ����� �� � ������� �� ������� ������� ��������
 ���� �������=����� ��� ����� ���  ���� ������ ��� ������ ����� ��
��$��� ����� ��$������� *+-� D��� ���� ��� ���� 0�����$ ����� ����� ������
������$ � ������������������ ��!� ����� ���������� *,- �� ������ 3A>�
������� ������������ ���� ������ �� ��� ������� ������� ��$������� ��
��������������������� ������$ ����  �� � �� ���������

• ��� ������� ������ �� ��� ��$������ �� ���� ������ �� ������� ���
���� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� ����� ��$�������� L���� ���������
������ ��� �� *(+) (2- ����� ������� ������ �� ��� ������� ������
�� ����� �������� ������������� �� ��� ����� ��$������) ������ ��!� *,-
�� ���� $��� ������� ������  ��� ��� ������� �� ����� ��$��� �� ���
���� ������ F�� ��� ��������������) ��� ������� ����� �/���� ��� ����
���� �������

• L�� ������� ���� ��������� ��� ���� ���� ���� ��� ��� �������$ �����
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����� �

:

3 �!��

����! �

��!������ ���� �� - ��� �<�������A������� 

 %�� �� #� ��"� � ������� '�������# ���

����� �

:

@@

3 �!��

������� ��< - �<���� 

 ���! �,< ����� !'������������ "��'�

�!��� �A��� - �A����� �A�� ��� ��

:



�+ ��������� �	���
 ��	��

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A����� �A��

(���+ ����������� ;GL�E;$%49&�MN;$�7MI

: @@

3 �!��

����! �

�'��� �A��	 - �A�� ��� �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A��	��� �A���

(���+ ����������� ;GL�E;$%49&�O&5;$�7MI

: @@

3 �!��

����! �

�!�� �A��� - �A����� �A�� ��� �A���

��� �%���� - �9����� �455 

 9���� ��� ���� �����

:

3 �!��

����! �

�'��� �A���� - �A��� �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A�� �� - �A���� �A��	 

 7�# ���� �� A�� ��
�

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A��	�� - �A�� � �A��� 

 7�# ���� �� A��	��
�

����� �

:@@

3 �!��

����! �

�!��� �A��� - �A����� �A�� ��� �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

��!������ ���� �� - ��� �<����������!���� 

 %�� ��� ������ �"�����# (�� !���� �� �'� �� ���� ���+

����� �

: @@

3 �!��

���� ������ - B�%����C� �	 

 7��� ���� ���� �� ��� ���� ����� ����0� ��� �	 ��� ��� ���� "��'�

�!��� �A��� - �A����� �A�� ��� �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

��!������ �� � �� - ��� �<����������!���� 

 %�� ��� ������ '�������# (�� !���� �� �'� �� ���� ���+

����� �

:@@

3 �!��

����! �

������ �A����� - �A���� �A���

����� �

: @@

3 �!��

���� ������ - B�%����C 

 7��� ��# ���� �� ��� ���� ����� ����0

������ �A��� - �A��	��� �A�����

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A������ �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

�!��� �'�� - ������� ������� ��

����� �

:

@@

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A���� �A��	��

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A����� - �A���� �A��� 

 7�# ���� �� A�����
�

����� �

:

3 �!��

����! �

�!�� �'�� - ������� ������� �'��

����� �

:

@@

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A������ �A���

����� �

: @@

3 �!��

����! �



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� �2

������ �A��� - �A������ �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

�!��� �'�� - ������� ������� �'��

����� �

: @@

3 �!��

����! �

������ �A��� - �A��	��� �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

�!��� �'�� - ������� ������� �'��

����� �

: @@

3 �!��

����! �

������ �A����� - �A���� �A��� 

 A����� F A����� - (A��	�� F A��	��+ F (A����� F A�����+ F J5������� HJ5������H . �,=� �

:



 ?���� �� ��� ����� "��'� !'������������ ���� ��� ��� �� ���0��!��� ������� ����

3 �!��

����! �

������ ���� - �'��� �'�� 

 ��� F ��� - �,(�����
�,�+ * �,(�����
�,��+ F J5����� HJ5����H . �,=���

����� �

:

@@

3 �!��

����! �

������ �A�� - �A������ ��

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A������ �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

�!��� �"���� - ����� ����� ��

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �'� - ����� �'��

����� �

:

@@



 ?���� �� ��� �������'����� ����



 I� ����'�����



 �� F �� - (��� F ���+ * (� F (��� F ���++ * (� F ���+ F J5����� HJ5����H . �,=���



 %��������� #� ��"� !'�������� �0 ���� ��� �K'����� ���"� ��� �"��'��� ���0 ��� ������0 ���!�



 4� ��� "��0 ���� ��� ��'�� � ���!���A��� � ���� H��H . �,=	�*H��H�



 %�� ��������� �����!������ "��'� ��"� �� �!��0 '������������ !������ �=( -1 �� �����



 4� ��� �!� ��!�� �!� ����� "��'� ��� ���� ����'�����



 ��� �#� ��� ��� ������ '����=
 �"�����# ��� �����

3 �!��

����! �

�'��� �A��	 - �A�� � ��

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A����� - �A���� �A���

����� �

:

3 �!��

����! �

������ �"���� - ����� �"����

����� �

:

3 �!��

����! �

�!�� �"���� - ����� ����� �"����

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� ���� - �'��� �'� 

 7�#�� ���� �� �������'���� ����� ���>'� "��'� ���
�

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - �A������ �A��	

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�'��� �"��� - �"����� ����

����� �

:@@

3 �!��

����! �

������ �A��� - �A������ �A���

����� �

: @@

3 �!��



�� ��������� �	���
 ��	��

����! �

������ ���� - �A�� � �A��� 

 ��� F ��� - (A����� F A�����+ F � F J5������� HJ5������H . �,=���

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�!��� �"���� - ����� ����� ��

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �A��� - ����� �A�� 

����� �

:@@

3 �!��

����! �

������ �"���� - �"����� �"����

����� �

:

3 �!��

����! �

�!�� �"���� - ����� ����� �"����

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� ���� - �A���� �A��� 

 7�# ���� �� ��� ���0��!��� ������� "��'� ���
�

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�'��� �"��� - �"����� �"����

����� �

:

3 �!��

����! �

�!��� �"� - ����� �"����� �"����

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�!��� �"�	 - ����� ����� �"� 

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �"���� - �"����� �"���

����� �

:

3 �!��

����! �

�'��� �"���� - �"����� �"���

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�!��� �"�� - ����� ����� �"�	

����� �

:

3 �!��

����! �

������ �"�� - ����� �"����

����� �

:

@@

3 �!��

����! �

������ �"�� - �"����� �"��

����� �

:

3 �!��

����! �

������ �"�� - �"����� �"��

����� �

: @@

3 �!��

����! �

������ �"��� - �"��� �"�� 

����� �

: @@

3 �!��

����! �

������ ��� - �"����� �"��� 

 �� F �� - (��� F ���+ * (� F (��� F ���++ * (� F ���+ F J5����� HJ5����H . �,=���

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�'��� �"��� - ���� �"����

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�'��� ��� - �"���� �"��� 

 7�#�� ���� �� ��
�

����� �

: @@



 ;�� �� ��� �������'����� ����� ���� �� ��� !'������������ �0 �,< ��� ����� ��'�����

3 �!��

����! �

�!��� �����< - ���� ��<� ��



�������� ��	
�� ���

���� �
 �
�� ���
�	� �(

����� �

: @@

3 �!��

����! �

�!����� �� - ���� ��<� �����<

(���+ ����������� ;GL�LM??9P7;�MN;$�7MI 

 P����� �� ����� ��'�� �� �� �"�����#

:

3 �!��

����! �

(�� + ����������� ;GL�LM??9P7;�O&5;$�7MI 

 P����� �� ����� ��'�� �� �� '�������#

���������> �� @@ 

 &��!�� ���� ����

:



 D������ ��!��>� �� ��� ������ ��� ����� �� ��� ������� ���� �� ��� ���� ����#� I� ���0 �� ��� �����������



 ������'����� �� ��� ���� ������ �� �!� ���� 5� ��� ������ ��� ����� �� ��� ���� �K'���� �������� ���0 ���



 ��� ����'��� ��� ����!�� ������!����� �����������0 #� ��'� �!� ��0���� ��������







 %�� ��� ��'�� ��� ������ �� ��� ���'� � � ��'��� �'!���� ����'� #��� � ��'���



 #� #�'�� �� �� ��� ������� �"�����# ����



 I��� � ������ �������� ���'�� ����� � � ��������0�



 I� ������'���� ��� ����� ��'�� #��� � ������ �������� ����� �� #���� �"�����# ��� ��� ���'��



 9� ��� ��'�� � ������� ���� ��� ������� ��'���� #� ��"� � ������� �"�����#�



 M����#�� #� ���'�� ��� ������0 >��#� ��'�� �� ���



 ��� ��� ����'������� #� '� ���' ����� �'!��� ��





;GL�LM??9P7;�MN;$�7MI�

3 �!��

!�" �D��� - ������� 

 ;������� ��� ������ ��� F � '��

������ ����� ���� 

 ?�� #�� (#���� ����� ������+

����� � @@

:

3 �!��

������� �D���� - �D��� 

 ���! ������� ��� F � '��

�!����� �I$;��� - ���� ��<� �����< 

 $�����'���� ��� ��'��

����� �

:

3 �!��

����! �

������ ����� ���� 

 %'�� #�� ���

����� � @@

:

3 �!��

����! �

��!������ ��� �	 - �I$;���� �D���� 

 %�� �� ����� #�'�� �� �� �"�����# �� ��'��� �����

����� � @@

:

3 �!��

����! �

�!����� �� - ���� ��<� �����< 

 $�����'���� ��!!�� ��'�� �� ��"� ��� ���� ��������0 ��

(�	+ ���������> �� @@ 

 $��'�� �� ��� ��� � ���� �� ��� ���(+ ������



 �����#�� ������'� #��� ��� ������� �"�����# ��� ����#�

:

;GL�E;$%49&�MN;$�7MI�

3 �!!�

!�" �;��P�� - �������=� @@ 

 5� ��� ��!�"� ��� ��� Q I� '� � �0��

������� �P�� - �;��P�� 

 ���! ��� ���!��

����� � @@

:

3 �!��

����! �

�!����� �� - �P��� �P��� �� 

 ���! F��� F ����

���������> �� @@ 

 $��'��

:

;GL�LM??9P7;�O&5;$�7MI�



 I� ��� �� �� '�������# ��� ��� #� ��'� ���0 ('�������#��+ �'!��� �� A��� #��� ��� ��A (��'� �� A���+ ���� � ���



 ?� �� '����� �� ������'���� ��� ����� ��'�� #��� ��A �� �� ���' ������� �#��

3 �!��

����! �

������ ����� ���� 

 ?�� ��A �� ���' ��� �

����� � @@

:

3 �!��

����! �

�!����� ��%R��� - ���� ��<� �����< 

 $�����'���� ��� ��'�� #��� ��A

����� �

:

3 �!��

����! �

������ ����� ���� 

 %'�� ��A �� � ���

����� � @@

:

3 �!��

����! �

��!���K�� �	� �� - ��%R���� �� 

 E���> �� ��'�� -- �

����� � @@

:

3 �!��

����! �

�!����� �� - ���� ��<� �����< 

 $�����'���� ��� ��!!�� ��'��

(�	+ ����������� ;GL�O&5;$�7MI�$;%O$& @@ 

 9� #� ��� �� �� '�������# ���� #� �������

:

3 �!��

����! �

����� �

(��+ ���������> �� @@ 

 �����#�� #� ���'�� �� ������ �'������

:

;GL�E;$%49&�O&5;$�7MI�

3 �!!�

!�" �;��?!��� - � @@

������� �?!��� - �;��?!��� 

 ���! !��� ���!��



�� ��������� �	���
 ��	��

����� � @@

:

3 �!��

����! �

�!����� �� - �?!���� �?!���� �� 

 ���! ���0� �������� '�������#

����� �

:

;GL�O&5;$�7MI�$;%O$&�

3 �!��

����! �

����� �

���������> �� @@ 

 4�� ���> �� ��� ����

:
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