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Résumé : Nous cherchons & extraire des houppiers & partir d’images de télédétection.
Pour ce faire, nous construisons un processus objet et assimilons nos images d’arbres
& des réalisations de ce processus. La premiére étape consiste & définir d’une part les
objets géométriques modélisant les arbres, et d’autre part la densité du processus a
simuler.

La seconde étape consiste & construire un algorithme MCMC & sauts réversibles, et
une estimée de la configuration d’objets. Les transitions aléatoires de la chaine sont
régies par des noyaux de propositions, chacun étant associé & une perturbation.
Nous testons notre modéle sur des images aériennes de peupleraies fournies par I'ITFN.
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Tree crown extraction using marked point processes

Abstract: In this paper we aim at extracting tree crowns from remotely sensed
images. Our approach is to consider that these images are some realizations of a
marked point process. The first step is to define the geometrical objects that design
the trees, and the density of the process.

Then, we use a reversible jump MCMC dynamics and a simulated annealing to get
the maximum a posteriori estimator of the tree crowns distribution on the image.
Transitions of the Markov chain are managed by some specific proposition kernels.
Results are shown on aerial images of poplars given by IFN.

Key-words: tree crown extraction, stochastic geometry, marked point process,
object process, reversible jump MCMC, simulated annealing algorithm.
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Ezxtraction de houppiers par processus objet

1 Notations

Ai() Mesure de Lebesgue sur R

8(A) Cardinal de I'ensemble A

loca Fonction caractéristique sur A

P(X) Probabilité de I’événement X

E[X] Espérance de la variable aléatoire X
U Espace objet

B(U) Tribu de ’espace objet

v(.) Mesure de I’espace objet

P Espace des positions

X Espace des marques

uelU Objet u
C, € P  Position de I'objet u

~; Relation d’équivalence ¢ sur U

v Espace des configurations

B(w) Tribu de 'espace des configurations
w(.) Mesure de I'espace des configurations
xew Configuration d’objets x

n(x) Nombre d’objets de x

N, (X) Nombre de cliques d’objets au sens de ~; dans x
V., x(u) Voisinage de u dans x au sens de ~;

J Image observée
m(dx) Mesure objectif
h(x|J) Densité a posteriori
hy(x) Densité a priori

L(T]x) Vraisemblance de I'image J

Qi(x,A) Noyau de propositions du mouvement ¢ sur ¥ x B(¥)
&(L) Mesure symétrique du noyau 7 sur ¥ x ¥
a;(x,y)  Taux d’acceptation du mouvement i x — y
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6 Perrin & Descombes € Zerubia

2 Introduction

De nombreuses données sur les milieux forestiers sont nécessaires aux organismes
de gestion des foréts (ONF 1) ou chargés d’en effectuer l'inventaire (IFN?2). Ces be-
soins comprennent aussi bien des besoins généraux de gestion des foréts, comme
I’évaluation de certains paramétres de la biodiversité (nombre d’arbres, distribution
des diametres des arbres, densité de boisement, ...), que des besoins plus particuliers
comme celui de cartographier les types de peuplements en foréts de montagne par
exemple. En raison des progrés technologiques réalisés en matiére de réso-
lution et de la baisse du cotlit d’obtention des images (due a arrivée des satellites
haute résolution sur le marché civil), de nouvelles perspectives s’ouvrent dans
la connaissance des arbres et des foréts. Dans ce contexte, un outil s’appuyant
sur de telles images pour aider les forestiers, les gestionnaires du territoire et les
écologues du paysage, s’avérerait fortement utile du point de vue économique.

Méme si aucune méthode n’est totalement satisfaisante & ce jour en ce qui
concerne la détection de houppiers®, un certain nombre de travaux fournissent un
cadre préliminaire. Un premier type d’approches consiste a détecter les maxima lo-
caux de 'image, puis & déterminer les zones d’influence de ces maxima & ’aide d’un
algorithme de suivi de vallées. Chaque zone est alors assimilée & un houppier, et
délimite les contours des arbres [3, 4]. Une autre méthode consiste a faire coincider
au mieux sur l'image des modeéles optiques des arbres (“template matching”), puis
d’en déduire les positions des sommets, en trouvant les maxima de la fonction de
corrélation ainsi calculée [8, 9]. Enfin, d’autres techniques se basant sur des MNE*
fournissent de bons résultats, mais nous ne nous y intéresserons pas car notre étude
ne s’appuie que sur la donnée d’une image haute résolution classique (afin d’éviter
le surcolt occasionné par I’achat d’un MNE).

L’approche que nous avons choisi d’adopter repose sur les processus ponctuels
marqués. Celle-ci semble étre particuliérement bien adaptée & notre probléme. En
effet, les objets mis en jeu par ces processus peuvent facilement étre nos objets d’in-
térét, c’est a dire des arbres: 'approche est alors sur-pixélique, on se détache de
la représentation numérique induite par 'image pour se rapprocher du modéle de
la réalité physique. De plus, les méthodes mises en jeu sont stochastiques, ce qui

1. Office National des Foréts

2. Inventaire Forestier National

3. Partie supérieure d’un arbre, comprenant ’ensemble des branches et les feuilles
4. Modéle Numérique d’Elévation
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Ezxtraction de houppiers par processus objet 7

permet d’utiliser une panoplie d’outils classiques dans les problémes inverses. Cette
approche s’est révélée fructueuse pour d’autres applications, telles que ’extraction
de réseaux linéiques routiers [6, 7] ou de caricatures de batiments [11, 12].

Nous cherchons & extraire les houppiers des images de télédétection, en
les assimilant & une réalisation d’un processus objet défini par une densité h(.) par
rapport & une mesure de Poisson de référence pu(.). La premiére étape de ce travail
consiste donc & définir d’une part ces objets géométriques modélisant les arbres, et
d’autre part la densité du processus & simuler. Ce modéle est échantillonné par un
algorithme MCMC? 4 sauts réversibles, et optimisé 4 1’aide du maximum a posteriori
obtenu grace & un recuit simulé. Les transitions aléatoires de la chaine sont régies par
des noyaux de propositions, chacun étant associé & une perturbation, appelée mou-
vement, qu’il nous faut expliciter. Des résultats obtenus sur des images aériennes
composeées principalement de peupleraies (cf Fig. (1)), fournies par I'IFN, sont don-
nés a la fin de ce rapport. Nous avons concentré nos efforts dans un premier temps
sur 1’étude des peupliers. Par la suite, nous tacherons de définir des modéles adaptés
a chaque espéce d’arbres, ainsi qu’a des images présentant différentes conditions de
terrain, illuminations et prises de vue.

3 Rappels sur les processus ponctuels et leur simulation

3.1 Les processus ponctuels
3.1.1 Premiéres définitions

Soit (U,B(U),v(.)) un espace mesurable, muni de la mesure de Lebesgue v(.),
tel que 0 < v(U) < oo. On appelle configuration tout ensemble dénombrable
et non ordonné de points de U, ’espace objet. L’espace des configurations
(¥, B(P),u(.)) est défini comme la réunion de toutes les configurations x. Cet espace
de décompose sous la forme d’une partition ¥ = |, ¥,,, ¥, contenant l’ensemble
des configurations x composées exactement de n objets de U, avec ¥y = {0} la

5. Markov Chain Monte Carlo

RR n® 5037



8 Perrin & Descombes € Zerubia

F1G. 1 — Image aérienne d’un peuplement de Sadne et Loire (1878 x 2370 pizels)
©IFN.
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Ezxtraction de houppiers par processus objet 9

configuration vide. Sa mesure p(.) s’exprime pour tout borélien A € B(¥):

u(4) = e (1[@@1] £y ""Tf;“)) )

n=1

avec
pn(A) = / . / Lifus,..,unyea(dua) . .. v(duy).

Nous travaillons sur un espace ¥ ne contenant que des configurations localement
finies (pour tout ensemble A C U, le nombre de points de x dans A est fini) et
simples (les objets de x sont deux & deux distincts).

Définition 3.1

Un processus ponctuel sur U est une application d’un espace proba-
bilisé (Q2,4,P) dans ¥, tel que pour tout borélien borné A € B(U), le
nombre N(A) de points dans A soit une variable aléatoire.

Définition 3.2

Un processus ponctuel marqué, ou processus objet, sur U = PxXK
est un processus ponctuel sur U = P x X dont les positions sont dans P
et les marques dans X, tel que le processus des points non marqués soit
un processus ponctuel bien défini sur P.

Par la suite, nous travaillerons sur des processus X dont les lois P(.) sont unifor-
mément continues par rapport a p(.). Le théoréme de Radon Nikodym nous donne
une condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle hypothése sur nos mesures
soit vérifiée, qui est que

VAe B(P) : u(A)=0= P(A)=0. (2)

La dérivée de Radon Nikodym est alors la densité f(.) de P(.) par rapport a u(.), et
s’écrit P

I=d

RR n® 5037



10 Perrin & Descombes € Zerubia
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FiG. 2 — Réalisation d’un processus de Poisson homogéne, a=0.005.

La définition d’un processus objet se réduit donc & la définition d’une application
h(.) mesurable positive sur (¥,B(P),u(.)) , et a la vérification de sa u-intégrabilite,
c’est-a-dire & ’existence d’une constante de normalisation :

h(x)

) = ()

3)

3.1.2 Exemple: le processus ponctuel de Poisson

Un processus ponctuel est un processus ponctuel de Poisson de loi d’intensité of(.),
si la variable aléatoire N(A) définie plus haut suit une loi de Poisson d’espérance
o(A) pour tout borélien A € B(U). Une fagon de les simuler consiste & tout d’abord
générer le nombre de points n sur U du processus, selon la distribution

IP(N(U) = n) = e_U(U)ﬂ

n!

d’espérance o(U), puis de choisir ces n points sur U indépendamment suivant la loi

%. On parle de processus de Poisson homogéne lorsque la loi o(.) est proportion-

nelle & la mesure de Lebesgue v(.) sur U. La Fig. (2) nous donne un exemple de

INRIA



Ezxtraction de houppiers par processus objet 11

processus de Poisson homogéne, défini sur U = [0,100]2, de paramétre de propor-
tionnalité a = 0.005. Dans ce cas, on vérifie aisément que 1’espérance du nombre de
points dans U, E[N(U)], est

E[N(U)] = a.v(U) = 50.

3.1.3 Stabilité d’un processus ponctuel
Définition 3.3

Soit x un processus ponctuel défini par une densité f(x) par rapport
& un processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité finie et non-
atomique u(.). Alors x a une intensité conditionnelle de Papangelou
définie par:

n(x)
N (x,6) = %,vg e{U - =
=1

Dans [2], Geyer donne une condition importante de stabilité des processus ponc-
tuels basée sur l'intensité de Papangelou, qui lui permet d’établir la convergence
d’algorithmes de simulation par chaines de Markov :

Un processus défini par une densité non normalisée h(.) par rapport
a u(.) est localement stable s’il existe un nombre réel M), tel que:
h(xU{£}) < My h(x),Vx € ¥,V¢ €U (4)

c’est & dire si 'intensité conditionnelle de Papangelou est bornée.

3.2 Simulation par un algorithme MCMC a sauts réversibles
3.2.1 Le principe

L’algorithme de Metropolis-Hastings-Green (MHG) permet la simulation de pro-
cessus ponctuels au moyen d’une chaine de Markov. L’avantage de cet algorithme est
que les transitions de la chaine sont régies par des noyaux de propositions Q;(.,.),

RR n® 5037



12 Perrin & Descombes € Zerubia

définis sur ¥ x B(W¥) et choisis aléatoirement & chaque itération, qui autorisent des
changements de dimension (sauts réversibles) dans ’espace des configurations W.
Celui-ci peut donc étre exploré entiérement, au moyen par exemple des noyaux de
propositions de naissance (ajout d’un objet a la configuration courante) et de mort
(suppression d’un objet de la configuration courante).

Soit 7(.) notre loi objectif, de densité non normalisée h(.) par rapport a la
mesure de référence p(.). Le principe de cet algorithme est le suivant: a chaque
itération, on propose une modification de I’état courant x; suivant un noyau de pro-
positions Q;(x¢,.) choisi avec une probabilité p;. Ce mouvement est accepté avec
une probabilité a;(x¢,.), calculée de maniére & assurer la w-réversibité de la chaine.
Il est rejetté avec la probabilité complémentaire 1 — a;(x,.).

Pour calculer la probabilité d’acceptation a;(xy,.), nous avons besoin d’une me-
sure symétrique &;(.,.), définie sur ¥ x ¥, telle que 7(.)Q;(.,.) soit absolument
continu par rapport a &;(.,.). Dans ce cas, la densité de 7(.)Q;(.,.) par rapport a
&i(.,.) existe (théoréme de Radon-Nikodym) et s’écrit :

o ﬂ'(dxt)Qi (Xtde)
F6¥) = e i dy)

La probabilité d’acceptation du mouvement ¢, x; — y, s’exprime en fonction de cette

dérivée:
fi <Y7Xt) )
fi (XtaY) -

()

a;(X¢,y) = min (1, (6)

3.2.2 Algorithme

Nous allons présenter cet algorithme dans le cadre d’un noyau de propositions
multiple (7) : Q(.,.) est une combinaison linéaire de plusieurs noyaux de propositions
Qi(.,.), ¢ € I, choisis a chaque itération avec une probabilité p; et décrivant chacun
un mouvement différent de la chaine. Avec la probabilité complémentaire py = 1 —
Y icrPi > 0, on impose & la chaine de rester dans 'état courant.

Q(x,.) = > piQi(x,.) + polixe,- (7)
iel

Nous rappelons qu'il est nécessaire que 7(.)Q;(.,.) soit absolument continu par rap-
port & une mesure symétrique &;(.,.) sur ¥ x W. De cette facon, on peut définir
pour chacun des noyaux une dérivée de Radon Nikodym f;(.,.) et calculer le taux

INRIA



Ezxtraction de houppiers par processus objet 13

d’acceptation du mouvement en question.

ALGORITHME A

A partir de la configuration courante x; :
1. on choisit avec la probabilité p; un des noyaux de propositions
Qi(x¢,-)
2. on génére la configuration y, connaissant la configuration x,
selon le noyau sélectionné Q;(x¢,.).

3. on calcule le rapport de Green relatif au noyau i, R;(x,y):

fily,x) _ m(dy)Qi(y,dx)
filxey)  m(dxe)Qi(xe,dy)

4. avec la probabilité a;(x;,y) = min(1,R;(x;,y)) on accepte le
nouvel état y, sinon on conserve X;.

Ri(xs,y) = (8)

Dans 2], Geyer démontre la convergence de cet algorithme avec les mouvements
de naissance uniforme (choix uniforme de l'objet de U a rajouter dans x;) et de mort
uniforme (choix équiprobable de 'objet & tuer dans x;). C’est ce que nous devrons
faire avec nos noyaux de propositions, une fois notre modéle présenté.

4 Le modéle proposé

4.1 Modéle géométrique

La forme géométrique des peupliers est difficile & déterminer avec exactitude,
d’autant plus qu’elle varie d’un arbre & 1’autre et que I'image est discréte. Le choix
du modéle géométrique de nos objets est donc une premiere décision d’importance a
prendre. Plusieurs possibilités de modélisation de nos objets s’offrent & nous: poly-
gonale, elliptique ou circulaire (cas particulier du précédent). Par souci de simplicité
et pour minimiser la dimension de 1’espace objet, nous avons opté pour une modé-
lisation circulaire des peupliers. L’espace objet U sur lequel nous travaillons est par

RR n® 5037



14 Perrin & Descombes € Zerubia

conséquent un sous-ensemble de R?. En effet, chaque objet u € U est parfaitement
caractérisé par la position de son centre dans l'image C,, = (X,,Y;) et par son rayon
R,.

Les images de données étant finies, les coordonnées des objets seront inscrites
dans un pavé de R%. On note P cet espace des positions: P = [0,X /] x [0,Yns], avec
Xar > 0 et Yy > 0. 11 en sera de méme pour les marques des objets, c’est & dire les
rayons des cercles. On peut raisonnablement supposer 1’existence de bornes R,, et
R telles qu’aucun arbre n’ait une dimension supérieure & Rj; ou inférieure & R,,,
avec R, < Rys. L’espace des marques, noté X, est alors simplement X = [R;,,,Rps]-
L’espace objet a donc la forme suivante:

U=PxX=1[0,Xp] x[0,Yr] X [Rmn,Rn]. 9)

Pour définir un élément u de U, on écrira u = (X,,Y,,Ry). L’espace des configura-
tions, noté W, est défini & partir de cet espace objet U comme étant la réunion de
toutes les configurations d’objets de U.

Vx € ¥.x = {z1,... ,xn(x)},xi e UVi. (10)

4.2 Densité du processus
4.2.1 Processus ponctuel de référence

Le processus ponctuel de référence est un processus de Poisson de mesure
d’intensité v(.), mesure de Lebesgue définie sur R® (v(.) = A3(.)). La loi de ce
processus est notée u(.), et son expression pour tout borélien A € B(¥) est donnée

par (1).
4.2.2 Cadre bayésien

Soit h(.) la densité du processus ponctuel que l’on souhaite simuler. La mesure
objectif 7(.), mesure invariante de la chaine de Markov, s’écrit alors:

m(dx) = h(x)p(dx). (11)

L’expression de la densité h(.) est assurément un des points-clés de notre démarche.
Non seulement elle doit contenir les informations suffisantes nous permettant de
détecter les houppiers sur les images de foréts, mais elle doit en outre vérifier la
condition de stabilité (4). Sous cette hypothése en effet, ainsi que celle de réversibiliteé,

INRIA



Ezxtraction de houppiers par processus objet 15

nous sommes assurés de la convergence de la chaine de Markov vers la mesure objectif
7(.) [2, 5]. On rappelle cette condition de stabilité:

h(x U {€)) < My h(x),¥x € ®,V¢ € U.

La densité h(x) modélise en réalité la densité de probabilité de la configuration x,
étant donnée 'image J sur laquelle nous devons extraire les houppiers. Nous 1’écrivons
h(x), mais il s’agit en fait de la densité a posteriori des configurations. Dans un
cadre bayésien, on peut alors appliquer la régle de Bayes:

h(x) = h(x[9) = 7%(’})8;3"‘)

L’écriture bayésienne nécessite que nous soyons capable d’exprimer la vraisem-
blance de I'image étant donnée la configuration x, notée L(J|x). Le terme
hp(x) est quant & lui une connaissance a priori sur les configurations. Etant
donné que nous travaillons sur une densité connue & un facteur multiplicatif prés,
nous écrirons par la suite

o hp(x)L(I]x). (12)

h(x) = hp(x)L(I[x) (13)

Nous consacrerons les deux sous-parties suivantes aux choix de la densité a priori et
du terme de vraisemblance.

4.2.3 Terme a priori h,(x)

Ce terme renseigne sur toutes les connaissances a priori des configurations d’ob-
jets que I'on recherche. Une bonne définition des contraintes que ’on souhaite imposer
aux configurations nous permet d’accélérer la convergence de 'algorithme: au cours
des itérations, nous n’acceptons en effet que les configurations intéressantes au sens
de cet a priori et pouvons nous retrouver plus rapidement dans un mode de la densité
a posteriori.

Pénalisations envisageables

Partant du principe que I'un de nos objectifs est de dénombrer les arbres, il
faut éviter de compter deux fois le méme. Ainsi, une configuration comportant deux
cercles se superposant, et détectant le méme houppier, est & bannir. Par contre, une
configuration avec deux cercles se superposant en partie, et détectant deux houppiers
distincts, doit étre possible si nous étudions une image ot les arbres sont trés proches
les uns des autres. Ces deux cas de figure sont représentés sur la Fig. (3). Nous allons
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16 Perrin & Descombes € Zerubia

introduire quelques définitions afin de caractériser dans l’espace des objets U ce
phénomeéne de superposition.

Définition 4.1

On appelle silhouette d’un objet u € U 'ensemble 8p(u) C P C R?,
intersection de 1’espace des positions et de la boule fermée dans R? (ou
disque), de centre Cy, = (X,,Yy) et de rayon R, :

8p(u) =B (Cy,Ry) NP,

On appelle alors silhouette d’un ensemble d’objets U = (u1,. .. ,uy)
(respectivement d’une configuration d’objets x = (uq,...,u,)), et on
note 8p(U) (resp. Sp(x)), 'ensemble défini par la réunion des silhouettes
de chacun des objets:

$o(W) = | So(u),

ueU

85(x) = | J Sa(u)-

uex

La silhouette d’'un objet u n’est donc pas toujours un disque, celui-ci peut en effet se
retrouver tronqué si le centre C,, € P est & une distance inférieure a R,, des limites de
I’espace des positions. On définit ensuite une relation de voisinage ~p, symétrique
et réflexive, qui met en relation deux objets de U dont les silhouettes s’intersectent
sur un ensemble non réduit & un point :

xi ~1 x5 A2 (S8p(zi) N 8p(x;)) > 0 & d(Czi,ij) < Ry, + Ry,

ou \y(). et d(.,.) sont respectivement la mesure de Lebesgue et la distance euclidienne
sur R?. On appelle alors naturellement voisinage d’un objet u € x au sens de la
relation ~; ’ensemble

Verx(u) = {zi € x|zi # u, i ~r u}.

INRIA



Ezxtraction de houppiers par processus objet 17

On note ensuite n..,(x) le nombre de paires d’objets (ou cliques) d’une configuration
X, voisins au sens de ~j. D’aprés cette définition, ainsi que celle du voisinage, on a:

n’VI(X) = Z 1:E1'NI:E]'

X5, EX, T AL

1
= 52tV x(w)).

uex

Définition 4.2
On appelle ensemble d’intersection d’un objet u dans une confi-
guration x, u € X, et on note Nx(u) l'ensemble

Nx(u) = 8p(u) N 8p(Veu, x(u)).
Par définition du voisinage V., x(u), on a aussi:

Nx(u) = 8p(u) N 8p(x \ {u})

puisque seuls les voisins de u au sens de ~j l'intersectent.

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

FiGc. 3 — A gauche : Cas de superposition o éviter, les deux cercles détectant le méme
objet. A droite : Superposition acceptable, deux objets distincts étant délimités.
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18 Perrin & Descombes € Zerubia

Cette derniére définition nous permet ainsi de caractériser, pour chaque objet «
d’une configuration, le sous-ensemble de P ou sa silhouette intersecte celle de son
voisinage.

Différentes modélisations des intéractions

D’aprés ce qui a été dit auparavant, nous devons veiller & ce que deux cercles
de notre configuration ne se superposent pas trop. Il faut éviter d’attribuer le méme
poids & toutes les intéractions entre les objets afin de permettre les faibles inté-
ractions au détriment des plus grandes. Un processus d’intéraction d’aires semble
indiqué : ce processus s’intéresse aux aires de l'intersection des différents objets de la
configuration. La densité a priori s’écrit alors:

hy(x) = e PaAix) (14)

avec 7, positif pour induire une répulsion, et A;(x) une fonction de x qu’il reste a
déterminer.

Différents modeéles d’intéraction d’aires sont envisageables. Tout d’abord, un pre-
mier modéle consiste & s’intéresser aux paires d’objets en intéraction, et & pénaliser
ces aires d’intersection :

Ax) = Y A (8p(i) N 8p(x;)) (15)

T T

Un second modéle consiste & ne pénaliser pour chaque objet que la plus forte inté-
raction qu’il a avec les autres objets de la configuration x:

As(x) = max (A (8p(u) NSp(v))) (16)

UEX 'UEVN[,X(U)

Enfin, un troisiéme modéle consiste & pénaliser 'aire de ’ensemble d’intersection de
chaque objet dans la configuration x:

As(x) = D Az (N (u)) (17)

UEX

Le modéle d’intéraction d’aires A;(x) sera choisi par la suite parmi les trois présentés
ci-dessus.
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Ezxtraction de houppiers par processus objet 19

4.2.4 Terme d’attaches aux données L(J|x)

On rappelle que le terme de vraisemblance L(J|x) correspond & la probabilité,
étant donnée une configuration d’objets x, d’observer une image J. Travaillant sur
des images discrétes dans [14] et [15], H. Rue fait de I'inférence bayésienne a ’aide de
processus ponctuels simulés par des chaines de Markov. Son terme de vraisemblance
consiste a distinguer deux classes de pixels dans l'image, selon qu’ils sont ou non
contenus dans un des objets de son processus, chacune des classes ayant des proprié-
tés distinctes.

Nous utiliserons la méme démarche pour notre attache aux données, qui sera par
conséquent une attache au niveau pixélique, tout en gardant cette notion d’objet.
Se posent alors le probléme de la discrétisation, ainsi que celui de la formulation des
classes de pixels utiles au calcul de cette vraisemblance.

Probléme de la discrétisation

L’image de données étant discréte, et les objets de la configuration définis sur un
espace U continu (plus exactement, c’est la continuité de P qui nous intéresse ici), il
nous faut définir une relation d’attache entre un objet défini sur U, et son représen-
tant sur I'image. Dans la pratique, 1’espace des positions est P = [0,X 7] x [0,Yas],
avec Xy et Yas entiers, correspondant 4 la largeur et la hauteur de 'image.

On peut visualiser ’ensemble de ces positions sur l'image en se munissant d’'un
repére orthonormé avec pour origine le coin en haut & gauche. Ainsi donc, le pixel
p=1{ij}, 0<i< Xp,0<j <Yy, delai®™ colonne et de la j°™¢ ligne, recouvre
le sous-ensemble [i,i + 1] x [j,7 + 1] de P. Ces notations sont reprises dans le schéma
récapitulatif de la Fig. (4). Soit alors x = (z1,...,x,) une configuration d’objets,
pour chacun de ses composants x;, on souhaite définir la notion de représentant sur
I'image.

Définition 4.3
Soit p un pixel {i,j}. Le centre du pixel p est le point central de p
dans ’espace des positions P, c’est a dire (¢ + %,j + %)
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Origine
o ’

axes des Y

10
0

axes des X

F1G. 4 — Repére de P sur la matrice d’une image J de taille 10 x 10. Le quadrillage
sépare les pizels de l'image J, et les croix représentent les centres de chacun des pizels.
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9

10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fic. 5 — A gauche : objet dans [’espace continu des positions, placé sur la grille de
limage. A droite : représentant discret de [’objet.

Définition 4.4

On appelle représentant sur I’image J de z; = (X,,,Ys,,Ry;), Uen-
semble Tq(z;) des pixels pr; = {k,l} de J ayant leur centre dans Sp(z;),
la silhouette de x; :

1 1
(k) + 5,1 + 5) S Sy(xz) = Dk, € TJ(.CL‘Z)

La Fig. (5) donne un exemple d’objet et de son représentant sur l'image. La
discrétisation des données, notamment sur des objets de petite taille comme des
arbres (sur une image de résolution 0.5m), altére significativement les propriétés
géométriques de nos objets. Nous nous sommes limités & des processus de disques
dans un premier temps, mais sans doute qu’une forme elliptique sera plus adaptée
dans nos applications futures.
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Définition des classes de pixels

On peut alors attribuer & chacun des pixels de I'image J une appartenance & une
des deux classes suivantes, qui réalisent une partition de J:

— La classe des arbres C4: un pixel appartient & C4 §’il appartient & un des
représentants Tq9(x;) des objets de la configuration x:

GA = U ‘Tj(x@)

xr;EX
— La classe du fond Cp: un pixel appartient a Cp s’il n’appartient pas a la
classe des arbres.

La bande proche infrarouge séparant nettement le niveau de gris des arbres (chloro-
phylliens) et du fond, on décide de modéliser chacune de ces classes par une distri-
bution normale de ses niveaux de gris:

Ca:N(pa,o4) et Cp:N(up,or) (18)

Ainsi, la vraisemblance de la classification d’un pixel p de niveau de gris y, sur J est :

_ _ 2
P(p € Ca) = \/%JA exp ( (yga?fA)Z))
P(p € Cp) = 271rap exp (7_(?”2’;{” )

Ce modéle pourrait tout a fait étre développé si on avait plusieurs espéces d’arbres
différentes. Cependant, les distributions gaussiennes des niveaux de gris risqueraient
de se confondre, et I’évaluation de la vraisemblance serait faussée. L’information don-
née par les niveaux de gris est donc trés faible. Il nous faudra par la suite, lorsque
nous étudierons des images comportant différentes espéces d’arbres, établir une si-
gnature robuste de chacune de ces espéces, en calculant par exemple certains
attributs de texture.

La vraisemblance de I"image L(J|x), en supposant les pixels indépendants condi-
tionnellement & leur appartenance & une classe donnée, est donc:

L) = I zm—A exp< (o 20A ) H 27mF exp(_(ypz;“F)Q) (19)

peCy F
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4.2.5 Stabilité du processus

L’intensité conditionnelle de Papangelou se calcule pour notre modéle de la facon
suivante :

M (x,6) = hxu{eh) _ LOxU{e}) hp(xu{f})
’ h(x) L(J|x) hp(x)
LOXULEY) —volixuieh-as)]
L(Jx)
LOxU{¢}) e AA(x,)
L(J|x)

Nous rappelons que la majoration de cette intensité conditionnelle de Pa-
pangelou est une condition suffisante de convergence de ’algorithme de Green
[2, 5] (ne comportant que le noyau de naissance/mort), mais nous souhaitons, en
outre, imposer une condition supplémentaire 4 notre modéle, la majoration de
P’inverse de l'intensité conditionnelle de Papangelou (autrement dit, la mino-
ration de cette intensité par un terme strictement positif). Cette condition nous sera
utile pour prouver la validité d’un mouvement du noyau de propositions, c’est & dire
la convergence de ’algorithme A avec ce noyau. C’est pourquoi nous allons vérifier
ces deux propriétés pour chacun des modeéles d’intéraction d’aires A;(x).

Majoration de l’intensité conditionnelle de Papangelou

D’une part, remarquons que la vraisemblance L(J|x) est majorée et minorée par
Loin €t Lpar définis de la fagon suivante:

2
fmin= ] 1 exp max (|yp — palblyp — e\ (20)
(04,0F)

; 2
pECAUCE 2m max 2min(o4,0F)
et
1 —mi _ _ 2
—— : exp min (|y, MAMpr,UFD 0. (1)
pECALCH V27w min(o 4,0F) 2max (o 4,0F)

D’autre part, l'intensité conditionnelle de Papangelou du terme a priori h,(.) est
majorée puisque pour nos trois modeéles, AA;(x,{) > 0. On obtient donc:

n(x)

ma:c:M _ ; 29
o= MpYE €U g“ (22)

b

A (x,6) <
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Cette derniére équation nous assure la stabilité locale du processus, et donc les bonnes
propriétés de la chaine de Markov qui le simule.

Majoration de l’inverse de l’intensité conditionnelle de Papangelou

Récrivons l'inverse de la densité de Papangelou :

V(xg)  hxU{E))  LOxU{ED"

D’apres les majoration et minoration de la vraisemblance, on a déja:

1 h(x) LOK)  eadixe) (23)

n(x)
V€ e {U — | =i} (24)
=1

LOK) L
LOxUAE}) = Lomin

Il nous reste & essayer de majorer I'inverse de l'intensité conditionnelle de Papange-
lou de la densité a priori h,(x) pour chacun des trois modéles d’intéraction d’aires
proposés. Cela équivaut a majorer le terme AA;(x,§).

1. Modéle 1: AA;(x,€)

Notre objectif est de prouver, contre-exemple & ’appui, que nous ne pouvons
pas majorer 'inverse de l'intensité conditionnelle de Papangelou de h,(x), ou
de fagon équivalente majorer AA;(x,£). Autrement dit:

VM > 0,3(x,6) € ¥ x U tels que AA;(x,£) > M.

Supposons que les espaces P et K soient tels qu'un objet de marque maximale
R puisse étre positionné dans P sans que sa silhouette n’intersecte les bords.
Cette hypothése peut se formuler ainsi: Xy > 2R et Yy > 2R)s. Elle n'est
pas essentielle, mais simplifie les notations. On appelle £ = (X,Y,R)s) un tel
objet, et suite & une translation du repére, que l'on centre en (X,Y), on a
§= (O’O’RM)

Puis, on crée quatre objets de marque minimale R,, dont la silhouette est
contenue dans celle de . Ces objets, représentés sur la Fig. (6), sont :

Tnord = (OaRM - RmaRm)
T sud = (O,Rm — RM,Rm)
Test = (RM - Rm;O;Rm)
Touest = (Rm — Ra,0,Rm)
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Fi1aG. 6 — Description du contre-ezemple, avec Ry, =7, Ry =12, et n = 5.

Les centres de ces objets sont les sommets d’un carré dans P, sur lequel on défi-
nit un maillage uniforme de dimension n x n. Sur chacun des (n+1)? sommets
de ce maillage, on place un objet z; ;, (i,j) € [1,n + 1], de marque R,,. On a
par exemple Tyord = T1,1, Tsud = Tntlntl, Test = T1ntl € Touest = Tni11.

Notons que la distance minimale entre deux objets, qui est aussi la distance
caractéristique de ce maillage, est d,, = M. Notons d’autre part que
pour les n pairs, I'un des points du maillage est le centre du repére, c’est & dire
Tnn = (0,0,R,,). Nous travaillerons donc par la suite avec des n impairs afin

d’éviter que 'un des objets du maillage ait la méme position que &, puisque
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notre processus sur P doit étre simple.

On appelle x,, la configuration composée de ces (n + 1)? objets. On se propose
alors de calculer AA;(x,,¢). Le fait de rajouter 'objet £ a la configuration x,,
crée (n + 1)% nouvelles cliques puisque & ~; z;; V(i,j) € [1,n + 1]?. D’aprés
(15):

AA (X)) = D X (8p(€) N Sp(u))

UEXn

= (n+1)°7R%,

Ce terme n’est pas majoré. Il est impossible de majorer l'inverse de l'inten-
sité conditionnelle de Papangelou avec le premier modéle d’intéraction d’aires,
puisque:

M
VM > 0,3(x,,{) € ¥ xU,n= ”W’ tels que AA; (x,,€) > M. (25)

. Modéle 2: AAs(x,£)

A partir du méme contre-exemple, nous allons montrer qu’il est impossible de
majorer AA(x,£). D’aprées (16) :

AAz(xn,§) = maxvey, . i) (A2 (82(8) N Sp(v)))

+D uexn max (A2 (S8p(u) N 8p(v)))
UEVNI,xnU{é} (’U.)

= (Sp(w)NS (€)= (Sp (1))
= Duex, MaXpev, () (A2 (8p(u) N 8p(v)))

Dans la configuration x,, tout objet posséde au moins 1 plus proche voisin sur
le maillage, avec lequel ’aire d’intersection des silhouettes est maximale. En
notant A l’aire d’intersection de ces deux objets de la configuration, distants
de d,,, on obtient :

AAy(%p,€) = TR + (n 4+ 1)?7R2, — (n + 1)%4

Avec les notations de la Fig. (7), on peut exprimer A en fonction des variables
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Fi1G. 7 — Calcul de Uintersection de deux cercles de méme rayon.
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N G RM_Rm .
du probléme, en posant K = T

P (O/E+@> dnh
m 2 - T

2
K —
= R’ (2 arccos (z) - sin(C’BD))

Puis, comme sin(@) > 0 et TR2, > 0, on peut écrire:

n

AAsy(xn,6) > (n+1)2R2%, (7r — 2arccos (5» . (26)

Montrons que le terme de droite de (26) tend vers l'infini quand n — +oo.
Pour ce faire’ecrit le développement limité de la fonction arccos (%) a ordre
2 en %, ce qui nous meéne a:

(n+1)°R2, (W—Zarccos <%)) (n+1)’R, (% +o (%))

= (2KR2)(n+2)+o(1)
Ce terme n’est pas majoré quand n — +o0. (26) nous permet de conclure:

lim AA(xp,§) = +o0 (27)
n—-+o0o
Il est donc impossible de majorer 'inverse de l'intensité conditionnelle de Pa-
pangelou avec le second modéle d’intéraction d’aire.

Nous avons montré qu’aucun des deux premiers modéles d’intéraction d’aires
proposés n’assurait la minoration de l’intensité conditionnelle de Papangelou
par un terme strictement positif.

. Modéle 3: AA3(x,¢)

Cette fois, nous allons démontrer que l'inverse de l'intensité conditionnelle de
Papangelou est majorée. Comme pour les deux modéles précédents, nous allons
nous intéresser au terme AA3(x,£) et montrer qu’il est majoré. D’aprés (17):

AAs(xn:€) = X (N (€)) + D [A2 (Manugey (W) = Az (N, (w))]
—_———

UexX
g1 (xnzf) ~

7

gz(;,ﬁ)
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avec
91(xn,€) < X2 (89(€)) < 7R}, (28)
puisque Ny, uge3 (§) C 8p(€), et

92(%n) = Y A Mnugey () \ N, (1)

UEXnp D
uw

b

puisque Ny, (u) C Ny, ufe}(w)-

Lemme 4.5 :

Les ensembles A, vérifient les deux propriétés suivantes:
- Yu € xp, Ay C 8p(&)
— les ensembles A, sont disjoints: A, N A, = {0}, v # v

¢ Démonstration :
Yu € x, tel que A, # {0}, Vo € Ay, d’aprés la définition de A, :

x € Ay C Nx,ufey(u) = 8p(u) N8 (Ve x,uiey(w))

Donc x € S8p(u), et v € x,, U {}, v # u, tel que z € Sp(v). Montrons que cet
objet v, voisin de u, ne peut étre que £, en raisonnant par 1’absurde.

Siv # &, alors x € (8p(u) N8p(v)) C Nk, (u) = = € Ny, (u). Par définition
des ensembles A,, on a aussi x ¢ Nx,(u), ce qui est contradictoire. Ainsi, le
seul objet v possible est ¢ lui-méme, et on a bien = € 85(&), ce qui démontre
la premiére propriété.

Nous venons de montrer que Yv € x,, tel que v # u, ¢ 8p(v). Or, 8p(v) D Ay,
et donc = ¢ A,. Ceci démontre la seconde propriéteé.

¢

D’aprés le lemme précédent, les ensembles A, étant disjoints deux & deux et
contenus dans 8(§),

B(xnsl) = D Ma(Aw) =X ( U Au>

UEXy UEXy

< A2 (8p(8)) -

RR n® 5037



30 Perrin & Descombes € Zerubia

Un majorant de ¢a2(x,,£) est dans ce cas:
92(%n,€) < wR3;. (29)
(28) et (29) nous permettent de conclure sur la majoration de AA3z(xy,,¢):

AAs3(x,,6) < 27R3,. (30)

Contrairement aux deux modéles précédents, le troisiéme modeéle d’intéraction
d’aires a son intensité conditionnelle de Papangelou majorée et minorée par
un terme strictement positif:

0<mp< )\*(X,f) < M; < +o0. (31)

C’est donc ce modéle que nous choisissons.

4.3 Choix de l’estimateur

On cherche une estimée de la configuration d’objets qui correspond le mieux &
notre image, c’est a dire la configuration qui minimise l’espérance d’une fonction
de cofit suivant la loi a posteriori. Dans notre modele, nous avons choisi comme
estimateur le maximum a posteriori (MAP), la fonction de cout qui lui est associée
étant :

0 six=x%
1 sinon.

Lyap(x,X) = {
L’estimateur de Bayes est la configuration qui maximise la densité a posteriori :
xpmap = arg max(h(x|J))
X

= arg m}zcix(h(x)).

Dans la pratique, pour obtenir la configuration qui maximise la densité a posteriori
h(.), on utilise un recuit simulé. Son principe est de simuler une chaine de Markov

1
de densité objectif non plus A(.), mais h(.) Tk, ot T} décroit vers 0 quand le nombre
d’itérations augmente.
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Afin de controler la dynamique de P’algorithme, on rajoute un terme "*) a la
mesure du processus de Poisson de référence u(.), qu’il pondére. L’expression de la
loi objectif 7(.) & une température T} est alors:

Ag(x)

rr(dx) = e T L(00x) T B u(dx). (32)

Ainsi, cela revient & faire évoluer h(.) en dirac au niveau de ses modes principaux.
La décroissance vers 0 de la température nous assure de trouver le maximum de la
densité a posteriori. Cependant, de fortes conditions sur la vitesse de décroissance
des températures T}, sont nécessaires pour s’assurer de la convergence de ’algorithme
de recuit simulé. Une décroissance logarithmique:
a

Te= In(k + 1)
convient pour assurer cette convergence mais est trop lente pour étre implantée. Lors
des simulations sur ordinateur, nous lui préférons une décroissance géométrique, ce
qui nous fait sortir du cadre théorique de la convergence, mais donne en pratique des
résultats corrects:

Tiy1 = (1 - a).Tk,a < 1.

5 Composition du noyau de propositions

Dans cette partie, nous présentons les mouvements de la chaine de Markov
de notre algorithme MCMC & sauts réversibles. Nous distinguons les mouvements
simples, qui affectent un des objets de la configuration courante, des mouvements
complexes, qui changent la dimension de la configuration. Parmi ces mouvements
complexes, nous distinguerons le noyau classique de naissance/mort du noyau de
fusion/division d’objets.

5.1 Mouvements simples

Les mouvements simples affectent un objet de la configuration courante selon une
transformation symétrique. Ils reviennent & combiner une mort et une naissance, et
font donc gagner du temps & ’algorithme qui n’a plus besoin de proposer et d’accepter
ces deux mouvements, mais juste un seul. Dans notre modéle, ils proposent & un objet
de le translater, de changer sa marque, ou les deux.
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5.1.1 Translation

Soit z; = (X,,Yz,,Rz;) € x. Le mouvement de translation propose de modifier ses
coordonnées (X,,Y;.) dans P. Pour cela, nous introduisons une variable aléatoire § =
(6x,0y) uniformément distribuée sur un compact symétrique de R?, © = [—ax,ax] x
[—by,by], et nous notons T;(x;) Uobjet résultant de cette transformation défini par:

T, Yz, = | Y, +0v
R, R,,

20 40 60 80 100 120

F1G. 8 — Mouvement de translation

5.1.2 Homothétie

Soit x; = (X4,;,Ya,,Rs;) € Xx. Le mouvement d’homothétie propose de modifier
sa coordonnée R, dans K. Pour cela, nous introduisons une variable aléatoire 6
uniformément distribuée sur un compact symétrique de R, ® = [—cpg,cg], et nous
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notons Ts(z;) 'objet résultant de cette transformation défini par:

X, X
|| Y, ||=] Y,
R, Ry, +6

Ce mouvement est illustré dans la Fig. (9).

20 40 60 80 100 120

FiG. 9 — Mouvement d’homothétie : exemple d’une dilatation

5.1.3 Translation et Homothétie

Soit z; = (Xg,;,Yz,,Rs;) € x. Le mouvement de translation/homothétie est le
composé des deux mouvements de translation et d’homothétie. Il propose de modifier
a la fois la position, mais aussi la marque de I'objet. Nous introduisons pour cela
une variable aléatoire § = (6x,0y,0r) uniformément distribuée sur © = [—ax,ax] X
[—by,by] X [—cr,cr]. Nous notons T,s(z;) 'objet résultant de cette transformation
défini par:

T:s le = Y;v,, + 6Y
Rmi in + 6r

Ce mouvement est illustré dans la Fig. (10).
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5.1.4 Noyaux de propositions et mesure symétrique

Pour chacune des transformations simples décrites précédemment, les noyaux de
propositions sont semblables. On les note respectivement Q(.,.) pour la translation,
Qs(.,.) pour 'homothétie, et Q;5(.,.) pour la transformation de translation/homothétie.
Soient alors x € ¥, A € B(¥), \i(.) la mesure de Lebesgue de R® (i = {1,2,3} selon
le mouvement) et x un symbole désignant 7, § et 76, ces noyaux s’expriment de la
fagon suivante:

L
n(x)

Xi(df)
| o @ =3g)

Qu(x,4) = Y (33)

r;€EX

La mesure symétrique &, (.,.) définie sur ¥ x ¥, par rapport a laquelle 7(.)Q.(.,.) est
absolument continu, se définit par:

£(A,B) = A 140 Y /06913<xu{T*<xi>}\{ximz-(de)u(dx). (34)

T;EX

* TRANSLATION R

PUIS DILATATION

N

20 40 60 80 100 120

Fi1a. 10 — Mouvement de translation/homothétie
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En posant y = x U {Ti(zi)} \ {z:}, on peut calculer la dérivée de Radon Nikodym
fx(x,y) associée & ces mouvements simples:

 rd0Quxdy) | h(x)
FY) = = lixdy) — nGOM(®) (35)

On en déduit les taux d’acceptation de ces mouvements:

() = min (155 (36)

5.2 Noyau de propositions de Naissance/Mort
5.2.1 Calcul des noyaux de propositions

Se limiter & ce noyau aurait été suffisant pour converger vers notre mesure objectif
7(.). Les autres mouvements sont modélisés dans le seul but d’accélérer la conver-
gence. On considére un noyau de propositions Qunm(.,.), composé lui-méme de deux
noyaux, l'un proposant une naissance avec une probabilité p,, et I’autre une mort
avec la probabilité complémentaire p,, :

Qnm(xv') = ann(Xa') +mem(X7') (37)

Dans le cas d’une naissance, on choisit v-uniformément un objet u € U et on propose
de l’ajouter a la configuration courante x;. Soit A un borélien de B(¥), le noyau Q,

est donc:
_ v(du)
Qn(x4,A) = / 14(x: U {u}) () (38)

uelU

Dans le cas d’'une mort, on choisit équiprobablement un objet u € x;, et on propose
de le supprimer. L’expression du noyau @, est:

1

n(x¢)

Qm(xe,A) = Y Lalxe \ {u})

uUEXt

(39)

Dans le cas particulier d’'une configuration vide, n’ayant pas d’objet & tuer, on consi-
dére que le noyau de mort est ’identité.

5.2.2 Mesure symétrique et dérivée de Radon Nikodym

Il nous reste a trouver une mesure symétrique &,m(.,.) sur ¥ x ¥ par rapport a
laquelle 7(.)Qnm(.,.) est absolument continu. Soient alors A, B € B(¥). Si ni une
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naissance ni une mort n’est possible pour passer de A & B, alors &,,,(A,B) peut étre
nul puisque dans ce cas 7(.)@nm(-,-) = 0. On propose la mesure suivante :

Eom(A,B) = W/Aw 1waw><nmm+Ang§}m@wwmwm

ucx
(40)
Cette mesure est bien symétrique [11], et nous méne au calcul des dérivées de Radon
Nikodym frm(xs,x¢ U {u}) pour la naissance et fpm(xs,x¢ \ {u}) pour la mort :

(A%t ) Qrm (X1, d(x2 U {u})) _ h(xt)pn

nm ) = = 41
e (= EATE 1) I )
7 (dX¢) Qi (x1,d(x¢ \ {u})) _ h(xt)Pm
nm y = = 42
Jrmen M) =72 irdte\ [u]) ) 2
5.2.3 Taux d’acceptation des mouvements de naissance et de mort
On déduit de (41) et (42) les taux d’acceptation des deux mouvements :
. pm h(x¢ U{u}) v(U)
an(xt,Xt U {U}) = min (17 D h(Xt) ’I’L(Xt) +1 (43)

P h(xe \ {u}) n(x¢)
am (%¢,%¢ \ {¢}) = min ( o hx) o(0) ) (44)

5.3 Noyau de propositions de Fusion/Division

On considére un noyau de propositions Q4(.,.), composé lui-méme de deux
noyaux, l'un proposant une fusion avec une probabilité pf, et I'autre une division
avec la probabilité complémentaire pg :

Qra(x,.) = prQy(x,.) + paQa(x,.) (45)

A partir de la configuration courante x¢, une fusion consiste & supprimer deux objets
x; et x; de x¢, voisins au sens de la relation ~j, et & ajouter a la configuration un
nouvel objet u € U obtenu & partir des deux objets supprimés. Une division consiste
4 supprimer un objet x; de la configuration, et & ajouter deux objets u et v, voisins
au sens de ~j, obtenus & partir de x;.

INRIA



Ezxtraction de houppiers par processus objet

37

FiGg. 11 — Schéma explicatif du mouvement de fusion.
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5.3.1 Description de la fusion de deux objets

Pour fusionner deux objets voisins au sens de ~j (cf Fig. (11)), on commence
par choisir équiprobablement une clique d’objets (z;,x;) dans la configuration x
avec la probabilité m Ces deux objets ont respectivement pour coordonnées
(Xz;,Ye; Re;) et (Xg;,Ys;,Re;) dans l'espace objet U. Puis, on génére un vecteur de
variables aléatoires z = (21,22,23) € Zy C R3, qui nous permet de calculer I’objet

u = (Xy,Yy,R,), résultant de la fusion de z; et x;:

Xoj+Xa,

X, X, S L + z9cos(z1)
Tf Yx,, ) Y:Ej = i 5 e + z9 Sin(z1)
Ro;+Ra.
R, Ra; J; L+ 23

Les variables aléatoires z1, tirée uniformément sur [0,27], et z9, tirée suivant une loi
normale tronquée de moyenne 0 et de variance § sur ]0,1], f.,(.), nous permettent
d’obtenir la position de u dans un disque de rayon 1 autour du milieu des centres des
objets a fusionner. La variable aléatoire z3, qui nous permet de calculer la marque de

., . 4 Rz1+Rm . le+Rm
u, est tirée uniformément sur [max (—I,Rm — 5 ’) ,min (1,RM — i )] =

[y, M,,]. La loi de probabilité de la variable aléatoire z est donc:

APe(2) = f1(2(d2) = 5 fa(22) 3 ()

z3 T ng

La fonction 7y, 2, (2), qui & un élément de Z; associe 'objet u résultant de la fusion,
est un difféomorphisme dont le jacobien vaut:

e () = 22> 0

5.3.2 Description de la division d’un objet

Pour diviser un objet de la configuration x (cf Fig. (11)), on commence par choisir

équiprobablement 'objet x; avec la probabilité an) Cet objet a pour coordonnées

(Xz,,Yz,,Rz,) dans espace objet U. Puis, on génére un vecteur de variables aléatoires
2z = (21,22,23,24,25,26) € Zyg C RS, qui nous permet de calculer les deux objets
w1 = (Xuy,Yu, , Ruy ) et ug = (Xu,,Yu, ,Ru,), résultant de la division de z; :

X, X+ zpcos(en) + 2560 T [ X, 4 25 c0(z) — 22020
Ta Yz, = Yy, + zgsin(z1) + 25024 5“21(24) | Y, 4 zosin(zy) — 51121(24)
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F1G. 12 — Schéma explicatif du mouvement de division.
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Le vecteur z est choisi de facon & rendre ce mouvement symétrique de la fusion.
Les variables aléatoires z1, tirée uniformément sur [0,27[, et z9, tirée suivant une loi
normale tronquée de moyenne 0 et de variance g sur ]0,1], f.,(.), nous permettent
d’obtenir la position du milieu des centres des objets u; et us. La variable aléa-
toire z3, qui nous permet de calculer la moyenne des marques de u; et ug, est tirée
uniformément sur [max (—1,R,, — Rg,;),min (1,Ry — Ry;)] = [my,M,]. La variable
aléatoire zy4, tirée uniformément sur [0,7[, nous donne l'orientation de l’axe reliant
les deux objets par rapport a ’axe des X. Pour s’assurer du voisinage de ces deux
objets, u1 ~g u9, il faut que l'on ait la relation suivante:

d(ul,uz) < Ru1 + Ru2 = Q(Rmi + 23).

La variable aléatoire z5 = d(uj,uz2) est donc tirée uniformément sur |0,2(R,,; + 23)],
celle-ci devant étre non nulle puisque notre processus est simple. Enfin, la derniére
variable zg nous donne la différence entre les rayons des objets. Celle-ci est tirée
uniformément sur [—M zg,M,,|, o M,, = min(Rpy — (Ry; + 23),(Ra; + 23) — Rin),
Ry,

afin que l'on ait R, <
Ry,

< Rjps. La loi de probabilité de la variable aléatoire z

est donc:

1 1 1
v
M.y —ma, 2(Rz; + 23) M,

2
tPa(2) = faleIwlds) = (=) Tl (@2)

La fonction (,;(z), qui & un élément de Z,, associe les objets uq et up résultant de
la division, est un difféomorphisme dont le jacobien vaut

e, (2)] = 2225 > 0

A un vecteur de U x U x Zy, on associe un et un seul vecteur sur U X Zg, et
réciproquement. L’application

UxUx Zf — U X Zd
! / ! ! ! !
(Xxi,Yxi,Rmi,ij,ij 7RCCJ‘7Z1’Z27Z3) Ad (XuayuaRuazl7227237'24725326)

est une bijection, ou l'on remarque d’une part que zp = zj, d’autre part que par
construction, zf = d(x;,x;).
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5.3.3 Calcul des noyaux de propositions

D’apreés ce qui précéde, la modélisation de nos mouvements méne a:

dPy(z)
Qsx.4) = LA\ (20U} U e, (DD Ty 2D(d2)
= 1 X\ 1Z; Ux; U 1 (u -1 (u)|v(du
- wx) NZ nm.z,@f)wl"‘( \ s U} U L) fr O, (@)1, (o)
= — / Z La(x\ {2 U} U{ul)luey,, ..z fr (Mo, ()1, o, (Wlv(dw)
et
dP4(z)
f—’%
QulxA) = [ 140\ (o} G (D R

w9 2
L > / (\ {ai} U fur Une)) fa(Go ) s (s u) (s ()
n(x) srex ) e (Zd)CUxU

1
.

/ D Lale\ {zi} U {us Uwa}) Ly wn)eca, (za) falCar (unuz)) | Tz (un u) v (dun v (d
T;EX

5.3.4 Mesure symétrique §sq

Pour le mouvement de fusion/division, on définit comme suit la mesure symé-
trique &fq(.,.) sur ¥ x W:

e dB) = [ [ 1400 3 166\ (w0} 0 fuw(dn)utin)

(xl,z])ex
/‘;’ /(u1,u2)€U UZG;( 1B \ {u} N {UI - U2}) (d )

Celle-ci est symétrique si 'on démontre que quels que soient les boréliens A,B €
B(P), en notant A, = ANP,,

§ra(Any1,Bn) = §5a(Bn,Any1)-
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Or,

€a(Ans1,Bn) = /@ / JRYSNC 15, (x \ {2 U3} U {u})w(du)p(dx)

(.’E.“CCJ )EX

—V(U
- (n+1)! /Un+1 /UEU L (x Z 1p,(x\ {z; Uz;} U{u})v(du

(xizmj)ex

er(U)

wn+2()

Jv" ! (dx)

S - / / C2 a1 1) LB, (x\ {20 Uznsn} U {u])r"2()
Un+1 UEU

(n+1)!
—l/(U)

= /n/( B.(y ={x1,.. . xn_1,u})la, . (¥ \ {u} U{zn Uznii b

—U(U) 1
- )EU13n<y>521Anﬂ<y\{u}u{xnwn+1}>vn+2<.>
. n T, Trtl

uey

v(dz, )v(dx,41)

- [/ 1, (5) 3 Lty 7\ {1} U {n U s })
U, J(zn,zny1)EU uCy
= {fa(BnAnta).
Ceci montre bien que la mesure £54(.,.) ainsi définie sur ¥ x W est symétrique.

5.3.5 Dérivées de Radon Nikodym
Cas de la fusion
Soit y = x \ {z; Uz;} U{u}. Nous étudions la transition x — y. Comme re-

quis, 7(.)Q4(.,.) est absolument continu par rapport a la mesure symétrique z4(.,-.)
puisque:

w(d0)Qalrxdy) = () Lhs frn Loy ) r, ()lv(a) — (46)

et
Era(dx,dy) = v(du)p(dx) (47)

La dérivée de Radon Nikodym associée & ce mouvement se déduit de (46) et (47):

.
fra(xy) = py n}i(’(i)() F1 0z ; ()

(48)
22
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Cas de la division

Soit y = x \ {z;} U {u1 Uuy}. Nous étudions la transition x — y. Comme
requis, 7(.)Qr4(.,-) est absolument continu par rapport a la mesure symeétrique £ 74(.,.)
puisque:

(0@l dy) = hOx)p(dx) 0 Fal 7 un ) ez (00 (s () (49)
et
Era(dx,dy) = v(dui)v(dus)p(dx) (50)
La dérivée de Radon Nikodym associée & ce mouvement se déduit de (49) et (50):
-1
fra(xy) = pdh(x) fals, (uruz)) (51)

n(x) z9.d(ui,usz)

5.3.6 Taux d’acceptation des mouvements de fusion et de division

On déduit de (48) et (51) les taux d’acceptation des deux mouvements:

ozf(xt,zct \ {x; vaj} U {u}l) = min

y

L Pa () ey () falGa (mioeg) 1
P h(xe) n(xe) =1 fr(nma (w) d(ziz;)

(52)
et

7p_d h(Xt) LTSS (y) fd(CiU:l(ulauQ))

ot \ {5} U (g Uia}) = i (1 pr h(y) () S0t (@) d<u1,uQ>>

’ (53)

6 Convergence de ’algorithme proposé

Nous avons décrit, dans la partie précédente, les noyaux de propositions que nous
utilisons dans la simulation. Il s’agit des noyaux de translation, Q. (.,.), d’homothé-
tie, Qs(.,.), de translation/homothétie, Q.s(.,.), de naissance/mort, Qum(.,.), et de
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fusion/division, @ f4(.,.)-

Il nous reste & montrer que ’algorithme A énoncé précédemment converge bien
vers la mesure objectif 7(.) de densité non normalisée h(.) par rapport & la mesure
de référence p(.). Les conditions de convergence d’une chaine de Markov vers sa loi
stationnaire peuvent étre trouvées dans [1].

La récurrence de la chaine de Markov est assurée par le calcul des taux d’ac-
ceptation des transitions [5]. Il nous reste & démontrer l'irréductibilité, ainsi que la
récurrence au sens de Harris [2].

6.1 Irréductibilité de la chaine
Proposition 6.1 : Irréductibilité, Ensembles petits

Si la densité non normalisée h(.) vérifie la condition de stabilité (4), alors
Palgorithme A simule une chaine de Markov irréductible et tout
ensemble borné de W est petit.

¢ Démonstration :
Cette démonstration est disponible dans [13].

¢

L’algorithme A simule donc une chaine irréductible. Etant réversible, par construc-
tion des taux d’acceptation des mouvements «;(x:,y), elle est positive.

6.2 Positivité au sens de Harris

La récurrence au sens de Harris est une condition plus forte que lirréductibilité,
puisqu’elle ne dit pas que la probabilité de visite de la chaine dans tout borélien
est strictement positive, mais qu’elle est égale a 1. D’aprés [2|, une propriété plus
forte est ’ergodicité géométrique, qui est vérifiée si une condition dite de drift
géométrique est satisfaite.
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Proposition 6.2 : Condition de drift géométrique

Soit une chaine de Markov de noyau de transition K(.,.). S’il existe une
fonction V' : ¥ — [1,00), des constantes a < 1 et b < oo, ainsi qu’un
ensemble petit € € B(P), tels que Vx € P,

KV(x) = A K(x.dy)V(y) < aV(x) + ble(x), (54)

alors la chaine de Markov est ergodique géométriquement.

Nous allons établir cette propriété pour la chaine de Markov simulée par l'algo-
rithme A. Au cours de la démonstration, nous aurons besoin du résultat du lemme
suivant, qui exhibe une propriété du rapport du nombre de cliques sur le nombre
d’objets de la configuration, ainsi que de trois conditions sur notre modéle.

Lemme 6.3 : Propriété sur n.,(x)
Il existe un entier Nge. tel que pour toute configuration x € W,

n(x)(n(x) - Ndec) ]

n(x) > Nagee = 1y (x) > (55)
2.Ngee
Autrement dit, le rapport n"(’&) tend vers 0 quand n(x) — oo.
~I
¢ Démonstration :
Cette démonstration est disponible dans [2].
¢

Les trois conditions que nous énongons sont suffisantes pour démontrer la positi-
vité au sens de Harris de la chaine, et concernent le noyau de fusion/division. Elles
sont en fait acquises suite au choix de notre modéle :

— CONDITION ¢ : majoration de la densite ff(z).

Celle-ci est obtenue par construction puisque:

M., — m,, > min(1,Ryr — Rpy,)

3 1 1 fZQ (O)
= 1) = g )y S S min(1, Rar — R

= Mj,.
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— CONDITION ¢z : minoration de la densite fq(z).
Celle-ci est aussi obtenue par construction puisque:

Ry — R,

M
2

23

_ngg27R$i+z3SRM7MZ6S

1 1 11 Fa(D)

2
= fi(z) = (%) fZQ(ZQ)MZ?’ — My 2(Ra; + 23) My — (27T)2 2Ry (Ry — Rin)

— CONDITION c3: majoration de l'inverse de 'intensité conditionnelle de Papan-
gelou.
Une nouvelle fois, le choix du troisiéme modéle d’intéraction d’aires implique
automatiquement la minoration de I'intensité conditionnelle de Papangelou par
un terme strictement positif (31):
h(x)

* 1
)\(x,ﬁ)th>0=>O<m§m—h

Proposition 6.4 : Récurrence de Harris, Ergodicité géométrique

Si la densité non normalisée h(.) vérifie la condition de stabilité (4),
ainsi que les conditions ci, ¢z et c3, alors ’algorithme A simule une
chaine de Markov récurrente au sens de Harris et ergodique
géométriquement.

¢ Démonstration :
Etape 1:
Nous pouvons tout d’abord, grace a (4), minorer la probabilité d’accepter une

mort et majorer celle d’accepter une naissance dans le noyau de propositions de
naissance et de mort. Pour tout e €]0,1[, dés que n(x) > Npm, = ”—’"M, on a:

— in (1. 2o P\ {u}) n(x) ) _
am(x,x \ {v}) = min (1,12 h(x) V(U)) =1

et

. pm h(xU{u}) v(U)
an(x,x U {u}) = min (1,pn hx)  nx)+ 1) <e.
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Etape 2:

Nous devons faire de méme avec le noyau de propositions de fusion et de division.
On a:

ag(x,x \ {z; u Uu = min ﬁh(Y) n(x) ff(n;ll’w(xi)) w1,
paLASLELV <1ﬁwfwx>n~xy>ﬁﬂ@g%ubuw>d(1’2)>

Py Mj n(x) My,
Pa Mp n~I(Y) mfg,

-~

y

<

maxr

d’aprés les conditions ci, co et c3. De plus, le lemme énoncé précédemment nous
assure l’existence d’un entier N tel que pour tout n(y) > Ngec, et donc a fortiori
pour tout n(x) > Nye.:

2
py M} n(x) My,
< L
ag(xy) < pa my, EEIFDEITT Nace) m, dmaz
< ]E Mg 2-Ndec Mff d

max -

Pa My n(X) — Ngeec My,

Pour tout e €]0,1[, on peut trouver un Ny4. assez grand tel que le membre de
droite dans l'inégalité précédente soit inférieur & e. Il suffit alors de travailler sur des
configurations telles que n(x) > max(Ny4,c,Ngec), afin d’avoir :

ag(x,x \ {z;} U{ug Uug}) <e

Avec les mémes conditions, par symétrie du taux d’acceptation, on montre que:

min [ 1.2¢ My) ne (%) fa(C (i) 1
" h(xe) n(xe) =1 fr(nie; (u) d(zi,z))

as(xx\ {a: Uz} Ufu)) =

-+ min (1247269 N g, 1
Vi Mh 2.Ngec Mff Az

= 1.

RR n® 5037



48 Perrin & Descombes € Zerubia

Etape 3:

On pose ensuite V(x) = A"*) avec A > 1, et on écrit K(.,.) le noyau de transition
de la chaine de Markov. En reprenant les notations de (54), et en prenant n(x) >
Ne = maX(Nnm,e,Nfd,eaNdec) :

KV(x) = | 2o v Prabi®f 4 Prms +A(PrmPn0n + Prapaca) | V(x)

rejets et mvmts simples

avec

Prms = pnmpm(l_am)+pfdpf(1_af)+pnmpn(1_an)+pfdpd(1_ad)+pT+p6+pT6+p0'

D’ou
PrnmPm + PfdP
KV (x) < (%f" + [PrmPn + Pgapa + pr + s+ prs + o] + €A (Pumpn +p fdpd)> V(x).
G
Or,
. _ Pm by
imG(e) = pam(pn + =) +Pra(Pa+ =) +pr +ps +Prs + py

< Pam +DPra+pr+0s+ps+pp=1

puisque A > 1. En choisissant ¢ assez petit, on peut donc trouver une constante
a < 1 telle que
KV (x) < aV(x),

des que n(x) > N..

Il suffit alors de choisir comme ensemble petit I’ensemble borné € = {x € ¥ :
n(x) < N¢}, et comme constante b un majorant de K’V (x) sur cet ensemble €, & savoir
b= ANet! La condition de drift géométrique est donc bien vérifie puisqu’alors :

KV(x) <aV(x)+ble(x),Vx € ¥.

Ceci achéve la démonstration.
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L’algorithme A simule donc une chaine ergodique géométriquement. Etant
réversible, irréductible, et apériodique avec un choix de pg > 0, elle converge en
variation totale vers la loi objectif =(.).

7 Résultats

7.1 Choix de I'image de test

Nous avons testé notre modéle sur des images de peupleraies, fournies par I'IFN,
équivalentes & 1 hectare sur le terrain. La Fig. (13) représente une image de 200
x 140 pixels, extraite manuellement de la Fig. (1). L’idéal aurait été d’établir un
processus automatique de segmentation de l'image d’origine par espéce d’arbres,
en utilisant, par exemple, des informations de texture afin d’obtenir une signature
particuliére pour chacune des espéces. Nous nous attacherons par la suite & réaliser
une telle classification. Cette image a été acquise par un capteur comportant trois
bandes spectrales : vert-jaune, rouge et proche infrarouge. C’est la composante proche
infrarouge qui fait ressortir les chlorophylliens (peupliers).

7.2 Extraction

Nous présentons sur la Fig. (14) un résultat d’extraction des houppiers & partir
de 'image de la Fig. (13).

Nous remarquons que ’extraction des houppiers est correctement réalisée, seules
les zones denses sont parfois difficiles & traiter avec exactitude. A partir d’'un tel
résultat, il nous est possible d’exploiter la configuration finale obtenue dans le but
d’obtenir des statistiques sur le peuplement telles que le nombre de peupliers, la
densité ou la distribution des diamétres des arbres. Ceci est automatique puisque
les coordonnées de chaque objet dans ’espace objet U représentent la position et le
rayon des disques.

— nombre d’arbres: 306.

— densité: 374,8 arbres par hectare.

— diamétre moyen des arbres: 7,65 pixels soit environ 4m13.

— variance de la distribution des diametres: 1,4187 pixels soit 0,7661m.
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20 40 60 80 100 120 140

F1G. 13 — Extrait de l'image de Sadne et Loire, 200 x 140 pizels. ©IFN.
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FiGc. 14 — Eztraction obtenue sur limage 200 X 140 pizels. 1 million d’itérations,
temps CPU: 212 secondes
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— taux de recouvrement (surface occupée par les arbres par rapport a la surface

totale) : approximativement 48%.

8 Perspectives

Les résultats obtenus sur les images de peupleraies sont trés encourageants, et de

nombreuses perspectives s’ouvrent & nous:

— Transformée de Fourier :

Plantés par I’homme, les peupleraies observent la plupart du temps un aligne-
ment et un espacement régulier dans deux directions. Nous pouvons le remar-
quer par exemple sur la Fig. (13), méme si certains trous dans la zone sont
présents. Aussi, une transformée de Fourier appliquée & l'image pourrait nous
renseigner sur les fréquences fondamentales des positions des arbres. Cette ap-
proche est utilisée pour le comptage des oliviers dans [10]. Ces renseignements
pourraient étre injectés soit dans le modéle a priori, soit dans le noyau de pro-
positions.

Naissance/Mort non uniforme:

Nous pourrions nous servir de 'information précédente pour proposer une nais-
sance (et donc une mort associée) non uniforme des objets: & partir d’un objet
de la configuration, il serait intéressant de faire naitre un nouvel objet & une
distance et suivant une direction renseignées par les maxima spectraux. Cette
naissance orientée accélérerait le processus d’extraction.

Estimation des paramétres :

Il serait aussi intéressant d’estimer les paramétres de notre modéle de den-
sité, & savoir 3 et 4, au moyen de techniques d’estimation. Dans un cadre
bayésien, cela consisterait & trouver les meilleurs parameétres, c’est & dire ceux
permettant d’obtenir la meilleure densité a posteriori de la configuration solu-
tion, étant donnée I'image. Ces méthodes, développées dans le projet Ariana,
seront étudiées par la suite afin d’automatiser complétement notre processus
d’extraction.
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20 40 60 80 100 120 140

1.000 itérations

20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140

100.000 itérations 1.000.000 itérations

F1G. 15 — Evolution de la configuration d’objets en fonction du nombre d’itérations.
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14

10

Fi1aG. 16 — Transformée de Fourier discréte de l'image de données, laissant apparaitre
les mazima spectraux
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