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On (very) formal integrability of a partial equations for
flatness of control systems

Abstract: In this note, we define some tools for analyzing some overdetermined
systems of PDEs for which neither the number of independent variables nor the
order are fixed a priori. Studying the so called “flatness” property of control system,
which is very similar to the “Monge problem” for underdetermined systems of ODEs,
was the motivation.
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Introduction

Le but de cette note est d’introduire des outils d’analyse pour certains systémes
d’équations différentielles (EDP) dont ni I'ordre ni le nombre de variables indépen-
dantes n’est fixé & ’avance. La motivation est ’étude de la “platitude” des systémes
de controle, ou plus généralement de la possibilité de paramétrer les solutions d’un
systéme d’équations différentielles ordinaires sous-déterminé par un certain nombre
de fonctions du temps arbitraires.

La rédaction est didactique. Certains arguments peuvent paraitre trés élémen-
taires. On ne trouvera ici de bibliographie ezhaustive ni du point de vue de I’Automa-
tique ni du point de vue des systémes différentiels. Nous remercions le lecteur attentif
de nous faire part de toutes ses remarques, d’ordre bibliographique, technique, ou du
point de vue de l’exposition.

Rappelons qu’un systéme de controle & = f(z,u) (x € R*, u € R™) est plat [8] si
et seulement si il existe m fonctions h; : R* x RE+D™ R pour un certain K € N:

hi(xauadvﬁa' . 7U(K)) ) 1<i<m ’

et des “formules” qui donnent la solution générale (z(t),u(t)) en fonction de ces
fonctions et de leurs dérivées.

On ne sait pas estimer I’entier K a priori. Les objets recherchés (les h;) sont donc
par nature des fonction d’un nombre fini de variable prises parmi un ensemble infini
de variables. Il est courant dans la théorie géométrique des équations différentielles
[12, 3] de voir ces objets comme des fonctions “lisses” sur des espaces de jets infinis.
Ce point de vue a été adopté en controle pour 1’étude de la platitude [18, 9, 6]. Vu
que notre ambition se limite a un étude locale, autour d’un jet donné, du probléme de
I’existence de sorties “plates”, on choisit un cadre plus restreint que celui des fonctions
“lisses” sur des espaces de jets infinis: on se contente de leurs germes en un point,
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6 D. Avanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

c’est-a-dire des séries formelles (convergentes dans le cas analytique, mais on n’ira
pas jusque 1a), dont le nombre d’indéterminées n’est pas fixé a priori.

Le chapitre I de cette note est consacré a des préliminaires sur les séries formelles
en un nombre fini d’indéterminées prises dans un ensemble infini (on appelle
trés formelles les séries qui sont autorisées & dépendre d’une infinité d’indéter-
minées). Le but est de fixer les notions et notations utilisées par la suite.

Le chapitre IT définit un anneau différentiel, dont les éléments sont des séries for-
melles au sens du chapitre I, associé a un systéme de controle & = f(x,u), et
un certain nombre de structures algébriques afférentes. Ce chapitre ne contient
rien d’essentiellement nouveau.

Le chapitre III introduit une valuation, et donc une filtration, sur cet anneau et
les autres structures algébriques introduites précédemment. Cette valuation
est intrinséque au systéme de controle. A la connaissance des auteurs, cette
construction est nouvelle. On n’a du moins pas su trouver trace de construction
semblable dans la littérature.

Le chapitre IV utilise cette valuation pour analyser une partie des équations qui
régissent ’existence des fonctions h; évoquées plus haut. On établit un résultat
qui équivaut a 'intégrabilité formelle de ces équations, en un sens insuffisant
pour garantir l'existence de “vraies” solutions qui ne dépendraient que d’un
nombre fini de variables; on appelle donc cette propriété “intégrabilité trés
formelle”.

Ce dernier résultat est en lui-méme un peu abstrait. On aurait bien str préféré un
résultat inverse, c’est-a-dire au moins exhiber des cas oil les équations en question
n’ont méme pas de solutions “trés formelle”, ce qui aurait donné la preuve que les
systémes correspondants ne sont pas plats.

Les auteurs sont convaincus que la valuation introduite ici est tout de méme un
outil important utile (et nouveau dans ce contexte) pour 1’étude locale de systémes
d’EDPs dont le nombre de variables indépendantes n’est pas fixé a priori. Le pré-
sent rapport n’apporte pas de confirmation concréte & cette conviction. Toutefois,
meéme si nous n’avons pas d’exemple précis & exhiber, il semble que cette valuation,
conjuguée aux résultats de [6] (qui, pour faire bref, permet d’écrire des équations
supplémentaires sur les objets recherchés) permet de montrer que certaines classes
de systémes ne sont pas plats.

INRIA
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Chapitre 1

Séries formelles d’un nombre fini
de variables prises dans un
ensemble infini

Les propriétés des anneaux de séries formelles sont par exemple décrites en détails
dans [20, Chap. VII, §1]. Reprenons une partie de cet exposé pour 'adapter au cas
des séries “en un nombre fini de variables choisies parmi un ensemble infini”, que nous
manipulerons par la suite

Ce chapitre introduit des notions dans un cadre général, plutét que d’utiliser les
notations spécifiques des chapitres suivants. La raison est double: d’une part I’exposé
nous semble plus clair de cette maniére, et d’autre part les objets introduits ici sont
utilisées ensuite dans plusieurs contextes (certes semblables). Afin de rendre plus aisé
le lien entre I'exposé général de ce chapitre et l'utilisation qui en est faite ensuite,
on introduit les situations 4 venir comme des exemples. Voir pages 9, 17 et 20 (en
caractéres penchés).

Dans ce chapitre, k =R, ou k = C.
I-1 Généralités sur les séries formelles

Pour F' un ensemble fini (N son cardinal, FF = {Xi,...,Xn}), dont on ap-
pelle les éléments des indéterminées. On note k[[F]] ou k[[X1,...,Xn]] 'anneau des
séries formelles en IN indéterminées a coefficients dans k. Un élément g de

RR n°® 5045



8 D. Avanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

k[[X1,...,XnN]] est défini par la donnée d’une famille (aq) ey d’éléments a, € £,
et il est noté

g = Z aq X (L.1)

aeNN

avec, par convention, si @ = (ag,...,ay), X* = X3 .- Xx*¥. La notation X;
désigne & la fois un élément de F' et la série dont tous les coefficients sont nuls sauf
a(o...,1,...,0), qui vaut 1. Pour chaque ¢ € N, 'ensemble homogéne de degré q de
g est soit zéro soit un polyndéme homogeéne de degré ¢:

gy = Y X" (1.2)

lal=¢

avec la notation

ol =1+ +an .

On écrit aussi g = ) qeN 9q- On appelle go € k le terme constant de la série g. On
notera aussi ¢(0) au lieu de gq.

L’addition des séries se fait terme a terme et la multiplication selon la formule
classique

qu qu :th avec hg = Z figj - (1.3)

geEN g€eN geN i+j=q

Ceci fait de k[[F]] un anneau commutatif, dont le sous-anneau des séries “constantes”
est identifié & k.

La série (I.1) est une série convergente si et seulement si il existe des nombres
réels positifs p et p tels que |aq| < p ,0"”“ pour tout o € NV Les séries convergentes
forment un sous-anneau, que l'on note en général k{Xi,..., Xy}, ou k{F'}, mais
que nous préférerons noter k[[X1,...,Xn||e ou k[[F]]e. De toute fagon, nous nous
préoccupons peu de convergence dans cette note!

Bien siir, si F' et G sont deux ensembles finis avec F' C G, il existe une inclusion
naturelle k[[F]] C k[[G]] qui identifie une série en des éléments de F' avec une série
en des éléments de G dont tous les coeflicients de monémes contenant des puissances
non nulles d’éléments de G — F sont nuls. Sa restriction & k[[F]]., donne une inclusion
naturelle k[[F]]cy C k[[G]]cv-

Par convention, k[[@]]., = k[[@]] = k.

INRIA
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I-2 Le cas d’une infinité d’indéterminées

I-2.1 Séries formelles

Soit maintenant un ensemble S, non nécessairement fini. On peut définir £[[S]],
dont les éléments sont des séries en un nombre fini! d’éléments de S. Tout
g € k[[S]] peut étre vu comme un élément de k[[F']] ou F' est une certaine partie
finie de S, et alors aussi, d’aprés le paragraphe précédent, comme un élément de
k[[G]] pour toutes les parties finies G de S qui contiennent F. Si F' et G sont finis,
et F C G C S, on peut donc considérer que k[[F]] C k[[G]] C k[[S]], et en admettant
cette inclusion, on a

KIS = U RIF].

FCS, Ffini

En termes plus savants, k[[S]] est la limite projective des k[[F]] pour F' C S fini.

Exemple. Soient m et n deux entiers.
Au chapitre 11, on utilisera deux ensembles d’indéterminées, qui jouent le role
de S':
— T contient les indéterminées x1,...,Tn, U1,-- .Uy ainsi que les ug-k) pour
Jj €{1,...,m} mais pour tout entier k € N,
(k)

— = contient en plus tous les x,

(k) *) . . N .
u; et x; jouent le réle de la kiéme dérivée par rapport au temps de la jiéme

commande et de la iiéme coordonnée de I’état respectivement, mais considérés
comme des indéterminées indépendantes.

Au chapitre III, on utilisera un autre ensemble d’indéterminées

Y = {yf}je{l,...,m},keN comme “coordonnées adaptées”.

Dans tous les cas, il y a une infinité d’indéterminées, mais on ne veut considérer
que les fonctions (ou les séries formelles) qui ne dépendent que d’un nombre fini
d’entre elles.

pour tout entier k.

On peut aussi définir le sous-anneau k[[S]]|c, composé des éléments de k[[S]] qui,
en tant que séries d’un nombre fini de variables, sont convergentes. On a aussi

KSlew = U FlFlew -

FCS, Ffini

On va maintenant cesser de mentionner le cas convergent.

1. A la section 1-2.2; on évoque aussi Panneau k[[[S]]] des séries en une infinité de variables.
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10 D. Avanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

Pour X € S, on note aussi X la série X € Ek[[{X}]] C k[[S]], dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui du mondéme X, qui vaut 1.

Tout g € k[[S]] peut s’écrire symboliquement

g = Z aaS? (I.4)

S
aeNg

ou

— un multi-indice « € Ngni est, par définition, une application « : § — N telle
que seul un nombre fini de a(X) sont non nuls, c’est-a-dire telle que

{X € S,a(X) > 0} est un sous-ensemble fini de S (I.5)

(sous-ensemble qui dépend bien sir de ),
— aq € k pour tout multi-indice o € Nﬁgm,

— S® est une notation pour

s* = [ x>, (1.6)
Xes

— le fait que g € k[[F]] pour un certain ensemble fini FF C S se traduit par la
propriété suivante, vraie pour tout multi-indice «,

(3X,X€S,X¢Feta(X);éO> = a,=0. (I.7)

On peut bien sir toujours décomposer la somme symbolique (I.4) en ensembles
homogeénes comme en (I.1)-(I.2). Chaque ensemble homogeéne est soit zéro soit un
polynéme homogéne en un nombre fini de variables choisi parmi l’ensemble S. No-
tons que ’espace des ensembles homogénes de degré ¢ n’est un espace vectoriel de
dimension finie que si S est fini.

k[[S]] est un anneau commutatif, o les opérations se font entre séries d'un nombre
fini de variables: si g,h € k[[S]], alors il existe des parties finies G et H de S telles
que g € k[[G]] et h € k[[H]], et l'on fait la somme et le produit en considérant h et
g comme des éléments de k[[G U H]|. Le résultat suivant est une conséquence de |20,
Chap. VII,§1, Th. 2] et du fait que si deux éléments f et g de k[[S]] sont tels que
fg=1etsi f est dans k[[F]], avec F' C S fini, alors nécessairement g € k[[F]]:

Proposition 1.1 g € k[[S]] est inversible si et seulement si son terme constant g(0)
(cf. (I.1)-(1.2)) est non nul.

INRIA
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L’ensemble des éléments non inversibles de k[[S]] est donc l'idéal des séries dont le
terme constant est nul, c’est-a-dire I'idéal M engendré par les séries X pour X € S,
qui est l'unique idéal maximal de k[[S]].

L’anneau k[[S]] est Noethérien si S est fini d’aprés [20, Chap. VII, Théoréme
5]. Si S est infini, il n’est pas noethérien car 'idéal M ne peut étre engendré par
un nombre fini d’éléments. En revanche, le Théoréme de préparation de Weierstrass
reste vrai:

Théoréme 1.2 (Théoréme de préparation de Weierstraf§) Soit f € k[[S]] une série
non inversible et réguliére par rapport & un certain X € S, c’est a dire que f € k[[F]]
pour un certain F fini, X € F C S, et que dans Uécriture (I.1), il y a au moins un
terme aX" avec a # 0; appelons s(> 1) le plus petit exposant h ayant cette propriété.
Alors, pour tout G C S fini et tout g € k[[G]] C k[[S]], il existe u € k[[FF UG]] et s
autres séries formelles r; (0 <i < s—1), avec la propriété que r; € k[[(FUG)—{X}]],

telles que :
s—1

g = uf + ZXi T .
i=0
Les séries formelles u et r; sont définies de maniére unique dans k[[S]] par la donnée
de g et f.

C’est une conséquence simple de [20, Chap. VII, Théoréme 5| car tout se passe dans
E[[F U G]], qui est un anneau de séries formelles en un nombre fini d’indéterminées.
Notons que ce théoréme reste vrai pour des séries convergentes (voir les remarques
pages 141 a 145 de [20, Chap. VII, §1]). On utilisera le corollaire suivant de ce
théoréme :

Corollaire 1.3 Soient F' un sous-ensemble fini de S, n un entier positif, f1,...,f, €
E[[F]] C k[[S]], et X1,...,X, des éléments non inversibles distincts de F' tels que

Vie{l,...,l/}, fz = Xz—i—f:

avec fi € K[[F — {X;}]] C K[[F]] C k[[S]]. Alors, pour tout h € Kk[[F]] C k[[S]], il
eziste d’uniques u; € k[[F]] et r € k[[F — {X1,...,X,}]], telles que:

h = Zu, fi + 7.
i=1
Etant donnés les f; et h, il n’eziste pas d’autres u € k[[S]] et r € k[[S—{X1,...,.X,}]]

que ceur-ci.

Il suffit d’appliquer v fois le théoréme, avec s=1,a=1, f = f; et F =G = FUG.

RR n® 5045



12 D. Avanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

I-2.2 Séries trés formelles

On peut se demander pourquoi se restreindre aux séries ne faisant intervenir
qu’un nombre fini d’indéterminées prises dans I’ensemble infini S. Une bonne raison
pour cela est que le probléme qui nous intéresse (voir chapitre IV) se pose en terme
de fonctions, ou de séries, d’'un nombre fini de variables.

Il va tout de méme étre commode d’utiliser & ’occasion l’ensemble des séries
d’une infinité de variables. On appellera un tel objet une série trés formelle. Une
série trés formelle est donnée par une somme symbolique (I.4), oi 'on ne demande
plus qu'’il existe un ensemble fini F' C S tel que (1.7) soit satisfait, c’est-a-dire que
tous les coefficients a,, peuvent étre non nuls; en revanche, les monoémes restent des
produits finis, c’est-a-dire que les multi-indices « continuent de ne courir que sur
Ng ., ensemble des a qui vérifient (I.5).

La somme de deux séries trés formelles se calcule en additionnant deux & deux les
coefficients des mémes monomes, et ’on peut vérifier aisément que chaque coefficient
du produit de deux séries trés formelles est une somme finie de produits de coefficients
des deux séries en question. On note k[[[S]]] 'anneau des séries trés formelles en les
éléments de S.

On ne cherche pas & donner un sens a la convergence de telles séries.

I-3 Structure linéaire tangente

I-3.1 Dérivées partielles

Pour g € k[[S]], donné par (I1.4), et X € S on définit la dérivée partielle de g par
rapport a X comme

dg 3
X Z bs S
ﬂENSini

avec bg = (B(X) +1)agtey,

(1.8)

le multi-indice ex étant défini par ex(X) =1 et ex(Y) =0 pour Y # X.

Rappelons que, par définition de k[[S]], il existe, pour chaque g, un ensemble fini
F C S tel que g € k[[F]]. Pour X € S, on a bien

dg
X¢F = 8—X_0’ (1.9)

INRIA
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c’est-a-dire que si g “ne dépend pas de X", sa dérivée partielle par rapport & X est
bien nulle. Formellement, (I1.9) découle de la définition (I.8) car (8 + ex) (X) vaut
au moins 1 pour chaque f, si bien que, d’aprés (I.7) tous les bg sont nuls si X ¢ F.

Par ailleurs, si X € F', la définition est bien la définition classique de la dérivée
partielle d’une série en un nombre fini d’indéterminées par rapport & l'un de ces
indéterminées.

On vérifie aisément que

d
ax - MIST — ka[[gSH
g X

est une k-dérivation, c’est-a-dire qu’elle est nulle sur k, qu’elle est linéaire pour la
structure de k-espace vectoriel, et que d(gh)/0X = gOh/0X + hdg/0X.

I-3.2 Module des différentielles, dérivations

La construction de la “dérivation universelle” d d’'un anneau quelconque dans son
module des “différentielles de Kahler” est faite par exemple dans [14, chapitre XIX,
§3|, voir aussi [11] pour le cas d’un anneau différentiel. La construction étant plus
directe dans notre cas d’un anneau de séries formelles, donnons la explicitement.

Soit AL(k[[S]]) le k[[S]]-module libre engendré par les éléments de S, ou plutét,
ce qui revient formellement au méme, par les éléments d’un ensemble dS, qui est en
bijection avec S (on note dX 'image de X par cette bijection):

AK[ST) = D kISIY = EDrShdX, (L.10)
YedS Xes

et la k-dérivation

d: K[S]] — Al(k[([?S]])
g .11
g — Z 8—X dX ( )
(cette somme est en réalité finie).
A une application quelconque ¢ : S — k[[S]], on associe

Ds = KIS — K[IS]]

g R Z 6(X)88—)g( (I.12)
XeS
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14 D. Avanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

(pour tout g € k[[S]], cette somme est en réalité finie puisque g—)g( est nul sauf pour
X dans une partie finie de S). Il est facile de vérifier de Ds est une k-dérivation, et
que, réciproquement, toute k-dérivation D : k[[S]] — k[[S]] est de la forme Djs, en
définissant, §(X), pour tout X € S, comme étant égal & D(X), ou l'on considére X
comme un élément de k[[S]].

Cette remarque entraine que toute k-dérivation D : k[[S]] — M ou M est un
k[[S]]-module peut s’écrire D = Lod ou L : A'(k[[S]]) — M est k[[S]]-linéaire (c’est-
a-dire est un homomorphisme de k[[S]]-modules). d : k[[S]] — A(k[[S]]) est donc la
dérivation universelle décrite dans [14, chap XIX, §3], et A'(k[[S]]) est le module des
différentielles (“différentielles de Kéhler” dans [11]), habituellement noté Qi[[s]] Ik

I-3.3 Algeébre extérieure, lemme de Poincaré

AL(K[[S]]) étant un module sur 'anneau commutatif k[[S]], on peut définir sa
puissance extérieure comme dans [14, chapitre XIX, §1] et on note, pour tout j € N

NE[S]]) = /((ARHWW>-

Le symbole A désigne le produit extérieur entre deux formes. Pour tout r,s € N,

AT(R[[S]]) x A(K[[S]]) —  ATT(K[[S]])
(1,6) = nAE

est une application k[[S]]-bilinéaire. En plus de cette distributivité, A est associatif
et vérifie, pour n € A"(k[[S]]) et £ € A*(k[[S]]), la propriété d’alternance

nAE=(=1)"¢An.

VAN

La riéme puissance extérieure d’'un module libre est aussi un module libre. On
peut, comme en [14, page 734|, construire une base de A"(k[[S]]) & partir d’une
base du k[[S]]-module libre A(k[[S]]): si {Na}acs est une base du k[[S]]-module
AY(K[[S]]), ot J est un ensemble muni d'un ordre total, alors une base du k[[S]]-
module A" (k[[S]]) est donnée par

{771 APA Nr }(al,...,ar)EJT ,ap<an< - <ap (113)

En particulier, puisque (dX)xes est une base de A'(k[[S]]), si I'on choisit un ordre
total sur S, une base de A"(k[[S]]) est donnée par

{d.Xl /\ PPN /\ dXT }(Xl,---,Xr)EST, X1<X2< <X7' . (]:14:)
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Ainsi tout n € A"(k[[S]]) s’écrit de maniére unique

n = > acx,, . x,) dX1 AL AdX, (1.15)
(Xl,...,XT)eST

X1<Xo< - <Xy
avec a(x, . x,) € k[[S]] pour tout (Xi,...,X;).

Pour tout r € N, la différentielle extérieure
d = AT(R[S]) — ATTH(K[IST)
associe & tout n € A"(k[[S]]) donné par (I.15) la forme de degré r + 1:

dn = Z dacx,, x)AdX1 AL AdAX, € ATTHE[[S]]) -
(X1,...,X,)ES™
X1<Xo< - <Xy

Le lemme de Poincaré est valable dans les séries formelles, c’est-a-dire que:
Proposition 1.4 (Lemme de Poincaré) Pour tout entier j > 1 et toute j-forme
w € N (E[[S]]) telle que dw = 0 € AITY(E[[S]]), il existe n € AI=L(K[[S]]) telle que
w=dn.

Le fait que S soit infini ne change rien a la preuve de cette proposition : une forme

w ne fait intervenir qu’un nombre fini de variable, et I’on peut appliquer le résultat
bien connu pour les séries formelle en ce nombre fini d’indéterminées.

En d’autres termes, le complexe de de Rahm
KIIS]) % ANE[IS) S A2k[S]) 5 ASGR[S]) & o - (1.16)

est exact.

Comme chaque k[[S]]-module A7(k[[S]]) est engendré (librement) par des élé-
ments de la forme dn avec n € AJ"1(k[[S]]), on peut étendre toute dérivation D :
E[[S]] — k[[S]] (voir (I1.12)) en une dérivation D : A7(k[[S]]) — AZ(k[[S]]) qui “com-
mute avec” la différentielle extérieure, c’est-a-dire que, pour tout n € AJ~1(k[[S]]),
onad(Dn) = D (dn) € A(k[[S]]). Cette dérivation est une classique “dérivée de lie”.

On considére aussi ’algébre extérieure A(k[[S]]) définie par

oo

A(K[[S])) = D A ([1S])). (L.17)

=0
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16 D. Awvanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

Un élément quelconque de A(k[[S]]) est une somme “symbolique” de formes de diffé-
rents degrés. Seules les formes homogeénes, c’est-a-dire les sommes symboliques dont
un seul terme est non nul ont un sens concret. L’intérét d’introduire cette somme
abstraite est que le produit extérieur devient une multiplication interne, faisant de
A(E[[S]]) une k[[S]]-algeébre, et 'on peut étendre d : A(K[[S]]) — A(K[[S]]) (dériva-
tion extérieure, qui fait augmenter le degré des formes différentielles de 1), ainsi que
toute dérivation D : k[[S]] — k[[S]] en une dérivation D : AJ(k[[S]]) — AJ(K[[S]]),
qui commute avec d et préserve le degré des formes différentielles.

I-4 “Ordre” d’une série formelle

I-4.1 Poids des indéterminées

Il est classique —cf. [20, Chap. VII, §1]— de définir l'ordre d’une série comme
étant le degré de ’ensemble homogéne non nul de plus bas degré (400 pour la série
nulle). On va reprendre ceci, mais en comptant les différentes variables avec des poids
différents. On suppose donné un ensemble S, et une application poids:

m: S—N-{0}

Le poids “classique” est celui défini par 7(X) = 1 pour tout X. C’est celui qui est
implicitement utilisé usuellement, y compris précédemment quand on parle de degré.
Ce n’est pas celui qui nous intéressera le plus.

Définition 1.5 On dira que le poids w est gros si et seulement si, pour tout entier
7, Uensemble
Si<;; = {XeS,n(X) <} est fini. (I.18)
Si S est fini, tous les poids sont gros. Si S est infini, le poids “classique” n’est évide-
ment pas gros. Il existe des poids gros sur S si et seulement si S est dénombrable.
A Daide du poids 7, on définit, pour tout multi-indice? «, la grandeur

|| = Z m(X)a(X) (I.19)

XeS

qui coincide avec le traditionnel |a| = Z a(X) si 7 est le poids “classique”.
Xes

2. Les multi-indices ont été introduits en (I.4)-(1.6). Un multi-indice & : S — N associe & chaque
indéterminée un entier a(X), qui est son exposant dans le monéme correspondant; tout multi-indice
vérifie (1.7), c’est-a-dire que seul un nombre fini parmi les a(X) sont non nuls.
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I-4.2 Polyndémes homogénes

Définition 1.6 Soit ¢ € N. Une série g € k[[S]], écrite symboliquement comme en
(1.4), est un polyndéme homogéne de degré q si g # 0 et a, = 0 pour tout « tel
que |ar # q. On note k[S]19 le k-espace vectoriel des polynémes homogénes de degré
q, auzquels on rajoute zéro.

Si S est infini, le k-espace vectoriel k[S] est en général infinie ; ¢’est par exemple
le cas pour le poids “classique”. Ici intervient I’intérét des poids “gros” (cf. Définition
[.5): un polynéme homogene de degré ¢ appartient forcément & k[[Si<q]] C k[[S]]
(S[<q) est défini en (1.18)) car, si X & Sj<, et a(X) > 0, on a forcément (cf. (1.19))
|a|x > g¢. Si le poids 7 est gros, les polynomes homogenes sont donc des polynémes
en un nombre fini de variables, homogénes au sens d’un certain poids. En particulier,
ona:

Proposition 1.7 Si le poids w est gros, chaque k[S][q] est un k-espace vectoriel de
dimension finie. Plus précisément, si Ny est le cardinal de l'ensemble fini Si<q); la

dimension de k[S]19 est égale au nombre de solutions enticres (a(X) )XeSicy € NNq
de B

Yo o m(X)a(X) = q. (1.20)
X € S1<q)

Voyons ceci sur un exemple qui sera repris dans les chapitres suivants.

Exemple. Reprenons le cas ou l’ensemble d’indéterminées est S = Y =
{yf}je{l,...,m},keN (utilisé au chapitre III comme “coordonnées adaptées”, déja
cité en exemple page 9). L’ensemble étant infini, le poids “classique” n’est pas
gros. En revanche, le poids donné par

m(yf) =k+1 (1.21)

est gros puisque le cardinal de Si<;) est mj. De fait, les polynomes homogénes
de degré q forment un k espace vectoriel qui a pour dimension le nombre de

solutions entiéres (ay x)i<u<m € NI™ de
0<A<g—1

Y A +Daua = q. (1.22)
1<pusm
0<A<g—1

On note v(m,q) ce nombre de solutions entiéres.
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I-4.3 Ordre d’une série

On peut décomposer la somme symbolique (I.4) en:

g = qu , avec g4 € k[S][q] , (1.23)
geN

en définissant g4, 'ensemble homogéne (pondéré) de degré g de g par:

9q = > anSt. (1.24)

aeNgniz |a‘7l':q

Des formules comme (I.3) restent vraies pour des poids quelconques, comme pour le
poids “classique”.

Définition 1.8 L’ordre de g € k[[S]], noté o(g), est le plus petit entier q tel que
lensemble homogéne (pondéré) de degré q de g (94 dans (1.24)) soit non nul, c’est
400 519 =0.

Si g est donné par (1.4),

o(g) = min Y w(X)a(X) . (1.25)

@ENp 0?0 g

Plusieurs résultats concernant 1’ordre sont précisés dans [20, Chap. VII, §1]. En
particulier, o est une valuation sur k[[S]], c’est-a-dire que, pour tout g,h dans k[[S]],

0(9):—'_00 ~ 9207
o(g + h) > min{o(g),0(h)}, (1.26)
o(gh) = o(g) + o(h).

La propriété suivante relie I’ordre d’une série a celui de ses dérivées partielles:

Proposition 1.9 Pour g € k[[S]] tel que g(0) =0, on a

o) = min{r(X) + o 5%}

Démonstration : Soit g € k[[S]] donné par (1.4) tel que g(0) = 0, c’est-a-dire ag = 0.
Pour tout X € S, on définit le multi-indice ex par ex(Y) = dx,y, ol ¢ est le symbole
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de Kronecker, pour tout Y € S (autrement dit ex(X) =1et ex(Y)=0s1Y # X).
On peut alors écrire

of _ (a—ex)
X Z a a(X) S .

@ eNgni

D’aprés (1.25) (issu de la Définition 1.8), on a

o) = min 3 x(¥)a(t),

a€NF,; 400 3 g
dg

o = min (YY) (a(Y) =6 .
(BX) aENgni,aaa(X)#O YEE,:S ( )( ( ) X’Y)

En développant la seconde expression, on obtient

dg .
— ) +7n(X) = Y)a(Y) .
0(8X) m(X) aeNgni,rgiIL(X);éO YEE;W( Jo(Y')

Ceci entraine clairement, au vu de ’expression de o(g), que 0(3—)’}) + 7(X) > o(g)
pour tout X € S. De plus, comme ag = 0, il existe, pour tout « tel que a, # 0, un
X € S tel que a(X) # 0, donc I’égalité ci-dessus entraine

) dg _ ) _
min (o(ﬁ)—l—?r(X)) = aeNgmml,rlea;éo YXE;W(Y)Q(Y) = o(g). W

I-4.4 Ordre d’une forme différentielle

On peut étendre les constructions ci-dessus a tout A(k[[S]]), en donnant a chaque
dX le méme poids que X.

Définition 1.10 Soit ¢ € N. Une forme différentielle n € A"(k[[S]]), donnée par
(1.15) est une r-forme différentielle polynomiale homogéne de degré q si et
seulement sin # 0 et

7T(X1) + ... _|_71-(XT) >q = (X1, X)) = 0,

7I-()(1) +--+ 7T(XT) <q = a(Xy,..X,) € k[S][q_W(Xl)_'”_W(XT)] . (127)

On note A™(E[S) le k-espace vectoriel des r-forme différentielles polynomiales ho-
mogeénes de degré q, auxquelles on rajoute zéro.
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Comme pour les séries (1.23), on peut décomposer (I.15) en

n = an , avec 1)y € AT (E[SDM (I.28)
geN

en définissant 7,, ’ensemble homogéne (pondéré) de degré q de 1 qui sélec-
tionne, dans chaque a(x; .. x,) sa composante homogene de degré ¢ — m(X1) — -+ —
7(X,). On peut alors définir I’ordre de 7, noté o(7n), comme le plus petit ¢ tel que
ng soit non nul (400 si ils sont tous nuls). C’est aussi égal a

o(n) = min o (a(Xl,...,XT)) +7(Xy) + -+ 7w(X) (I.29)

(Xlz“')XT)EST
X1<Xo< oo <Xy

La proposition 1.7 est un cas particulier de la suivante:

Proposition 1.11 Si le poids 7 est gros, chaque Ar(k[S])[q] est un k-espace vectoriel
de dimension finie.

On ne donne pas sa dimension en général, mais seulement sur I’exemple qui nous
importera.
Exemple. Supposons, comme page 17, que S =Y = {yf}je{l,...,m},keN et que
le poids est donné par (1.21). Notons toujours v(m,q) le nombre de solutions
entiéres (0 x)1<u<m,0<i<q—1 € NI de (1.22). La dimension du k-espace vec-
toriel Ar(k[Y])@ vaut, pourr =1 our = 2,

—

[~}

dimy AMR[YDM = m Y v(m.),
7=0
q—2

dimy, A2(R[YD = m> v(m,q — j)v(m,)) (1.30)
7=0

ou v'(m,i) est le nombre de dyf A dyf,' indépendants tels que k + k' +2 = 1,
c’est-a-dire

m(m —1)
2
Introduisons enfin une notation utile. On écrira ¢ = h 4+ O pour dire que g et h

ne différent que par un terme d’ordre au moins % :

Définition 1.12 (notation O) pour tous entiers r et q et tout g,h dans A" (k[S]),

lécriture

v'(m2p+1) = m’p, v'(m2p) = m*(p—1)+ (I.31)

g =h+ 04, ou g+ 0O, = h+ 0Oy (1.32)
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signifie o(g — h) > q. En particulier, g = Oy signifie o(g) > q.

I-4.5 Lemme de Poincaré homogéne

11 est facile de vérifier que nos définitions de ’ordre et des polynémes homogénes
sont telle que, pour tout r > 0 la différentielle extérieure d’une r-forme différentielle
polynomiale homogeéne de degré ¢ (Sir = 0, 0-forme différentielle polynomiale signifie
polyndéme) est soit nulle soit une (r 4+ 1)-forme différentielle polynomiale homogéne
de degré ¢. Autrement dit, pour tout ¢, on a une restriction de (I.16) aux parties
homogénes :

d

KSI9 S AMk[SD S A2k[SDld S A3k[sDl & ... ... (1.33)

T est & noter que A" (k[S])4 = {0} si r > ¢ et donc la suite ci-dessus s’arréte, ce qui
n’est pas le cas de (I.16). On a de plus

Proposition 1.13 (Lemme de Poincaré homogéne) Pour tous entiers r et q
strictement positifs, et tout w € A"(k[S)Y tel que dw = 0 € A™TY(K[[S]]), il existe
n € A" L[S tel que w = dn.

Corollaire 1.14 Pour tous entiers r et q strictement positifs, et tout w € A" (k[[S]]),
si dw = Oy, alors il existe n € A" 1(k[[S]]) tel que w = dn + O,.
I-4.6 Filtration associée
Pour tout entier j, soit
K[[S1; = {g€k[S]], o(g) 2 j} (L34)

I’ensemble des séries d’ordre au moins j. Grace a la propriété multiplicative (I1.26)
de lordre, il s’agit d’un idéal de k[[S]]. On a en fait

k[[S]) = K[[STlo > K[[STlh D K[[S]l2 > -+,
KIIST kSTl < RIISTlivs

1.35
(kISY; = {0} (139
JEN
Notons que, pour tout g € k[[S]], on a
olg) =j <= gek[[S;et g & kSNt , (I.36)
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si bien que la donnée de o(.) est équivalente & la donnée des k[[S]];.

On peut aussi, pour tous entiers r et j, définir

AY(K[[SI); = {g€A(K[S]]), olg) 2 5} (L.37)

qui est, pour les mémes raisons, un sous k[[S]]-module de A"(k[[S]]). On a une fil-
tration du k[[S]]-module A" (k[[S]]):

A(K[[ST) = AT(K[[STDo > A"(E[[SIDr D A"(R[[S]D2 D> --- . (.38)

La proposition suivante concerne les quotients de k[[S]] ou A" (k[[S]]) par ces

idéaux ou sous-modules, quotients qui représentent les séries “tronquées” & un ordre
fini.

Proposition 1.15 Si le poids 7 est gros, alors pour tout entier j, 'anneau quotient
k[[S]]/ k[[S]]; est un k-espace vectoriel de dimension finie, isomorphe &

-1
LI
i=0

et le module quotient A"(k[[S]])/ A™(k[[S]]); est aussi, pour tout r, un k-espace vec-
toriel de dimension finie, isomorphe a

j—1

P A" (k[s)H .

=0

Démonstration : Suivant (1.23), une série s’écrit, de maniére unique, comme une
somme de polynémes homogénes de degrés 0 & j — 1 et d'une série d’ordre au moins
j, ce qui prouve la premiére partie d’aprés la proposition 1.7. La seconde partie en
découle d’aprés la Proposition 1.11. W

I-5 Substitutions dans les séries

I-5.1 Substitutions

Cas d’un nombre fini d’indéterminées Si F' = {X;,... Xy} et G = {Y1,...,
Yp} sont deux ensembles finis, et si on se donne P séries ¢; € k[[F]], 1 <i < P, toutes
non inversibles, on peut associer a toute série g € k[[G]] une série g((i,....(n) €
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k[[F]] obtenue en “substituant” dans g chaque indéterminée Y; par la série (; (en les
indéterminées X;). Cette substitution ne va pas d’elle méme a priori puis que 1'on
semble écrire des sommes infinies, mais il est facile de se convaincre que, puisque les
termes constants de chaque (; sont nuls, chaque coefficients de la série en X; résultant
de la substitution est une somme finie de produits de coefficients des séries (; et de
la série g (ce qui serait faux si les (; avaient des termes constants); dans [20, Chap.
VII, §1] est décrite la topologie suivant laquelle la série substituée est la limite des
sommes partielle.

Bien sir, la famille des ¢; représente (si elles étaient convergentes!...) un germe
d’application (analytique) ¢ : k¥ — k¥ qui envoie zéro sur zéro, et si I'on considére
g comme un germe de fonction k¥ — &, g((1,...,(n) est le germe de go( : kY — k.

Cas général Si maintenant S et T sont deux ensembles non nécessairement finis, et
si on se donne une famille { = (Cy )yer d’éléments non inversibles (y € k[[S]], alors
a tout g € k[[T]] on peut associer une série g(¢) € k[[S]] obtenue en “substituant”
chaque Y € T par la série (y. Pour g donné, cette substitution ne fait intervenir
qu’un nombre fini de variables: en effet, par définition, il existe une partie finie G
de T telle que g € Ek[[G]], et il existe alors aussi une partie finie F' de S telle que
Cy € Ek[[F]] pour tout Y € G, si bien que ¢(¢) € k[[F]].

Ici aussi, on peut voir la famille {(y}yer comme une application k° — k7
et la substitution comme une composition. La régle de dérivation des applications
composées (“chain rule”) prend la forme suivante:

Proposition 1.16 Si ( = (Cy)yer est une famille d’éléments non inversibles de
k[[S]], et g € K[[T]], on a

a6©) = Y L0d) - (139

YeT

On peut aussi utiliser la famille { pour associer & une forme de degré r en les
“anciennes indéterminées” n € A" (k[[T]]) une forme de degré r en les “nouvelles indé-
terminées”, notée n(¢) € A" (k[[S]]) (la notation classique en géométrie différentielle
serait (4n). Si, comme en (I.15), n s’écrit

n = > bw,y) dYi AL AQY,

(V,...Y,)eT™
Y1<Yo< - <Y
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avec by, ...,y € k[[T]] pour tout (Y1,...,Y;), elle est définie par

10 = Y bmewm@a(¢)and(e ) o)

(le"'ay”')ETT
Y1<Yo< - <Y

I-5.2 Systéme de coordonnées locales, changement d’indéterminées

Définition 1.17 Etant donnés S un ensemble, un systéme de coordonnées sur
E[[S]] est une famille ( = (Cy)yer d’éléments de k[[S]], indicée® par un autre en-
semble T, telle que

1. chague Cy € E[[S]] est non inversible,

2. il existe un famille ¢ = (Ex)xes — que l'on notera parfois (7' — d’éléments
de k[[T]] telle que

(a) chaque Ex € k[[T]] est non inversible,
(b) pour tout X € S, {x(¢) = X,
(c) pour toutY € T, ¢y(§{) =Y.

Un systéme de coordonnées est un “germe de difféomorphisme” k% — k7'; il définit
un isomorphisme (de k-algébre)

KT = K[IS]]

et aussi, selon (I.40), un isomorphisme A" (k[[T]]) — A" (k[[S]]) pour tout entier 7.

I-5.3 Changement d’indéterminées homogéne pour I’ordre pondéré

Supposons donnés, pour chacun des ensembles S et T une application “poids”,
comme & la section [-4:

m:S—-N-{0}, p: T—-N-{0},

3. Il peut paraitre surprenant d’utiliser la méme notation T' (ou S) pour 'ensemble des indéter-
minées elles-mémes (notation k[[1]] par exemple) et pour Pensemble des indices des coordonnées
(notation ({y)yer par exemple). C’est le choix le plus simple en ’absence d’une “numérotation”
naturelle de 'ensemble T (ou S). Bien sir, si par exemple S = {X1,X2}, T = {Y1,Y2}, on préférera
noter le changement de coordonnées (y1,y2) que (yy;,yy,) !
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et notons
o : k[[S]] = NU {400}, o, : k[[T]] = NU {400}

les “ordres pondérés” sur k[[S]] et k[[T]] respectivement, associés & ces poids. On dira
qu’un changement de coordonnées est homogéne si et seulement si la substitution
par ces changements d’indéterminées envoie un ordre pondéré sur l'autre, c’est-a-dire
si, pour tout g € k[[S]] et h € k[[T]], on a

0p(h) = 0x(h(¢)) , 0x(g) = 0,(9(¢™")) (L.41)

(pour la signification de ¢!, voir la Définition 1.17).

Pour qu’un changement de coordonnées soit homogéne, il faut bien str que
o-(Cy) = p(Y) pour tout Y € T, mais cela ne suffit pas.

Proposition 1.18 Un changement de coordonnées ¢ = (Cy )yer est homogéne si et
seulement si la substitution induit, pour chaque entier j, un isomorphisme

KT — K[[ST]; /KI8T 1

Remarque : On peut aussi considérer que cet isomorphisme va de k[[T];/k[[T]];+1
dans k[[S]];/k[[S]]j+1 en choisissant, par troncation, un représentant du quotient
dans k[T]V); en revanche, la substitution n’envoie pas, en général k[T]U) dans k[S]V].

Démonstration : Comme remarqué & la fin de la section 1-5.2, la substitution
induit un isomorphisme k[[T']] — k[[S]]; la donnée de la filtration étant, d’apres
(I.36), équivalente a celle de l'ordre, le changement de coordonnées est homogeéne si
et seulement si les restrictions de cet isomorphisme aux k[[T]] sont des isomorphismes
k[[T)); — k[[S]];. Le résultat est obtenu en passant aux quotients et utilisant, &
gauche, le relevement (k[[T]];/k[[T]]j+1) — k[T]Y! par troncation. W
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Chapitre 11

L’algebre différentielle locale
associée a un systéme de controle

On considére un systéme de controéle
T = f(z,u) (IL.1)

ou
= (x1,...,x,) ER" et v=(u1,...,un) € R", (I1.2)
(m et n sont des entiers) et f est analytique réelle.
L’étude qui suit est locale autour d’un point d’équilibre, c’est-a-dire que 1’on
suppose ! que f(0,0) = 0.
Comme 1’étude est locale, on peut considérer f comme la donnée de n séries
(convergentes, bien siir, mais vu qu’on ne Iexploitera pas, on ne le note méme pas):

fi
f= : , fi € Rl[z1,.- &n,u1,. .. um]], fi(0)=0, i€ {1,...,n}. (IL.3)
In
Ce chapitre donne une construction détaillée des germes de fonctions, de formes
différentielles, d’opérateurs différentiels, etc... le long des solutions de ce systéme.

1. L’hypothése f(0,0) = O est utilisée tout au long de cette note. La situation au voisinage de
points ou f (ou les dérivées des controles) ne s’annule pas n’est donc pas traitée ici, ce qui permet
une exposition allégée. Voir aussi le début du chapitre suivant.
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Toutes les données sont supposées analytiques, mais on ne se soucie pas de la conver-
gence des séries. On omet le mot “germe” dans tout ce qui suit, et on dit ainsi souvent
“fonction” au lieu de “série formelle”.

II-1 L’anneau A des fonctions

Définissons deux ensembles d’indéterminées, I’un contenant x1,...,Tpn, U1, ... ,Um
et toutes leurs “dérivées par rapport au temps” (la kiéme dérivée de h est notée h(¥)),
considérées comme des indéterminées indépendantes, et I’autre contenant z1,...,r,,
U1, ... ,Un, mais les dérivées de uq,...,u,, seulement :

= — [.(k) (k) _ . (k)
E = {z; }(i,k)eN2 U {Uj }(j,k)eN2 , T = {$1}zeN U {Uj }(j,k:)eN2 . (IL4)
1<i<n 1<j<m Isisn 1<j<m
Puisque {x1,...,&n,u1,...,um} C YT C =, on a, avec les notations de la section I-2

et au vu de (I1.3),
fi € RY]] ¢ R[[=]], i€{1,...,n}.

R[[E]] étant l’anneau des séries formelles d’un nombre fini de variables prises

parmi z,u,Z,u, - .., on lui donne une structure d’anneau différentiel en définissant
4. R[E R[[=
g = &% ®9
comme 'unique R-dérivation qui envoie a:gj ) sur mgj R ugj ) sur ugj D Pour tout

g € R[], on utilise la notation § pour désigner 4 e g et la notation g(*) est définie,
pour tout i € N, par ¢ =g, ¢ =g, ..., g0t = % . (g(i)). Soit alors Z 1’idéal
différentiel de R[[Z]] engendré par les éléments de R[[=]] suivants:

.Ci‘i—fi, 1§z§n (11.6)

Remarque I1.1 Tout élément de I est non inversible (i.e. tout élément de T a un
terme constant nul). En effet, d’aprés (I1.3), les éléments {z; — f;, 1 <1i < n} sont
non inversibles et leurs dérivées sont aussi non inversibles de maniére évidente.

Le résultat suivant montre que toute classe du quotient R[[Z]]/Z a un unique
représentant dans R[[Y]]. Notons que R[[Y]] est un sous-anneau de R[[Z]], mais pas
un sous-anneau différentiel.

Lemme I1.2 Pour tout g dans R[[Z]], il eziste un unique r € R[[Y]] C R[[Z]] tel que
g—ré€el.
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Démonstration : Pour tous entiers ¢,s,t € N, 1 <4 < n, on définit
Fig = (&i—f)9,
k k
oo = {o{ieqmy U 0 Y jeq,m) -
ke{0,....q} ke{0,...,s}

Il est clair que Zg s C Y, que F; 4 € R[[Eg41,4]] N T et que
Fig=2"" 4 F, avec F 4 € R[[E,]] - (IL7)

Soit g dans R[[Z]]. Par définition, il existe un ensemble fini G C = tel que g €
R[[G]]. Vu que (Eg+1,¢)qen est une suite croissante d’ensembles finis dont la réunion
est E, et que G est fini, il existe un entier @) tel que G C Eg41,9, et on a donc
g € R[[Eg+1,0]]- Appliquons maintenant le Corollaire 1.3 avec v = n, f; = Fjq,
h =g F = Egi0 Xi =% (si bien que F — {X1,...,.X,} = Eg); on
obtient des séries u1,...,u,, que 'on va plutdt noter vy g, ...,v, g et une série rg €
R[[Eq,q]] telles que g = >, v;oF;,@ + 7g- On peut alors appliquer a nouveau le
Corollaire 1.3 avec v = n, mais f; = F;g_1, h = 7q, F = Eg g, X; = xEQ) (si
bien que F — {X;,...,X,} = Eg_1,0), pour obtenir des séries v1,Q_1,...,Un,Q-1 €t
une série rg_1 € R[[Eg_1,¢]] telles que rg =), v;,9—1F;,9—1 + rg—1. De proche en
proche, aprés avoir applique le Corollaire 1.3 @ fois, on obtient des séries v; 4, pour
i€{l,...,n}etqge{1...,Q} telles que

g=ro+t Y vigFy
Ze{lazn}
q€{1..,Q}

avec 79 € R[[Zo,q]] C R[[Y]], si bien que g —ro € Z. 7 = 79 convient donc et son
unicité résulte de 1'unicité contenue dans le corollaire 1.3 & chaque étape.

Proposition I1.3 L’anneau différentiel R[[Z]]/Z est isomorphe a A = R[[Y]] muni
de la dérivation :

4. A - A

— dg — 99 (1) (I.8)
d _ . J
g — peg = Zaxifz +'Z u(,j)ui .
=1 1=1,57>0 1

Démonstration : Considérons I'application qui & tout élément r de A associe sa classe
d’équivalence 7 dans R[[E]]/Z. Cette application est bien définie, est un morphisme
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d’anneaux différentiels et le lemme I1.2 rend cette application inversible. On a donc
construit un isomorphisme d’anneaux différentiels de A vers R[[Z]]/Z N

Ceci montre en particulier que R[[Z]]/Z est intégre et donc que Z est premier, ce
que l’on aurait pu montrer directement.

II-2 L’anneau A[4] des opérateurs différentiels

On abandonne R[[Z]]/Z pour travailler sur A, muni de la dérivation (IL.8), qui
est un anneau différentiel plus concret.

Appelons A[%] I’anneau des opérateurs différentiels sur A, qui sont sont polyno-

d s . 12 d , dk
£ a coefficients dans A. Un élément p € A[Z] sera noté ) ap5 avec ay

dans A, la somme étant finie. Pour p € A[%] et h € A, on note peh =3 aih®) € A
I’élément obtenu en appliquant ’opérateur p a h.

miaux en

Ceci définit une multiplication externe o : A[%]x A — A. La multiplication dans
A[%] n’est pas la multiplication commutative usuelle des polyndémes, mais la com-
position des opérateurs différentiels, qui donne une multiplication non commutative
des polynémes. On la notera multiplicativement 2 : pour tout p,q € A[%] et h € A,
on a (pg)eh = pe(geh). Ceci fait de A[%] une R-algébre non commutative, et de A
un A[%]—module a gauche. Par unification avec les polynémes a coeflicients formes
différentielles (voir plus loin), on utilisera parfois le symbole A, c’est-a-dire que 1’on
notera indifféremment pg ou p A ¢. Il faut prendre garde & ne pas confondre les lois
internes et externes lorsque ’on applique un polynémes. Par exemple, en notant A la
loi interne (dans les membres de gauche, mais pas dans les membres de droite) pour
insister, on a
L oouy =,

%/\ul :ﬂ1+u1%,
ur N\ % = ulﬁ,

.y Y . d . d
(sans A, la deuxieme égalité se lit Zui = 0 + u1 3;).

A est aussi un sous-anneau de A[-%4], 'inclusion A — A[4] consistant 4 identifier
a dans A au polynéme de degré zéro a ou a 'opérateur différentiel de degré zéro

2. Cette notation est aussi celle de la multiplication usuelle des polynémes, mais cette derniére
ne sera jamais utilisée ici. Noter par ailleurs que cette notation multiplicative est cohérente avec la
. EooL A A . 2 k
notation ak% , oit chaque ay peut étre vu comme un polynéme de degré zéro: 'opérateur ay, %
d

est bien Ek suivi de la multiplication par ay.
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“multiplication par a”. On va étre amené a étudier des modules sur A[2L]. Les A[Z]-
modules ont aussi une structure de modules sur A.

Proposition I1.4 Soit M un A[4]-module libre et {wjitjeqr,....m) une base de M sur

A[L]. M est alors aussi un A-module libre et {Wg'k)}je{l,...,m},keN en est une base.

d k
Démonstration : Soit n = Z "j”% wj € M, ou nj, € A pour j €
J€{l,...,m},keN
{1,...,m} et k €N

d k
Z Uj,k% wj = Z ﬂj,kw§'k)a

je{1,..,m},keN J€{1,...,m},keN

d’ou le résultat M

II-3 Les formes différentielles, I’algébre extérieure

I1-3.1 Module A'(A) des formes différentielles

On a défini (section I-3), pour tout anneau de séries formelles, un module sur
cet anneau, qui est le module des différentielles. On peut bien sir appliquer cette
construction & A = R[[Y]]. Comme A’(A) est non seulement un .A-module, mais
aussi un A[%£]-module, construisons le directement en tant que .A[4£]-module.

On consideére le A[%]—module libre engendré par les n + m éléments dx et du
(dx = (dz1, ... dz,) et du = (duq,. .. ,dum)):

X d N o d
M = —Jdx; —Jdui |
(@) (@45
et N le sous-module de M engendré par les “linéarisés” de &; — fi(z,u):
T
N — — I\ 5 T 1) -
@A[dt (i = df;)

AY(A) est le A[%£]-module quotient :

AY(A) = M/N .
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Il est facile de vérifier que A(A) est aussi un .A-module, que ce .A-module est
libre et qu’une base est donnée par {dz}.er . Puisque A = R[[Y]], ceci est bien la
construction (I1.10) de A'(A) en tant que A-module.

II-3.2 Liberté du A[4]-module des formes différentielles

Bien stir, A'(A) construit ci-dessus n’a aucune raison a priori d’étre un A[%]-
module libre.

Comme discuté dans [7] ce module est libre si et seulement si ’approximation
linéaire du systéme est commandable. Voir aussi [1, pp.24-28]. Puisqu’on a fait ici
I’hypothése que 1’on est en un point d’équilibre, ceci s’exprime aisément. Définissons
les matrices A € R"*" et B € R**™

_of _of
A= 0, B = 50 . (IL.9)

En d’autres termes, I’élément (4,j) de A est le terme constant de 9f;/0z; et I’élément
(i,k) de B le terme constant de 9f;/0uy.

Proposition I1.5 A(A) est un A[4]-module libre si et seulement si le rang des
colonnes de {B, AB, ... ,A" 1B} est égal a n.

On pourrait donner de ceci une preuve directe, mais c’est en dehors du propos
de cette note. Dans [1] on donne une maniére simple de construire une base en un
point dit “Brunovsky-régulier”. On ne rappelle pas ici cette notion, mais on peut
donner une condition suffisante (générique) pour que le point d’équilibre (0,0,0,...)
soit Brunovsky-régulier, et des précisions sur la base obtenue dans ce cas-la. Cette
condition est que le rang des colonnes de B, AB, ... A7 B soit maximal pour tout j :

Proposition I1.6 Soient p et o les entiers tels que
n = mp+o, 0<o<<m-—1.

Si le rang des colonnes de B,AB, ..., AP71B est égal ¢ mp et celui des colonnes
de B,AB, ..., A?B a n, alors il eziste une base {wy,...,wm} de A1(A) en tant que
A[%]—module, telle que chaque forme w; s’écrit wj =Y, 4 ajedz, avec ajo € A, et
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les formes
. (p)
w1, Wi, wl s
. (p)
We, Weor R
. (p—1)
Wo+ly, Wo+tl, -+ Wy s
. p—1
Wm, Wmy wgn )
appartiennent au A-module engendré par dx1,...,dx, et en forment une base.

Lecas m=1

Si m = 1, les deux cas ci-dessus se confondent, et dés que le linéarisé est com-
mandable, il existe une forme w = ), a;dz, (ag € A) telle que {w} est une base de
AY(A), c’est-a-dire que toute forme 7 € A'(A) s’écrit pew pour un certain p € A[£].
Il est du reste facile de voir que cette base est unique a coefficient multiplicatif
inversible prés: toute base s’écrit {\w} avec A € A, A(0) # 0.

Cette unicité de la base est propre a la dimension 1: pour m = 2, par exemple,
si {w1,ws} est une base, {wi,ws + wgs)} est une base pour tout s € N.

I1-3.3 Algebre extérieure

On peut appliquer les constructions de la section I-3 et construire, pour tout
entier r € N, A"(A) = A" (A(A)), et d: A"(A) — A"TL(A).

La différentielle extérieure d commute avec la dérivation % (voir par exemple
[10]).

Chacun des A"(.A) est construit (cf. section I-3) comme un .A-module; comme on a
vu en (1.13), si A’(A) est un A-module libre, alors tous les A"(A) sont des .A-modules
libres. Construisons, comme en (I1.13), une base de ces .A-modules. On suppose pour
cela, comme discuté & la section précédente (et par la suite on sera dans ce cas),
que A'(A) est un A[4]-module libre, et que {wi,...,wn} en est une base; alors

{wgk)}je{l,m,m} est une base de A'(A) en tant que A-module, lui aussi libre. Comme
keN

en (I.13), on a besoin d’un ordre sur cette base; prenons l'ordre lexicographique sur
les indices, c’est a dire que pour (j,k) et (j',k) dans {1,...,m} x N,

Gk <G K) & j<jet (j=§=>k<k); (IL.10)
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alors

k1 ky
{wg.l A Al )}(ji,ki)e{l,...,m}xN (IL.11)
(jl’k1)< <(jr:kr)

est une base de A"(A) en tant que .A-module.

A"(A) a aussi une structure de A[%]-module, de la liberté duquel on ne se soucie
pas.

oo

On peut définir comme en (1.17) l'algébre extérieure @ A'(A) dont les éléments
i=0
sont des somme symboliques de formes de degrés différents.

I1-4 Opérateurs différentiels a coefficients formes

Pour tout entier 7 € N, on peut définir 'ensemble A"(A)[4] des polynomes en
4 3 coefficients dans A"(A). Un élément de A"(A)[Z] s'¢écrit

di
J .
dJ
p = Zﬂja
Jj=0
avec 75 € A"(A), et il définit naturellement, pour tout entier ¢ € N, un opérateur

différentiel

N(A) — ATT(A)
J ; J
d’ : (IL12)
w = pew = jE_O n; A (E w) = jE_O 74 /\w(J) .

n peut étendre le produit extérieur aux polyndmes comme correspondant a la com-
O t étendre 1 duit ext 1 dant a1l
position des opérateurs ci-dessus, c’est-a-dire que

AT(AE < A(A)F] — AH(A)E]

VAN
(p,q) = PAg

est tel que, pour tout w,

(pAg)ew = pe(gew).

Cette loi est similaire & la multiplication définie & la section II-2 pour les opérateurs
différentiels a coefficients fonctions (A[ 4] s’identifie & A°(A)[£]), le produit extérieur
des formes remplacant la multiplication dans A.
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On peut alors, comme en (I.17), définir une grande algébre par :

A(A)[% :@Ai(A)[% . (11.13)
1=0

Un élément de A(A)[24] peut aussi s’écrire comme un polynéme en % & coefficients

dans A(A). Tous les objets considérés par la suite peuvent étre vus comme des
éléments de A(A)[Z], ou des matrices d’éléments de A(A)[4].

Notons que, d’aprés (I1.11) et (I1.13), une base de .A-module A(A)[4] est donnée
par:

AEN
(dirks)e{1,...,m} xN
(j15k1)< <(j7‘7kT)

A
k k,) d
{wj.ll)/\---/\w; )& }TGN . (I1.14)

II-5 Matrices d’opérateurs différentiels

On sera amené & faire agir des opérateurs sur des m-uplets (m un entier positif)
de formes, ou de fonctions, que ’on notera comme des vecteurs colonnes d’éléments
de A ou de A*(A). les opérateurs qui agissent sur ces m-uplets seront notés comme
des matrices carrées. On note

Wy e (vam)

les A[Z]-modules formés respectivement des vecteurs (colonnes) de dimension m
dont chaque élément est dans A7(.A) et des matrices carrées m X m, dont chaque
élément est dans A*(A)[4].

Pour M € (Ai(A)[%])mxm et X € (AJ(A))™, on note M o X € (A™7(A))™
le vecteur obtenu par multiplication matricielle classique en prenant e (voir (I1.12))
comme multiplication entre éléments des matrices. Pour M € (Ai(.A)[%])mxm et

. mxm - mxm
M' € (Al (A)[%]) ,onnote M AM' € (A""’ (A)[%]) la matrice obtenue
par une multiplication matricielle ol la multiplication entre éléments des matrices
est celle définie a la section II-4. On a bien sir (M AM') e X = M o (M' ¢ X).

On confondra un élément de M € (A(A)[4])™ ™ avec l'opérateur différentiel

A(A™ — AA)™
X — MeX
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qui envoie chaque (A"(A))™ dans (A"T(A))™.
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Chapitre III

Une valuation naturelle

ITI-1 Hypothéses essentielles
Point d’équilibre

Comme au chapitre précédent on suppose ici que l'on travaille au point d’équilibre
(0,0), ce qui se traduit par (I1.3) et entraine, que, pour tout h € A, on a

h(0) = 0. (I11.1)

C’est cette derniére propriété (ou autrement dit le fait que I'idéal maximal de A soit
un idéal différentiel), qui est exploitée dans le présent chapitre.

On peut se passer de cette propriété moyennant des construction un peu plus
générales qui ne sont pas données ici.

Liberté du module des différentielles

On a aussi besoin de supposer que

AL(A) est un A[%]—module libre. (I11.2)

A la section II-3.2, on a rappelé que cette hypothése est celle de la commandabilité
du linéarisé et donné des conditions dans le cas d’un point d’équilibre.

Contrairement & (II1.1), il ne semble pas que 'on puisse se passer facilement de
cette hypothése. Il est & noter que cette hypothése est en fait un condition néces-
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saire pour la platitude, voir chapitre IV et en particulier la remarque qui suit la
définition IV.1.

On suppose choisie une base, dans la suite. On la note verticalement :

w1
Q = | (111.3)

Wm

Les constructions faites aux sections III-2 et ITI-3 dépendent a priori du choix de
cette base, supposée fixée sans plus de précision. A la section I11-4, on montrera que
la valuation que l’on a construit ne dépend en réalité pas du choix de cette base.

ITI-2 Valuation des fonctions

On va ici construire la valuation “Val” sur ’anneau A des “fonctions” (c’est-a-dire
des séries). On donne ensuite un certain nombre de propriétés de Val, mais on ne
prouvera qu’a la section IT1-5.3 qu’il s’agit d’'une valuation.

IT1-2.1 Deéfinition

Proposition II1.1 [ existe une unique application
Val : A — NU {+o0}

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout g € A :

e g=0 <= Val(g) =+ (I11.4)
e ¢g(0)#0 < Valg=0 (ITL.5)
o sig(0) =0, en définissant les gj € A par dg = Z 9k wg-k),
1<j<m,keN
I(g) = i 1 1(g,; I1I.
ona Val(g) = _min {k+1+Val(g;x)} (IIL.6)

Pour un élément h de A non nul (le cas nul étant donné par (II1.4)), expliquons
briévement comment utiliser les propriétés de la proposition III.1 pour calculer Val h.
On utilise une premiére fois (III.5) avec g = h et on a:

Si h(0) # 0, Val(h) = 0.
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Si h(0) = 0, on différentie h et on décompose dh sur la base 2 :
dh= 3 Bt
1<j<m,keN
La somme est finie, c’est-a-dire que seul un nombre fini de h;; sont non nuls.
On applique alors (I11.6), avec g = h: Val(h) = 1<jI<ninkel\I{k + 14 Val(hjk)},

3

le minimum étant & prendre sur un nombre fini de couples (4,k). On est alors
ramené a évaluer 'image par Val de chaque h; 1, ou tout au moins d’un nombre
fini, non nuls. Pour chacun d’eux, on recommence ’étude ci-dessus en rempla-
cant h par hj:
pour (j,k) tel que h;g(0) # 0, Val(h;;) =0,
pour (j,k) tel que hjg(0) = 0, on doit décompose dh; i sur la base :
kl
dhjp =" D kgl
1<5'<m,k' €N
et, en appliquant (I11.6) & g = h;x, on a:

Val(hjp) = min {8+ 14 Val(hja)}

Il n’est pas évident a priori que cette procédure s’arréte. On montre dans la preuve
ci-dessous que si h est non nulle, aprés un nombre fini d’étapes, on a rencontré un
élément de A dont le terme constant est non nul et dont la valuation est donc connue.
On verra que ceci entraine que Val(h) est bien défini et fini.

Démonstration : On considére g dans A, alors soit ¢g(0) # 0 et Val(g) = 0, soit

Val(g) = lgjrgnrizr,lkeN{k + 1+ Val(g,x)}, avec dg = Z gj’kwj(-k). Considérons
1<j<m,keN

I’ensemble G des séries de A issues de la décomposition de dg le long de € puis de

la décomposition de la différentielle de chacune des g; 1 et ainsi de suite.

— Si tous les éléments de G sont nuls en zéro. En décomposant dg le long de
la base dx,du,d, .. ., les coefficients sont nuls aussi en zéro, par indépendance
des éléments de la base. Donc une fonction dont tous les coefficients de sa
différentielle sont nuls en zéro a toutes ses dérivées partielles du premier ordre
nulles en zéro. Alors, si dg a tous ses coefficients nuls en zéro, puis les coefficients
des différentielles de ses coefficients et ainsi de suite, alors il est évident que
toutes les dérivées partielles des g, sont nulles en zéro et donc les g;; sont
toutes la série nulle car une série dont tous les coefficients sont nuls est la série
nulle, donc g = 0 et Val(g) = +o0 et est bien défini.
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— Siun des g; (coefficient issu de la décomposition de dg lui-méme) est non nul
en 0 par exemple g; ¢, alors Val(g) < 1+ k. Alors, il suffit de différentier & fois
successivement les coefficients de g, puis les coefficients des différentielles des
coefficients de ¢ et ainsi de suite jusqu’a l’ordre k et de tester la valeur de ces
fonctions en 0, Val(g) est alors bien défini en tant que minimum d’un ensemble
fini d’entiers.

— Si il existe un élément de G non nul en 0 mais qu’aucun des coefficients g;
de dg est non nul en zéro, alors on différentie ces derniers et on regarde la
valeur des coefficients de leur différentielle en zéro. On itére alors le processus
de différentiation jusqu’a ce qu’un des coefficients soit non nul en zéro, alors
on est ramené au cas ci-dessus et Val(g) est bien défini. B

IT1-2.2 Propriétés de la fonction Val sur A.

La proposition suivante donne des propriétés de la fonction Val qui en font
“presque” une valuation. On verra plus loin (section III-5.3) qu’il est bien vrai que
Val(gh) = Val g+ Val h pour tout g et h, mais il sera plus aisé de le démontrer aprés
avoir établi a la section III-5 I’existence de coordonnées dans lesquelles Val coincide
avec une valuation plus classique. D’ici 1a, on va se contenter de 'inégalité (II1.9)
ci-dessous.

Proposition I11.2 Pour tous g et h dans A, on a:

Val(g + k) > min{Val(g), Val(h)} , (I11.7)

Val(h) > Val(g) = Val(g+h) = Val(g), (I11.8)
Val(gh) > Val(g) + Val(h) , (II1.9)

Val(h) =0 = Val(¢gh) = Val(g), (IT1.10)

Val(h) > 1+ Val(h) . (I11.11)

Démonstration: Pour g ou h dans A, fixons une fois pour toute la notation

suivante: on développe dg et dh sur la base (w(-k))lgjgm,keN du A-module Al(A),

J
définissant des fonctions g, et h;j par:

k
dg = Z gj,kw](' )7
1<j<m keN (IT1.12)

dh= 5 hy.

1<j<m,keN
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Démonstration de (III.7). Montrons par récurrence sur ¢ que la propriété suivante
est vraie pour tout 2 € N:

R, . { pour tout g et h dans A, tels que Val(g + h) <1,
t Val(g + h) > min{Val(g), Val(h)} .

— Si Val(g + h) = 0 alors, d’apres (IIL.5), (g + h)(0) = g(0) + h(0) # 0 et donc
soit g(0) # 0 soit h(0) # 0, et donc, toujours d’apres (IIL.5), Valg ou Valh est
nul. Ceci prouve Ry.

— Soit 2 > 0. Supposons R; vraie et montrons alors que R;41 est vraie.

Soient g et h dans A, tels que Val(g + h) <i+ 1. Si Val(g + h) < i, 'inégalité
Val(g + h) > min{Val(g), Val(h)} est une conséquence de R;; on suppose donc
que Val(g + h) = i + 1. D’apres (II1.6), en utilisant les notations (II1.12), il
existe des entiers 7 et k tels que

i+1=Val(g+h)=Fk+1+ Val(gyz + hyz) -
Ceci entraine Val(g; ; + h; ) < et donc, en appliquant R; & g;f et h;f, on a
Val(g; 5 + hy5) > min{Val(g; ), Val(h; z)} -

Comme Valg < k + 1 + Val 975 et Valh < k+ 1+ Val h; %, les deux relations
ci-dessus entrainent Val(g + k) > min{Val(g), Val(h)}. Ceci prouve R;y;.

Démonstration de (II1.8). Il est trés classique que (II1.7) entraine (II1.8); rappelons
pourquoi. Si Valg < Valh, alors (IIL.7) entraine évidemment Val(g + h) > Valyg,
mais aussi

Valg = Val(g+h—h) > min{ Val(g + h), Val(—h) } . (IT1.13)

Il est clair, d’apres la construction de Val(), que Val(—h) = Val h (par récurrence sur
Valh: Val(—h) = 0 si et seulement si Valh = 0, et si Valh > 0, on se raméne & des
fonctions de valuation strictement inférieure en décomposant dh comme en (II1.6)).
Comme Val(—h) = Valh > Valg, la relation (II1.13) entraine Valg > Val(g + h).

Démonstration de (II1.9). Montrons par récurrence sur i que la propriété suivante
est vraie pour tout ¢ € N.

Ri: {pour tout g et h dans A, si Val(gh) < i alors Val(gh) > Val(g) + Val(h). }.
— Si Val(gh) = 0, alors g(0)h(0) # 0, donc Val(g) = Val(h) = 0. Ry est donc

vérifiée.
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— Soit ¢ > 0. Supposons R; vraie et montrons alors que R;y1 est vraie.
R; étant vraie, il suffit, pour prouver R;t1, de considérer g et h dans A, tels
que Val(gh) =i + 1. Comme Val(gh) > 0, (IIL.5) entraine gh(0) = 0 et donc,
avec les notations (I11.12), (II1.6) entraine, puisque d(gh) = g dh + hdg,
1 = i 1 1(gh; ; .
Val(gh) lgjléﬂrnllr,lkeNk + 14 Val(ghj i + gjkh)

Soient 7,k des indices tels que le minimum soit atteint. On a, en utilisant (II1.7)
pour l'inégalité,

i+1 = Val(gh) = k+1+Val(gh; +g;5h)
> k+1+min{Val(gh,z), Val(g;zh)} - (I11.14)

Quitte a inverser le role de g et h, on peut supposer que Val(gh; ;) > Val(g; gh).
On a alors Val(g;zh) < i — k, d’olt, en appliquant R; & g; et h, l'inégalité
Val(g;gh) > Valg; ¢ + Val h. L’équation ci-dessus entraine alors

Val(gh) > k+1+ Val(g; zh) > kE+1+ Val g;5 + Valh

Comme Valg < k+1 + Val(g; ), cela entraine bien Val(gh) > Valg + Valh,
ce qui prouve R;41.

Démonstration de (II1.10). C’est une conséquence de (II1.9). En effet, si Valh = 0,
alors h(0) # 0 c’est a dire que la série h & un terme constant non nul, si bien qu’il
existe une série % € A telle que g = %gh et Val £+ = Valh = 0. Alors, on obtient
Valg > Val(gh) en appliquant (IIL9) & gh et #, et Val(gh) > Valg en appliquant

(IT1.9) & g et h.

Démonstration de (II1.11).

Soit, pour tout 7 € N, A = {ge A, Valg=1i et Valg>i}.
D’aprés (IIL1) et (IIL5), Valh > 1 pour tout &, et donc Ag = @. Par ailleurs, si
Val b = 400, il est trivialement vrai que Valh > 1 4 Val h. Par conséquent, (II1.11)
est vraie pour tout h € A si et seulement si tous les A; sont vides pour 7 > 1, ce
que nous allons prouver par I'absurde. Si il existait un A; non vide, soit v > 1 le
plus petit entier tel que A, # @, et un élément h de A,. Le fait que Valh > v > 1
entraine h(0) = 0 (grace a (IIL.5)), et donc, d’aprés (II1.6), en utilisant les notations
(I11.12),

Valhjp >v—1—k (IT1.15)
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pour tout j,k. Ecrivons maintenant que Valh = v. En appliquant % a (II1.12), on
obtient (avec la convention h; 1 = 0, qui ne contredit pas (II1.15)):

dh = Z (ilj}k + hj}kfl) u)](k) ,
1<j<m,keN

qui, puisque h(O) = 0, entraine, en appliquant (II1.6),

v = Valh = | amin_ kot 14 Val (s + hypa) - (IIL.16)

Par ailleurs, pour tout j,k, on a
Valhjp >v—k et Valhjp_i >v—k (I11.17)

car la seconde inégalité vient de (III.15), la premiére est évidement vraie si Val hj,k >
v, et si Val hjk < v, le fait que A; = @ pour 7 < v entraine Val ﬁj,k > 1+ Valhjy, ce
qui, avec (II1.15), montre que la premiére inégalité est vraie dans ce cas aussi. Les
inégalités (II1.17) entrainent, a I’aide de (IIL.7),

k+1+ Val (hj,k n hj,k_l) >u41
pour tout j,k. En reportant ceci dans (III.16), on obtient la contradiction v > v+ 1.

II1I-3 Extension de Val & toutes les formes, matrices et
opérateurs

Maintenant que ’on a défini la “valuation” (on utilise ce mot bien qu’on n’ait pas
encore prouvé que “Val” définit bien une valuation sur .A) des fonctions, c¢’est-a-dire
des éléments de A, on l'étend sans mal a tous les objets plus généraux définis aux
sections I1-4 et II-5.

I11-3.1 Valuation des opérateurs a coefficients formes

Définissons Val : A(A)[4] — NU {+oo}, qui étend Val : A — N U {+oco} défini
plus haut.
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Comme vu en (I1.14), un élément de £ € A(A)[%] s’écrit

A
k1 ke) @
&= > O\ )eliads) S5y Ao A (IIL.18)
g, €N
(]z:kz)e{laam}XN
(j17k1)< <(jq’kQ)

1es ax g,(j1,k1),....(jo,kq) € A €tant définis de maniére unique.

Définition IT1.3 Pour tout £ € A(A)[%], Val ¢ est défini par

q
Val¢ = qI’I/{iE% Val(axg, 1 k1), (Gasky)) T A+ Z(l + k) (II1.19)
(ji ki )e{1,...,m} xN i=1

(1,k1)< -+ <(dq:kq)
0t les @y g.(jy k1),....(Gakg) € A sONt définis par (T11.18).

Il est clair que cette définition de Val coincide avec la précédente sur A C A(A)[4]
(un élément de A(A)[£] de la forme (II1.18) ol tous les W q,(j1,kr)
sauf 'unique correspondant & ¢ = A = 0).

ors(q,kq) SODE TULS

Un élément de A(A)[%] étant assez abstrait, spécialisons cette définition aux
éléments plus concrets que sont les formes différentielles et les opérateurs différentiels.

Opérateurs différentiels (scalaires): pour un élément de A[%], polynéme en %
de degré K € N, on a
K d A
Val — = i A+ Val I11.20
DT ) = sl M) ([20)

ou les coefficients a) sont dans A.
Formes différentielles de degré 1: pour n = Z ajykwg-k) € AY(A), on
(j,k)e{1,...,m}xN

les aj sont dans A (et la somme est finie), on a Valn = mikn(l +k+Vala,).
7,

Comme A'(A) est un A[%]—module libre, on peut aussi décomposer  comme

m
n o= D Piew;
j=1

avec Pj € A[4], et on a alors

Valn = 1g;lgnm(l + Val P}) . (III.21)
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Formes différentielles de degré p > 2: pour n € AP(A), donné par

_ § : (k1) (kp)

77 - a’jlrn’jp,kl:"':k;ﬂ /\ wjl /\ e /\ wjpp
(ji,ki)E{l,...,m}XN
(J1,k1)< -+ <(p,kp)

(somme finie), on a

Val(n) = min
(Ji,ki)€{1,...,m}xN
(jl;k1)< <(jp:kp)

(P4 ki 4+ kp+ Val(ajy. o kroop) ) (TT1.22)

Opérateurs différentiels a coefficients p-formes: pour P € AP(A)[L], donné

A
par P = Z m% (somme finie), avec pour tout A € N, 7, € AP(A),

AeN
Val(P) = I/\neiél{)\ + Val(ny)}. (II1.23)
I11-3.2 Propriétés
La Proposition I11.2 peut se généraliser & I’ensemble A(A)[4]:

Proposition II1.4 Pour tous g et h dans A(A)[4], on a:

Val(g + k) > min{Val(g), Val(h)} , (II1.24)

Val(h) > Val(g) = Val(g+h) = Val(g), (I11.25)
Val(g AR) > Val(g) + Val(h) , (II1.26)

Val(g) =0 = Val(gAh) = Val(h), (I11.27)
Val(g) > 1+ Val(g) . (IT1.28)

Val(dg) > Val(g) . (I11.29)

Démonstration :

(ITI.29) est une conséquence trés directe des définitions. En utilisant (II1.18) et
(I11.19), le fait que, dans g + h, les coefficients de g et de h s’additionnent termes &
termes et en appliquant (II1.7) a I’addition de ces coefficients, on obtient 'inégalité
(ITI.24). Il en va de méme pour ’égalité (II1.25) en utilisant en plus (IT1.8).
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Démonstration de (II1.28). Soit h € A(A),

_ (k1) (kq)
h = > R jtdo kg @y A e AWy

geN
(7i,ki)e{1,....,m}xN
(J1,k1)< =+ <(Jg,kq)

On utilise la notation A pour le résultat de 'application de I’opérateur différentiel

% sur 1’élément h.
;o (60) (k1+61) (kqt6q)
h = > hggadabrkg@in N AW
qeN
S0++++6g=1

(Ji ki)€{1,...,m}xN
(71,k1)< - <(Jq:kq)

Donc
: - (60)
V) x om0 VO, )
So+-+64=1 i=1
(ji,ki)e{l,...,m}XN
(J1,k1)< -+ <(jq,kq)
9 N 6 PRES 2
et d’apres (II1.11), Val(hf\,(;?jl7“"]-[1’,617.“7,6(1) > 0o + Val(hy g ji,...j k1, kg )» d'0U le Té-

sultat presque immeédiatement.

Démonstration de (II1.26). Montrons la propriété dans des cas plus restrictifs
en premier lieu.

i). Soient g € AY(A) et h € AY(A), avec

g = Z 91,539 w;-fl) FANAN w;fq) ’
(j‘i:ki)e{l,.._jm}xN kl,...,kq
(J1,k1)< -+ <(Jq,kq)
k) (K!))
GLRDE{Lm} Kk
(G1.k1)< - <ok

L’inégalité Val(g A h) > Valg + Val h est entrainée par

k (kg) ~ (K)) (k)
Val | gj1,...4, hji,---,j;/ wj(- UALLA w; A wjil A...Awy® | > Valg+ Valh,
Foeoba !
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valable pour n'importe quelle valeur des indices, car ¢ A h est un somme de
termes comme celui dans le membre de gauche. L’inégalité ci-dessus est vraie
car le membre de gauche est égal, par définition, &

q q

Val [ gjo, g |+ D A +k) + > (1+E),
Rivooka pr gt i=1 i=1
et qu’en appliquant (I11.9) au produit d’éléments de A qui apparait, on minore
la quantité ci-dessus par une quantité qui, par définition (IT1.22) de Valg et
Val h, est elle-méme minorée par Valg + Valh.
ii). Soit h et g dans AY(A) et A7 (A) respectivement. Soit et y dans N. Considé-
rons les monomes h4" et g%/\ de AY(A)[L] et A7 (A)[4] respectivement.
)\ .
o BT
Alors g%)\ A h%u = Z (i‘) (g A h(”)% et en utilisant (I11.24) sur le
i=0
membre de droite on obtient
d* o ad* ) dPHA
Val(g— Ah— )> min {Val(gAh®)— :
Moge Mg )2 iy VAT b
D’apres (I11.23) la valuation du i-éme terme dans le min vaut g+ A —i+ Val(g A
h9)), mais (I11.9) entraine Val(g A h()) > Val(g) + Val(h(®) et (I11.24) itéré i
fois entraine Val(h(®)) > i + Val(h) et (IT1-3.2) implique donc
Val(g%)\ ARLEHY > 14 X+ Val(g) + Val(h), i.e.

a* o d d’ d*
Ah— ) > Val(ga )+ Val(h— ).

Vallg gy Ao dt

d’ d*
iii). Soit g = Zg)‘% et h = Zhﬂa dans A(A)[2], ot les gy et les hy sont
AEN HEN
des formes homogenes.

a?* d*
Abm\thAh)zVﬂ“E:gﬁE)A(Ejhﬁﬁ)%
AEN pEN
d* d*r
donc Val(g A h) > Val(z Z Py A hu% )
AEN peEN
A d*

d
et avec (I11.24), Val(g A h) > AI’?LiEIIl\I{gAE A h#E }.
Le point ii) permet ainsi de conclure que Val(g A h) > Val(g) + Val(h).
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iv). Soit h = h; et g = g; dans A(A)[2] quelconques avec les h; et les g; des
it
tEN 1EN

polyndémes en % a coefficients formes homogénes.

Val(g A ) = Val(>_ > gi Ahy)

€N jEN
et avec (II1.24) on obtient Val(g A h) > mi%{Val(gi A hj)} le point iii). permet
'L,]E

alors de conclure la démonstration de (II1.26).

Démonstration de (II1.27). Soient g et h dans A(A)[4] avec Valg = 0. Comme
les seuls éléments homogenes ( € A(A)[d%] tels que Val¢ = 0 sont dans A, on a
g =go+g1 avec gg € A, Valgg =0, Valg; > 1. Alors, comme gAh = goAh+ g1 AR,
il suffit, d’apres (II1.25) et (I11.26), de montrer que Val(ggh) = Val h (puisque gy € A,
on préfére noter goh que g A h). Si l'on décompose h comme en (II1.18), on obtient
la décomposition de ggph en multipliant les coefficients fonctions (GA,q,(jl,kl),...,(jq,kzq)
dans (II1.18)) par go; en appliquant (IT1.10) & ces produits de fonctions, les définitions
(I11.19) de Val h et Val(goh) montrent qu’ils sont égaux. M

IT1-3.3 Le cas des matrices

La valuation d’une matrice ou d’un vecteur d’opérateurs différentiels ou de formes
(voir section II-5) sera simplement, par définition, la plus petite des valuations de

ses éléments : pour M € (Ak(.A)[%])mxm et X € (Ak’(.A)) , donnés par

M = [Mijli<i<m , X = [Xilici<m

1Z53m

on a

ValM = minVal M;;, ValX = minVal X, , (IT1.30)

Z’J
ott les M; ; sont dans A¥(A)[4] et les X; dans A¥'(A), et relevent donc de la section
précédente.

L’essentiel des propriétés de la Proposition I11.4 restent vraies en remplacant les
produits par des produits matriciels. Indiquons simplement précisément ce qui nous
sera utile par la suite:
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Proposition II1.5 Pour tous M, M' dans (Ai(A)[%])mxm et W, W' dans
(A (A))N™, on a:

Val(W + W') > min{ValW, Val W'} , (I11.31)
Val(M + M') > min{Val M, Val M'} , (I11.32)
Val(M e W) > ValM + ValW | (I11.33)
VallM AM') > ValM +ValM' | (I11.34)

Val[dM) > ValM et Val(dW) > ValW . (IT1.35)

IT1-3.4 Notation O

On utilisera pour Val la méme notation “O” introduite & la Définition 1.12 pour
l'ordre (pondéré) des séries. Pour ¢ € N, le symbole O, désigne n’importe quelle
quantité (élément de A, d’'un A’(A), d'un Ai(A)[%], ou une matrice a coefficients
dans 'un de ces ensembles) auquel Val assigne une valeur supérieure ou égale a q.

Par exemple, g = h + Oy, ou g + Oy = h + Oy, ou g — h = O, signifient que
Val(g — h) > ¢, mais aussi, si F' est une application, F(g+ Oy) = h+ O, signifie que
pour tout v tel que Valv > ¢, on a Val( F(g+v) —h) >r.

I1I-4 Indépendance de la fonction Val par rapport au
choix de la base

On a défini jusqu’ici la fonction “Val” a ’aide d’une base (II1.3) du A[d%]—module
A'(A). Dans ce paragraphe nous verrons que, bien que nous ne sachions pas donner
de définition de la fonction Val sans avoir recours & une base, cette fonction elle-méme
ne dépend pas du choix de la base.

Pour deux bases n = {n1,...,0m} et w = {wi,...,wm}, on note Val, et Val,
les deux fonctions a priori distinctes qui résultent de la construction précédente en
utilisant chacune de ces bases. La proposition qui suit énonce que Val ne dépend pas
de la base utilisée pour la définir.

Proposition II1.6 Soit n = {n1,....nm} et w = {w1,... ,wn} deur bases du A[%]—
module A'(A), alors Val, et Val,, coincident.

Cette proposition permet d’utiliser maintenant la notation Val, indépendamment de
la base de A'(A) choisie, sans aucune ambiguiteé.
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Démonstration: Montrons d’abord que Val, et Val, coincident sur A[%]. Pour
ceci, montrons, par récurrence sur ¢, que l’on a, pour tout 7 € N,

Pour tout & € A[4], si il existe une base w de A!(A)
Ri : telle que Val,(h) <7,
alors, pour toute base n de A1(A), Val,(h) = Val,(h).

Ry est vraie car pour tout élément h de A et toute base de Al(A), Val(h) = 0 si
et seulement si h(0) # 0.

Soit ¢ € N. Supposons R; vraie et, pour montrer que R; 41 l'est aussi, considérons
h € A[Z], w une base de A!(A) telle que Val, h =i + 1, et n une autre base.

Tout d’abord, il est clair que Val, (k) > Val,(h) (c’est-a-dire Val, (k) > i+1) car
sinon, Val,(h) < i, ce qui permet d’appliquer R; a h, avec n jouant le réle d’w, et
d’obtenir Val, (k) = Val,(h), ce qui serait absurde puisque Val, h =7 + 1.

Montrons maintenant que Val,(h) < Val, (k). On peut bien sir écrire

et, d’apres (II1.20), Val,(h) (j + Val,, h;). Distinguons deux cas.

= min
0<i<J

— Si ce minimum est atteint pour au moins un entier j # 0, alors, pour cet entier
J,on a Val,(hj) =i+ 1—j <4, on peut donc appliquer R; & h; avec la base
w pour obtenir Val, h; =4+ 1 — j, ce qui entraine Val, h < Val,, h.

— Sinon, on a Val, hj > i+ 1— j pour tout j > 1 et Val, hg = Val, h =7+ 1.
Ceci implique, d’aprés (II1.5), que ho(0) = 0; alors, d’aprés (I11.6), si ’on écrit

dhg = Y apewp = > bremn,

ke{l,...,m} ke{l,...,m}

avec ap,by, € A[L] (ce sont des opérateurs différentiels), on a, d’aprés (II1.6)
(voir aussi (II1.21)):

Valyho = Valydho = min (1+ Val,a) , (I11.36)
Val, hg = Val,dhy = 1£IIICI<II (14 Val, b) . (IT1.37)

Soient py ; et qx ; les éléments de A[%] qui donnent le changement de base:

m m
nk‘zzpk,j.wja wk:qu,jonj, kzl,...,m. (111.38)
j=1 j=1
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On a clairement, pour tout k,
ak = beqek, bi=_ aipek - (I11.39)
=1 =1

Alors, d’apres (I11.24), (II1.36) entraine

i+1 = Val,hg > 1+ min (Val, by + Val, qor) ;
k,e{1,...,m}
il existe donc au moins un ¢ € {1,...,m} tel que Val,b; < i, et on peut
appliquer R; a ce by pour obtenir Val, b; = Val,, by, et donc Val, b; < 7. D’aprés
(II1.37), cela entraine Val,ho < i+ 1, et donc, puisque Val, h < Val, by et
Val, h =i+ 1, on a bien montré que Val, h < Val, h dans ce cas aussi
Ceci achéve de prouver que R; est vrai pour tout ¢ et donc que, pour tout h €
A[%], I'entier Valeh est indépendant de la base ¢ de A'(A) que 'on choisit. On
considére désormais un élément général £ € A(A)[d%]. Pour montrer que Val € est
aussi indépendant de la base €, ce qui terminera la preuve de la proposition, il suffit
de montrer que, étant donné deux bases w et 7, on a Val, { > Val, & (17 et w jouant
ici des roles symeétriques, l'inverse aura lieu aussi).

Montrons donc que 'on a Val, £ > Val, €. Pour cela, on écrit, comme en (II1.18),

dA
dt

_ (k1) (kq)
§= Z Pji ot kg hg Wi A e Awj
A,qEN
(Ji,ki)e{1,....,m}xN
(J1,k1)< -+ <(dq,kq)

(IT1.40)

. . 31 31 M N A .
avecles hjy . o ki,... ke A dans A, si bien que, d’aprés la premiére partie de la preuve,
on peut noter

Valw hjlr‘ﬂ.jq:kl:‘“,kq:A:q = Va‘lﬁ hjl:"':]’q:klz“wkq:)‘:q = Val hjla"-:j(hklr“:kq:)‘,q :
Alors, d’apreés (I11.19) et (I11.40), on a

q
Valo¢ = min (Val (hjl,...,jq,kl,...,kq,A,q)+A+;(1+ki)) :

(ji,ki)e{l,...,m}XN
(jl’k1)< <(qukQ)

Par ailleurs, d’apres (I11.24) et (II1.26), valables dans toutes les bases, on a

A
) k ky) @
Val,§ > Arglerll\] (Val(hjl,...,jq,kl,...,kq,A,q) + Valn(wg-ll)/\ ... /\wj(-qq)a )) .

(Ji ki )€{1,.... m}xN
(J1,k1)< -+ <(Jgrkq)
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Ceci et 'expression de Val,, £ entrainent bien Val, { > Val, € car, en utilisant (II1.28),
(IT1.26) et le fait que Valw; > 1 dans n’importe quelle base, on obtient

k ky) @ !
Val, <w§11)A...Aw§-q )E ) >A+ ) (14 k). [ |
1

I1I-5 Coordonnées adaptées

IT1-5.1 Définition
On va d’abord fixer une notation. Soit

Y = {Y/}hicj<mken

un ensemble d’indéterminées, et R[[Y]] anneau de séries défini a la section I-2. C’est
I’exemple évoqué pages 17 et 20, et on choisit, comme dans cet exemple, de donner
& chaque variable y;? le poids
Ty )y =k+1. (I11.41)
On note
o: R[[Y]] = NU{oo} (IT1.42)

Pordre pondéré (cf. section I-4) sur cet anneau de séries formelles associé au poids
(ITL.41).

Rappelons (voir section I-5) que, siy = (y;?)lgjgm, ren est une famille de séries
de z,u, ... (c’est-a-dire yf € A pour tout j,k), alors, pour tout ~ € R[[Y]], on désigne

1

par h(y) € A la série obtenue en substituant chaque indéterminée y;? par la série

yf € A. On peut alors définir, & ’aide de la fonction Val : A — NU{oc}, une fonction
Valy : R[[Y]] —= NU {oco} par

Val,h = Val(h(y)) pour tout y € R[[Y]] . (IT1.43)

Si la famille y forme un systéme de coordonnées sur A (voir Définition 1.17), il
existe une famille d’éléments de R[[Y]], que 'on peut noter y~1 = ((s)aer (équa-
tion (I1.4) définit ’ensemble Y), telle que la substitution par y~! “inverse” la sub-

stitution par y, et vice-versa: h +— h(y) définit un isomorphisme de R[[Y]] — A,

1. Comme il a été dit dans la note du bas de la page 24, les notations générales de la section I-5,
ol les indéterminées n’étaient pas “numérotées” conduiraient a noter y & les séries de la famille y;
7

on utilise ici la notation plus légére yf.
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et g — g(y~') lisomorphisme inverse A — R[[Y]]. Dans cas, Valy vérifie, comme
Val, les propriétés (I11.4) et (I11.7) & (II1.10), ce qui en fait “presque” une valuation
sur R[[Y]], et 'on peut aussi “transporter” 1’ordre o, qui est lui-méme une valuation
sur R[[Y]], en une valuation sur .4 définie par oy(g) = o (h(y !)). On va rechercher
des coordonnées y telles que Val coincide avec cette valuation oy, ou de maniére
équivalente telles que Valy coincide avec o.

Définition IT1.7 On dit qu’une famille y = {y;?}lgjgm,keN est un systéme de co-
ordonnées adaptées si et seulement si

1. c’est un systéme de coordonnées sur A, au sens de la Définition 1.17,

2. Valy, défini par (II1.43), coincide avec o,
c’est-a-dire que U'on a o(h) = Val (h(y)) pour tout h € R[[Y]].

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que des coordonnées
soient adaptées. C’est 1'outil pratique utile pour construire des coordonnées adaptées
aprés avoir construit une base. La section suivante explique pourquoi il existe toujours
des coordonnées vérifiant cette condition suffisante, mais leur construction est en
général aisée.

Proposition IIL.8 Siy = {yf}lgjgm,keN forme un systéme de coordonnées sur A,
et si, pour tout j € {1,....m} et k €N, on a

dyf = W + O (ITL.44)
(c’est-a-dire Val(dy;? - w§k)) > k+2), alors y est un systéme de coordonnées
adaptées.

Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme II1.9 Siy = {yf}lgjgm,keN forme un systéme de coordonnées sur A et
vérifie (111.44) pour tout j,k, alors, pour tout h € R[[Y]] tel que h(0) =0, Valy(h) =
. oh
1érjusnm{k +1+ Valy(a—y,?)}.
EEN J
Démonstration de la proposition : Si h(0) # 0, o(h) et Valy(h) sont tous les deux
nuls. Une récurrence trés simple fondée sur le lemme ci-dessus et la proposition 1.9

étend o(h) = Valy(h) a tout h € R[[Y]]. W
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Démonstration du lemme. Définissons des 7; € AL(A) et des ajki1 € A, pour
tout j et ¢ dans {1,...,m} et tout k et [ dans N par:

k
dyf = w§-) + Nk s Nk = Z aszlw ) (IT1.45)
1<i<m
TeN

avec Val(n; ) > k + 2, d’oll, pour tous i,j,k,l,
Val(aj,k,iyl) >k+1-—1. (I11.46)

Soit maintenant h € R[[Y]], tel que 2(0) = 0. D’aprés (1.39) et (II1.45), on a

d(hly) = Y + Y e g ) |8
1<j<m 8y] 1<i<m 8Y ’
keN TeN

et donc, d’apres (II1.5),

Valyh = Valh(y) = min k+1+Val| 25(y) + D i ayz (¥)
kEN J 1<2<m
‘IeEN
(II1.47)
Posons
oh oh
H = 1Ir]unm{k—kl—I—Vad (8 k)} = 1njunm{k—I—l—i—Val(8 k( ))}
keN keN

On doit montrer Valy,h = H. D’aprés (II1.7), (II1.47) implique clairement que
Valy(h) > H. Montrons l'inégalité inverse. Tout d’abord, (IIL.7), (IT1.9) et (II1.46)
entrainent, pour tous j,k,

oh oh
Val E @il jk W(y) > 121<an +1—k+ Val (aYl( )) = —k+H.
1<i<m 2 TeN
leN
(II1.48)
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Considérons maintenant des indices 7 et & tels que

- Oh ) oh
kE+ 1+ Val <—8Yk (y)) = 1gjugnmk + 1+ Val (B—yk(Y)) = H.

J kEN J

Ceci entraine, d’aprés (I11.48) (avec k = k) et (IIL.8),
Oh Oh oh -
Val ﬁ(Y) + Z Qi1 5k W(Y) = Val (ﬁ(}’)) = H-k-1,
J 1<i<m 3 J
leEN

et donc, avec (I11.47), Valy h < k + 1 + Val (%(y)) —H. R

11I-5.2 Construction de coordonnées adaptées

Nous allons maintenant voir que ces coordonnées adaptées existent sous les hy-
pothéses faites au début de ce chapitre.

Cette construction se fait en trois étapes: des coordonnées particuliéres sont
construites dans les deux lemmes suivants (III.10 et III.11), puis des coordonnées
adaptées en sont déduites dans la Proposition II1.12.

Dans la plupart des cas, les coordonnées z,u,1, ..., ou des coordonnées déduites
aisément des précédentes (prendre quelques controles comme états supplémentaires
et leurs dérivées comme controles) ont déja les propriétés du lemme suivant. Par
exemple, dans le cas de la Proposition I1.6, z,u,1, ... convient si ¢ = 0: pour les 531?,

1<j<m,0<k<p-—1prendre les x;, et pour k > p, prendre 55 = u§-k7p), et si
o > 0, il suffit de prendre o contrboles comme nouveaux états pour se ramener au cas
o = 0. Le lemme suivant donne ces coordonnées généralement, & partir d’'une base
du module des différentielles. Noter qu’entre autre, les propriétés de ces coordonnées

sont telles que X = (fjl?)lngm peut étre pris comme état et (X, ... ¢K) comme
0<k<K—1

controle c’est-a-dire que le systéme de controle s’écrit X = F(X,U).

Lemme ITL.10 SiA'(A) est un A[L]-module libre de base {w;}1<j<m, alors il existe
KeNet {ff}lgjgm,keN des coordonnées de A telles que

— Pour tout k € {0,... K — 1}, E;“ est fonction des {ﬁf}lsjgm seulement,
0<k<K
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et pour tout entier p > K,
— on a la relation {;-’H = é;’,

- {w§k)}1§j§m est une base du sous-A-module de A'(A) engendré par {d€] }1<j<m.
0<k<p 0<k<p

Démonstration du lemme II1.10: {wg-k)}lgjgm est une base de A'(A) sur A donc
keN
{wg-fl) A wj(-fz)}(]-1,kl),(j%@)e{l,___,m}XN est une base de A?(A) sur A, donc pour tout
(J1,k1)<(52,,k2)
j E {1""7m}7

_ (k1) (k2)
dw] - Z ajajl)j27k17k2 wjll /\wj22 :
(jl:kl)z(jan2)e{1r“am}X{07“~7L}
(41,k1)<(j2,,k2)
On appelle L ’entier défini par L = max{{k1|aj,jl,j2,kl,k2 #+ 0},{k2 |aj7j1,j2,k17k2 #+ 0}}
En appliquant 2L fois % a I’expression ci-dessus de dw;, on obtient

q
(2L) _ Z 2L\ (2L—q) Z q\  (ki+7) (k2+q—r)
dw;™ = (q)aj,jl,jz,kl,kz () w7 Awy, :
(j1,kl),(jz,,kz)e{l,...,m}XN, r=0
(d1,k1)<(52,,k2),
q€{0,...,2L}

Sir<L,alors ki +r <2Letsir > L,alors ks +q—r < 2L, ainsi ng-QL) congrue a (

(k)

modulo {w;

}<j<m - On obtient par intégration que pour tout j € {1,...,m} et tout
0<k<2L

ke{0,...,2L}, ng-k) congrue a 0 modulo {wﬁ(k)}ééﬁg’z On peut alors appliquer le
théoréme de Frobenius pour K = 2L 3 {wgk)}égé%, il existe donc {5;?}1SjSm,keN un
systéme de coordonnées de A tel que {d{f}lgjgm et {w(-k)}lgjgm sont deux bases du
0<k<K 0<k<K
méme sous-A-module de A'(A). Nous pourrions appliquer le théoréme de Frobenius
pour tout p > K pour obtenir le premier point, cependant, construisons plut6t
les coordonnées de facon & obtenir le deuxiéme point du lemme, le premier point
du lemme sera alors obtenu de facon évidente. Considérons maintenant le module
engendré par {{dff}lgjgm ,{déf}lgjgm,}, une base naturelle de ce module est d’apres
0<k<K <k<K

(k)

} H<j<m ,on peut donc extraire m formes indépendantes parmi

0<k<K+1

les {dé;-“}1<j<m telles que ces m formes plus les {df;-“}1<j<m en forment une base.
0<k<K 0<k<K

ce qui précéde {w
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Considérons, quitte a changer les indices, que ces m formes sont {dﬁjK H<j<m. Il ne
reste qu’a poser f;-ﬂ'l = ij pour j € {1,...,m} et nous obtenons le deuxiéme point
pour p = K. Montrons dans le cas p > K la propriété par récurrence. Soit R; la

propriété de récurrence sur 7 suivante.
Ri : { Pour tout j € {1,...,m}, 5]1.(+1+i = ng“

k A
{dﬁf}lgjgm et {w]( )}1§j§m sont deux bases du méme sous-A-module de
0<k<K+i 0<k<K+i

A(A) et seuls les d§JK +i dépendent des w;K )

Ro : vrai d’aprés ce qui précéde. Soit 7 € N, supposons R; vérifiée. En différen-
tiant les relations entre les £ et les wg-k), on obtient que {{déf}1<jem {dEfticjcm }
0<k<K+i 0<k<K+i

L . k k
génére le méme module que {uJ; )}1§j§m . Or {uJ; )}1§j§m forme une base,
0<k<K+it1l 0<k<K+itl

donc on peut extraire m éléments de {dﬁ}“}lgjgm tels que ces m formes plus les
0<k<K+i
{d&’-“}1< «m forment une base. Comme seuls les d£K T
JI23I1S J
0<k<K +i o . o
m formes extraites sont les dij *' en posant ij il — §JK+1 on obtient R;,1. Par
principe de récurrence, le lemme est vrai B

dépendent des wJ(-KH), ces

Le lemme suivant est un corollaire du lemme précédent.

Lemme ITI.11 SiA'(A) est un A[L]-module libre de base {w;}1<j<m, alors il eziste
K € N et des coordonnées {z;?}lgjgm de A telles que :
keN

— Pour tout k > K, z'J’? = zjl-c'H.

— Pour tout k € {0,... K — 1}, z';-“ est fonction des {z;?}lgjgm seulement.
0<k<K
— Pour tout k € N,
dzjk = w;k) + Z aj’kyjl,klw;-fc ), (11149)
1<)/ <m
K'eN

avec Val(aj 1 1) > 1.

Démonstration du lemme II1.11: On utilise tout d’abord le lemme II1.10 et on

effectue une transformation linéaire & coefficients constants aux {ﬁfhgjgm pour
0<k<K
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obtenir les {25 }1<j<m : pour
0<k<K

k '
w§- ) = Z Ozj’kd'r,kldff/, (IT1.50)
1<5'<m
k'eN

la somme étant finie. On pose

Z]I?: Z O‘j,k,j’,k’(o)gjl?ll- (HI.51)
1<5'<m
k'<K

Le premier point du lemme III.10 nous assure que la matrice des a; ;1 x(0) est de
rang plein. On pose de plus pour k& > K, z;-“"'l = zf Ainsi les z;“ forment bien un
systéme de coordonnées de A. Les trois points du lemme viennent alors aisément.
Le premier point est obtenu par construction des zf pour k > K. Les z;c pour
k < K — 1 sont dans le module engendré par les f;-“ pour k£ < K, donc en ré-

exprimant les 5;-“ en fonction des z;“ on obtient le deuxiéme point. Pour obtenir le

troisiéme point il suffit alors de différentier (I11.51), alz;-c = Z aj,k,jfykf(O)dﬁf/. Or

1<5'<m
K <K
(k) _ k! (k) _ 4,k K’
pour k < K, w; = E Qj kgt kA8, done w; = dzj + E bj kg1 krdE5r , avec
1<j'<m 1<j'<m
K <K k'eN

Val(bj jr,r) > 1. 11 suffit alors de remplacer les dﬁ;-“ par leur expression en fonction

des wj(-k) pour obtenir le troisiéme point pour £ < K. Un simple calcul (en utilisant

le lemme III.11 appliqué aux a; ;' &) permet de conclure la démonstration pour
E>K+1 1

La proposition suivante donne une construction de coordonnées qui vérifient les
conditions de la Proposition II1.8, et sont donc des coordonnées adaptées.

Proposition IT1.12 Si A*(A) est un un A[%]-module libre, il existe des coordonnées
{yf}lgjgm,keN de A qui vérifient les conditions de la Proposition III.8.

Démonstration : On va d’abord construire les y;-“ de proche en proche pour k
croissant de 0 & K — 1. Précisément, démontrons la propriété R, suivante pour
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1<¢<K:

Il existe des coordonnées {{yf}lggm ,{zf}lgjgm} sur A telles que
0<k<q—1 k>

R, : tous les yf, pour k € {0,...,q —i},_vériﬁent (111.44) et
(I11.49) est veérifiée pour tout k > ¢, et
Val(z]'-“) > g+ 1 pour tout k € {q,...,K} .

On part des coordonnées (zf) qui satisfont les trois propriétés de la conclusion
du Lemme III1.11. Si I'on prend y;-) = z;-) et que 'on ne modifie pas les autres z;-“, R1

est satisfaite; en particulier, les y;-) satisfont (II1.44) pour k£ = 0 car, dans (II1.49), la
somme est bien de valuation supérieure ou égale & deux.

Supposons maintenant que R, est vraie pour un entier ¢ € {1,...,K — 1}, et
établissons Rg441. On montre tout d’abord que R, entraine la propriété suivante, ot
7(0) = 0 pour n € A'(A) signifie que, dans une décomposition sur une base de A'(A)
en tant que A-module, tous les coefficients sont des séries non inversibles :

pour tout n € A(A) tel que n(0) =0 et Val(n) > ¢+ 1et Val(dy) > q+2,
il existe p, un polynoéme homogene (au sens de la section 1-4.2,
avec les poids (I11.41)) de degré ¢ + 1

en les variables {y;.“}1<j<m seulement, tel que 7 =dp+ Ogys -
0<k<g—1
(I11.52)

En effet, puisque les éléments ci-dessus forment des coordonnées, leurs différentielles
forment une base de A'(A) comme .A-module, si bien que I’on peut écrire

_ k! k'
n = E it k! dyj, + E Vit k! dzj, .
1<5'<m 1<5'<m
0<k'<g—-1 k'>q

Chaque v/ i est de valuation au moins 1 (car non inversible), et Val(dz;-“,') >q+1,
donc chaque terme de la seconde somme, et donc cette somme (finie) elle-méme, est
de valuation au moins ¢ + 2 donc cette seconde somme rentre dans le Ogy2. Dans la
premiére, chaque p; 1 € A peut s’écrire, aprés substitution, comme une série en un

nombre fini de variables parmi {{y}“}lstm ,{z]’?}lgjgm}, et l'on peut décomposer
0<k<g—1 k>q
cette série en deux parties: i pr = ,ug, W T u;, & Ol ,u?,  contient tous les monomes

qui ne contiennent que les y;-“, et u},’ » tous les autres; on peut clairement mettre au

moins un z;“ en facteur dans chaque monéme de ,ujl-, et finalement écrire u}, =
bl b
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Z zfsf avec les 3;‘? des séries, et donc, comme Val z;? >gq+1,0ona Val p},’k, >q+1,
finie

et cela entraine finalement, comme Val y;?,' > 1, que la contribution des u},,k, a
la premiére somme est de valuation au moins ¢ + 2. Finalement, on peut écrire
/L?,’k, = /,L?,O’k, + ,u?,l’ 4> OU M?’.ik’ contient les monémes de degré (pondéré) < ¢ + 1
et u?,l, w ceux de degré (pondéré) > g + 2, et le contribution des ,u?-,l’ w @ la premiere
somme est donc aussi de valuation au moins ¢ + 2. Ceci entraine

kl
n = E /J]/ k! dy]/ + Oq+2 ;
1<5'<m
0<k'<q—1

ou chaque uj, i €st un polyndme en les variables {y] H<j<m , homogene de degré

0<k<qg— 1
g + 1. L’hypothése implique
kl
o dpdlu Adyl = Ogia
1<j'<m
0<k'<g—1

mais avec ces coordonnées, cette différentielle est soit nulle soit homogéne de degré
q + 1, elle est donc nulle, et le lemme de Poincaré parmi les polynoémes homogénes
(voir section I-4.5) donne alors I’existence d’un polynéme p tel que dp = > ], &/ dyf,',
et finalement qui vérifie la propriété demandée en (I11.52).

Utilisons maintenant (II1.52) pour prouver Rgy1. Dans (II1.49) (pour £ = g),
la différentielle extérieure du membre de gauche est nulle et dwg-q) > g+ 2 (d’apres
(II1.29) et le fait que Valdw; > 2), donc la différentielle extérieure de la somme
est de valuation au moins ¢ + 2, si bien que toutes les conditions de la propriété
(IT1.52) sont satisfaites, et qu’il existe donc un polynéme p; en les variables yf,' tel

que dzf = w(q) + dp;j + Og2. Prenons yq = 21 — pj; la propriété (I11.44) se lit sur
la relation precedente et ’on obtient blen des coordonnees en remplacant z par cet
y]q car les p; ne dépendent d’aucun zg. On a construit les y;-“ demandés dans Rg+1;
il reste & modifier les z’-c pour ¢ +1 < k > K. Ceux hérités de R, satisfont toujours

(IT1.49), mais seulement Val(z; ¥) > ¢ + 1; modifions-les pour obtenir ¢ + 2. Prenons
la différentielle extérieure de chaque membre dans (I11.49), pour k£ > ¢+ 1: celle du

membre de gauche est nulle, et comme noté plus haut dw](-k) >k+2>q+ 2, donc
la valuation de la différentielle extérieure de la somme est au moins égale & ¢+ 2; on
peut, comme plus haut, appliquer la propriété (I11.52) & cette somme, ce qui donne

un polynéme p;,k tel que dz = w( ) +dpjk + Og42. On remplace z par z — Dj k-

INRIA



Intégrabilité (trés) formelle pour la platitude des systémes de controle 61

La propriété R, est vraie pour tout ¢ € {0,...,K}, et en particulier pour ¢ = K.
On termine en définissant les y;-“ pour k > K + 1 par y;? = %k_K . ]K Il est aisé
que ceci fait des y;? des coordonnées, comme les z;-c, et que la propriété (II1.44) se
propage. H

IT11-5.3 La fonction Val est bien une valuation sur A, et sur A[Z].

Concernant la fonction Val, la propriété multiplicative établie jusqu’ici est seule-
ment U'inégalité (I11.9). L’existence de coordonnées adaptées permet de prouver ai-
sément ’on a en fait, pour tout p,q € A[%], I’égalité suivante, qui fait bien de Val
une valuation :

Val(pgq) = Valp + Valg. (IT1.53)

Proposition II1.13 L’application Val : A[4] — NU {+oo} définit une valuation
sur l'anneau A[%], et donc a fortiori sur son sous-anneau A.

Démonstration : Soit y un systéme de coordonnées adaptées (voir Définition IIL.7).
D’une part, b +— h(y) est un isomorphisme de R-algébre R[[Y]] — A. D’autre part
cet isomorphisme envoie o, qui coincide avec Valy, sur Val. On a vu (cf. (I1.26)) que o
est une valuation sur R[[Y]], donc Val est une valuation sur A, ce qui prouve (II1.53)
quand p et ¢ sont dans A. S’ils sont dans A[4], soit

K dk J dj
Po= X omy o 4= D Py
k=0 j=0

avec py € A et ¢g; € A. Soit K le plus grand des entiers k tels que k + Valpy, = Valp,
et 7 le plus grand j tel que j + Valg; = Valg. On peut écrire p = p’ + p”, on
p' ne comprend que les termes pour 0 < k < K et p” les autres, et de méme
qg=¢q +q". Alors pq = p'q' +p'q" +p"¢ +p"q". Par définition, on a Valp” > Valp et
Valq” > Valq. D’apres (I11.24) et (II1.26), ceci entraine Val (p'q” + p"¢' + p"¢") >
Valp + Valq. Pour établir (I11.53), il suffit donc, d’aprés (II1.25), de montrer que
Val (p'q’) = Valp + Valgq. La relation (II1.26) implique évidemment Val (p'q’) >
Valp + Val ¢; inversement, le terme de degré K + 7 (en %) dans p'q’ est p I-(q]—%Kﬂ,
ce qui entraine, puisque K + Valpg = Valp et 7+ Val ¢; = Val ¢, en utilisant (II1.20),
I'inégalité Val (p'q’) < Valp + Valq. R
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ITI-6 Filtration

On va utiliser la valuation définie jusque 14 pour filtrer chaque? A”(A) ou chaque
AT (.A)[%] définis aux sections II-3 et II-4. Dans la suite, 7 = 0,1,2 sont les seuls cas
qui nous intéresseront. Pour > 1, il n’y a pas de loi multiplicative interne a A"(.A)
ou A’"(.A)[%] mais seulement une structure de module sur A[%], en prenant pour
loi externe la composition des opérateurs dans le cas de A"(A)[2], et 1*application”
des opérateurs (la loi e, comme en (I1.12)) dans le cas de A"(A) (ceci en plus de la
structure évidente de module sur A).

Pour tous entiers r et k,

(A"(A), = {g€A(A)/Valg >k}

et (AT(A)[% )k — [ge AT(A)[%]/VMQ > k) (I11.54)

sont, d’aprés (I11.26), des sous—.A[%]—module de AT(A) et A" (A)[%] respectivement.
On obtient alors une filtration de A™(A)[4] et de A"(A):

AT(A) = (A"(A))g D (A"(A)); D --- D (A"(A))p D -+, (IT1.55)
AT (A = (AT (A > (A"(AE), 2+ D (A(A)[F]), D - (I156)

On vient d’établir a la section précédente I'existence —et un moyen de construction—
de systémes de coordonnées adaptées pour la valuation Val. Ces coordonnées éta-
blissent un isomorphisme entre A et k[[Y]] (cf. le début de la section III-5) qui envoie
la valuation Val sur la valuation o (voir Définition II1.7). Cet isomorphisme envoie
donc la filtration (II1.54) sur la filtration (I.38) (qui se rameéne & (I1.35) si r =0):

AT(RYT]) = (A"(RI[YN)) o o (A"(RIYID) 2 - O (A(RI[Y]))p 2=+,

2. On pourrait aussi filtrer A(A)[2] et considérer, pour tout k € N,
d d
1, = - > .
AALZIE = {9 € AA)[Z]/ Valg > k)

La propriété multiplicative (II1.26) de Val fait de chaque A(A)[£], un idéal (& gauche et & droite)
de A(A)[£]. On obtient une filtration de A(A)[£]:

d d d d
A(A)[E = A(A)[E]O D A(A)[E]l D...D A(A)[E];c ...,
qui “épuise” bien 'anneau, c’est-a-dire que I'intersection de tous les A(A)[%] & est réduite & 0.
Ceci dit, I’algébre A(A)[£] est bien grande et bien abstraite: les formes différentielles non ho-

mogenes ne sont qu’une commodité d’écriture, et il est plus intéressant d’étudier chaque A”(A)[2]
séparément.
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et induit donc un isomorphisme de R-espaces vectoriels entre les quotients

A (A (A (A et ATRIYI/ (A RIYID) -

Ceci entraine en particulier la propriété suivante:

Proposition I11.14 Pour tout k € N et tout r € N, les quotients
T T T d T d
A(A) (A Ay et A(A]/ (A (A (IIL.57)
dt dt’ ) piq

sont des R-espaces vectoriels de dimension finie. On note respectivement Ro(r,k) et
N(r,k) leurs dimensions. Pour tout .k, on a la relation :

k
N(rk) = > No(rd) . (I11.58)
=0
Démonstration : On déduit de (I11.23) que A"(A)[4]/A"(A)[L]441 est isomorphe,

en tant que R-espace vectoriel, a

k
AT(A)/ (AT (A)) gy -
0

=

Sous réserve que chaque A"(A)/(A"(A)),,; soit de dimension finie, cela prouve que
A)[4]/ A"(A)[L]k+1 Vest aussi, et que sa dimension est donnée par (II1.58).

D aprés les remarques qui précédent la proposition, en utilisant un quelconque
systéme de coordonnées adaptées, chaque A"(A)/ (A"(A)),,, est isomorphe, en tant
que R-espace vectoriel, & A"(R[[Y]])/ A"(R[[Y]])k+1, lui-méme isomorphe, d’aprés la
Proposition 1.15, a

P (A" (YY)
1=0

Comme chaque A" (R[Y])[") est un espace vectoriel de dimension finie, dont la dimen-
sion est donnée en (1.30)-(1.31), ceci permet de conclure. W

Notons que les filtrations (II1.55) et (II1.56), ainsi que les quotients (II1.57), sont
définis indépendamment des coordonnées adaptées, et leur dimension est bien dé-
finie aussi, indépendamment du choix des coordonnées adaptées, mais il n’y pas,
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en revanche, de notion de “polyndéme homogéne” au sens de Val. Le cas de la va-
luation o sur R[[Y]] (ou A7(R[[Y]])[2]) est plus simple: chaque élément du quo-
tient R[[Y]]/R[[Y]]x+1 est représenté de maniére canonique par un élément par-
ticulier de sa classe: un unique polynéme de “degré” (au sens du poids (II1.41))
inférieur ou égal a k, ou en d’autres termes R[[Y]]/R[[Y]]x+1 est canoniquement iso-
morphe a @f:o R[Y], qui est naturellement une partie de R[[Y]]. On a remarqué
dans la démonstration ci-dessus que chaque quotient A/ AlF+1] est aussi isomorphe &
@fzo ]R[Y][i], mais cet isomorphisme dépend du choix des coordonnées adaptées, et
les coordonnées adaptées permettent aussi d’envoyer @f:o R[Y][i] sur une partie de
A qui dépend aussi du choix des coordonnées adaptées; autrement dit, pour g € A,
il n’y a pas d’élément de A privilégié parmi tous ceux qui ne différent de g que par
un élément de valuation strictement plus grande que k. Les coordonnées adaptées
sont tout de méme d’un grand secours pour faire des calculs, ou pour prouver des
propriétés comme la suivante, qui est une conséquence du Corollaire 1.14.

Proposition II1.15 Soient r et k des entiers positifs et w € AT(.A)[%] (resp w €
A"(A)) tel que
dw = Oy . (I11.59)

Alors il eziste 7 € A" H(A)[4] (resp. n € A" 1(A)) tel que
w = Ay + Opp1 . (I11.60)

Démonstration : pour le cas w € A"(A), ceci est une conséquence directe du Corol-
laire 1.14 et du fait que l'isomorphisme induit par les coordonnées adaptées envoie d
sur d et Val sur o. Pour le cas w € A7(A)[2], si

L dg
w = Zwéﬁ ,
=0

il suffit d’appliquer le cas précédent a chaque wy € A"(A). N

INRIA



Intégrabilité (trés) formelle pour la platitude des systémes de controle 65

Chapitre IV

Application aux équations de la
platitude d’un systéme de controéle

IV-1 Platitude des systémes de controéle, formulation du
probléme

Les systeémes “différentiellement plats” ont été introduits dans [8], et les auteurs
méme de ce papier ont remarqué ensuite que le probléme de la caractérisation de
cette propriété, pour des systémes d’équations différentielles sous-déterminés, avait
été posé dés le début du vingtiéme siécle.

On prendra la définition suivante, qui est équivalente, via un théoréme d’inversion
locale, & la définition classique. Voir plus de détails dans [18, §7,Théoréme 5| (dans
cette référence, on utilise des fonctions C'™° plutdt que des séries, et par “dynamic
linearizable”, il faut entendre plat).

Définition IV.1 On dira qu’un systéme (I11.1)-(I1.8) est plat si et seulement si il
existe des éléments hy, ... b, de A tels que {dhy,...,dh,} soit une base de A'(A),
en tant que A[L]-module.

Ceci est bien stir une version locale et formelle (on ne dit rien de la convergence des
séries hi, ... ,hm).

Notons que, d’aprés cette définition, il est évident que la liberté du A[%]—module
A'(A) est une condition nécessaire pour la platitude de (IT.1)-(I1.3). Ceci légitime la
seconde hypothése faite au chapitre précédent, section III-1.
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Dans le cas m = 1 (systémes a entrée scalaire), les bases ont un seul élément.
Soit {w} une base. On a déja noté (fin de la section III-1), que toutes les autres bases
s’écrivent {Aw}, A € A, M\(0) # 0. Le systéme est donc plat si et seulement si il existe
un h € Aetun A € A, A\(0) # 0, tels que dh = Aw. Le théoréme de Frobenius
nous dit qu’il existe ce A et ce h si et seulement si dw A w = 0. Comme w peut étre
construit trés explicitement, cela donne une caractérisation aisée de la platitude pour
les systémes & une seule entrée.

Le cas & une seule entrée est de fait bien connu, voir [5], et aussi [4] dans un
langage différent.

Dans le cas m > 2, en revanche, il est trés difficile de décider en général si un
systéme est plat ou non. Citons quelques travaux dans ce sens. Les systémes a deuz
contrdles, linéaires par rapport aux controles (en dehors de certaines singularités),
sont aussi traités dans [4], comme remarqué dans [17]. On y trouve un condition pour
que ces systémes soient plats, et les systémes de cette classe ne satisfaisant pas cette
condition ne sont pas plats. En dehors de ce cas, on peut trouver dans la littérature
des travaux qui donnent des classes de systémes plats, en construisant explicitement,
pour ces systémes, les fonctions hi,...,h;,. Face & un systéme pour lequel on ne
sait pas construire ces fonctions, il est difficile de démontrer qu’il n’est pas plat.
Une condition nécessaire générale (“critére de surface réglée”) est connue, mais elle
est loin d’étre suffisante: elle est satisfaite par de nombreux systémes dont on ne
sait prouver si ils sont plats; notons tout de méme que les systémes ne satisfaisant
pas cette condition sont génériques. Pour un systéme qui satisfait cette condition,
on peut en principe décider par un processus fini si il existe des h; satisfaisant aux
conditions et dépendant d’un nombre fini de variable fixé & l'avance, mais en ’absence
d’une borne a priori sur le nombre de variables nécessaires, cela est insuffisant pour
montrer qu'un systéme n’est pas plat.

Pour une bibliographie plus compléte, voir [18], ou [16], ou aussi [13].

IV-2 Réécriture du probléme

La proposition suivante est la Proposition 3 de [1, §4] (ou, & nouveau, on utilise
des fonctions C'*° plutot que des séries, et par “linearizing Pfaffian system?”, il faut
entendre base de A'(A)). On note par e la version matricielle de la loi “externe”
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décrite a la section II-2, qui consiste donc & appliquer les opérateurs différentiels qui
constituent la matrice P aux éléments du vecteur colonne €2, qui sont des formes.

Proposition IV.2 Soit Q une base de A'(A), supposé libre. (II.1)-(I1.3) est plat si

et seulement si il eziste P € A[%]™*™ inversible dans A[L]™¥™ et tel que

d(PeQ)=0. (IV.1)

Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une base de A(A), on
obtient toutes le autres en lui appliquant tous les opérateurs inversibles P.

Le seconde équation de (IV.1) peut se réécrire
dPeQ)+ Ped2=0
ce qui implique, P étant inversible,

d2 = —Ple(dPeQ) = (—P'AdP)eq.

Si (IV.1) est vérifié, il existe donc une matrice II € (Al(A)[%])mxm telle que
dQ =11 e Q: elle est donnée par

IM=-P ' AdP, (IV.2)

et en différentiant ceci, on obtient dII = —dP~'AdP, or dP~! = —P~'AdPA P!,
d’on dIT =TI A TI.

Comme (IV.2) est équivalent, si P est inversible, & dP + P AIl = 0, on a montré
la proposition suivante, que 1’on trouve aussi, avec des notations différentes, dans

[6]:
Proposition IV.3 Soit Q une base de A'(A), supposé libre. (I1.1)-(I.3) est plat si
et seulement si il existe I1 € (Al(A)[%])mxm qui

1. satisfasse les équations suivantes :

d0 — TeQ = 0, (IV.3)
dll — AT = 0, (IV.4)
et
2. soit telle qu’il existe P € (A[%])mxm inversible dans (A[%])mxm et vérifiant
dP+ PAIl=0.

RR n® 5045



68 D. Awvanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet

IV-3 Condition nécessaire : systéme d’équations sur II

La condition 2 de la proposition IV.3 est difficile & vérifier & plus d’un titre. D’une
part, il est difficile de caractériser les opérateurs P € (A[%])mxm qui sont inversibles

dans (A[%])mxm. D’autre part, il est encore moins aisé de traduire cette inversibilité
en une condition sur ’opérateur II qui donne naissance & P. Ce probléme est étudié
dans l'article récent [6].

Dans ce qui suit, nous allons mettre de c6té la seconde condition de la Proposition
IV.3, c’est-a-dire I’équation (IV.2), pour étudier seulement la condition 1, et tenter
de caractériser ’existence d’une solution II au systéme d’équations (IV.3)-(IV.4).

Cette existence n’est, répétons le, qu'une condition nécessaire pour la platitude.
Il se pourrait bien stir que cette condition nécessaire soit inopérante, c’est-a-dire
que le systéme d’équations (IV.3)-(IV.4) ait une solution IT quel que soit le systéme
(I1.1)-(I1.3) considéré. Nous allons donner au moins un exemple qui montre que cette
condition nécessaire peut ne pas étre satisfaite. Dans cet exemple, nous aurons besoin
du lemme suivant, qui concerne une version “scalaire” de (IV.4).

Lemme IV.4 Si 7 € A'Y(A)[4] vérifie dnr — m Am =0, alors 7 est de degré au plus
1 par rapport a %, c’est-a-dire qu’il s’écrit m = mwy + 7r1% avec my et w1 dans A(A).

. . j . 2J
Démonstration : Soit m = ijo j %] . Supposons J > 2. Le coeficient de % dans

dm — 7 Awest —wy Amy, qui est automatiquement nul, mais, comme 2J —1 > J, le
. 2J-1 . . .
coefficient de % est égal & —my A7y, et 'on a donc 7wy A 7wy = 0. Ceci entraine

77 =0 car AL(A) est libre!. W

Exemple. Pour des systémes & une entrée scalaire (m = 1), une base de A'(A)
est constituée d'un seul élément w (voir section IV-1), et les équations (IV.3)-(IV.4)
sont scalaires : IT est une matrice 1 x 1, c’est-a-dire un élément de A'(A)[%] que 'on
note simplement 7. Alors (IV.4) entraine, au vu du lemme ci-dessus, que 7 s’écrit
T = my + m % avec mo et w1 dans A(A), et (IV.3) s'écrit dw = mp Aw + T AW, si
bien que l'existence d’un 7 solution de (IV.3)-(IV.4) entraine dw Aw Aw = 0. Il suffit
donc de donner un exemple de systéme pour lequel dw A w A w n’est pas nul. C’est

1. Si la forme 7; ne s’annule pas en zéro, ceci entraine qu’il existe A € A tel que 75 = Any
et donc m; est un élément de torsion car (& — ) e m; = 0. Si la forme m; s’annule en zéro, ce
raisonnement ne fonctionne plus, mais on peut tout de méme montrer que 75 A *; = 0 entraine
wy = 0 en décomposant 7wy sur une base.
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le cas de
T = x9 + %u2
.’ig = I3
:ﬁg = u
(n =3, m =1). On prend comme base
w = dz1 + wdzry — udzs . (IV.5)

Alors
o= 1+z.Mdzy, & = u®dzy + (1+i)das,

ce qui permet de vérifier que w engendre A'(A) en exprimant dz, dzy et dzs comme
des combinaisons linéaires de w, w et & & coefficients dans A, et

dw = duAdry — duAdzs,

dwAwAw = —(1+id)duAdes Adzy Adzs , (IV-6)

qui est clairement une 4-forme non nulle.

Nature du systéme d’équations sur II . Détaillons les équations (IV.3)-(IV.4).
Q) est un vecteur colonnes de formes w1, ...,w, qui ont été construites explicitement,
et forment une base de A'(A).II € (AI(A)[%])mxm est I'inconnue ; pour mieux com-
prendre les équations, ramenons IT & une famille de fonctions (c’est-a-dire d’éléments
de A) qui le définissent. En appelant J le plus grand exposant de % qui figure dans
les éléments de II, cette matrice s’écrit :

J . J .
§ ' .dJ }2 dJ
Wl,l,]% e 7T17m’]a
Jj=0 Jj=0

J . J .
d7 dJ
Zwm’l’ja e Z’rrm7m7ja
et on peut aussi décomposer chaque forme 7, ; € A(A) sur la base {wi,...,wm} et

écrire, pour tout (p,q,5) € {1,...,m}? x {0,...,J}, K étant un entier qui dépend de
II

7

m K
k
7Tp7q7j = Z Z apyq:jzizk w’f ) (IV'S)

=1 k=0
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avec ayp q.iik € A pour tout p,q,j,i,k.

On peut alors voir les équations (IV.3)-(IV.4) comme des relations sur la collec-
tion de fonctions ap g ;i k- L’équation (IV.3) est simplement une équation non diffé-
rentielle (linéaire) sur ces fonctions, tandis que (IV.4) est une équation différentielle
d’ordre J sur ces mémes fonctions. Comme J n’est pas fixé a priori, (IV.3)-(IV.4)
est un systéme d’EDP d’'un ordre qui n’est pas fixé a ’avance, et de plus le nombre
de fonctions inconnues n’est pas non plus majoré a I'avance.

Silon fixe J et K a priori, de maniére arbitraire, (IV.3)-(IV.4) se traduit par un
systéme d’EDP “classique”, dont on peut en principe décider si il a des solutions ou
non. Le difficulté est alors que, si le systéme n’admet pas de solutions pour certaines
valeurs de J et K, il faut passer a des valeurs supérieures.

Il est donc tentant d’analyser (IV.3)-(IV.4) sans préjuger de la valeur de ces en-
tiers, et c’est le but de la présente note. Comme on 1’a remarqué, ceci conduit a un
systéme d’EDP d’ordre potentiellement infini en un nombre de fonctions potentiel-
lement infini.

Cessons donc d’exiger que le nombre de variables ou de fonctions soit fini, et
observons naivement la situation. Il suffit de remplacer les entiers K et J par 400,
et de chercher les a, 4 ;% non pas dans A, mais dans ce que I'on a noté R[[[Y]] a la
section I-2.2. Rappelons que T est défini en (II.4), et qu'un élément de R[[[Y]]] est
une série “trés formelle” en l'infinité de variables x,u,u, ..., alors que ’on demande &
chaque élément de A = R[[Y]] de ne faire intervenir que des monémes en un nombre
fini de variables prises parmi x,u,u,. ...

On a vu que la multiplication de deux séries trés formelles ne pose pas de probléme
particulier puisque le coefficient de chaque monoéme est une somme finie de produits
finis de nombres. Les membres de gauche des équations (IV.3)-(IV.4) contiennent
non seulement des multiplications, mais aussi des applications de l'opérateur %, et il
n’est pas vrai, si ’on autorise des sommes infinies, que chaque coefficient du membre
de gauche de (IV.4), par exemple, ne dépende que d’un nombre fini de coefficients
définissant II. Pour s’en convaincre, il suffit d’essayer de donner un sens & I’équation

o0 ] +o00 j +00 ]

a’ a’ d’
Yo |\ Lo | = (X (V-9
Jj=0 J=0 Jj=0

ot chaque «;, B; ou 7, est dans R[[[Y]]]: méme ’équation sur le premier coeffi-
cient du membre de droite, vy, s’écrit formellement vo = > o 5o, somme infinie
a laquelle on ne peut donner de sens a priori car, sauf exceptions, chaque coefficient de
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> Oéj,@()(]) (vu comme une série trés formelle en o1, ... \Tn Uty .-« U, Uly e ey Umyeee -
est lui-méme une somme infinie de nombres, dont il faudrait analyser la convergence.

Au lieu de cela, on va utiliser la valuation définie au chapitre IIT pour analyser
le systéme (IV.3)-(IV.4). En un sens, les coordonnées adaptées décrites a la section
ITI-5, sont des coordonnées privilégiées telles que, si I’on considere les «;, §; et v;
comme des séries en ces coordonnées (plutdt qu’en x,u,u..), on peut donner un sens
a (IV.9) car, précisément, chaque coefficient de ) «; Bo'7). est une somme finie de
produits finis d’'un nombre fini de coefficients parmi ceux définissant les séries o; et
Bo. Cette remarque est sans doute plus pittoresque et éclairante que la construction
générale qui suit, oll I'on ne parle pas de coordonnées adaptées, ni de séries trés
formelles.

IV-4 Filtration du systéme d’équations sur II

Notons »
d mXm
Q. £ (Al(A)[— ) : (1V.10)
dt
et définissons les applications ® et ¥ par

B: Qu— (AN(A)” TU: Qu— (A2(A)[L])™"

M do - e M dIl — AT (IV-11)
Le systéme (IV.3)-(IV.4) s’écrit évidemment
(I) =0, YII)=0. (IV.12)

Par ailleurs, les deux applications ® et ¥ satisfont les propriétés suivantes:
Proposition IV.5 Les applications ® et U vérifient?, pour tout I € Q. et tout
entier j :

O(M+0;) = OI) + Oj41, } (1V.13)

I+ 0;) = V@) + 0.

Démonstration: On a, pour tout II et A dans Quo, P(II+ A) = O(II) + A e Q et
UM+ A) =V(I)+dA - AANTT-TIAA—-AAA. SiValA > j, on a, d’apres

2. On rappelle (voir section III-6) que les équations (IV.13) signifient que, pour tout IT' €
(AI(A)[%])mxm tel que Val(Il — II') > j, on a nécessairement Val(®(IT') — ®(II)) > j + 1 et
Val(W(IF ~ w(11)) > j.
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(IT1.31)-(IIL1.35), Val(dA — AANII —IIAA — A AA) > j, et par ailleurs, comme
Val > 1 (parce que €2 est un vecteur de 1-formes), Val(Ae Q) >+ 1. N

Les quotients étant ceux évoqués dans la Proposition I11.14, on note3, pour k € N,

o & (W /N Wgn) (1v.14)
72 (W) W) < (N /) ava
T. 2 (Al(A))mx<A2(A) %])mxm. (IV.16)

D’aprés la Proposition I11.14, pour & < oo, Q) et 7 sont des R-espaces vectoriels de
dimension finie, et on a plus précisément

Q) ~ R(m2 R(1,k)) T :R(mk{o(l,k—f—l)—l—mQN(Q,k)) )

bl

La Proposition IV.5 signifie qu’il existe, pour tout k (k = j — 1), des applications

)me

Byt Qp — (AY(A)/ A (A)kya)™ et Tp: Qp — (A2(A)[L]/ A2(A)[L]k1
qui font commuter le diagramme suivant.

O x U

Qoo — Too

l l (IV.17)

@kX\I/k
o T

On peut donc associer a toute solution IT € Q. de (IV.12) son représentant IT € Qj
dans le quotient Qy, qui satisfait ’équation tronquée a 1’ordre k:

B (1) =0, Uu(lI)=0. (IV.18)

Rien n’indique en revanche quun IT € Qy solution de (IV.18) soit le “début” d’'une
solution de (IV.12).

3. La définition de Qj est cohérente avec (IV.10) car A'(A)[%]+e0 = {0}.
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Passage de 'ordre k£ a4 'ordre k+1. Un début de réponse a cette interrogation
consiste & déterminer si un IT € Q solution de (IV.18) “se prolonge” en un I’ € Qr 1
solution de (IV.18) ou l'on remplace k par k + 1. Formalisons ceci. Soit

Sy & {ITeQ, ®p(Il)=0et Ty(II) =0} (IV.19)

la partie de Qp qui est solution de (IV.18), ce qui se traduit par la suite exacte
suivante, pour tout k (i est I'injection canonique S — Q) :

0 - 8 -, g EX¥e, oo (IV.20)
Notons au passage que Sy est une sous-variété algébrique de ’espace vectoriel de di-
mension finie Qy, puisque (IV.18) se traduit par m Xo(1,k+1) + m?R(2,k) équations
algébriques en m? R(1,k) coefficients des séries formelles définissant IT. Voyons main-
tenant le passage de Sk & Sg11. Qk est un quotient de Qg 1, et la Proposition IV.5
entraine que la projection naturelle Qg1 — Qj envoie Sk41 dans S, si bien que sa
restriction & Sg4q1 définit pg : Sp41 — Sk. T étant également un quotient de 7y 41,
on peut écrire le diagramme suivant :

! ! !

D1 XVriy
{0} = Skv1 = Q1 ————— T

l ok l l (Iv.21)

! ! !

Notion d’intégrabilité trés formelle. On est maintenant ramené & une situation
familiére. Dans la théorie de 'intégrabilité des systémes d’EDP (voir [2, 19]), on
a coutume de dire qu’un systéme est formellement intégrable si et seulement si,
lorsqu’on calcule une série formelle solution, les polynoémes solution & 'ordre k se
prolongent tous en un polynéme de degré immeédiatement supérieur solution & I’ordre
k + 1, ou, suivant le vocabulaire de ’appendice de [15], que tout polynoéme solution
a Pordre k est “fortement prolongeable”. Dans ces références, la notion d’ordre est
l'ordre de différentiation, qui revient a prendre la valuation classique sur les séries
formelles, mais ’on obtient un diagramme exactement semblable & (IV.21), et ’'on
dit (voir la condition (5) (page 397) de [2, Chap. IX], ou la Définition 9 dans [19,
Chap. III]), que le systéme d’équations est formellement intégrable si et seulement
si chaque py est surjectif.
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Ici, ’étude est seulement locale en un point (dans les références citées, on a cette
situation au dessus de chaque point), et la valuation est différente de celle définie
par les ordres de dérivation. La situation est toutefois trés semblable, quoique plus
formelle encore vu que le nombre de variables est potentiellement infini. On dira donc
que le systéme (IV.12) est trés formellement intégrable si toutes les applications
Pk sont surjectives.

IV-5 Résultat principal: intégrabilité (trés) formelle

Théoréme IV.6 (Intégrabilité trés formelle de (IV.3)-(IV.4)) Pour toutk €
N et tout IT € Sy, il existe 1" € Sy tel que pp(II") = II.

On aurait pu donner une version de ce résultat qui fasse intervenir beaucoup
moins de notations, et qui est évidement équivalente :

Théoréme IV.7 Pour tout j € N et tout IT € Q tel que ®(IT) = O; 41 et ¥(II) =
0;,
il existe I € Qoo tel que II' = II + O; et

O(I') = Oji2, Y(I) = Oj41.

Le fait que ces deux formulations sont équivalentes est une évidence. Avant d’éta-
blir le Théoréme IV.6, on donne deux lemmes utiles.

Lemme IV.8 Pour tout entier j, si Il € Qy est tel que dII —II A Il = O; alors il
vérifie aussi d (ILAII) = Ojy1.

Démonstration : dIIl = IIAII+ O; et I = O entrainent dIIAIl = IIAIIAILI+ O; 14
et IANAII=TIAIIAII4+ Oj41; comme d(IIAII) = dII AII — IT A dII, on obtient
bien la conclusion du lemme. B

Lemme IV.9 Pour tout entier j, si Il € Q. est tel que dII —II NIl = O; et
dQ — Tl e Q = Oy, alors il vérifie aussi d (Il e Q) = O, 1.

Démonstration : les deux relations vérifiées par II ainsi que le fait, vrai pour toutes
1-formes, que IT = Oy et 2 = O; entrainent dITeQ = (IIATI)eQ+ ;1 et [TodQ2 =
e (Ile Q)+ 0O ; comme (IIANII)eQ2 =Tle(Ile Q) et d([ITeQ) =dlIe2—ITed(,
on obtient bien la conclusion du lemme. B
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Démonstration du Théoréeme IV.6 . Soit II € S C Qi et II € Q un représentant
de IT. Le lemme IV.8, avec j = k + 1, entraine d (—dII+ II AII) = Ogo. Il existe

])me

donc, d’apres la proposition III.15, un X € (AI(A)[% tel que
Y = Opy1 et —dII+IIAIL = dY+ Opyr .
Alors IT + ¥ vérifie
dII+ %) — (I+X2)AM+ %) = Ogyo
et aussi, puisque X @ 2 = Ok9 dés lors que ¥ = Ok 1,
dQ — (IT+X)eQ = Oig .
D’aprés ces deux relations, le lemme IV.9, avec j = k + 2 entraine
d(d2—(MT+%)eQ) = Okys,

et donc existence de I € (A1(A))"™ tel que

r = Ok+2a
dQ—(H-l—E)OQ = dF+Ok+3

(IV.22)

(IV.23)

Puisque © est une base de A'(A), il existe un (unique) A € (A[%])mxm tel que

' =AeQ et A= Op4. Les relations ci-dessus entrainent
dQ — (II+X)eQ — d(AeQ) = Ois,
et finalement, vu que A ¢ dQ2 = O3,
dQ — II+X+4+dA)eQ = Okys.
On aussi, d’apres (IV.22),

A+ S +dA) — T+ +dA)A (T4 +dA) =

car la contribution de dA au premier terme est nulle et sa contribution au second
est de valuation au moins k + 2 car II 4+ 3 4+ d A est de valuation au moins 1. Si 'on
prend alors pour II' la classe de [T+ ¥ + dA dans le quotient Q4 1, on a clairement

II'e Siy1- N
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IV-6 Interprétation des résultats

Dans le cas de systémes d’EDP (en un nombre fini de variables), 'intégrabilité
formelle en un point entraine tautologiquement l'existence d’une série formelle solu-
tion (par exemple le théoréme 4.2 de [15, appendice, §4] est une tautologie si ’on 6te
“convergente au voisinage de 0”) puisque construire des polynomes de degrés crois-
sants dont les termes de mémes degrés coincident revient au méme que définir une
série formelle par ses sommes finies de degré croissant. Des efforts supplémentaires
sont requis pour montrer que, dans le cas de données analytiques, on peut choisir
une série convergente. En termes plus savants, la limite projective des ensembles de
polynémes de degrés croissants est I’ensemble des séries formelles, et non I’ensemble
des séries convergentes. Bien siir, s’il n’existe pas de série formelle solution, alors il
n’existe pas de solution tout court, ni analytique ni méme C°.

Dans notre cas, quelle est la conséquence de la surjectivité de chaque pp sur
les solution du systéme (IV.12) lui-méme? Il est facile de voir que cette surjec-
tivité permet de définir un objet “trés formel” qui soit “solution”. Cet objet n’est
pas en général un élément de (A! (A)[%])mxm, mais de ce que l'on pourrait noter
(Al(R[[[T]]])[[d—dt]])mxm, c’est-a-dire (cf. la fin de la section IV-3) que cet objet II
solution s’écrit comme en (IV.7)-(IV.8), mais avec J = K = +o00, chaque a, ¢k
étant une série trés formelle et non pas formelle, c’est-a-dire a, 4,6 € R[[Y]]] au
lieu de Ap.q,jik € A.

On vient de prouver qu’il existe toujours un tel objet, mais il reste du travail pour
décider si il existe un “vrai” II € (AI(A)[%])mxm solution de (IV.12). En revanche,
si pour certains systémes il n’existait pas un tel objet, on aurait pu affirmer que
(IV.12) n’a pas de solution.
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