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t��É�J|?��y{~�y{���6�h��|r�w��y�s}|r~{t���|r�Ds � � q�~�t pa� � ��� � �m����s y��`|rt¨�����r��y��������a� � t/�������r��������� ��� ��~�t����������r� � ���r�
~�t���s/��������y���|z�³��t�s y°Æü����� � |r����t�|r����º�s � � q�~�tJtF�?t�s/�z� � t ����|?��~�y{��������t � t6��������s q�����t���t���¸W����s}|r~��J��|r�
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� �0��� � �×����t�s y������ � |r�!�����6��t���pr�r��~{������º2��p?t¡s y��ry�����|r��y�������y{��� ��¸ ��prt � t�£my{��t��/y��6s ����t,��� � s/����t
�r��������t�����y{�r�rÄ����"�������?��t �`|rt��r��t�º?��p?t���y�s}|r~�����y{���J��¸h��|r¼?s/y{�������/��t�s y������ � |r�!����� � t!£zy{��t��"��t �`|ry���t��2� � Æ
£����r��t � �������r���������	s/� � t�~���Ä8�"t��]��|?��tB��¸r��prt��r��t���t��r��tB��¸�£�t�����pry���pw��� � �����ry � ~{��£����É�zy{�r� t�~�t�������y��f»�t�~ � º
�rprt��?��s/t������m����|?�	Ì1pry���pJ�����r�r���K¼ht � t�������y{¼ht � ¼`�ws/t����r�þ��¸���prt�Ì2t�~{~°Æ��`�r�×Ì1� � ��y{¸ç�ÉÆ � y°ØÑ|r��y�����s � � t�~���º
Ì1pry���p � �mt����r����y��r����������������t�t��rt������¹����� � �m����s y�����~A£�����yP��¼r~{t�Ä�oBp�����y�� Ì1pa�4����s/tw��t��rt�����~{y�������y{���
p����B¼�t�t�������|r��pa�1y������ � t������J��¼?����y��'s/����t��rpa�m��y{�]��~{~{�'������|r������t�s/� � t�~���ºz~�y���t�t��rt������aÆü�������r���h���É����� �
p`� � ��� � �z�r��s/y{�]��~As/� � t�~���Ä�oBprt6t��rt������¡�������r���h������s � � t�~���Ì1pry���pN����tJy�s �r~�t�s/t��`��t � y{�³����s/s t�����yP��~
��y�sw|r~P��������������tÀ¼�����t � �����rprt��r��s t��r��~�����y{�]��~������r�É��y°��|?��y{£�tft �`|�����y����r�<¸W���<��prtf�����É��y���~�t ��|z����� � t��rt������
��|z� � t��ht�� � y��?�I���d����t�����¸2��������s/t!��t�����Ì1pry���p ����tJ»r����t � ����pr��s/����t��rt���|r��¼r|r~��¡s'����t���yP��~þ¯I���a��t
Ë�����~{�}��y{s}|r~P����y����r��Ä"!��×Ì2t�£�t���º��}s ����t�������y���¸n�����������/�rpa�z��y�����~ � t�������y��?��y����'��pr��|?~ � ¼�t�¼�����t � ������t�~P���ÉÆ
y��r����prt��r������s t���t��������r��t]����y��?�}y�� ��prt������r�É��y{��|?��y°£�t�~P�]Ì1�"������prt�¸W|r� � ��s t��a����~Ñ���]������t���y��r�w�r������t��É��y{t��
��¸�t�~{t����������?��Ì1y{��p'�rpr���r���r�1��� � y{s/�r|?��y{��y�t�� ´$#�·UÄ � �N´Â¤zº?Ãzºzu�·<�}s � � t�~\¸W��t�t���¸8���a�'»r����y��?�}��������s/t!��t����
p����f¼ht�t�� � t�£�t�~�����t � ¸W���K��prt�t�~{t���������� �������r�������É�2y{�/��y�~{y������lº�Ì1prt���t���prt��r������s t���t����"���?�ht�����y{�r��y��6��prt
�����r�É��y°��|?��y{£�t�~P�]Ì1������t � y���t�����~{����t�~P����t � ��� ��prt}����~�~{y���y���������t������������ ��¸þ��prt���t�s/y{��~P������y{�]��~��2��~{�%��s/���r�
�������r���������2t �`|�����y����r�2¸W���ft�~{t��!�������r�2y{�'��t�s y������ � |r�!��������Ä �ü�2y��f¼�����t � ���/��prt s/���zy�sw|rs t��a�������a�/�r��y{�zÆ
��y��?~�t�º8������t��}y{�a���4��������|?�`�J��~�~K��p?t'��t�~�t!£����`�w����������t���y{�r�³s t���p����ry���s/��y�� xmy�~�y{�����ÑºAt�Äî�rÄI����������t���y{�r�³��¸
t�~�t����������r�}Ì1y°��p�������|r�É��y��¨��� � �r���mÆ ����~P�����rpr���?���r�6��� � Ì1y°��p y{s/�r|?��y{��y�t���ºþ��� � pr��~ � �J��~����¡¸W���}�?���zÆ
��������¼h��~{y��J¼���� � ��ÄIoBprt's � � t�~Ày�����t��r��t���t��`��t � ºf���r������¸W����s ��prt¨�8��y��������Dt �`|�����y{���d¸W������prt't�~�t��!����y��
�h����t��a��y���~¿º�¼a�I�/pa�m��t���¼���~{y�� �m|r����y{~�y��?t]���1���m�É��t�s ��¸K¼r��~P���?��t�~P�]Ì�Ä&� � ´ u�·¿º�y{��p���� ¼�t�t��¡��pr�×Ì1�³��pr��� y°�
y��1�h������y{¼r~�t����/��t����×£�t������¡t��?t������`Æ¿�������r�������É� ~{y�s y{��y{�r�ws � � t�~lÌ1pry{��p¡y{��t �`|ry{£���~{t��a��y�����prt���������y{�������É�
�]����t���� ��prt�����y���y{����~Ñ���rt�º\��~Ñ~�t]�����B¸W���B��s/�m����p�����~�|?��y����?��ºr��� � Ì1p?y���p,y��B�r�×Ì��r������¼���~{y���Ä
oBprt s/� � t�~Kp�����¼ht�t��d��t��É��t � y��N���rt � y�s t��?��y�������~	�?����¼r~{t�s ��º�~�y���t6� + Æü�zÆ � + � y{� � t���º8y��(´ u�·KÌ1pry{~�ty��N´Â�ê·��'¤�Å�ÆÉ¯¡²fx ± ²Àojp����1¼�t�t��I��y{s}|r~P����t � Ä�� �¡��~�~h��prt���t���y�s}|?~P����y����r�"�6»r�ry{��t � y{Øht���t��r��t��`|rs t���y�����~

s/t!��pr� � p����1¼ht�t��,|r��t � Ä
!�t���t}Ì2tJ|r��t}��prt}t��rt������aÆü�������r���h���É��¸W����sw|r~P����y����,��¸K��prtJs/� � t�~8¸W������y{s}|r~P����y��?�/��p?t}����t]� � �¡��������t

��¸À��¤�Å1ÆÉ¯¡²fx ± ²KoQ��� � �¨¤�Å�ÆÇ¯³Ê�x ± ²Koµ��y{~�y������ � t�£my{��t�Ä'� �³��prt��r��t���t��`��������t�� ���r~{����p?tw��������¼���~�y{�
¼���� � �]����t�Ì1y�~�~2¼ht������r��y � t���t � Ä(� �0�³¸W������pr����s/y{�r�4���É��y���~�t'��prt��]����t�Ì1prt�����prt�t��rt�������¼���� � �/����t
� t�������y{¼ht � ¼a����prt�)����rt � y����ht�����y�������t�~P����y����¨Ì1y{~�~h¼ht��r��t���t��a��t � Ä
���À£�����y����r��t�Ì1y°��p,´î��·���prt1�`|rs t���y��]��~r����prt�s/t�y��K¼r����t � ��� s/yÕ�zt � »��ry°��tBt�~{t�s t��a���KÌ1pry{��p/��|��������`��t�t

������|r������t���|r����t��a�������r��t���£�����y����'��� � ��~����w��~{~��×Ì(��� � t]��~�Ì1y{��p £�t��É�'����s/�?~�t!�J��t���s t������ � ��s'��y��r��Ä ± ���
��prt1��prt�����t!��y{�]��~ � t!����y{~��À��¸Ñ��prt ����prt�s t���prt�y��a��t���t��É��t � ��t�� � t��fy��f��t!¸Wt�����t � ���/´°¶�º+*zºm¥�·UÄþoBprt�s/t!��pr� � y��
£�t��É��������¼r~�tf��� � ����¼?|r���	��� � p����8�r��t!£zy{��|r��~{��¼�t�t��}|r��t � ¸W���<��p?t2��y�s}|r~�����y{������¸r����prt���t��rt������aÆü�������?���������
s/� � t�~{��ºz~�y���t ��p?����t � t���y°£�t � ¼a�¨��p?t����rprt���y{�]��~lpr����s ���ry{� t!�z�����r��y{��� ´  zºÑ¶×��·Uº?��p����B�r�����h����t � ¼a��Ë"prt��
t�����~K´Õ¶�¶�·���� � ¼a� � �m|rs,�`y��1t�����~K´Õ¶ê¤�·<��� � ��prt�xm�����������������rt ´Õ¶×Ã�·UÄ
oBprt��r~���� ��¸B��pry{�}������t���y��J����¸W��~�~{�×Ì�Ä-� �D��p?t¨��t������ � ��t�����y����DÌ2t¨��y°£�t��I¼r��y{t�¸1�r��t���t��a������y���� ��¸

��prt6s � � t�~¿Ä.� �N��t�����y����NÃ?º<��p?t s � � t�~þy{���r|?��y{�d��¸W����s ��|?y{����¼r~�tw¸W������prt6�`|rs t���y{�]��~	����prt�s/t6Ì1pry���p
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� ����p?y��"��t��!��y����¨Ì"t���y{£�t ���r~{�/�}¼r��y�t!¸��%��t!����p,��¸<��p?t�²K�rt������aÆ o8�����r���h�����1s � � t�~�Ì1p?y���p¨Ì2t�Ì1y�~�~\|r��t�º
��� � º\Ì2t}¼r��y{t �r����pr�×Ìµpr�×Ì%���/��t����×£�t�����pry{��¸W����s ��prt}¯¡²À�Zp`� � ��� � �z�r��s/y{�]��~�s � � t�~¿Ä�� t�~�y�s y{�"��|r�
� y�����|r����y{���'������prt���������¼h��~�y��B¼r��� � ������t�Ä ± ���2s ����t � t!����y{~��f��� � ¸W���f��prt �?���r��������¼���~�y{��¼r��� � ������t���prt
y��a��t���t�����t � ��t]� � t��1y��B��t!¸Wt�����t � ���,´î¤zº\Ã?ºru�·¿Ä
�dt¡������|?s/t���pr���J��prt������ � |r�!��y{���0¼r��� � y�� � t�������y�¼�t � ������|?� � t�����p(s/y{�ry�s}|?s ¾ç£���~�~�t!�?Á�¼a� ��prt

��������¼h��~�y�� ¼���� � ���r�?���]�zy�s/����y{���

E(k) =
~

2k2

2m∗
, k ∈ R

3 ¾É¶êÁ

Ì1prt���t E y{� ��prtJt�~�t����������¹t��rt�������º m∗
y{� ��p?tJt�Øht�����y{£�t t�~�t����������4s/����� ¾çÌ1pry���p¹y����?ÄÂÃ�¤

me

y��Nxmy�~�y{�����Ñº
Ì1y{��p

me
��prt�t�~�t��!��������s'�����Jy��D��prt�£�����|r|rs'Á!º

~k
y{�w��prt������m������~Bs/��s/t��`��|rs,ºK��� �

~
��prt,�K~P���r� �

�����?�������`� � y°£zy � t � ¼a�
2π
Ä

oBprt t��?t������`Æ¿�������r�������É��s/� � t�~	��¼?����y��rt � ¸W������y{~�y������³��t�s y������ � |r�!������y{��´ urº<��·¿º��É�����É��y��?�¨¸W����s ��prt
pa� � ��� � �m����s y��]��~rs/� � t�~?¼�����t � ���J��p?tBs'���zy{s}|rsµt��a�������a�J�r��y��r��y��r~{t�´î¤zºaÃ�·Uºay��	��y{£�t��6¼a�}��prt�¸W��~�~��×Ì1y{�r�
��t!�I��¸w¼���~P���r��t³t �`|�����y����r�¨¸W���¨��p?t4t�~�t���������� � t��r��y°� �

n
��� � t��?t������

W
º ����|r�r~�t � ���D��p?td�8��y��������

t �`|�����y�����¸W������prt�t�~�t�������y�� �h����t��a��y���~
φ

∂n

∂t
+
� y°£

(nV) = 0,
¾¿¤�Á

∂(nW )

∂t
+
� y{£

(nS) − neV · ∇φ = nCW ,
¾UÃaÁ

ε∆φ = −e(ND − NA − n).
¾nu`Á

Ì1prt���t
ND

��� �
NA

����t���prt � ���?���f��� � ������t��?����� � t��?��y{��y�t��f��t����ht�����y°£�t�~{��º
e
y��þ��p?t�t�~�t�s/t��`�������w��p�������t�º

ε
y��'��prt � y�t�~�t�������y��I�����r�É�����a��Ì1pry{~�t � y{£�º ∇ ��� �

∆
����t¡��p?t � y{£�t�����t��r��t�º ����� � y{t��a����� � ~����r~�����y����

����t�������������Ä
oBprt�t�£���~�|?��y���� t �`|�����y����r�"����t���~�����t � Ì1y{��p/��p?t������r����y{��|?��y°£�t���t�~�����y{���r�þ¸W���À��p?t�£�t�~��m��y°� �

V
��� � ��prt

t��rt������aÆ ��|z�
S

V = D11(W )∇ log n + D12(W )∇W + D13(W )∇φ,
¾¿��Á

S = D21(W )∇ log n + D22(W )∇W + D23(W )∇φ.
¾ #aÁ

oBprt�t�~�t�s/t��a���1��¸8��prt � y°ØÑ|r��y�����s/������y°�
D = (Dij)

��t�� �

D11 =
c22U

(0) − c12F
(0)

c11c22 − c12c21
, D12 =

c22U
(0)′ − c12F

(0)′

c11c22 − c12c21
,

D13 = −e
c22 − c12G

(0)

c11c22 − c12c21
,

D21 =
c11F

(0) − c21U
(0)

c11c22 − c12c21
, D22 =

c11F
(0)′ − c21U

(0)′

c11c22 − c12c21
,

D23 = e
c21 − c11G

(0)

c11c22 − c12c21
.

� ~{~���prt}���zt��/��y�t��`���
cij

��� � ��prt�¸W|r�?����y{���r�
U (0) º F (0) º G(0)

� t��ht�� � ���I��prt}t��rt������
W
Ä�oBprtw�?��y�s t

� t��?����t�� � t���y°£�����y{£�t�Ì1y{��p,��t����ht��������
W
Ä

æ�� �<æWô
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oBprt t��rt������¹�?��� � |r����y����4��t���s p������,��t�~����?����y{���³¸W����s
CW = −W−W0

τW

Ì1prt���t
τW

y�����p?t/t��rt������
��t�~����?����y{���³��y{s/t�º<Ì1pry���p � t���t�� � �}��~{�������

W
º	��� �

W0 = 3/2kBTL

y�����p?t/t��rt������N����t �`|ry{~�y�¼?��y�|?sIº
Ì1y{��p

TL

��prt�~�������y���t���t�s ��t�������|r��t�ºrprt���t�������|rs t � ���6¼ht������r�������a�]Ä
oBprt1t!�z�r��t�����y����r�À��¸

U (0) º F (0) ºG(0) º τW

º
cij

º
Dij

p��]£�t1¼ht�t�� ��¼?����y��rt � y���´î¤zºaÃ�·r¼h����p}¸W���K��������¼���~�y{�
¼���� � ��� � )����rt � � � y����ht�����y�������t�~P����y����lÄ
!��×Ì2t�£�t��fy��w��prtB�]����t���p����K��prt������ � |?����y{���6t��rt������w¼���� � �K��¸�t�~�t����������r�À����t � t�������y�¼�t � ¼a�}��prt )����rt

� y����ht�����y{���6��t�~P����y����lº���prt1t!�z�r��t�����y����r�2��¸
U (0) º F (0) ºG(0) τW

º
cij
º
Dij

��t �`|ry���t����`|rs t���y��]��~rt�£���~{|�����y{���
��¸\����s t"y{�a��t�������~{�	��� � ¸W���A��prt�sÖ���J���r��~{�`��y{�]��~`tF�?�?��t�����y{���Jy��A�r���K�]£���y{~P��¼r~{t�Ä � �r�É��t]� � y��w��prt���������¼���~�y{�
¼���� � �]����t

W =
3

2
kBTn ,

Ì1y{��p
Tn
t�~�t����������'��t�s �ht�������|r��t�ºr��� � ��~�~���p?t������?����y°��|?��y{£�t���t�~P����y����r�fp��]£�t�������~{�`��y��]��~�tF�z�r��t�����y{���r��Ä�� �

��������y���|r~P���2��prt���|z�zt�����t]� �

U (0) =
2

3
W, m∗F (0) =

10

9
W 2, m∗G(0) =

5

3
W,

¾ *�Á

Ì1y{��p
m∗
t�Øht��!��y{£�t�t�~�t�����������s'������ºrÌ1p?y�~�t���prt����mt � ��y�t��a�

cij

�]����¼�t�Ì1��y{����t��¡���

cij(W ) = ai1(W )b1j(W ) + ai2(W )b2j(W ) ,
¾U¥aÁ

Ì1prt���t
b11 = −21m∗

4W
, b12 = b21 =

9m∗

4W 2
, b22 = − 27m∗

20W 3
.

¾n aÁ
oBprt4���mt � ��y{t��a���

aij

� �������a����y{� ��p?t4�����a����y�¼r|z��y����r�¨��¸���p?t³£�����y���|r�¨����������t���y��r� s t���p����ry���sIÄ �ü¸�Ì"t
�rt���~{t��!�K��prt1y�s �r|r��y{� ������������t���y{�r�rºa��p?t��6��prt

aij

� �f����t���prt1��|?s ��¸l����t���s � |rt1������prt�������|r�É��y��B�?pr���r���
���]������t���y{�r� ��� � �J��t���s � |rt����J��prt��r���zÆü�h��~��������z��y�����~l���]������t���y��r�

aij = a
(ac)
ij + a

(np)
ij .

± ������prt�������|r����y����rp?���r���,����������t���y{�r�6���rt�»�� � �

a
(ac)
11 =

32

3

√
2πKac

~3
(m∗)3/2

(

2

3
W

)3/2

,
¾Ç¶×�aÁ

a
(ac)
12 = 32

√
2πKac

~3
(m∗)3/2

(

2

3
W

)5/2

,
¾Ç¶�¶êÁ

a
(ac)
21 =

a
(ac)
12

m∗
,

¾Ç¶ê¤�Á

a
(ac)
22 = 128

√
2πm∗Kac

~3

(

2

3
W

)7/2

.
¾Ç¶×ÃaÁ

Kac =
kBTLΞ2

d

4π2~ρv2
s

y{�¨� �?p`�m��y��]��~���������s/t!��t��4¾n��t�t¡����¼r~{t��³¶�º�¤�Á!ÄµË"���?��t����ry��?�D��prt³�?���Z�h��~P���6���?��y�����~
�rpr���r���,���]������t���y��?�rº?¼a��������|rs y��?�}��p����"��prt���������y�t��"�h���?|r~P����y����'y���s/� � t�¼a�¨��prt�t�~{t��!�������r�By��¨��prt���yÕ�
t �`|ry{£���~{t��a����Æü£���~{~�t!��´Õ¶]u�·Uºm���rt p����2��t�£�t�����~������`����y{¼r|?��y{���r�f¼ht��]��|?��t���prt����]������t���y{�r�w�����'¼�t�y{�a�����]£���~{~�t��
¾W��pr���fy��À��prt�t�~{t����������/��t�s'��y{�/y{� ��prt�����s t�£���~{~�t!�rÁ	���2y{�`��t��É£���~�~�t!��¾ç��p����2y��K��prt t�~�t��!�������'����t����]������t���t �
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me

t�~�t��!����������t��É��s'�����  zÄ{¶×�� a� × ¶×�
−28 �

m∗
t�Øht��!��y°£�t�t�~�t�����������s/����� �?ÄîÃa¤

me

TL

~P������y{��t ��t�s �ht�������|r��t Ã���� o )
ρ0

� t��r��y°� � ¤zÄîÃ�ÃJ������s 3

vs

~����?��y{��| � y��r��~h����|r� � ����t�t �  ?Ä{¶]¥ × ¶×� 5 ��s�����t��
Ξd

������|r�É��y��FÆ �rp?���r��� � t!¸W����s/����y{����������t��`��yP��~  Jt��
εr

��t�~P����y{£�t � y�t�~�t�������y��������r�É�����a� ¶�¶�Ä *
ε0

£�����|r|rs � y{t�~{t�����y��������r�É�����a� ¥?Äî¥a� × ¶]�
−18 Ë���� µ

s

oA��¼r~�tJ¶��
	���
������������������������� "!#��
$�%��&'��()�*�+�*&+�,���'��-.�/�0&,�+ �
� "!��01

A Zf ~ω
¾Ws/t���Á

DtK(108eV/cm)¶ ¶ ¶ê¤ �?Äñ�
¤ ¶ ¶×¥zÄñ� �?ÄÂ¥
Ã u ¶× zÄÂ� �?ÄÂÃ
u u u *mÄîu ¤zÄÂ�
� ¶ #?¶�Äñ¤ ¶�¶
# u �� zÄÂ� ¤zÄÂ�

o	��¼?~�t�¤2�435�0����
� �1�67!��01����'��18�+����1�-9�����01��01:�*1��*&�6; "���<�=�0&,�����> �1��*
?�0���� "!��+!#�����+�*&� �1�6@�4 �1A�� �
� "!��01

y��a��� ���?����prt��B£���~�~�t!�?Á

a
(np)
11 =

6
∑

A=1

4

3

(

2

3
W

)−1/2
√

2π(m∗)3/2(~ωnp(A))
2

~3
ZAKnp(A)

∑

±

(

nB +
1

2
∓ 1

2

)

e±ζA ×

[K2(ζA) ∓ K1(ζA)] ,
¾Ç¶]u`Á

a
(np)
12 =

6
∑

A=1

4

3

√

2

3
W

√
2π(m∗)3/2(~ωnp(A))

2

~3
ZAKnp(A)

∑

±

(

nB +
1

2
∓ 1

2

)

e±ζA ×

{3K2 (ζA) + 2ζA [K1(ζA) ∓ K2(ζA)]} ,
¾Ç¶ê��Á

a
(np)
21 =

a
(np)
12

m∗
,

¾Ç¶ #aÁ

a
(np)
22 =

4

3

(

2

3
W

)3/2
√

2πm∗(~ωnp(A))
2

~3
ZAKnp(A)

∑

±

(

nB +
1

2
∓ 1

2

)

e±ζA ×
[

K2(ζA)
(

12 ∓ 9ζA + 4ζ2
A

)

+ K1(ζA)
(

3ζA ∓ 4ζ2
A

)]

,
¾Ç¶ *�Á

Ì1y{��p
ζA = 3~ωnp(A)/(4W )

��� �
Ki

�"t�����t�~A¸W|r�r�!��y{���r� ��¸À��t������ � �`y�� � Ä �Öy��1��prt�£���~�~�t!��y�� � t!�hÄ oBprt
�rpa�m��y�����~������?�������`��� ���r�ht�����y{�r�Jy�����prt����mt � ��y{t��a��������t���t���������t � y��¨����¼r~�t���¶�ºñ¤mÄ
¯¡²fx ± ²Ào � t�£my���t��2����t1|r�?y�����~P����ÄþÊ��J��p?t������a����������º?¯¡Ê�x ± ²Ko � t�£my{��t��2����tB¼ry�����~P���K��� � ��prt���t!¸W����t

Ì"t��rt�t � �w�������r�������É�Bs/� � t�~h¸W���"��prt�pr��~{t���Äfxmy��r��t ��prt������a����y�¼r|?��y�������¸Ap?��~�t��"���J��p?t���������~Ñ��|r����t��a��y��
s'������y{����~¿ºmy{����|�� ��t������ |?��t�� � ��y{¸ç�ÉÆ � y°ØÑ|?��y����¨s/� � t�~¿Ä �ü����t]� � �B�

∂p

∂t
+ ∇ · Jp = 0 ,

¾Ç¶×¥aÁ

æ�� �<æWô
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Jp = −µpp∇φ − Dp∇p ,
¾Ç¶× aÁ

Ì1prt���tN� y{�¨��prt¹pr��~{t � t��r��y°� ��º
Jp

y{�'��p?tNp?��~�t³�r������y���~{t-��|z�hº
µp

��prt¹pr��~{t³s/��¼ry�~{y{� �(��� �
Dp

��prt
� y{Øh|r��y°£my{� ��Ä � �d��prt/¼?y�����~P����������t6��p?t'�8��y��������dt �`|�����y����ds}|r����y��?��~�| � t6¼h����p � t��r��y{��y{t�����¸�t�~�t����������r�
��� � pr��~�t��1��� � ��t�� � �

E = −∇φ, ∇ · (ε∇φ) = −e(ND − NA − n + p) .
¾¿¤��aÁ

� ����� � t��"���w|r��t���prt��`|rs t���y{�]��~�s t���p?� � Ì2t�Ì1y�~{~\��pr�×Ìjy��'��prt ¸W��~{~��×Ì1y��r����t�����y����r��ºz��prt�¯¡²À� ²K�rt������aÆ
oA�����r�������É��s � � t�~\s}|r���"¼ht�¸W����sw|r~P����t � y��¨���¨t �`|ry°£���~�t��a�2¸W����s,Ä	oBpry{�"y{� � ���?t y�� ��prt��rt!�m�B��t��!��y����¨y��
��prt���������¼���~�y{� ¼���� � ���?�r���]�zy�s/����y{���lÄ

� &'���	� ��
������!��� ���;�87�� � � +��B
0��� �87�� ���	��� ��C ����� ���;
!�����1��� �!��>
�A���}���	�<��3�
!� �87����	� � +¨5¨����� ��
��

� t��À|r�À�É�����É�À¼r��y{t �r�w��t�����~�~{y��r����prt1¼�����y���¸W����s}|r~�����y{���w��¸h~{y��rt����	y{����t�£�t�����y�¼r~{t���prt���s � � �m����s/y{����Ä � t��
sn = sn(un, n)

¼ht���prt�t�~�t��������������m�É��t�s.t��a�������`� � t��r��y{� �N¾çÌ1prt���t
un

y{�"��prt�t�~�t��!��������t��rt������ � t��r��y°� �
��� �

n
��prt2t�~�t���������� � t��r��y{� �?Á	��� �

Tn

��prt2t�~{t�������������t�s ��t�������|r��t�¾W��prt"~�������y���t"��� � ��prt2t�~{t����������w���m����t�s
����t�������|rs t � ���6¼�t���� � y{Øht���t��a�B��t�s/��t�������|r��t×ÁFÄfoBp?t�»r�������r��y��r��y��r~{t���¸8��prt���s � � �z�r��s/y{���B��y°£�t����

Tndsn = dun − νndn ,
¾U¤z¶êÁ

Ì1prt���t
νn

�]���'¼�t y��a��t����?��t���t � ���f��prt ��prt�s/y{�]��~\������t��a��yP��~¿ÄA��t�s/t�s}¼ht���y{�r����p����
φ
y{�f��prt�t�~�t����������É������y��

�h����t��a��y���~¿ºzy{�By{�B�����a£�t��ry{t��a� ��� y{�a����� � |r��t���prt�t�~�t��!�����z��prt�s/y{�]��~Ñ�h����t��a��y���~
φ̂n

¼a�

φ̂n = −νn + eφ ,
¾U¤�¤�Á

� � ������� � ��� � y�����t�£�t�����y�¼r~{t'��p?t���s � � �m����s y����'´°¶×�ê·"��prt�t��a�������a� �r|z�zt��
Js

L

��¸1��prt¨~�������y���t¨��� � ��¸B��prt
t�~�t��������������m�É��t�s

Js
n

����t���t�~P����t � ���J��prt���������y���~�t���� � t��rt������ ��|z�zt�� ¼a�¨��p?t�¸W��~�~��×Ì1y{�r�}��t�~P����y����?��pry{�r���

J
s
L =

J
u
L

TL
, J

s
n =

J
u
n − νnJn

TN
,

¾U¤�ÃaÁ

Ì1prt���t
J

u
L

��� �
J

u
n

����t���prt�~P������y���t���� � t�~�t����������It��rt������ ��|z�I��t�����t��!��y{£�t�~°��º
Jn

��prtwt�~�t����������¡�r������y���~{t
��|z�hº

TL

��� �
Tn

��prt6~P������y���t}��� � t�~�t��!�������¹�a������t�s/��t�������|?��tJ��t�����t��!��y{£�t�~°��Ä����×Ì�º8��������� � y��r�¨������prt
��t��?t����B��¸�~�y��?t]���fy�����t�£�t�����y�¼?~�t���prt���s/� � �m����s y�����´Õ¶ê�ê·h��prt���prt���s � � �m����s/y{��¸W������t��1����t�~�y��?t]����~{�6��t�~P����t �
���J��prt���prt���s/� � �m����s y�� �r|z�zt������B¸W��~�~{�êÌ1�B�

Jn =
L11

Tn
∇φ̂n + L12∇

1

Tn
,

¾U¤�u`Á

TnJ
s
n =

L21

Tn
∇φ̂n + L22∇

1

Tn
,

¾U¤���Á

Ì1prt���t/��p?t/s/������y°�
Lij

y{�����ms/s t�����y{�/�����,�����?��t �`|rt��r��t'��¸���p?t¨Ê��r������t�����t���y{�r���m��y°� �4��t�~P����y����r��Ä � �
��t���s/�B��¸	t�~�t��!�������It��rt������ ��|m�

J
s
u

���rt���t!Ì1��y°��t��B��prt���¼h�×£�t�t �m|r����y{���r�1���

Jn =
L11

Tn
∇φ̂n + L12∇

1

Tn
,

¾U¤�#aÁ

J
u
n =

(

νn
L11

Tn
+

L21

Tn

)

∇φ̂n + (νnL12 + L22)∇
1

Tn
.

¾U¤ *�Á
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���×Ì�ºa¸W���	��prtBt�~{t����������J�É�m����t�sIº � t�������y�¼�t � ¼a�J���r����¼���¼?y�~�y°� � � t��r��y{� �}¸W|?�r����y����
f
º���prtBt��a�������`� � t��r��y{� �

y�����p?t�s/���mÌ2t�~�~{yP���'~�y�s y{�2��¸8��prt ± t���s/yÕÆÇÅ y{��������������y{����y{���By{� � t�»��?t � ���

sn = −kB

∫

B

(f log f − f)d3
k ,

¾U¤�¥aÁ

Ì1prt���t
k
y{�f��prt�t�~{t��!�������/Ì"�×£�t!Æ¿£�t��!������Ì1p?y���p�¼�t�~����r���À������prt�»r�����B�"��y{~�~���|ry�� �����rt�ÄKoBp?y��"~�������t��fy�� ��prt

��������¼h��~�y�� ¼���� � ���r�?���]�zy�s/����y{����y��BtF�z��t�� � t � ��� ��~�~
R

3
Ä

�2�¨y��a����� � |?��y��?�6��prt�¸W|r�r�!��y����

η(f) = −kB(f log f − f) ,

Ì"t��]���,Ì1��y{��t
sn =

∫

B

η(f)d3
k .

¾U¤� aÁ

oBprt���t�������p,��� � t��Bs/���zy�s}|?sEt��a�������a� � y{������y�¼?|?��y{���¨¸W|r�r�!��y����lº����1��p?�êÌ1�Iy��¹´î¤zº\Ã�·<y{�

fME = exp

(

− λ

kB
− λWE

)

,
¾nÃ��aÁ

Ì1prt���t
λ
º
λW ����t���p?t � ���?�������?��t�s}|r~°��y��?~�y�t����f��t�~P����y{£�t����J��prt � t��r��y°� �,��� � t��rt�������Ä �ü�B¸W��~�~��×Ì1�"��p����

η(fME) = kBfME

(

1 +
λ

kB
+ λWE

)

.
¾nÃ?¶êÁ

xzy��?��t
dfME = −fME

(

dλ

kB
+ EdλW

)

,
¾nÃa¤�Á

y{�B¸W��~{~��×Ì1�
dη = −fME

[(

λ

kB
+ EλW

)

(dλ + kBEdλW )

]

.
¾nÃ�ÃaÁ

Ë"���r��t �`|rt��a��~{��º\¸W������prt � y{Øht���t��a��y���~l��¸8��prt�t��`�������a� � t��r��y{� ��º
dsn

ºzÌ"t�p��]£�t

dsn =

∫

B

dηd3
k = − λ

kB
ndλ − d(λλW )un − kBλW dλWZ ,

¾nÃ�u`Á

Ì1prt���t
n
y�����prt¹t�~�t����������;�����É��y���~�t � t��r��y°� � �]��~{��|r~�����t � Ì1y{��p ��p?t ��t�������p;��� � t��

fME

� y�������y{¼r|?��y{���
¸W|r�r�!��y����lº?Ì1pry{��pI��t]� � �

n =

∫

B

fMEd3
k.

� y���t!Ì1y���t
un

y�����prt/t�~�t����������dt��rt������ � t��r��y°� � ����~���|r~P����t � Ì1y{��pd��p?t ��t�������pD��� � t��
fME

� y�������y{¼r|?��y{���
¸W|r�r�!��y����I��� � ��t]� � �

un = nW =

∫

B

EfMEd3
k ,

Ì1pry�~{t
Z
y�����p?t �`|����`��y{� �

Z =

∫

B

E2fMEd3
k.
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± ����s ��prt � t�»r�ry{��y�������¸
n
º\��¸ç��t��B����s t��É����� � ��� � ����s/�r|z������y����lºmÌ"t�p��]£�t

dn = −n
dλ

kB
− dλWun .

¾nÃa��Á

� y���t!Ì1y���t�ºr¸W����s���prt � t!»��ry°��y����,��¸
un

Ì2t���t��

dun = −un
dλ

kB

− dλWZ.
¾nÃ #aÁ

���×Ì�ºr¸W����sÈ¾UÃa¤�Á Æ!¾nÃ�u`ÁFºzÌ2t�t�����y{~{�¨��t��

dsn = λdn + kBλWdun ,
¾nÃ *�Á

Ì1pry���p,p����B��p?t�����s t�¸W����sE���1t �`|�����y����d¾É¶]¥aÁ"�r���×£my � t � ��prt�¸W��~{~��×Ì1y��r�wy � t��`��y{»�������y{���r�B����t�s'� � t

kBλW =
1

Tn
, νn = −λTn.

¾nÃ�¥aÁ

oBprt���t�¸W����t�ºf|r�a��y�~"�r�×Ì�ºfÌ2t�p��]£�t,�r���×£�t � ��p����J��prt�t!�z�r��t�����y����(¸W���w��prt�t��a�������a� � y{Øht���t��a��y���~����J��¼zÆ
����y{�rt � ¸W����s ��prt³s/���zy�s}|?s t��a�������`�Z���r����� �³����� ¼ht¡Ì1��y{����t�� y{� ��prt³¸W����s ��¸�~�y��?t]��� y�����t�£�t�����y�¼?~�t
��prt���s � � �m����s/y{����Ä
� ����t���s/�B��¸

W = un

n

º?��prt�t��rt���������t��B��������y{��~{t�º?Ì2t��]����Ì1��y°��t�t �`|�����y���� ¾nÃa��Á����

dn

n
= −dλ

kB
− WdλW .

¾nÃ� aÁ

oBprt��,Ì"t��]���Iy{�`����� � |r��t���prt��r��y�s y{��y°£�t6¾ � t�»r�rt � |r����� � �����r�É�����a�FÁ

F (W ) =

∫

W
dλW

dW
dW ,

��� � y��a��t���������t ¾UÃ� �Á2��¼?����y��ry{�r�
λ = −kB log n − kBF (W ) ,

¾Wua�aÁ
Ì1pry���plº\��¸ç��t��B��|r¼r�É��y{��|?��y{�r�6y��a���J��prt�t �`|�����y����d¾UÃ�¥aÁ!º?�my{t�~ � �

νn = kBTn log n + kBTnF (W ),
¾Wur¶êÁ

dνn = kBTnd log n +
(

kB log n + kBF − W

Tn

)

dTn .
¾Wu`¤�Á

xz|r¼r�É��y{��|?��y{�r�6y��a���Jt �`|�����y{���r��¾¿¤ #aÁ!º�¾¿¤ *�Áf�my�t�~ � �

Jn = −L11kB∇ log n +
qL11

Tn

∇φ −
[

L11

Tn

(

kB log n + kBF − W

Tn

)

+
L12

T 2
n

]

∇Tn ,
¾WuaÃaÁ

J
u
n = −(νnL11 + L21)kB∇ log n + (νnL11 + L21)

e

Tn

∇φ − ¾Wu�u`Á
[(

νnL11 + L21

Tn

)(

kB log n + kBF − W

Tn

)

+

(

νnL12 + L22

T 2
n

)]

∇Tn.
¾Wu`��Á

� �.á�/�ù �!ø�ù



¶×� ��� ����� -0$'=�> !�-��������"!�1�1?3 :4:43F!�-�������	 3 & !�-;3F!�-���
�� �
��	�>�='= $ >�1

�2������s/�r����y{�r�}Ì1y{��p���prt�s'�ê�?y{s}|rs�t��a�������a� � t���y{£�t � �����?����y°��|?��y{£�t�t �`|�����y{���r��¸W������prt�t��rt������'�������r�ÉÆ
�h�����1s � � t�~À¾¿��Á Æ!¾ #aÁfÌ2t�pr�×£�t���prt�¸W��~�~{�×Ì1y��r�}y � t��a��y{»�������y{���

D11 = −kBL11

n
, D13 =

eL11

nTn
,

¾Wu #aÁ

D12 = − 1

n

[

L11

Tn

(

kB log n + kBF − W

Tn

)

+
L12

T 2
n

]

dTn

dW
,

¾Wu *�Á

D21 = −kB(νnL11 + L21)

n
, D23 = e

νnL11 + L21

nTn
,

¾Wua¥aÁ

D22 = − 1

n

[

νnL11 + L21

Tn

(

kB log n + kBF − W

Tn

)

+
νnL12 + L22

T 2
n

]

dTn

dW
,

¾Wua aÁ

¸W����s Ì1pry���p�Ì"t���t!�]º\��¸ç��t��B����s/t��É����� � ��� � ��~{��t�¼r���?º

L11 = −nD11

kB
,

¾U���aÁ

L12 = −3

2
nkBT 2

nD12 + nD11Tn

(

log
n

Nc
− 3

2

)

,
¾U�z¶êÁ

L22 = −3

2
nkBT 2

nD22 + νnTnnD11

(

log
n

Nc
− 3

2

)

− L12

[

kBTn

(

log
n

Nc
− 3

2

)

+ νn

]

,
¾U��¤�Á

Ì1prt���t�Ì2t�p��]£�t�|r��t � ��prt�¸W��~�~{�êÌ1y{�r�}��t���|?~{���

log n + F = log
n

Nc
,

W

Tn
=

3

2
kB ,

Ì1y{��p
Nc = 2

(2πkBm∗Tn

~2

)
3

2 , n = Nc(Tn) exp
(

e
φ + ϕn

kBTn

)

,

Ì1prt���t
ϕn

y��À��prt ����Æü�]��~{~�t � t�~{t��!���������`|�����yÕÆ ± t���s/y�~{t�£�t�~¿Ä ������pry{�2����y{�`�fÌ2t Ì����`�"�����������?��¸W����sIºmy�� ��prt
��������y{�������É�¨�]����t�º���prt����m����t�s ¾¿¤�Á Æ!¾Wu`Á2y{����prt�¸W��~�~{�×Ì1y��r�w¸W����s

− � y{£ Jn = 0,
¾U��ÃaÁ

− � y{£ J
T
n +

3

2
kBn

Tn − T0

τW
= 0,

¾U��u`Á
� y{£

D = e(ND − NA − n + p),
¾¿����Á

Jn = A11∇
(

ϕn

Tn

)

+ A12∇
(−1

Tn

)

,
¾U��#aÁ

J
T
n = A21∇

(

ϕn

Tn

)

+ A22∇
(−1

Tn

)

,
¾U� *�Á

Ì1prt���t
D
y{�6��prt,t�~�t�������y�� � y{���r~�����t�s/t��a� £�t��!�����'��� � º"¸W���6��prt,������t¡��¸ ��y�s �r~{y���y°� � y{�(��prt,�r��������y����lº

Ì"t � t��r����t4�r�×Ì½Ì1y°��p
Jn

��prt4t�~{t���������� ��|r����t��a� −enJn

ÄÖoBprt4��t��?t�������y����zÆ ��t�����s}¼ry��r����y{��� t!ØÑt������
p��]£�t}¼�t�t��¡�rt���~�t�����t � Ä � �¡��� � t������'��t!����prt�����|r��pa���������r��¸W����s/����y{����Ì"t��rt�t � ��� »�� � ��prt}������~{�`��y��]��~
t!�z�r��t�����y����4��¸K��prt����mt � ��y{t��a���

Aij

����¸W|r�?����y{���r����¸þ��p?t�£�����y���¼r~{t��
Dij

Ä � t���|?� ��������� ¼a�I»�� � y��r�/��prt
���mt � ��y{t��a���

A11

��� �
A12

Ä ± y����É�1��¸	��~�~UºmÌ2t��?����t���pr���

Jn = −enV = −en [D11∇ log n + D12∇W + D13∇φ] .
¾U��¥aÁ
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��¸ç��t��1����s t���~���t�¼r���wÌ"t���t��B��prt�¸W��~�~{�×Ì1y��r�}��t���|r~{���

A11 = e2L11, A12 = −e2L11φ − en

{

3

2
D11Tn +

3

2
kBT 2

nD12

}

.
¾U�� aÁ

� y���t!Ì1y���t�º��r����y��r�}��p����
J

T
n = −J

u
n − φJn ,

¾ #��aÁ
Ì"t���t!�

A21 = e2L11ϕn + eL21, A22 = e2L11ϕ
2
n + 2eL21ϕn + L22.

¾ #?¶êÁ
� t�t�� � ��pry{�J��t��!��y{��� Ì1y{��pD��prt���t�s'���%�d��p����6�4��y�s y�~P�����������?��¸W����s'����y����dy��J�r��� �`�r�×Ì1�(¸W���6�³�?���zÆ
��������¼h��~{y���¼���� � ÄÀoBprt�����y��a�1y{����p��������������r��t �`|rt��?��t}��¸A��t�~P����y����?��¾nu #�Á"���rt�p����

D11 = −kBTn

e
D13 ,

��p����¨y�� /��0> + $'- ��/ >�$'- 14>�= !�/2$ 3 - &)( ��/ !�=�� !�6 ���03 = � >���>�- � !�1�� 143 & >�� ( $'= $
	 1�$'( &JÄ�oBpry{�¨�r�����ht���� � y��
������y���»rt � ¼a�N��prt¨�r������¼���~{y��Js � � t�~fÌ1p?y�~�t6¸W������prt )����rt � y{����t�����y���� ��t�~P����y����Ny���£���~�y � ���?~{�¹��~{����t ���
t �`|ry�~{y�¼r��y�|rs ´Õ¶ #�·UÄ

� )µ7�� ����� ���	��
���

� @�@��	����
K7

oBprt2¯¡²À�¡t��rt������aÆü�������r���h���É��s/� � t�~���y{£�t������<y{� ¾¿��ÃaÁüÆ!¾U� *�Á�pr���<��prtK����s/tK�É����|r����|r��tf���l��prtK¸n��s/y{~{�1��¸
s/� � t�~{�A�É��| � y�t � y{��´ *�·¿Ä"� �}��prt2~P���É�þ��t�¸Wt���t��r��t�ºa��p?t � y{Øh|r��y�����s'������yÕ�

A
Ì1pry{��p � t���t�� � �K���J��������s t���t����

β
º
c
º
γ
ºry{�B��y{£�t��,t!�z�r~{y���y°��~°�'¼a�

A11 = nµneTn ,
¾ #a¤�Á

A12 = nµneTn

(

β
kBTn

e
γ − ϕn + χ

)

,
¾ #�ÃaÁ

A21 = A12 ,
¾ #�u`Á

A22 = nµneTn

[(

β
kBTn

e
γ − ϕn + χ

)2

+ (β − c)

(

kBTn

e

)2]

,
¾ #a��Á
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ϕk+1 ��� �

D
k+1 ¾ç��prt�����prt��|r�
�`�r�×Ì1�r��º�¸W��� ��t��¡���B��prt�~P����� �`�r�×Ì1�I£���~{|rt���ºry¿Ä t�Ä
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º
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º
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� �Q��t������ � �É��t��¡��t�~P����t � ���6��prt�pr��~{t������a��y{�`|ry{� ��t �`|�����y{��� ¾Wy{¸A�rt�t � t � Á1¸W���B��p?t�����s/�?|?������y�������¸
ϕk+1

p

��� �
J

k+1
p

� �%��pry{� � ����t��,y���Ì1pry{��p,��prt�£�����yP��¼r~�t��
ϕk+1

n

º
J

k+1
n

º
T k+1

n

º
J

k+1
Tn

����t�����s �r|?��t � ��y{s}|r~{�����rt���|r��~°��Ä
oBprt���t]�������J��¸���|r��p � �r���m��t � |r��tB����t2t!�z�r~���y��rt � y{��´ *ê·r��� � ����t2t�����t��a��yP��~{~{� � |rtf����� �É�������r��t��	�rpa�m��y{�]��~
����|?�r~�y{�r�J¼ht!� Ì"t�t��³t �`|�����y{������t�~P����y{£�t����6t�~�t����������,�����a��y��`|ry{� �¨��� � t�~{t�������������t�s �ht�������|r��t�Ä
� t�� |r� � t!����y{~¿ºÀ�r�×Ì�ºÀ��prt��r����¼r~�t�s Ì2t,pr�×£�t,���¹����~°£�t � |r��y��r�4��p?t���pry�� � ����t�� ��¸���prt���t�~����?����y{���

�r���m��t�����Ä �dt � t��r����t�¼a�
Ω
��prt�y��a��t���������y{��� � ��s'��y��/Ì1y°��p¨¼���|r� � �����

ΓN ∪ΓD

ºmÌ1y{��p
ΓN

��� �
ΓD

��prt
�����É���1��¸A¼h��|?� � ���É�¨Ì1prt���t ��t�Ì1s/���r�I��� � Å y{��y���p?~�t��1����� � y°��y{��������t�y{s/������t � Ä

• � t�p��]£�t����6»r� �

U
k+1 =

(

Uk+1
1

Uk+1
2

)

=

(

ϕk+1
n

Tn

− 1
Tn

)

: Ω −→ R
q

��� �

J
k+1 =

(

J
k+1
n

JTn

)

=

(

J
k+1
1

J
k+1
2

)

: Ω −→
[

R
d
]q

��|r��p,��p����7�

Sk
i,j(x)

Uk+1
j − Uk

j

∆t
− � y°£ (Jk+1

i ) + Fi(x,Uk+1) = 0, i = 1, . . . , q = 2,

J
k+1
i = Ai,j(x,Uk+1) ∇Uk+1

j , i = 1, . . . , q = 2.

¾ # #aÁ

Ì1y{��p���prt�¼h��|r� � ���É������� � y{��y����?���

Uk+1
i = Gi(x)

���
ΓD

��� �
J

k+1
i · ν = 0

���
ΓN , i = 1, . . . , q ,

¾ # *�Á
��� � Ì1prt���t

Sk
ij

y��K��������y°��y°£�t � t�»��ry°��tBs/������y°��Ì1pry{��p6s'�]��¼htB��pr����t��I¾n��� � � � ���z��t � ÁA¼a�w��p?tB|r��t���ÄþoBprt
£�t��������

ν

��t��r��t���t��a������p?t |?�ry{��tF�z��t�������~À�r����s'��~8���
Ω
y{�

ΓN ,
Ä,�ü¸"����p?t���|r�
�`�r�×Ì1�r����¸f��prt6�r����¼r~�t�s

���r��t]���1y{��t!�z�r��t�����y����r�}¾n���ht���yP��~�~{�/y��
Fi

��� �
Aij

Á2��prt!�,����t������r��y � t���t � �����r��t�£my���|?���É��t��
k
Ä

oBprt � |���~As/yÕ�?t � £�����yP����y�������~l¸W����s}|?~P����y�����Ì1pry{��p4��~�~{�×Ì1��|r����prt}s y°�zt � »��ry°��t�t�~�t�s/t��a�����r�?���a����p
�rt�t � �1��prt�y��a����� � |r����y�������¸A��prt�¸W��~�~{�êÌ1y{�r�w¸W|r�?����y{������~Ñ��������t��

H(
� y{£

) = {ω | ω ∈ (L2(Ω))p,
� y°£

(ω) ∈ L2(Ω)},
V0 = {ω | ω ∈ H(

� y{£
), ω · n = 0

���
ΓN}.

æ�� �<æWô
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��� � y{�B��y{£�t��,¼`� �

� t!��|r�B»�� � (
U

k+1,Jk+1
)

∈ [L2(Ω)]
q × [V0]

q ��|?��pI��pr���

∫

Ω

Vi Sk
i,j(x)

Uk+1
j − Uk

j

∆t
dx −

∫

Ω

Vi

� y{£
(Jk+1

i )dx +

∫

Ω

Vi Fi(x,Uk+1)dx = 0 ∀V ∈ [L2(Ω)]q,
¾ #�¥aÁ

∫

Ω

Bi,j(x, Uk+1) Wi · Jk+1
j dx +

∫

Ω

� y{£
(Wi) Uk+1

i dx −
∫

ΓD

Gi(x) Wi · νdΓ = 0 ∀W ∈ [V0]
q ,
¾ #� aÁ

Ì1y{��p
B(x,Uk+1) = [A(x,Uk+1)]−1.

oBprt�»��ry{��t1t�~�t�s/t��a�f¸W����s}|r~�����y{���Jy��À��¼z����y{�rt � ¼a�/��t��r~�����y{�r����prt����r����t��
L2(Ω)

��� �
V0
¼`�6»��?y{��t � yÕÆ

s/t��r��y{������~z��|r¼r��������t��f��t��rt�������t � �×£�t��f������yP���?��|r~P����y���� Th
��¸

Ω
|r��y��r�����]£zy������ÉÆ oBpr��s'���

RT0
t�~{t�s t��a�

y¿Ä t�Ä

Lh = {vh ∈ L2(Ω) | ∀K ∈ Th, vh|K =
Ë"���r��� },

V0h = {ωh ∈ V0 | ∀K ∈ Th, ωh =

∣

∣

∣

∣

αK

βK

+ γK

∣

∣

∣

∣

x
y

}

.

Ì1prt���t
αK

º
βK

��� �
γK

����t}�`|rs t���y{�]��~A���mt � ��y{t��a��� ´ *�·UÄ ���r�r~{�my{�r� ��t!ÌB�����mÆÇ�����rpr�����¹s/t!��pr� � ���
��prt � y{������t���t�£�t�����y{������¸���p?t����m����t�s�¾ #�¥aÁ!ºl¾ #� �Á"��� � ��¸ç��t��"��prt�t�~{y�s y�������y���� ��¸8��prt��r��y�s/��~\£�����yP��¼r~�t

UÌ"t���¼?����y��,�J��t �`|rt��r��tw��¸A~�y{�rt]�����r����¼r~�t�s/��¾Wy�� � tF�
l
Á2¸W������p?t � |���~l£�����y���¼r~{t

J
l+1 ���r~{�

∫

Ω

Bi,jδj,β Wi · Jl+1
β dx +

∫

Ω

Λα,β

( � y°£
(Wi)δi,α + ∂Uα

(Bi,j) Wi · Jl
j

) � y{£
(Jl+1

β )dx

=

∫

Ω

Λα,β

( � y°£
(Wi)δi,α + ∂Uα

(Bi,j) Wi · Jl
j

)

(

Sk
β,γ

U l
γ − Uk

γ

∆t
+ Fβ

)

dx

−
∫

Ω

� y{£
(Wi) U l

idx +

∫

ΓD

Gi Wi · νdΓ = 0, ∀W ∈ [Vh]
q .

¾ *��aÁ

oBprt��,��prt��r��y�s/��~�£�����yP��¼?~�t
U

l+1 y{�B��t����×£�t���t � º�t�~{t�s t��a�1¼a��t�~{t�s t��a�]ºr¼a�

U l+1
α − U l

α





K
= −Λα,β

(

Sk
β,γ

U l
γ − Uk

γ

∆t
+ Fβ(U l) − � y°£ (Jl+1

β )

)










K

, α = 1, ..., q = 2,
¾ *z¶êÁ

Ì1prt���t
[

Λα,β(x,Ul)
]

=

[

Sk
α,β(x)

∆t
+ ∂Uβ

(Fα(x,Ul))

]−1

.
¾ *�¤�Á

� �¨��� � t��2���}� � ���?�f��prt��m|?s/t���y�����~�����prt�s/t����w��prt�¸W����s}|r~�����y{���6��¸l��p?t � y°ØÑ|r��y���� s/������y°�J¸W���À��p?t�¯¡²À�
s/� � t�~UºzÌ2t��rt�t � »������1��prt�y{�`£�t�����t���¸A��prt�s'������yÕ�

A

B = A−1 ,
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B
Ì1y°��pJ��t�����t��!�

���6��prt�t��`�������a�¨£�����yP��¼?~�t���¾
U1 = ϕn

Tn

º
U2 = − 1

Tn

Á"y¿Ä t�Ä

∂Bij

∂Uα
, i, j, α = 1, 2 .

� �,¯I���`�������r��~ � �"���r�r��������plºz��prt
Aij

����t���y{£�t��'Ì1y°��p £�t��É�¨��y�s �r~�t1t!�z�r��t�����y����r��ºr���}y{�fÌ"���"��t�~P����y{£�t�~°�
t]���É�����6»�� � ��~���� ������~°�m��y�����~�~°� ��prt�s'������yÕ�

B
��� � y{���1��������yP��~ � t���y{£�����y°£�t���Ä � �I��prt��r��t���t��a� �]����t�º���prt

�����?������|r����y����,��¸8��prt � y°ØÑ|?��y�����s'������yÕ�
A
�]���I¼�t���|rs s/����y���t � ���B¸W��~{~��×Ì1�

C −→ D −→ L −→ A
Ì1pry���p,p����B��� ¼�t�����s �r~{t���t � ¼`����prt�����t��

A −→ B = A−1
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B
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��prt¹�`|rs t���y��]��~ �r���z��t����,y��¨� Ì"�]�c����t!£���~�|�����t4� �����É��yP��~ � t���y{£�����y{£�t³��¸
Bij

¸W���¨����y{£�t��Z£���~�|rt4��¸
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cij(Tn)
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 CUBIC SPLINE APPROXIMATION (data Version 3) 

DATA   C12_17  
SPLINE APPROX. 
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|r��y{�r����prt��������	��

�.����� ������tJ¸W����s �8Ä8Å y�t���� ���hÄ¨oBprt'��t�~�����y°£�tJt���������y{��~{t�������p����d�?Ä{¶��È������y°£�t��
�h��y��a����Ä

æ�� �<æWô
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�

��� ���

© Ó �8«�­ Î � ¬?ª Î Ô�«ê¬�� �

-

6

��� µ �
	

Ï � µ ��	

� �?Ä{¶ �?ÄÂ¤ �?Äîu �?ÄÂ� �zÄ #

�zÄ{¶ê�

�zÄñ¤

± y���|r��t�¤%�
��!'���*( ���� "! &+�*��&+���'�*1��'���� "�01:��� ���� "-� �()�*1��� "�01%��
������������

� � ��� ��
������!��� ��� � � � �<��
!��
"�w� # $µ�/&($�)

� �I��p?y��1��t�����y{���IÌ2tw��p?t�� ����prt�£���~�y � y{� �¨��� � ��prt�t � ��y{t��r�!�I��¸	��p?tw�`|rs t���y{�]��~<s t���pr� � ¼a�,��y{s}|r~P����y��?�
�N¼ry � y�s t��?��y�������~B¯,t�����~�xzt�s y������ � |r�!����� ± y{t�~ � ²KØht��!�'o8�����r��y{�������¡¾U¯¡²fx ± ²Ko�Á!ÄfoBprt,��p����ht,��¸���prt
� t�£my���t�y������ ��t��¡���B��t��������r��|r~����1��� � y{��y��B�ry{����|?��t � y���»��?Ä\¤zÄ
oBprtw���zt�� ��¸	��p?t���t�¸Wt���t��r��tw¸W����s/t�����t���p?����t��4��������~�~�t�~Ñ���6��p?twt � ��t�����¸	��prt � t�£my���t�Ä �dt���� ��t���prt

� y�s t��r��y����?����¸	��prt�¯¡²fx ± ²Ko*���/¼�t���|?��pI��pr���1��prt��`|rs t���y{�]��~ � ��s/��y��¨y{�

Ω = [0, 0.6] × [0, 0.2]

Ì1prt���t���prt�|r�ry{��~�t��?����p�y��B��prt�s/y{�������lÄ
oBprt���t���y����r�1��¸	p?y���p � ���ry��r�

n+ ����t���prt���|r¼r��t!�

[0, 0.1] × [0.15, 0.2] ∪ [0.5, 0.6] × [0.15, 0.2].

oBprt6�����a����������������prt6����|?����t ��� �N� ����y{�¹����t6�?Ä°¶
µ
s½Ì1y � t6��� � ��p?tJ�����a��������������p?tJ�a����tJy{���?ÄÂ¤

µ
s

Ì1y � t�Ä�oBp?t � y{�������r��t�¼ht!� Ì"t�t��³��p?tw�a����t}��� � ��p?tw����prt��1� Ì"�������a�����!����y����?Ä{¶
µ
s,ÄBoBprtw����s/t � ���?y��r�

�����r��t��a��������y{���,���1y��N´î¤���·<y{�B�����r��y � t���t �

nD(x) − nA(x) =

{

3 × 1017 ��s −3 y{�¨��prt
n+ ��t���y{���r�

1017 ��s −3 y{�¨��prt
n
��t���y����

Ì1y{��p,��¼?��|r�?�þ��|r�?����y{���r��Ä

� �.á�/�ù �!ø�ù
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INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

O 

X 

Y 

Z 

± y���|r��t�Ã �fx`������y����������¨����~�|z��y����¨¸W������prt�t�~�t��!������� � t��r��y{� ��y{�I¯¡²fx ± ²Ko ¾n��s
−3 Á!Ä

O 

X 

Y 

Z 

± y���|?��t�u �fxm������y{�������É�'����~�|z��y����¨¸W������prt�t�~�t��!�������,��t�s �ht�������|r��t�y{�I¯¡²fx ± ²Ko ¾nt���Á!Ä
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INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

O 

X 

Y 

Z 

± y{��|r��t��2�fxm������y{�������É�¨����~�|?��y����¨¸W������prt��`Æ ����s/�����rt��`�1��¸A��prt�t�~�t�������y���»rt�~ � y{�¡¯I²2x ± ²Ko ¾ �À��~°�#����s¨ÁFÄ

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

O 

X 

Y 

Z 

± y{��|r��t�# �fxm������y{�������É�¨����~�|?��y����¨¸W������prt��aÆ ����s/�����rt��`�1��¸A��prt�t�~�t�������y���»rt�~ � y{�¡¯I²2x ± ²Ko ¾ �À��~°�#����s¨ÁFÄ
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INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

INRIA-MODULEF

± y{��|r��t�*%�fË"|r����t��a� ~{y��rt��"¸W������prt�¯¡²À�cs/� � t�~Ñy��I¯¡²fx ± ²Ko�Ä
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Drift−Diffusion model
MEP model

± y���|r��t�¥ �fË"pr�������!��t���y��É��y{����|r�É£�t�Ä
IS(VDS)

���
VG = 0

Ä
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d
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Stratton model
Drift−Diffusion model
MEP model

± y���|?��t�  �2Ë"p��������!��t���y��É��y�����|r��£�t�Ä
IS(VG)

���
VDS = 1

Ä

oBprt�����s t � t!£zy{��t�p����1¼�t�t��I��y{s}|r~P����t � º?y�����prt��?���r��������¼���~�y{� ¼���� � ������t�º�y{�N´Â��·�¼a��|r��y��r� �J»��ry°��t
� y{Øht���t��r��t�����prt�s t���� � ¼a�������r��y � t���y{�r�J��prt�¸W|r~{~Ñpa� � ��� � �m����s y�����~<s/� � t�~Ñ¼�����t � ���I¯¡²À�%´Â¤zºrÃ?º�u�·UÄ
�dt � t��r����t ¼`�

ΓD

��p����2�������"��¸
∂Ω
º?��prt ¼���|r� � ����� ��¸

Ω
ºzÌ1pry{��p¨��t��r��t���t��a������prt�����|r����t�ºz�a����t���� �

� ����y{�
ΓD = {(x, y) : y = 0.2, 0 ≤ x ≤ 0.1, 0.2 ≤ x ≤ 0.4, 0.5 ≤ x ≤ 0.6} .

oBprtw����prt��������É� ��¸
∂Ω

y���~P��¼�t�~{~�t � ���
ΓN
Ä1oBprt�¼h��|?� � ���É�I����� � y°��y{���r������t�������y����rt � ����¸W��~{~��×Ì1��Ä�� t

p��]£�t���prs y��������a�����!���1y�������|r����tw��� �,� ����y{� �

φ = φint + Vapp ,
¾ *�ÃaÁ

ϕn = −Vapp .
¾ *�u`Á

Ê�����prt��a����t�Ì2t�p��]£�t��/xm��pr�����%�a�������a�������

φ = φint + VB + Vapp ,
¾ *���Á

ϕn = −Vapp ,
¾ *�#aÁ

Ì1prt���t
VB

y�����p?tJ¼�������y�t����h����t��a��yP��~As/� � t�~{~�y{�r�/��prt xz��pr����� �a�4�����a�����!�'´î¤z¶!·¿Ä}oBp?t ¼?|ry�~°��y��4������t��a��y���~
φint

y{����prt�����~�|?��y�������¸

F (φint) = e(n(φint) − p(φint) − ND + NA) = 0 ,

Ì1prt���t���prt �m|r����yÕÆ ± t���s/yh~�t�£�t�~�����t�������t��¡���
ϕn = ϕp = 0

ÄKoBprt�����prt��1¼h��|?� � ���É������� � y{��y����r������t

W = W0, on ΓD,
¾ * *�Á

ν · ∇n = 0, ν · ∇W = 0, ν · ∇φ = 0, i = 1, 2 on ΓN .
¾ *�¥aÁ

� �.á�/�ù �!ø�ù
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!�t���t ∇ y�����p?t/¼ry � y�s t��?��y�������~þ����� � y{t��a�w���ht�����������Ì1pry�~{t
ν

y�����prt/|r�ry°����|?� Ì���� � �r����s/��~þ£�t������������
∂Ω
y�����prt������r��y � t���t � ����y��a����Ä ± ������prt��`|rs t���y��]��~l��y{s}|r~P����y����'Ì"t����������1¸W����s ��prt�t �`|ry�~{y�¼r��y�|rs���������t

¾
Vapp = 0

Á���� � ��¸ç��t��1� � t���y{��t � ¼ry����B�h��y��a�1y��B��t]����prt � ¼a��¸W��~{~��×Ì1y��?�}�6������p�y{����prt���������t���¸	���r�r~{y�t �
�h����t��a��yP��~1¾ç£myP�¨������t��`��yP��~	y��r����t�s t��a����Á!Ä ± y����É��Ì"tJ¸W��~{~��×Ìµ��prtJ�r����p

VS = 0
º
VG = 0

��� �
VD = 0

���
1.6

�À��~°��¼a�d�É��t��D��¸
0.2

�À��~{�����d��¸ç��t�������������y{�r��¸W����sÈ��prt/����y{�`�
VS = 0

º
VG = 0

��� �
VD = 1

Ì2t
� t�����t�����t���prt�������t�������t��a��yP��~

VG
¸W����s

0
��� −5

�À��~{�B¼a���É��t��,��¸
0.2

�À��~°�]Ä � p?t�����prt��a����t�������t��`��yP��~
y��B��|�� ��y�t��a��~{��~{�×Ì�ºr�r�I¾�����y����?y{»������a���]Á2��|r����t��a� ���×Ì*¸W����s � ����y������6����|r����t�Ä
oBprtw��t���|r~{��������tw��pr�×Ì1�4y��I»r��|r��t'´îÃ�·°Æ�´î �·UÄ1oBprt �`|���~{y{������y°£�t�¼ht�p��]£my�����y�����y{s/y{~P�������/��pr������¼z����y{�rt �

y�� ´î��·UºÑ¼r|z����prt�s'�ê�?y{s}|rs £���~{|rt�� ¸W����t��rt������4��� � £�t�~��m��y{� �I����t}pry{��prt���¼ht��]��|?��t}prt���tw��prt}��������¼���~�y{�
¼���� � ���r�?���]�zy�s/����y{���¨p����1¼�t�t��¡|r��t � Ä

� � ��� ��
������!��� ���Z� ��� �<��
!��
"�w� # -.�/&0$*)

� � ��pry�� ��t�����y����(Ì"tI��prt�� �(��prt�£���~�y � y{� � ��¸���|r� t��?t������`Æ¿�������r�������É�¨s � � t�~1��� � ��prtIt � ��y{t��r�!� ��¸
��prtI�`|rs/t���y{�]��~1s t���p?� � ¼a� ��y�s}|r~�����y{�r�¹�d¼?y � y{s/t��r��y{������~�s t�����~1�]�?y � t,��t�s y������ � |?������� »�t�~ � t�Øht����
�������r��y{��������¾¿¯³Ê�x ± ²Ào�ÁFÄ�oBprt���p����ht���¸8��prt � t!£my���t�y{�B�ry��!��|r��t � y�� ± y{��|r��tw¶×�?ÄKoBprt����zt�����¸A��t!¸Wt���t��r��t

 n+                                            n+

     p

SiO2

source   drain
     gate

0                                                                              0.4

    0.4

± y���|r��t}¶×� �fxm��prt�s/����y{����t��r��t���t��a������y{���I��¸þ�6¼ry � y�s t��r��y�������~l¯³Ê�x ± ²Ào�Ä

¸W����s t�����t���pr����t�����������~�~�t�~r���w��prt t � ��t�����¸l��prt � t!£zy{��t�Ä � t�������t ��prt � y�s t��r��y����?�2��¸Ñ��prt���y�~{y������/�r�����
��¸8��prt�¯³Ê�x ± ²Ko*���6¼ht���|?��pI��pr���B��prt��`|rs t���y��]��~ � ��s/��y���y{�

[0, 0.4] × [0, 0.4]

��� � ���B��p?t������,��¸A��prt���y{~�y������¨�������B��p?t���y�~{y��������×�zy � t � ��s/��y��¨y{�

[0.125, 0.275]× [0.4, 0.406]

Ì1prt���t���prt�~�t��r����p�y{����prt�s y��������lÄ

æ�� �<æWô
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oBprt���t���y����r�1��¸	p?y���pzÆ � ���ry{�r�
n+ ����t���prt���|r¼r��t!�

[0, 0.1] × [0.35, 0.4] ∪ [0.3, 0.4] × [0.35, 0.4].
oBprt/�����a�����!����������prt ����|r����t'��� �d� ����y��N����t

0.1µm
Ì1y � t/��� � ��prt6�����`�������w������p?t/�a����tJy��

0.15µmÌ1y � t�Ä}oBprt � y{�������r��t6¼�t�� Ì2t�t��N��prtJ������t6��� � ��prtJ����prt���� Ì2�I�����a�����!����y��
0.025µm

Ä � ����y � ��¸2u #�u�u
t�~�t�s/t��a����p���� ¼�t�t��³|r��t � ¾n��t�t�»���|r��t'¶�¶êÁ#��Ã�Ã�u�u'y{�,��prtw¼r|?~�� �����rt�ºÑÃ�uaÃ/y{�,��prt

n+ ����|r����t.�����rt�ºhÃa� *y�����prt
n+
� ����y{� �����rt���� � #����Jy{�¨��prt��]�zy � t �����rt�ÄÀoBprt � ���ry{�r�J�����r��t��`��������y����,y��

± y���|?��t}¶�¶��f¯It���p¡|r��t � ¸W������prt�����s/�?|?������y����ÑÄ

nD(x) − nA(x) =

{

1018cm−3 y��¨��prt n+ ��t���y����r�
−1014cm−3 y{����prt p

��t���y����
Ì1y{��p,��¼?��|r�?�þ��|r�?����y{���r��Ä
�dt¨p��]£�t�������|rs t � ��prs/y{�/�����a�����!���J���d��prt¨����|r����t�º � ����y{� ��� � �a����t¨��� � xz��pr����� �a�D�����a�����!�J���

��prt,¼r|r~���Äc¯I����t��×£�t���º�Ì2tIp��]£�t³������|rs t � pr��s ����t��?t���|r� ��t�|rs/���r�(����� � y{��y{���r�6������prt,��t�s'��y��ry{�r�
����������¸"��prt ¼h��|r� � ���É��Ä � �d��� � t������,��t]����p ��prt � t���y���t � ¼ryP����º

Vd = 1.0 Vs = 0
��� �

Vg = 0.5
º�Ì2t

»����É� ����s/�?|?��t���prt�t �`|ry{~�y{¼r��y{|rsE�É������tw��� � ��p?t��I��prtw�?��t�£my{��|r���h��y{�a��y{�1��t]����prt � ¼a�,�����`��y��`|�����y����,���
���r�r~{y�t � ������t��a��yP��~¿Ä ± y������]º<Ì2t'�������

Vd = 1.0
¼a�¹����t��r����¸

0.1
�À��~{����� � ��¸ç��t���Ì"t �������

Vg = 0.5Ì1y{��p?y��¹� Ì"�I����t��r�w��¸
0.25

�À��~{��Ä'oBprt ��������~À��s ��|r�a����¸�����s/�?|?������y����r��~	��y{s/tJ���I��t]����p ��prt � t���y���t �
¼ryP���}¾

Vd = 1
º
Vs = 0

º
Vg = 0.5

ºh|r��y{�r�¨��p?t}s/t���p³��y{£�t��4���¡»���|r��t¨¶�¶êÁ1Ì"������¼���|?� ua� � ���4�¨~P���?�����
����s �r|?��t���¾¿ËBÊ�¯¡����� ¯ *����zºl¶���p
��º\� ��¯���Ã�¥�u/¯I¼lº���|r�r�ry{�r� � y��`|z�rÁ!Ä
� �J��� � t��	����t��É��y{s'����t"pr�×Ì(s}|r��p}»r�rt���prt"s/t���pJ��p?��|r~ � ¼ht�º�Ì"t�pr�×£�tB����s ������t � ��prt�����|r����tB��|r����t��a�

¸W��� � y°ØÑt���t��a�1s t���prt���Ä2oBprt���t���|?~{���1����t���|?s/s/����y���t � y��¨����¼r~�t�ÃzÄKoBprt���t�����t��r���1��t�~{t�£����a� � y{Øht���t��r��t��
��s/���r� ��prt}��t���|?~{����Ì1y{��p¡s t���p?t���Ã?º�u���� � �zÄ�oBprt���t�¸W����twÌ2t}|r��twy��I��prtw��y�s}|?~P����y����r����prt}s t���p4Ã/��¸
��prt�����¼r~�t�¼�t�����|r��t�~�t�������y�s t�t!�z�ht��r��y°£�t�Ä
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