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u��J�|��d��^¨Àhjhg`j°$�¦l#z�e��{d�e�z|wyx�d��Wl�v¬e�u��J��dy§$�Pe#­Rd:�|���Pe�l�v+d:x�e&�{��d�d:¯�d:xOl&�$�J��u�vPx�e�z�e&l�d:x�u:tW�Jx��
z|xOl�d:xpl&z�vPx·�{��d�e�d:�&¯y�Jl&z�vPx±°R�¦l#z�e�z|cB�,vP�&l��Jxplgl�vB�,vPz|xplgvP�{l�l&a$�Jl#¨Àhjhg`!dIÁ¬u:z�d:x�u:tW�{vOd�e#x�vPl
�{d:�,d:x��^vPx·�Bxp�{c��2d:�ÂvJ}»e&z|l�d�en�Jx��\u��Jx^�,d®�{d:�{��v�t�d��·vPx·�B¯�d:�&t¾�«�J�&w�d®�{�{��d®�,d�d:�1ºÃl�vJºÃ�,d�d:�
x�d:l¦­�vP�&ª,°
ÄWÅ�Æ,Ç�È�É ¢8Ê� y¥ �nd��J�±l&z|c6djwy��vP�{�O­R�J��dy§2vP�{l&z|cBz�e&l&z�u®��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx±§2vP�2d:���Jl&z�vPx$�J�¼l&���Jx�e1}½vP�&c¬�8º
l&z�vPx±§���d:�{�|z�u��Jl�d��^���Jl��Bu�vPx�e&z�e�l�d:x�u:t

∗ Ë2ÌGÍ�Í
† Ë2ÌGÍ�Í
‡ Ë2ÌGÍ�Í
§ Ë2ÌGÍ�Í
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�J�P�&vP�{����� ap�{z�e��Jx�e����O�{z|¯P�J��d:xOl�° � dÂ�$�Pe�e��Jw�d��Z������u�a�d:�|��d��S�^e&tSe&l�b:c6dj�������Sz|l&z�vPx\u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z~}
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�$�Jz|�'�Z�$�Jz|�(�Z�«�J�&w�d)��u�a�d:�|��dy°
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x�d:�|��d�e¹§�u�vPa��:��d:x�u�d®�{d�e��{vPx{x���d�e����:�$�J�&l&z�d�e
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fRvP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d´d��Sz|l&z|x{w �J�|��v¹­#eZ��e�d:��e®l�v·d��Sz|l�l&a�d¶e��Jc6d6l�d��Sl®}���vPc c��{�|l&z|�{��d´e&z|l�d�eZ�Pu:��vye�e
�¦xpl�d:�&x�d:l�°$#�vP��d��{�JcB�{��dy§J��d�u�d:xpl&�|t�u�vP�|�«�J�2vP���Jl&z|¯�dRd��Sz|l&z|x{wg�J�|��v¹­�d��Z¨Àz|ª<z|�,d��Sz«��%|�'&�(pl�vnu�vP�|��d�u:l
c6vP��dgl&a$�Jx³�y§*)y�y�S§ �y�y�B�J�&l&z�u:��d�e�z|x¶c6vP��dÂl&a$�Jx³���y���«�Jx{wy�$�Jw�d�e¹°»q\vP��d�v¹¯�d:��§{l&a$�Jx³�+ �cBz|�|�|z�vPx
vJ}±�$�Jw�dn��d��O��d�e&l�eL�,d:������t�§<c6vP��d�l&a$�Jx,&�§ �y�y��u�a$�Jx{w�d�e��J��d�c¬�P�{dgd:¯�d:�&t¬����t¬�ptBc6vP��dnl&a$�Jx
���S§ �y�y� �Pu:l&z|¯�d¶­��&z|l�d:��e-% ��(¸°·`�ap��e�§�¨©z|ª<z|�2d��Sz«�^z�eB�Jx d����JcB�{��d´vJ}�c¬�Pe�e&z|¯�d¶u�vP�|�«�J�2vP���Jl&z|¯�d
d��Sz|l&z|x{w�°

m<u��J�«�J�{z|�|z|l¸tBz�e�vPx�d#vJ}2l&a�d�ª�d:t�z�e�e&��d�e�}�vP��c¬�Pe�e&z|¯�d�u�vP�|�«�J�2vP���Jl&z|¯�d�d��Sz|l&z|x{w�°�#�vP�Ld����JcB�{��dy§
¨©z|ª<z|�2d��Sz«�·��e�d�e6� ���Jl��J�$�Pe�d¾�2d�e�e&z|cBz�e&l&z�u´��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx©�J�{�{��v��Pu�a.%|��(¸° `�aO��e¬�J�|��u�a$�Jx{w�d�e
�J��d^��vP�{l�d��ÀvPx �²e&z|x{wy��d^c¬�Pe&l�d:�´���Jl��J�$�Pe�d^l&a$�Jl+�{��vP�$�Jwp�Jl�d�e´u�a$�Jx{w�d�e¶l�v0e&�«��¯�d�e¶­�z|l&a{z|x
�Sz�e�l&�&z|�{�{l�d��·�Jl�vPcBz�u�l&���Jx�e��Pu:l&z�vPx�e�°nfRvPx�e�d��p��d:xOl&�|t�§�l&a�d�c¬�Pe&l�d:�g���Jl��J�$�Pe�d�z�eÂ�6u�vPx{w�d�e�l&z�vPx
�,vPz|xpl�l&a$�Jl#�|z|cBz|l�e�e�u��J�«�J�{z|�|z|l¦tWvJ}�l&a{z�en�J�{�{��v��Pu�a/%|���0(¸°�¨Àz|ª<z|�,d��Sz«����d:�|z�d�e�vPx-1Ã�{�&�{l��J� }�vP��u�d�1
l�v�a$�Jx��S��d�l&a{z�e���v��P�G°

hnx6l&a�d�vPx�d�a$�Jx��G§Ol&a�d#vP�{l&z|cBz�e&l&z�u���d:�{�|z�u��Jl&z�vPx´�J�{�{��v��Pu�a2% �3(�wy��d��Jl&�|tZz|cB�{��v¹¯�d�eR�2d:�1}½vP�1º
c¬�Jx�u�d�e¹°��¦lLu��Jx6�,d��{d:�{��v�t�d��+vPx6�,d�d:�1ºÃl�vJºÃ�2d�d:��x�d:l¸­�vP�&ª¬�Jx��¬e�u��J��d�e»­�z|l&a¬u�a�d��J�¬��d�e�vP�{��u�d�e¹°
hnx·l&a�dZvPl&a�d:�ga$�Jx��G§2z|lgz�e�c6vP��dZ�Sz~Á¬u:�{�|lÂl�v+d:x�e��{��d�u�vPx�e&z�e�l�d:x�u:t�°g` ���P�Sz|l&z�vPx$�J�|�|t�§Gl&a�dZvP�Sº
l&z|cBz�e�l&z�un��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx\e&t<e�l�d:c6eRd:x�e��{��dgd:¯�d:xOl&�$�J�±u�vPx�e&z�e&l�d:x�u:t¶zÃ° dy°���d:�{�|z�u��Pe�u��Jx¾�Sz|¯�d:�&w�dÂ�{�{l
c���e&l�u�vPxO¯�d:�&w�d®­�a�d:x^e&tSe&l�d:c.z�e�z��S��dy°

hn�{l&z|cBz�e&l&z�uR��d:�{�|z�u��Jl&z�vPxBz�e¼e&�{z|l�d���}½vP��u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d�d��Sz|l&z|x{w�°»f54jm6% �0(¸§P��d��J�~ºÃl&z|c6dRwy��vP�{�
d��Sz|l�vP��e7%* {§Â�y�'(��J��d w�vOv<��d����JcB�{��d�eWvJ}�vP�{l&z|cBz�e�l&z�u³��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx��J�|w�vP�&z|l&a{c6e\�J�{�{�|z�d�� l�v
u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d´d��Sz|l&z|x{w�°98gv�­Rd:¯�d:��§»l&a�d�e�d+e&tSe&l�d:c6e�a$��¯�d¶x�vPl��,d�d:x �{d�e�z|wyx�d��²}½vP��c¬�Pe�e&z|¯�d
u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�dRd��Sz|l&z|x{w�°�fRvPx�e�d��p��d:xOl&�|t�§Pl&a�d:tÂvJ}�l�d:x���d��O�{z|��d���u�d:xpl&���J�Se&z|l�dy§P��l�vPl��J�OvP���{d:�&z|x{w�§
�´u�vPx�e�d:x�e&��e®vP�j¯�d�u:l�vP��u:��v<u�ªSe�°B`�a�d�e�d�­Rd:�|�»ªOx�v¹­�x²c6d�u�a$�Jx{z�e�c6e�vP���J�|w�vP�&z|l&a{c6eZ�J��d�x�vPl
�{d�e�z|wyx�d��´}�vP���Z�«�J�&w�d®xp�{c��,d:�nvJ}�e&z|l�d�e�°

`�a�d¾c¬�Jz|x z�e�e&��d¶}½vP�Bc¬�Pe�e&z|¯�d¾u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d^d��Sz|l&z|x{w0e�t<e&l�d:c6e¹§»�$�Pe�d�� vPx)vP�{l&z|cBz�e�l&z�u
��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx±§<z�e�l�v�d:x�e&�{��d#d:¯�d:xOl&�$�J�2u�vPx�e&z�e�l�d:x�u:tB�Jx��+e�u��J�«�J�{z|�|z|l¸t�°Rm<vÂ}½�J��§OvPx{�|t;:ne�d:x�d:lR�Jx��
< �jm+d:x�e&�{��dg�2vPl&aWd:¯�d:xOl&�$�J� u�vPx�e&z�e&l�d:x�u:t´�Jx��¾e�u��J�«�J�{z|�|z|l¸t�°58nv¹­�d:¯�d:��§{l&a�d:t´�J��dÂx�vPl�e��{z|l�d��
}½vP�#u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d�d��Sz|l&z|x{w�°

¨Àhjhg`�z�e��Jx^vP�{l&z|cBz�e&l&z�u®��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx·�J�|w�vP�&z|l&a{c(�{d�e�z|wyx�d��´}�vP��c¬�Pe�e&z|¯�dju�vP�|�«�J�2vP���Jl&z|¯�d
d��Sz|l&z|x{w�°��¦l¼�{v<d�e x�vPl���d��O�{z|��dLl&a�dRu�d:xpl&���J�{e&z|l�dy§Jl�vPl��J�SvP���{d:�&z|x{w�§yu�vPx�e�d:x�e&��e�vP� ¯�d�u:l�vP��u:��v<u�ªSe�°
�¦lL�{v<d�e»x�vPl»��e�d#l&a�d�xO�{c��,d:�RvJ} e&z|l�d�e��PeLz|l�eL�$�J���Jc6d:l�d:��°��¸l»z�e��{d�e&z|wyx�d��+l�vj�2d��{d:�{��v�t�d��¶vPx
��¯�d:�&t6�«�J�&w�dg�,d�d:�1ºÃl�vJºÃ�2d�d:��x�d:l¦­�vP�&ª,°»�¸x¶l&a�d�vP�&t�§S¨Àhjhg` u��Jx¾e&�{�{�2vP�&lR¨©z|ªOz|�,d��Sz«�Zd��Sz|l&z|x{w
­�z|l&a �Jx@vP�{l&z|cBz�e&l&z�u¬��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx �J�{�{��v��Pu�a±°=#{�{l&a�d:�&c6vP��dy§�¨Àhjhg`�u�vP�{���@�J�|��v¹­ c¬�Pe�e&z|¯�d
u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d��J�{�{�|z�u��Jl&z�vPx e���u�a·�Pen¨©z|ªOz|�,d��Sz«�Bl�v¬�2d®�{d:�{��v¹t�d�� vPx·�6u�a�d��J�\�,d�d:�1ºÃl�vJºÃ�,d�d:�
x�d:l¦­�vP�&ª¾­�z|l&aW�,d:l&l�d:���,d:�1}�vP�&c¬�Jx�u�d�e�°
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e&z|l�dB�
� ���#f <Â� �

e&z|l�d®�
� ����f <Â� �

o1=ins(2,”12”) o1=ins(2,”12”)

A12BCDE A12BCDE

o2=del(3) o2=del(3)

A1BCDE A1BCDE
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#�z|wy�{��d6�+*»�¦xpl�d:xOl&z�vPx^¯<z�vP�«�Jl&z�vPxW�{��vP�{��d:c

`�a{z�e¬�$�J�,d:�¬}½v<u:��e�d�e¬vPx©e�d��p��d:x�u�d·vJ}�u�a$�J���Pu:l�d:��e´�{�{l+z|l+z�e+u:��d��J�+l&a$�Jl¶l&a�d\¨Àhjhg`
}����Jc6d:­�vP�&ª@u��Jx@e&�{�{�,vP�&lZ�JxOt³�|z|x�d��J�Ze&l&�&��u:l&�{��dy°^`�ap��e��¾�|z|x�d��J��e&l&�&��u:l&�{��d¬u��Jx@�2d¬c6vP��d
u�vPcB�{��d��6dy° w�°�z|x+�n}½vP�&c�vJ}±�Jx¬vP���{d:��d��6l&��d�d�l&a$�Jl�u��Jx6�2d�c¬�J�{�,d��Bz|xOl�v��g�|z|x�d��J��e�l&�&��u:l&�{��dy°

m<d�u:l&z�vPx+�Âwyz|¯�d�eL�Jx¬v¹¯�d:�&¯Oz�d:­ÀvJ}2l&a�d�¨Àhjhg`À�J�{�{��v��Pu�a±°�m<d�u:l&z�vPx� Â�{d�e�u:�&z|�2d�e�}½vP�&c¬�J�|�|t
l&a�d�¨Àhjhg`0}T���Jc6d:­RvP�&ª®z|x�u:�|���Sz|x{wÂl&a�dR�J�|w�vP�&z|l&a{c6e��Jx���l&a�d�d����JcB�{��d�e�°�m<d�u:l&z�vPx &n�{��d�e�d:xpl�e
�²}½vP�&c¬�J�Âd:¯y�J�|�$�Jl&z�vPx�vJ}�u�vP�&��d�u:l&x�d�e�e¾vJ}�¨Àhjhg` �J�|w�vP�&z|l&a{c6e�°�m<d�u:l&z�vPx��0�{��d�e�d:xOl�e´l&a�d
��d:�«�Jl�d���­�vP�&ªSe�°»m<d�u:l&z�vPx;)�e&�{cBc¬�J�&z�e�d�e¼u�vPxOl&�&z|�{�{l&z�vPx�e»vJ}�l&a�dL�$�J�,d:���Jx���wyz|¯�d�e��Jx�v¹¯�d:�&¯Oz�d:­
vJ}�vP�{��}��{l&�{��dj­�vP�&ª,°

, - �j���/.!���Z�2���#
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`�a�dnl&���P�Sz|l&z�vPx$�J�±vP�{l&z|cBz�e&l&z�un��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx^�J�{�{��v��Pu�a�d�e��{vZd:x�e&�{��dÂd:¯�d:xpl&�$�J�Gu�vPx�e&z�e&l�d:x�u:t9% �0(¸°
`�aO��e�§{z|xWu�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d�d��Sz|l&z|x{w�§{��d��J� l&z|c6djwy��vP�{�^d��Sz|l�vP��e��{d)2�x�d®l&a�dÂx�vPl&z�vPx^vJ}�z|xOl�d:xpl&z�vPx
�{��d�e�d:�&¯P�Jl&z�vPx %|����(¸°Z�¦lgc6d��Jx�e®l&a$�Jl®­�a�d:x0�Jx²vP�2d:���Jl&z�vPx³z�e®��dIº¸d��Sd�u:�{l�d��³vPx³��d:c6vPl�d6e�z|l�d�e�§
z|l�egdIµGd�u:l�egvPx·l&a�d�w�d:x�d:���Jl&z�vPx e�l��Jl�dZ�J��d��{��d�e�d:�&¯�d��G°Â`»t<�{z�u��J�|�|t�§,�&�{��d�ej�Pe43¸l&a�d��«�Pe&lg­��&z|l�d:�
­�z|x�e�1´�{v x�vPl6�{��d�e�d:�&¯�d¾z|xpl�d:xOl&z�vPx±° #�vP�+d��{�JcB�{��dy§Rz|x ¨©z|ªOz|�,d��Sz«�·­�a�d:x l¸­Rv²��e�d:��e¬d��Sz|l
u�vPx�u:�{�&��d:xOl&�|t¬l&a�dne��Jc6dn�J�&l&z�u:��dy§Ol&a�d52�x$�J�,�J�&l&z�u:��d�­�z|�|�p� ��e�lLu�vPxpl��Jz|x¾u�a$�Jx{w�d�e�}���vPc�l&a�d��«�Pe&l
­��&z|l�d:��° fRvPx�e�d��p��d:xOl&�|t�§»l&a{z�e��&�{��d¶¯<z�vP�«�Jl�d�e�l&a�d¶z|xOl�d:xpl&z�vPx�e¬vJ}nl&a�d62���e�lZ­��&z|l�d:��°0q·�JxO�$�J�
c6d:�&wyz|x{w¬z�e#�{vPx�d����,vye&l�d:�&z�vP�&zG��e&z|x{w6¯�d:��e�z�vPx{x{z|x{w¬c¬�Jx$�Jw�d:c6d:xpl�°

`�a�d�z|xpl�d:xOl&z�vPxSºÃ¯Oz�vP�«�Jl&z�vPx��{��vP�{��d:c a$�PeG�,d�d:x®z|xOl&��vO�S��u�d���z|xjl&a�d»��� < :jfR�^�J�{�{��v��Pu�a,%|����(¸°
mO�{�{�,vye�dBl&a$�Jl�l¸­Rv\e&z|l�d�e�e&a$�J��d+�We&l&�&z|x{w\u�vPxOl��Jz|x{z|x{w � ���#f <g� �87 uI}&°62�wy�{��d\� 7 �:9;9I°WmOz|l�d
�¶z|x�e�d:�&l�e � ��� � �Jl��,vye&z|l&z�vPx)� �Jx�� vP�{l��Jz|x�e � �Z���<��f <Â� � ° `�ap��e¹§Le&z|l�d �´a$�PeBd��{d�u:�{l�d��
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vP�,d:���Jl&z�vPx
o1 = ins(2, ”12”)

­�z|l&a²l&a�d�z|xpl�d:xOl&z�vPx@l�v¾z|x�e�d:�&l � ��� � �2d:l¦­�d�d:x � � � �Jx�� � � �|°
mO�{�{�,vye�dÂl&a$�Jl#e&z|l�dj���{d:��d:l�d�e#vPx�dju�a$�J���Pu:l�d:�g�Jl��,vye&z|l&z�vPx  ��Jx��WvP�{l��Jz|x�e � ��� <g� � °�mOz|l�d®�
a$�Pe�d��Sd�u:�{l�d��WvP�,d:���Jl&z�vPx

o2 = del(3)
­�z|l&aWl&a�djz|xpl�d:xOl&z�vPx\l�vB�{d:��d:l�d�l&a�dju�a$�J���Pu:l�d:� � f'�|°��¸}

­Rd�d��Sd�u:�{l�dR�,vPl&a�vP�,d:���Jl&z�vPx�e»�Jx��Z�{��d�e�d:�&¯�dRz|xpl�d:xOl&z�vPx�e�§�­Rd�c���e&l�vP�{l��Jz|x � �����<� <Â� � ° �R�{l
z~}�­Rd®��e�d�l&a�d�e�d:�&z«�J�|z � �Jl&z�vPx·�{��vPl�vOu�vP�Ã§$z|l�c¬��tWe�d:�&z«�J�|z � d o1

�,dI}�vP��d
o2
°�`�a�d�2�x$�J�¼��d�e&�{�|lnz|x

l&a{z�e�u��Pe�dgz�e � �Z����f <Â� � 7 uI}&° 2�wy�{��dB� 7 � 9;9I°LfRvPxp¯�d:�&w�d:x�u�djz�e��Pu�a{z�d:¯�d��¾�{�{l�l&a�dnz|xOl�d:xpl&z�vPx�e
zÃ° dy°�vP�,d:���Jl&z�vPx\dIµGd�u:l�e�§��J��djx�vPl��{��d�e�d:�&¯�d��G°

�¸x©l&a{z�e¾d��{�JcB�{��dy§nz|xpl�d:xOl&z�vPx �{��d�e�d:�&¯y�Jl&z�vPx�c6d��Jx�e´l&a$�Jl´z~} � ��� � a$�Pe´�,d�d:x©z|x�e�d:�&l�d��
�,d:l¸­Rd�d:x � � �$�Jx�� � � �|§{l&a�d:xWl&a{z�envP���{d:�&z|x{w ′A′ ≺ ”12” ≺′ B′ c���e&l��2dj�{��d�e�d:�&¯�d��¾}½vP���Jxpt
}��{�&l&a�d:��e&l��Jl�d�e¹°

�¸x^vP���{d:�nl�v¬d:x�e&�{��d�z|xpl�d:xOl&z�vPx·�{��d�e�d:�&¯P�Jl&z�vPx±§�¨Àhjhg` l&���Jx�e&�«�Jl�d�eg�{�&z|cBz|l&z|¯�d�l�d��<lgd��Sz|l1º
z|x{w�vP�,d:���Jl&z�vPx�e z|xpl�v vP���{d:�&z|x{w�e�° `�a�d:��dI}½vP��d z|x�e&l�d��P��vJ}+d��{d�u:�{l&z|x{w��Jx��!�{��v��P�{u��Pe&l&z|x{w
insert(2, ”12”)

§<z|lLd��{d�u:�{l�d�e
insert(2, ”12”)

�Jx��6�{��v��P�{u��Pe&l�e
insert(′A′ ≺ ”12” ≺′ B′)

°
¨©a�d:x)l&a�d�e�d^vP�,d:���Jl&z�vPx�e´�J��d^z|xpl�d:wy���Jl�d��G§�¨Àhjhg` z|x�e�d:�&l�e � ��� � �,d:l¸­Rd�d:x�� � ���Jx�� � � �|°
8gd:x�u�dy§,l&a�d 2���e&lÂu�vP�&��d�u:l&x�d�e�e®u:�&z|l�d:�&z�vPx²vJ}Ll&a�dZ¨Àhjhg` �J�{�{��v��Pu�a³z�e ��� � 
�� ��� 
���� ��
 �+
����0���
��� 
��$°

���{��vP�{��d:c c¬��t³vOu�u:�{��z~}R­RdB��d�u�d:z|¯�d
insert(′A′ ≺ ”12” ≺′ B′)

�Jx�� � �'�±a$�Pe®�,d�d:x
��v<u��J�|�|t²�{d:��d:l�d��G° �¸x@l&a�d¬¨Àhjhg` �J�{�{��v��Pu�a±§(� � �±­�z|�|��d��<z�e&l��2d�u��J��e�d¶�\u�a$�J���Pu:l�d:��z�e�x�vPl
�{d:��d:l�d��G°L�n�Jl&a�d:��§{z|l�z�e�c¬�J�&ª�d��·�Pe�z|xp¯<z�e&z|�{��dy°

�L�Pu�aÀz|x�e�d:�&l6vP�2d:���Jl&z�vPxÀw�d:x�d:���Jl�d�e6l¦­�v²x�d:­(vP���{d:�6��d:�«�Jl&z�vPx�e&a{z|��e�§Ra�v�­Rd:¯�d:��§�z|l6�{v<d�e
x�vPl¶w�d:x�d:���Jl�d³�³l�vPl��J�ÂvP���{d:��§��1��e&l¶�0�$�J�&l&z«�J�ÂvPx�dy°.#�vP�´d����JcB�{��dy§#u�vPx�e&z��{d:�´l&a{��d�d\e�z|l�d�e
­�a�d:��dgd��Pu�a´e&z|l�d�w�d:x�d:���Jl�d�eRvPx�dgvP�,d:���Jl&z�vPx´�Pe��{��d�e�d:xpl�d��+z|x 2�wy�{��dg� 7 �:9I°��n�|�$��d:�«�Jl&z�vPx�e&a{z|��e
�,d:l¸­Rd�d:x6u�a$�J���Pu:l�d:��eL�J��dR��d:�{��d�e�d:xOl�d��Bz|xZl&a�d 8Â�Pe�e�dR�Sz«�Jwy���Jc 7 �Pe��{d:�{z�u:l�d����pt�2�wy�{��d#� 7 � 9;9I°
#���vPc.l&a�dj�Sz«�Jwy���JcW§{­�dju��Jx¾x�vPl&z�u�dÂl&a$�Jl�l&a�dje&l��Jl�d�e#��d�e&�2d�u:l&z|x{wBz|xOl�d:xpl&z�vPx�eg�J��dÂl&a�dÂ�|z|x�d��J�
d��Sl�d:x�e&z�vPx�eÂvJ}Ll&a�d��$�J�&l&z«�J��vP���{d:�gzÃ° dy° � �� S���J� � § � �� y�S�:� � § � �y�� S�:� � °j�¦x vP���{d:�gl�v´�Pu�a{z�d:¯�d
u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�dy§2�J�|�±e�z|l�d�e�c���e&l�a$��¯�d®l&a�djeN�Jc6dj�|z|x�d��J��d��Sl�d:x�e&z�vPx±°

�L�Pu�a l&z|c6d¾�Jx vP�2d:���Jl&z�vPx z�e���d�u�d:z|¯�d��G§��^x�d:­��|z|x�d��J�Bd��Sl�d:x�e&z�vPx z�eZu�vPcB�{�{l�d��G°0`�a{z�e
u�vPcB�{�{l��Jl&z�vPx@c���e&l��2d � 
�� 
 � 
��D���gzÃ° dy°�l&a�dBx�d:­ �|z|x�d��J��d��Sl�d:x�e&z�vPx³c���e�l®�2dBu�vPcB�$�Jl&z|�{��d
­�z|l&a²�J�|���{��d:¯<z�vP��ejvPx�d�e�° #�vP�jd����JcB�{��dy§Gz~}(� � �2­R�PeÂ�{�«�Pu�d�� �,dI}�vP��d � ���|§,l&a�d:x²�+x�d:­��|z|x�d��J�
d��Sl�d:x�e&z�vPx¾u��Jx{x�vPl��{�«�Pu�d � ���<�2dI}½vP��d � � �|°�`±���P�Sz|l&z�vPx$�J�|�|t�§2��l�vP�,vP��vPwyz�u��J�±e�vP�&l�z�eR��e�d��¶l�v 2�x��
�B�|z|x�d��J��d��<l�d:x�e�z�vPx\vJ}»���$�J�&l&z«�J�¼vP���{d:��d��\e�d:l�°58gv�­Rd:¯�d:��§$u:�«�Pe�e�z�u��J� l�vP�,vP��vPwyz�u��J�¼e�vP�&l#z�e#x�vPl
c6vPx�vPl�vPx{z�uZ�Jx��¾u�vPx�e�d��O��d:xpl&�|t�§�x�vPlne&�{z|l��J�{��djz|xWl&a{z�e#u�vPxOl�d��<l�°

`�a�d³u�a$�J�|��d:x{w�d0vJ}Zl&a�d ¨Àhjhg`¿}T���Jc6d:­RvP�&ª z�e´l�v d:x�e&�{��d³u�vPxp¯�d:�&w�d:x�u�d0�pt©��e&z|x{w)�
c6vPx�vPl�vPx{z�u\�|z|x�d��J�+d��Sl�d:x�e&z�vPx)}T�{x�u:l&z�vPx±°�`�aO��e�§�­�a�d:x)¨Àhjhg` ��d�u�d:z|¯�d�e¶x�d:­(u�a$�J���Pu:l�d:�
c
§�z|l¶z|x�e�d:�&l�e´z|l¶�2d:l¦­�d�d:x

x
�Jx��

y
zÃ° dy°

x ≺ c ≺ y
° 8gv�­�d:¯�d:��§nl&a�d:��d·c¬��tÀ�2d·e�vPc6d

vPl&a�d:��u�a$�J���Pu:l�d:��eR�2d:l¦­�d�d:x
x
�Jx��

y
§�u�vPx�u:�{�&��d:xpl&�|t¬z|x�e�d:�&l�d��6vP�»�{��d:¯<z�vP��e&�|tB�{d:��d:l�d��G°�`�ap��e�§

c
c���e&l´�,dW�{�«�Pu�d�� e�vPc6d:­�a�d:��d³�Jc6vPx{w l&a�d�e�d\u�a$�J���Pu:l�d:��e�°k` v �{��d��Jª l&a�d·l&z�d\�2d:l¦­�d�d:x
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l¦­�v´�{x�vP���{d:��d��²u�a$�J���Pu:l�d:��ej¨Àhjhg`���e�d�e®�¬l�vPl��J�»vP���{d:�j�$�Pe�d�� vPx l&a�d��{x{z��O��dBu�a$�J���Pu:l�d:�
z��{d:xOl&z 2$d:��°=8nv¹­�d:¯�d:��§�l�v^�Pu�a{z�d:¯�d+u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�dy§ ��� 
6�6
'��� 
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�¦x³l&a{z�e®e�d�u:l&z�vPx±§ ­�dB�{��d�e�d:xpl®l&a�dB¨Àhjhg` c6vO�{d:���Jx��²z|l�e��J�|w�vP�&z|l&a{c6e�°B¨²d�}½vP�&c¬�J�|�|t �{dIº
2�x�d^l&a�d\���Jl��0e&l&�&��u:l&�{��d\��e�d�� �Ot ¨Àhjhg`¿�Jx��)l&a�d\vP���{d:�+��d:�«�Jl&z�vPx�e+��e�d�� l�v²�|z|x�d��J�&z � d
u�a$�J���Pu:l�d:��e�° #�z|x$�J�|�|t�§{­Rd®�{d�e�u:�&z|�,djl&a�d®�J�|w�vP�&z|l&a{c6en��e�d��´�pt´l&a�dj¨Àhjhg` }����Jc6d:­�vP�&ª,°

� wy��vP�{�¬d��Sz|l�vP��z�e»u�vPx�e�z�e&l�d:xpl�z~}±�Jx��BvPx{�|t�z~}&§Pz|l»e��Jl&z�e'2$d�e»l&a�dR}�vP�|��v¹­�z|x{w®l¸­Rvj�{��vP�2d:�&l&z�d�e�*
� É�����Å ¢�� Å�� ¤ Å)¨©a�d:x l&a�dBe��Jc6dBe�d:ljvJ}RvP�,d:���Jl&z�vPx�eja$�PeÂ�,d�d:x²d��Sd�u:�{l�d��²�Jl��J�|��e&z|l�d�e¹§±�J�|�

u�vP�{z�d�e�vJ}�l&a�dje&a$�J��d��W�{v<u:�{c6d:xplÂ�J��djz��{d:xpl&z�u��J�Ã°
��� ¡ Å�� ¡�� É���� ¢ Å   Å ¢ � £S¡�� É�� #$vP�L�Jxpt�vP�,d:���Jl&z�vPx

O
§yl&a�d�dIµGd�u:l�e�vJ}2d��{d�u:�{l&z|x{w�h �Jl��J�|�{e&z|l�d�e

�J��djl&a�dje��Jc6d��Pe#l&a�d®dIµ,d�u:l�e�vJ}�d��{d�u:�{l&z|x{w
O
z|xWz|l�e#w�d:x�d:���Jl&z�vPx\e&l��Jl�dy°

� �"! #%$'&($*),+ -/.�0

¨Àhjhg`�c¬�Jx$�Jw�d�eB¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:��e6�pt@d:x�u��J��e��{�«�Jl&z|x{w³l&a�d´�P�{�Sz|l&z�vPx$�J��z|xS}½vP�&c¬�Jl&z�vPx)�J�,vP�{l
u�a$�J���Pu:l�d:��e�zÃ° dy°�z��{d:xOl&z 2$d:��§$¯<z�e&z|�{z|�|z|l¦t´�Jx��WvP���{d:����d:�«�Jl&z�vPx±°
1¾Å32�� �>¡�� É'�5456 ¨)º¸u�a$�J���Pu:l�d:�

c
� � �87 ��
 � �9� � � 


< id, v, α, idcp, idcn > : � 
�� 

; id

� � ��� 
 � � 
�� ��� 7 
�� 
�� ��� 
 ��� ����� �G� 
��=<
; v ∈ {True, False}

��� ����� ��� 
 ��� � ��� 
 ��� ����� �G� 
�� � ���+�	� � ��� 

�
; α

� � ��� 
 ��� ��� � ��
'��� �����?�����>�D
 
�� ��� 
 
�? 
 �G� ��� ����� �G� 
��
�
; idcp

�	����� 
 � � 
�� ��� 7 
'� 
�� ��� 
 � � 
��+� 
@� �BA�� ��� ��� � �+� 
�� 
��
c
<

; idcn

�	� ��� 
 ����
�� ��� 7 
�� 
�� ��� 
 � 
DC��EA�� ��� ����� �G� 
'� 
��
c
<

`�a�d��{��d:¯<z�vP��eL�Jx��Zl&a�dRx�d��<l�¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:��e�vJ}
c
�J��dRl&a�dR¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:��e»�,d:l¸­Rd�d:xB­�a{z�u�a

c
a$�Pe��,d�d:xWz|x�e�d:�&l�d��G°

1¾Å32�� �>¡�� É'�,FHGI� 
 � � 
��+� 
@� �JA�� ��� ��� � �G� 
���
��
c
�	� � 
�� 
 � 
��

CP (c)
<EGI� 
5� 
�C��KA�� �L� ����� �G� 
��


��
c
� � � 
�� 
�� 
��

CN (c)
<

�L�Pu�aWe&z|l�d
s
a$�Pe��{x{z��O��dgz��{d:xpl&z 2$d:�

numSites
§<��vPwyz�u��J�±u:��v<u�ª

Hs
§Se�d��O��d:x�u�d

strings
vJ}

¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:��en�Jx��+�,v<vP�2vJ}��2d:x��Sz|x{wBvP�,d:���Jl&z�vPx�e
pools

°�`�a�dÂe&z|l�dgz��{d:xpl&z 2$d:���Jx��¶l&a�dÂ��v<u��J�
u:��v<u�ª¾�J��dj��e�d��´l�v6z��{d:xpl&z~}�t´u�a$�J���Pu:l�d:��e�z|x^�B�{x{z��p��dÂ­���t�°
1¾Å32�� �>¡�� É'��MN6 u�a$�J���Pu:l�d:��z��{d:xOl&z 2$d:�-� � � �����

(ns, ng) : � 
�� 
 ns
�	�;��� 
;� � 
�� ��� 7 
��6
��6�

����� 
 ��� �
ng

�	�,� � ���9� � ��� �O� �6� 
��=<PAQ� 
�� �RA�� ��� ��� � �+� 
�� �	� � 
�� 
�� � � 
��/
�� � ��� 

s

� �����
� � 
�� ��� 7 
'��� �

(numSites,Hs)
<

Ð>= > Ð�Î



���������	��
���
���������
��������	��
����������	��� �

�L�Pu�aBl&z|c6d#�n¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:�»z�e�w�d:x�d:���Jl�d��6vPxBe&z|l�d
s
§Pl&a�d���vOu��J�{u:��v<u�ª

Hs
z�e�z|x�u:��d:c6d:xpl�d��G°

mOz|x�u�d
numSite

z�e��{x{z��p��dy§�l&a�dÂ�$�Jz|��}�vP�&c6en���{x{z��p��dÂz��{d:xOl&z 2$d:��}½vP����u�a$�J���Pu:l�d:��°

1¾Å32�� �>¡�� É'��� 6¿¨Àº¸e&l&�&z|x{w � �2��� 
�� � 
'��
�� �G
��L� 
'� ��
 
���A�� �L� ����� �G� 
�� �
Cbc1c2 . . . cnCe

: � 
���
 Cb

��� �
Ce

��� 
���� 
2� � 
 �G����� A�� ��� ����� �G� 
�� ��� � <	
�< : ����� � � 
 �'� ��� � � 
�� ��� 7 
�� ��� ��� ���
� �����;��� 
 � 
 �����D�D�����=��� ����� 
 
�� ���	���,
�� ��� 
 �+
	�L�D
�� ��
=<

¨²d®�{d)2�x�djl&a�dg}½vP�|��v�­�z|x{w6}��{x�u:l&z�vPx�e�}½vP�#e�d��O��d:x�u�d
S

*

 |S|

�{d:x�vPl�d�e#l&a�dÂ��d:x{wyl&a·vJ}�e�d��O��d:x�u�d
S
°


 S[p]
�{d:x�vPl�d�e�l&a�d#d:��d:c6d:xpl��Jl»l&a�d��,vye&z|l&z�vPx

p
z|x

S
°¼¨²d�e&l��Jl�d�l&a$�Jl�l&a�d 2���e&lLd:��d:c6d:xOl

vJ}�e�d��p��d:x�u�d
S
z�en�Jl��2vye&z|l&z�vPx·�B�Jx��¾l&a�dj�«�Pe&l#d:��d:c6d:xOl�z�e��Jl��,vye&z|l&z�vPx

|S| − 1
°


 pos(S, c)
��d:l&�{�&x�e#l&a�dj�,vye&z|l&z�vPxWvJ}�d:��d:c6d:xpl

c
z|x

S
�Pen�Zx$�Jl&�{���J� xp�{c��2d:��°


 insert(S, c, p)
z|x�e�d:�&l�e#d:��d:c6d:xpl

c
z|x

S
�Jl#�2vye�z|l&z�vPx

p
°


 subseq(S, c, d)
��d:l&�{�&x�eZl&a�d¶�$�J�&lBvJ}�e�d��O��d:x�u�d

S
�,d:l¸­�d�d:x l&a�d¶d:��d:c6d:xpl�e

c
�Jx��

d7 d��Su:�|���Sz|x{w+u��Jx��W� 9I°

 contains(S, c)

��d:l&�{�&x�e�l&�&��djz~}
c
u��JxW�,dg}�vP�{x��´z|x

S`�a�dZ}�vP�|��v¹­�z|x{w´}T�{x�u:l&z�vPx�e��J��d���e�d��\l�v´�|z|x{ª\l&a�d�¨)º¸e�l&�&z|x{w¶­�z|l&a³l&a�dBe�l&�&z|x{w¾l&a$�Jlj��e�d:�
­�z|�|�¼d:¯�d:xpl&�$�J�|t¾e�d�dy°

 value(S)

z�e�l&a�d6��d:�{��d�e�d:xpl��Jl&z�vPx vJ}
S

7 zÃ° dy°¾l&a�d+e�d��p��d:x�u�d+vJ}�¯Oz�e&z|�{��d¶�J�|�{a$�J�2d:l&z�u��J�
¯P�J�|��d�e)9I°

 ithV isible(S, i)

z�e
ith

¯<z�e&z|�{��dju�a$�J���Pu:l�d:�gvJ}
S
°

`�a�dÂ}�vP�|��v¹­�z|x{w6l¸­Rv¬vP�,d:���Jl&z�vPx�e#�{�,���Jl�d��Z¨Àº¸e&l&�&z|x{w *
� �  ��1¤�
 z|x�e�d:�&l�e6¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:�

c
�,d:l¸­Rd�d:xÀz|l�e¬�{��d:¯Oz�vP��e¶�Jx�� x�d��Sl¬u�a$�J���Pu:l�d:��e+�{x��{d:�¬l&a�d

u�vPx��Sz|l&z�vPx^l&a$�Jl#l&a�dÂ�{��d:¯<z�vP��en�Jx��Wx�d��<l#u�a$�J���Pu:l�d:��end��Sz�e&l�°
Ê Å +��1¤�
 �{d:��d:l�d�e#¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:�

c
�{��v¹¯Oz��Sz|x{w+l&a$�Jl

c
d��<z�e&l�e¹°

� ��� ���3-/.����

1¾Å32�� �>¡�� É'������� � � 
��+
 ��� ��� � ��� �;� ����
 � : 
BA�� ��� ����� �G� 
�� ��<
a ≺ b

� � ��� � 
�� ��� � �
�?��� 
�� 


DC�� �'���6�-�G
G� 
�� ��� ��� � �+� 
����

c0, c1, ...ci

��� ��� ��� ���
a = c0, b = ci

��� �
CN (cj) = cj+1


��

cj = CP (Cj+1)
�G
�� �����

0 ≤ j ≤ i
<

­�a�d:��d
≺
z�e��6�{z|x$�J�&t´��d:�«�Jl&z�vPx·v¹¯�d:��l&a�d®e�d:lnvJ}�¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:��e¹°

≺
z�e�z|�&��d��$d��Sz|¯�dy§$l&���JxSº

e�z|l&z|¯�d®�Jx��^�Pe&t<cBc6d:l&�&z�uy°»`�ap��e�§
≺
z�e��Be&l&�&z�u:l��$�J�&l&z«�J��vP���{d:��°

` v�vP�{l��Jz|xW��e&l&�&z|x{w�}���vPc�l&a{z�eR�$�J�&l&z«�J�GvP���{d:��§<­�dga$��¯�dÂl�v 2�x��´���|z|x�d��J��d��Sl�d:x�e&z�vPx 7 zÃ° dy°
�Zl�vPl��J�¼vP���{d:�
9I°

1¾Å32�� �>¡�� É'� �"! 
'�
S
� 
;�6�+
	�L�D
�� ��

� ��� 
 ��
�� ����� 
��

≤S

�	� � 
�7 � 
��=���
a ≤S b

� � ��� �-
��D�#�
� �

pos(S, a) ≤ pos(S, b)
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����5�2
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� �	� 


¨Àa�d:x x�v³�{��d�u�d��{d:x�u�d^��d:�«�Jl&z�vPx)u��Jx �,d¾d�e&l��J�{�|z�e&a�d�� �,d:l¸­Rd�d:x)l¸­Rv0u�a$�J���Pu:l�d:��e�§Rz|lBz�e
x�d�u�d�e�e��J�&t³l�v\vP���{d:��l&a�d:cW°2#{�{�&l&a�d:�&c6vP��dy§»l�v\d:x�e&�{��d´u�vPxp¯�d:�&w�d:x�u�dy§Ll&a{z�e�vP���{d:��c���e�l��,d
z|x��{d:�,d:x��{d:xpl+}���vPc l&a�dWe&l��Jl�dWvJ}Âl&a�d^e�z|l�d�e�° #�vP�+l&a{z�e6�{�{�&�,vye�dy§L­RdW��e�dWl&a�dWu�a$�J���Pu:l�d:��e
z��{d:xOl&z 2$d:��°

1¾Å32�� �>¡�� É'��� ! 
'�
a
��� �

b
� 
 � : 
QA�� ��� ��� � �G� 
�� � : ����� ��� 
��	�5��
�� � 
 �+���	��
�����
�� ��� 7 
�� � (nsa, nga)��� �

(nsb, ngb)
<
a <id b

� � ��� �6
��D�#� � � �����
nsa < nsb


�� ��� �
nsa = nsb

��� �
nga < ngb

<

� � � � 0�� + �
	 &��/) �
¨©a�d:x¾�®e&z|l�dnw�d:x�d:���Jl�d�e#�Jx¶vP�,d:���Jl&z�vPx±§<l&a{z�e�vP�2d:���Jl&z�vPx¶z�eRz|xpl�d:wy���Jl�d��¶��vOu��J�|�|t�§<�{��v��P�{u��Pe&l�d��
�Jx��+l&a�d:x´z|xpl�d:wy���Jl�d��¾�Ot+�J�|�GvPl&a�d:��e&z|l�d�e�°�`�a�dg��d��Pe�vPx¬}½vP�Rl&a�dn��v<u��J�2z|xpl�d:wy���Jl&z�vPxWz�eRl�v�l��Jª�d
z|xOl�v¬�Pu�u�vP�{xplnl&a�djz|xp¯<z�e&z|�{��d®u�a$�J���Pu:l�d:��e�l&a$�Jlg�J��dÂ�{��d:¯Oz�vP��e&�|t¾�{d:��d:l�d��G°


 Å��¼Å ¢J£S¡�� É'��� #$vP�+�Jx)vP�,d:���Jl&z�vPx
op
§
type(op)

�{d:x�vPl�d�e¬z|l�eBl¸t<�2d+*
del

vP�
ins

° �n��e�v{§
char(op)

�{d:x�vPl�d�e�l&a�dju�a$�J���Pu:l�d:�gc¬�Jx{z|�{�{�«�Jl�d��W�Ot+l&a�d®vP�,d:���Jl&z�vPx±°
¨Àa�d:x³�Jx^��e�d:�gz|xpl�d:���Pu:l�eÂ­�z|l&a·l&a�dj}����Jc6d:­�vP�&ª,§Ge��8a�d�vPx{�|t^e�d�d�e

value(S)
°Âm<v{§�­�a�d:x

�Jx z|x�e�d:�&l�vP�,d:���Jl&z�vPx z�e�w�d:x�d:���Jl�d�� l&a�d´��e�d:�1ºÃz|xpl�d:�1}Ã�Pu�dWvPx{�|t e�a�v�­#eBl&a�d´¯<z�e&z|�{��d¶�2vye�z|l&z�vPx
�Jx��´l&a�d®�J�|�{a$�J�,d:l&z�u��J�±¯y�J�|��djvJ}¼l&a�dju�a$�J���Pu:l�d:�#l�v��2dgz|x�e�d:�&l�d��G° #�vP��z|x�e&l��Jx�u�dy§

ins(2, a)
z|x

”xyz”
z�e�l&���Jx�e��«�Jl�d��¾z|xpl�v

ins(x ≺ a ≺ y)
°


 Å��¼Å ¢J£S¡ Å3���   7
pos, α

9
Hs := Hs + 1+ Å ¡

cp := ithV isible(stringS , pos)
§

cn := ithV isible(stringS , pos + 1)
§

wchar :=< (numSites,Hs), T rue, α, cp.id, cn.id >�L� ¡ Å �$¢J£S¡ Å3���   7
wchar, cp, cn

9
�¼¢ É £{Ê�¤�£{ �¡

ins(wchar)

mOz|cBz|�«�J�&�|t�§L­�a�d:x)� �{d:��d:l�d¾vP�,d:���Jl&z�vPx z�e�w�d:x�d:���Jl�d��G§Rz|l�z�e�x�d�u�d�e�e��J�&t l�v ��d:l&�&z�d:¯�d´l&a�d
¨Àº¸u�a$�J���Pu:l�d:��}T��vPc.l&a{z�e��2vye�z|l&z�vPx±°

 Å��¼Å ¢J£S¡ Å31¾Å + 7

pos
9

+ Å ¡
wchar := ithV isible(strings, pos)�L� ¡ Å �$¢J£S¡ Å31¾Å + 7

wchar
9

�¼¢ É £{Ê�¤�£{ �¡
del(wchar)

Ð>= > Ð�Î
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�¶Å ¤ Å�� ¡�� É�� mOz|l�d�e¶c¬��t ��d�u�d:z|¯�d\vP�,d:���Jl&z�vPx�e¶­�z|l&aÀ�{xO¯�d:�&z 2$d�� �{��d�u�vPx��Sz|l&z�vPx�e�°!�¸xÀl&a$�Jl
u��Pe�dy§Sl&a�d

isExecutable
}��{x�u:l&z�vPx^u�a�d�u�ª<e��{��d�u�vPx��Sz|l&z�vPx�envJ}»�Jx^vP�,d:���Jl&z�vPx±°

�T ���� Å ¤ 
±¡�£{� + Å 7
op

9
+ Å ¡

c := char(op)���
type(op) = del

¡	� Å��
¢ Å ¡�
¼¢ �

contains(strings, c)Å +T  Å
¢ Å ¡�
¼¢ �

contains(strings, CP (c))
£ � Ê

contains(stringS, CN (c))Å�� Ê ���
` v6�{d��J�±­�z|l&a^�2d:x��Sz|x{w¬vP�,d:���Jl&z�vPx�e�d��Pu�a^e&z|l�dÂc¬�Jz|xOl��Jz|x�eg���,v<vP�,vJ}�vP�,d:���Jl&z�vPx�e�°

�¶Å ¤ Å�� ¡�� É�� 7
op

9
£{Ê�Ê

op
¡ É

pools

#�vP�®z|x�e&l��Jx�u�dy§��¾e&z|l�dBd��{d�u:�{l�d�e
del(c)

vPx{�|t z~}
c
z�e®�{��d�e�d:xOl�°¬�¸}

c
z�ejx�vPl��{��d�e�d:xpl�§¼l&a�d

z|xOl�d:wy���Jl&z�vPx\vJ}�l&a�d®vP�,d:���Jl&z�vPxWz�e#�{d:�«��t�d��^�{xpl&z|�
c
z�e��{��d�e�d:xpl�°

* £O� � 7 9
+ ÉGÉ
�
2�� Ê

op
� �

pools
 �
 ¤��²¡	�¼£S¡E�T ���� Å ¤,
 ¡�£{� + Å 7

op
9

+ Å ¡
c := char(op)���

type(op) = del
¡	� Å��

��� ¡ Å �$¢J£S¡ Å31¾Å + 7
c

9
Å +T  Å

��� ¡ Å �$¢J£S¡ Å3���   7
c, CP (c), CN (c)

9
Å�� Ê ���

Å�� Ê + ÉGÉ��

��� ¡ Å �$¢J£S¡�� É�� `¼v´z|xpl�d:wy���Jl�d¬�Jx³vP�,d:���Jl&z�vPx
del(c)

§±­�dBe�d:lgl&a�d�¯Oz�e�z|�{��d ���Jw¾vJ}Ru�a$�J���Pu:l�d:�
c
l�v

False
§Sz|�&��d�e��2d�u:l&z|¯�d:�|t¾vJ}�l&a�dj�{��d:¯Oz�vP��e#¯P�J�|��dy°

��� ¡ Å �$¢J£S¡ Å31¾Å + 7
c

9
c.v := False

` v·z|xpl�d:wy���Jl�dW�Jx vP�2d:���Jl&z�vPx
ins(c)

z|x
strings

§�­Rd+x�d�d�� l�v·�{�«�Pu�d
c
�Jc6vPx{w²�J�|��l&a�d

u�a$�J���Pu:l�d:��e��2d:l¦­�d�d:x
cp
�Jx��

cn
°�`�a�d�e�d�u�a$�J���Pu:l�d:��e�u��Jx+�,d#�{��d:¯<z�vP��e&�|t6�{d:��d:l�d��¶u�a$�J���Pu:l�d:��e

vP��l&a�d¬vPx�d�e®z|x�e�d:�&l�d��²�pt³u�vPx�u:�{�&��d:xOlZvP�,d:���Jl&z�vPx�e�°¶¨Àa�d:x@vP�2d:���Jl&z�vPx
ins(c)

z�e�d��{d�u:�{l�d��
vPx^�6e&z|l�dy§S�{��vOu�d��S�{��d

IntegrateIns(c, cp, cn)
z�e#d��Sd�u:�{l�d��G°
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e&z|l�d6�
� �J� �

e&z|l�d��
� �J� �

e�z|l�d  
� �J� �

op1 = ins(a ≺ 1 ≺ b)

--[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[
op2 = ins(a ≺ 2 ≺ b)

��>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>

}}{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{

a1b a2b op1

op3 = ins(a ≺ 3 ≺ 1)

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS a1b

a31b op2

op2 a12b

a312b op3

a312b
���)��� � @�� # � ��� @�� " � # ��� � ! � #�� � #��

3
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d��S�{��vye&z�vPx �{��vP�{��d:cW°���Å%�2Å ¢@� 2�Å Ê ¤ É'���2Å ¢ � Å�� ¤ Å 
 � ¡ É � É 
¼¢¾ ��>¡ Å  ¾£ � Ê 2 ��Å ¤�� £{¢ Ç
£{¤�¡ Å ¢J  �\�¦ljl�vOvPª²�J�,vP�{l®l¸­Rv^­Rd�d:ª<e�­�z|l&a �¾��d:xpl&z|�{c 7 � 9�& fR� :

2.80GHz
°¾`�a�d6` � �

e��2d�u:z 2$u��Jl&z�vPxWa$�Pe#�2d�d:x^�{d�e�u:�&z|�2d��¾z|x¾c6vP��d��{d:l��Jz|��e#z|x¾l&a�djl�d�u�a{x{z�u��J� ��d:�,vP�&l %*)0(L°
fRvPxp¯�d:�&w�d:x�u�d®��d��O�{z|��d�e�l&a$�Jl�l¦­�v6u�a$�J���Pu:l�d:��e�vPx¾l¸­Rv6e&z|l�d�e��J��dÂ�|z|x�d��J�&z � d��Wz|x¾l&a�dje��Jc6d

vP���{d:��°�`�a�d#u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�dnu:�&z|l�d:�&z«�®z�e»d:x�e&�{��d��B�Ot�l&a�d�}½�Pu:lLl&a$�JlLd:¯�d:�&t�w�d:x�d:���Jl�d��¬u�a$�J���Pu:l�d:�
­�z|�|� �2dÂz|x�e�d:�&l�d��Wz|xWd:¯�d:�&t´e�z|l�dy°

� É�����Å ¤y¡�
¼¢ Å%4 !?
'�
S1

��� �
S2

� 
=� : 
5A�� �������	� ��� � ����� � ����� 
�� ��� � : 
 ��� ? 
�� 
�� ��� ��� 
 ��<
� 
�� 
���
'��� � ����� 
�� ��� ��� � �+� 
����

{c, d}
��� � �5� � �D
���� 
�� ��
 ���=� ��� 
 ��� : 
 � 
'�

c ≤S1
d ⇔ c ≤S2

d

` v���d��S��u�d®�{d�e&z|wyxWu�vPcB�{��d��Sz|l¸t¾vJ}�l&a�d®e&�,d�u:z 2$u��Jl&z�vPx^�Jx��´l�v6�Pu�u�d:��d:���Jl�d®¯�d:�&z 2$u��Jl&z�vPx^vJ}
l&a�d+�{��vP�,vye�d�� c6vO�{d:�Ã§�­Rd+a$��¯�d¶c¬�P�{d+l¦­�v³e&�|z|wyaOl�w�d:x�d:���J�|z � �Jl&z�vPx�e�°@hn�,d:���Jl&z�vPx del

�Jx��
z|l�e®z|xpl�d:wy���Jl&z�vPx �{v´x�vPl��J�{�2d��J��z|x³l&a�dBc6vO�{d:��e&z|x�u�d�l&a{z�e�vP�,d:���Jl&z�vPx0�{v<d�ejx�vPl��8µGd�u:ljl&a�d
�|z|x�d��J�&z � �Jl&z�vPxWvP���{d:��° 8nv¹­�d:¯�d:��§Sl�vZe&z|c��{�«�Jl�dj�{d:��d:l&z�vPx¾vJ}¼u�a$�J���Pu:l�d:��e�§{­�dj�J�|��v¹­©w�d:x�d:���Jl&z�vPx
vJ}

ins(cp ≺ c ≺ cn)
z|x

S
l&a$�Jl���d��p�{z|��d�e�vPx{�|t

cp ≤S cn
zÃ° dy°»�Pe�z~}¼l&a�dgu�a$�J���Pu:l�d:��e��,d:l¸­�d�d:x

cp

�Jx��
cn

­�d:��d��{d:��d:l�d��G°
`�a�dje�d�u�vPx��¾w�d:x�d:���J�|z � �Jl&z�vPx·�Pe�e&�{c6d�e�l&a$�Jl�u�a$�J���Pu:l�d:��eg�J��dj��d:�{��d�e�d:xOl�d��We&z|cB�{�|t¶�pt¾�Jx

z��{d:xOl&z 2$d:��° `�ap��e¬�Pu�u�vP���Sz|x{w0l�v\l&a{z�e6c6vO�{d:��w�d:x�d:���J�|z � �Jl&z�vPxÀ�JxOt e�z|l�d¾u��Jx w�d:x�d:���Jl�dW�Jxpt
u�a$�J���Pu:l�d:��z��{d:xOl&z 2$d:��°

`�a�d¶` � f c6v<�{d:�~º¸u�a�d�u�ª�d:�6a$�Pe�}�vP�{x�� �Jx d:�&��vP��z|x �\�{��d:¯<z�vP��eZx$�Jz|¯�d+¯�d:��e�z�vPx vJ}nl&a�d
z|xOl�d:wy���Jl&z�vPx �J�|w�vP�&z|l&a{cW°��¦xWl&a{z�e�¯�d:��e&z�vPx±§�­Rd��Sz��¾x�vPl 2��|l�d:�

S′ l�v¬vP�{l��Jz|x L
°»¨²d�l&a�vP�{wyapl

l&a$�Jl#e�z|x�u�d®�J�|�Gl&a�dju�a$�J���Pu:l�d:��e#�,d:l¸­Rd�d:x
cp
�Jx��

cn
­�d:��dju�vPx�u:�{�&��d:xOl�l�v

c
­�dje&z|cB�{�|t¶a$��¯�d

l�vBvP���{d:��l&a�d:c(�Pu�u�vP���Sz|x{w6l�v
<id

°�`�a�djc6v<�{d:�±u�a�d�u�ª�d:��a$�Pe�}½vP�{x��^��u�vP�{xOl�d:�nd����JcB�{��djz|x
l&a�dje�u�d:x$�J�&z�v��{��d�e�d:xpl�d��¾z|x 2�wy�{��d®� 7 � 9I°L`�a{z�e#u�vP�{xpl�d:�1º¸d����JcB�{��d®­��Pe�a�d:�|�2d��´��e�l�vB�{d�e�z|wyx
l&a�dju:�{�&��d:xOl�¯�d:��e&z�vPx\vJ}�l&a�djz|xOl�d:wy���Jl&z�vPx·�J�|w�vP�&z|l&a{cW°

� ������������/ 
À���'�j


q �Pe�e&z|¯�d�u�vP�|�«�J�2vP���Jl&z|¯�dBd��Sz|l&z|x{w´��d��O�{z|��d�eÂe�u��J�«�J�{z|�|z|l¸t�§±u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�d6�Jx��·z|xpl�d:xpl&z�vPx³�{��d�e�d:�1º
¯y�Jl&z�vPx±°

Ð>= > Ð�Î
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�¸x¾l&a�djvP�,d:���Jl&z�vPx$�J� l&���Jx�e1}½vP�&c¬�Jl&z�vPx·�J�{�{��v��Pu�a±§$vPx{�|t¶l&a�d�m <Â` �J�|w�vP�&z|l&a{c % �0(¼d:x�e��{��d�e
u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�d6�Jx��^z|xOl�d:xpl&z�vPx³�{��d�e�d:�&¯y�Jl&z�vPx±° 8nv¹­�d:¯�d:��§,z|lg��e�d�e�¯�d�u:l�vP�Âu:��v<u�ªSe�°�`�a{z�egz�enx�vPl
�J�{�{��vP�{�&z«�Jl�d��2d�u��J��e�d�z|xBl&a{z�eLu�vPxOl�d��<l»l&a�dn�Pu:l&�$�J�$xp�{c��2d:�RvJ},e�z|l�d�e�z�e»�O�{z|l�d��«�J�&w�d��Jx��Bl&a�d:t
u�vPc6dg�Jx��6w�v®�St<x$�JcBz�u��J�|�|t�°�hnx6l&a�dnvPl&a�d:�La$�Jx��G§O¨Àhjhg`)�{v<d�e»x�vPl���d��p�{z|��d�¯�d�u:l�vP��u:��v<u�ªSe
�,d�u��J��e�dÂz|l#z�e#x�vPl���e�djl&a�dÂxp�{c��2d:�gvJ}�e�z|l�d�e��Pe��Z�$�J���Jc6d:l�d:��°

��x�vPl&a�d:��d����JcB�{��dy§ � u�d¹f��{�,d=% &�(��J��e�v¾d:x�e&�{��d�e®u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�d¶�Jx��²z|xpl�d:xpl&z�vPx@�{��d�e�d:�&¯y�8º
l&z�vPx±° �R�{l��¦u�d¹f��{�,d®c6d:�&w�d�enu�vPx�u:�{�&��d:xplÂvP�2d:���Jl&z�vPx�envPx\vPx�d®e�z|l�dy°L�¦l�c6d��Jx�e�l&a$�Jln�J�|�¼u�vPxSº
u:�{�&��d:xOl�vP�2d:���Jl&z�vPx�e�c���e&l��,dge�d:xpl�vPx¶vPx�dge&z|l�d�}�vP�Rc6d:�&wyz|x{w�°»`�a�d:x±§<l&a�dnc6d:�&w�d��+��vPwZc���e�l
�,d��Sz�e��$�Jl�u�a�d��¶l�vZ�J�|�,e&z|l�d�e�°»fRvPx�e�d��O��d:xpl&�|t�§��J�|�2e&z|l�d�e�c���e&l��,d�u�vPx{x�d�u:l�d��´�S�{�&z|x{w���d�u�vPx�u:z|�~º
z«�Jl&z�vPx³�Jx��^}T��v � d:x·�{xpl&z|����d�u�vPx�u:z|�|z«�Jl&z�vPx³z�en�{vPx�dy°g`�a�d�e�dZu�vPx�e&l&���Jz|xpl�ej�J��d�x�vPlgu�vPcB�$�Jl&z|�{��d
­�z|l&a³�,d�d:�1ºÃl�vJºÃ�,d�d:�®x�d:l¸­RvP�&ª<e�°¬fRvPcB�$�J��d��0l�v¾�¦u�d¹f��{�,dy§G¨Àhjhg`k�{��vP�,vye�d�e��¶�Sz�e&l&�&z|�{�{l�d��
c6d:�&w�dy°³�¦lZ��d:�|z�d�eBvPx � � 
�� 
�� 
��D� �+�|z|x�d��J�&z � �Jl&z�vPx }��{x�u:l&z�vPx±°²�¸}��¦u�d¹f��{�,d¶�|z|x�d��J�&z � d�eBu�vPxSº
u:�{�&��d:xOlBvP�2d:���Jl&z�vPx�e�§»z|l�e��|z|x�d��J�&z � �Jl&z�vPx }��{x�u:l&z�vPx z�e�x�vPlZc6vPx�vPl�vPx{z�uy°0fRvPx�e�d��O��d:xpl&��d:t�§Lz|l�e
c6d:�&wyz|x{w+vP�2d:���Jl&z�vPx\c���e&l#�,dju�vPcB�{�{l�d��WvPx^vPx�d�e&z|l�dy°

#{�{�&l&a�d:�&c6vP��dy§+����t�vP�6%|����(���d:�|z�d�e vPx®l&a�d��{�&z|c¬�J�&tje&z|l�d�l�v#d:xS}½vP��u�d�l&a�d�wy��vP�$�J�Ou�vPxOl&z|xp��vP��e
vP���{d:�gvPx\���{��d)2#�^vJ}�a{z�e&l�vP�&t�°�`�a{z�e#�{��d)2#�¾z�ene&a$�J��d��W�Ot¾�J�|��e&z|l�d�e�° ����t�vP�^c¬�Jz|xOl��Jz|x�egl&a{z�e
wy��vP�$�J��u�vPxOl&z|xp��vP��e6vP���{d:����e&z|x{w³�W�{�&z|c¬�J�&t e&z|l�dy°�8nv¹­�d:¯�d:��§Ll&a{z�eZe�z|l�d¬��d:�{��d�e�d:xOl�e¬�J��e�v �
u�vPx{w�d�e�l&z�vPxW�2vPz|xOl�°

:ne�d:x�d:l2% �0(gd:x�e&�{��d�e¶u�vPxp¯�d:�&w�d:x�u�dy§nz|xpl�d:xOl&z�vPx�eW�Jx��)e�u��J�«�J�{z|�|z|l¦t�° �R�{l¾�J�|l&a�vP�{wyaÀz|l+z�e
�^wy��vP�{�p­��J��dWl�v<vP�Ã§�z|lBu��Jx{x�vPlB�2d¶u�vPx�e&z��{d:��d�� �PeB�^u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�dWd��Sz|l&z|x{w l�v<vP�Ã°³`�a{z�e�z�e
�,d�u��J��e�d®�;:ge�d:x�d:l�c6d�e�eN�Jw�dju��Jx{x�vPl��,djd��Sz|l�d��G°

`�a�d6`�a�vPc¬�Pe � ej­��&z|l�dB�&�{��d %|�+ �(»z�eja�d���¯<z|�|t ��e�d�� z|x0d:�{z��{d:cBz�u¬�J�|w�vP�&z|l&a{c6e�l�vW�Pu�a{z�d:¯�d
u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�dy°»` vjd:x�e��{��dRe�u��J�«�J�{z|�|z|l¸t�`�a�vPc¬�Pe � e�­��&z|l�d��&�{��d�x�d�d��{e�l�vÂz|cB�{��d:c6d:xplLl&a�dRe�l&���Jl1º
d:wyt�vJ} 3 � �Pe&l�¨³�&z|l�d:��¨©z|x�e 1�°?8gv�­Rd:¯�d:��§�l&a{z�e�e&l&���Jl�d:wytZ�{vOd�e�x�vPl�d:x�e&�{��dRz|xpl�d:xOl&z�vPx6�{��d�e�d:�&¯y�8º
l&z�vPx±°LfRvPx�e�d��p��d:xOl&�|t�§Sz|l�z�e�x�vPl��,vye�e&z|�{��d�l�v��{�{z|���¾�®c¬�Pe�e&z|¯�dgu�vP�|�«�J�2vP���Jl&z|¯�dÂd��Sz|l&z|x{wBe&tSe&l�d:c
­�z|l&a\`�a�vPc¬�Pe#­��&z|l�dj�&�{��dy°

f54jm % ��(�z�e®�¶�,vP�{�{�«�J�®u�vPx 2�wy�{���Jl&z�vPx²c¬�Jx$�Jw�d:c6d:xpl�l�vOvP�Ã°Z�¸lÂ��d:�|z�d�e®vPx0�Jx²vP�{l&z|cBz�e�l&z�u
��d:�{�|z�u��Jl&z�vPxB�J�|w�vP�&z|l&a{c�l�v�d:x�e&�{��d�u�vPxp¯�d:�&w�d:x�u�dy°��¦l¼�J��e�v���e�d�e���u�d:xpl&���J�Se�d:�&¯�d:� l&a$�Jl�d:xS}�vP��u�d�e
�¶wy��vP�$�J�»u�vPxOl&z|xp��vP��eZvP���{d:��°;#�vP��d����JcB�{��dy§±z~}

n
e&z|l�d�e®�{��vO�S��u�d¬�¶u�a$�Jx{w�dy§¼�S�{�&z|x{wW��vP�{x��

�+vPx{�|t²vPx�d¬e&z|l�d¬­�z|�|�L�,d+�J�{��d¬l�vW�{�{�{�|z�e&a z|l�e�u�a$�Jx{w�d�e�° <g�{�&z|x{w·��vP�{x��@�^�J�|�RvPl&a�d:�Ze�z|l�d�e
a$��¯�dZl�v+�{�,���Jl�dZl&a�d:z|�Â��d:�{�|z�u��S° <g�{�&z|x{w¶��vP�{x��  S§,vPx{�|t\vPx�d�e&z|l�d�­�z|�|���2d��J�{��dZl�v´u�vPcBcBz|l
�Jx��¶e�vZvPx±°�`�ap��e�§{u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�dj­�z|�|�2�2dÂ�Pu�a{z�d:¯�d��´z|x

2n− 1
��vP�{x��{e�°LfRvPcB�$�J��d��´l�vBf54jm2§

¨Àhjhg` u�vPxp¯�d:�&w�d�enz|xWvPx�dj��vP�{x��G°
�¸x e&�{cBc¬�J�&t�§R¨Àhjhg` z�eBl&a�dWvPx{�|t vP�{l&z|cBz�e&l&z�u¾��d:�{�|z�u��Jl&z�vPx �J�|w�vP�&z|l&a{c l&a$�Jl+d:x�e��{��d�e

u�vPxO¯�d:�&w�d:x�u�dy§�z|xpl�d:xOl&z�vPx �{��d�e�d:�&¯P�Jl&z�vPx �Jx��0e�u��J�«�J�{z|�|z|l¸t�°^�¦l®��d��O�{z|��d�e�x�v\¯�d�u:l�vP��u:��v<u�ªSe��Pe
m <Â`j°0:�x{�|z|ª�dR�¦u�d¹f��{�,dy§Jz|l ��d:�|z�d�e�vPx����Sz�e&l&�&z|�{�{l�d���c6d:�&w�dy°�q·vP��d�v�¯�d:��§P¨Àhjhg` �{v<d�e x�vPl¼��dIº
�O�{z|��d#�n�{�&z|c¬�J�&tBe&z|l�d#�Pe ����t�vP�±°�:nx{�|z|ª�d�e&t<e�l�d:c6e��$�Pe�d��BvPx6`�a�vPc¬�Pe � e�­��&z|l�d��&�{��dy§p¨Àhjhg`
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d:x�e��{��d�ejz|xpl�d:xOl&z�vPx�e��{��d�e�d:�&¯y�Jl&z�vPx±° #�z|x$�J�|�|t�§ u�vPcB�$�J��d��0l�v^f54jm2§±¨Àhjhg` u�vPxp¯�d:�&w�d�e�z|x)�
��vP�{x��G°

���|��l&a�d�e�d´u�a$�J���Pu:l�d:�&z�e�l&z�u�e¬c¬�Jª�d´¨Àhjhg` l&a�d´vPx{�|t �J�|w�vP�&z|l&a{c e&�{z|l��J�{��d+}�vP�Bc¬�Pe�e&z|¯�d
u�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d�d��Sz|l&z|x{w�°

� ')�#�Z
¼���Z
$���#�

¨Àhjhg` z�e¬�{d�e&z|wyx�d�� }�vP�¬c¬�Pe�e&z|¯�dWu�vP�|�«�J�,vP���Jl&z|¯�d\d��Sz|l&z|x{w�° ���Pe�d��ÀvPxÀ� c6vPx�vPl�vPx{z�u\�|z|xSº
d��J�&z � �Jl&z�vPx0}T�{x�u:l&z�vPx±§¼z|l�d:x�e&�{��d�e�u�vPxp¯�d:�&w�d:x�u�d¾�Jx��³z|xOl�d:xpl&z�vPx �{��d�e�d:�&¯P�Jl&z�vPx±°¶�¦l��{vOd�e®x�vPl
�{d:�,d:x��·vPx·�BxO�{c��,d:�jvJ}Le&z|l�d�eg�Jx��\u��Jx\a$�Jx��S��d�¯�d:�&tW�«�J�&w�d��2d�d:�1ºÃl�vJºÃ�,d�d:�Âx�d:l¸­�vP�&ªSe�°n`�a�d
�{��vP�,vye�d��´¨Àhjhg` }T���Jc6d:­RvP�&ª¶a$�Pe#�2d�d:x¾}½vP�&c¬�J�|�|t¶¯�d:�&z 2$d��W­�z|l&aWc6v<�{d:�±u�a�d�u�ªOz|x{w¶l�vOvP��e¹°

�ne¶�²�{��v<vJ}�vJ}�u�vPx�u�d:�{l�§�­�d\a$��¯�d\z|cB�{��d:c6d:xpl�d�� �0e&z|cB�{��d\¨Àhjhg`(d��Sz|l�vP�¶z|x��O��¯y�
�{d:�{��v¹t�d��0vPx@�¾c��{�|l&z�u��Pe&l�x�d:l¸­�vP�&ª,°¶�¸l�u��Jx0�2dB�{v¹­�x{��v��P�{d��²}���vPc��������
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