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acbYd>e4f�g@hjilkmgonqpsrtdue4fMpVpsnoe,v$wJxzy|{@}Yf>p
~\�tw���f!r�p����8gYgo�sg��`�����HwJ�t����y��YfM�Pf!r8gq���cgo����������}qrt}Y��p��

�����Y�Ew��tr��qf��tfM��bYfu����bYf��<���J������k��VwS Jfue�v��tf¢¡�£J£J�¢kl¡@�¢�$��¤�fMp

¥�¦�§>¨u©SªY«�¨�¬ acbYy|p��$���Efu���Y�tfMpsf>�@r­p^��fu®l�ux��Jptptf>p�w�¯¢rt�­fuf���}qr­w�e1�Sr��°�!wJe�vYy��Yy��Y¤±��}qrtwJe1�Sr­�°®�y²r­b�f>{@}���xzyzr�nKrtfMp�r³�����
��}qrtwJe4��r­�´e4wq�q}Yx�w°f>{@}���rty�w�����x�rtb�fuw��­y�f>p>µ¶acbYfMpsf·rt�­fuf¸��}qrtwJe4��r­�¹���tfºwJvqr­��yz�YfM�»von¼f!½or­fu���qy��Y¤¹r­bYf¾psr­�����Y���­�»¿VwJ�t�
�ux���}�psf��­fu���tfMpsf>�Jr��Sr­yzwJ��p�®�y²r­b1f>{@}��Sr­yzwJ����xY�uw����Yy²r­yzwJ��p\���$�,�­fu®��­yzrtfVptnopsrtf>e1puµ�À¾fVptbYwS®Kyz�4�����sr­y��u}Yx|����rtb$�SrÁ��¤Jfu�Yf>�­��xzy�ÂufM�
e4fue,v$f>�­ptbYy��´�Y�twJvYx�fueÃ��fue,v$fM�Y�qy��Y¤³rtbYf1f>e4�qrty��Yf>p­p ���twJvYxzf>e^��y|p �qfM�!y|�Y��v�xzf1von¸���twS oy��Y¤�r­b��Sr¢r­bYf�p­�Sr­}Y�­��rty�w���w�¯�rt�­fuf
��}qrtwJe4��r­���Y�­f>ptfu�@r­��rty�w���p�®�yzrtb·pt}Yyzr­��v�xzf¢�����­��e4wo�Y}Yx���rty�w���p�r­�­��rtfu¤JyzfMpÁrtfu�­e4yz�$�SrtfMpuµTÀ�f�ptÄ�fur­��b³���³���Y�Yx�y|�u�Sr­yzwJ�2w�¯
r­bYf>ptf
r­�tf>f ��}qr­w�e1�Sr��,�ux��Jptptf>pÁrtw4r­bYf¢�­f>����b$��vYy�xzyzr�n1�Y�­w�vYx�fue�¯Åw��V�,¯Å�­��¤�e4fu�@rcw�¯�rtbYf ���Y�Yx�yzfM����y²ÆÇ�u��x��u}Yxz}$puµ
ÈºÉ@Ê<ËtÌ,Í ©SÎ�§�¬ ��yz��p�rjÏ8���qf>�cacb�fuw��­fueÐ~\�twS oy��Y¤�ÑYa
�­fuf �V}Yrtw�e1��r­�YÑYÒc�Jpsy|�j~����­��e4wo�Y}Yx���rty�w��HÑ�gq�Yxzyzrsr­yz��¤�Ñ�ÓTf>�tyzÔ$�>�Srty�w���w�¯
�Ç�qÔ$�Yy²r­f,g@r��Srtf gonqpsrtf>e4p>µ

∗ ÕÅÖ�×HÕÙØ¾ÚSÛMÜ`ÛZÝ�Þ�ß¸àYáuâ�ãZä�å¢×ºæ"ç�è!éVê*Ö�×
áZë�ì$Ö�áuí�ê*î�ïñðZî�ò
† àYó�×+ÕÙØ¸ß�ÕÅÖ
×+ÕÙØ¸àoô"Ý�Ý:î�õöòM÷!ã�ä
å¢×ºø�ù"ú"é
‡ àYó�×+ÕÙØ¸ß´ä+òZõ û�üSÖ�î�òMï�ý8þMã�ä
å¢×·ø�ù"ú"é
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�� §���� � ¬ �Áf°�qwq�!}Ye4fu�@r·�Y���>ptfu�@r­f´�Yf°�Yw�}� �fux�x�f>pº�!x|��p­ptf>p³��� ��}qr­w�e1�Sr­f>p·��� ���­vY�­f>p³{@}Yy�ptw��@r¸�qfMp·�!wJe�vYy�����y|ptw���p
��� ��}Yrtw�e1��rtf>p��³�!wJ�@rt����y��Jr­f>p��u¤@��x�y²r���y��tfMp�fur¢��� ��}qrtwJe4��rtfMp�e�wq�q}�xzw³�qf>pjr­b��uwJ�ty�f>p��M{J}$�Srty�w����Yfux�xzfMpuµ1�Áf>p¢��}qrtwJe4��rtfMpjptw��@r
���uÔ��Yy|p ������x�� fu½ortfu�$psy�w��¹�qf^x|�º�­fu�Y���>ptfu�@r��Srty�w��´�!x|��p­pty�{@}Yf1�������!x|��}$psfMp �qf�¿�w��­�´�Z Jf>�1�qfMp �>{@}���rty�w���p f!r��Yf>p¢�­du¤JxzfMp �qf
���!�M�!�­y²r­}Y�tfJµ,��w�}�pje4w��@rt�­w��$pj{@}Yf�x�f����twJvYxzd>e4f��qf4x�� ���Y�����sr­fu�������!f"��}��¾x|���Y¤@��¤Jf,��� ��}qr­w�e1�Sr­f1�qw��Y�#����� }Y�Yf1y���psr­�����!f
�uxzw@psf1��� }Y�¾rtfu�­e4f1�qw��Y�#�³��¤$�>���u����x�y�p­���@r�xzf4�Y�­w�v�xzd>e�f4�q}´ oy��YfM�8f>psr ���>�uy��Y��vYx�f�Ñ%��x�� ��y��qf1�qf�r­f>��bY�Yy|{@}Yf>p¢�Yf4p­�Sr­}Y���Srty�w��
}qr­yzx�y|pt���Jr��qf>p\psrt���Sr��u¤JyzfMp\�qf������­��e�wq�q}�x���rty�w��4���Y�Y�­w����ty&�ufMpuµ��Vw�}$p\���>�u�ty� �wJ��p�vYy�du Jfue4fu�@rP}Y��f����Y��xzy|�u��rty�w��1�qfV�!fMpP�ux��Jptptf>p
��� ��}Yrtw�e1��rtf>p���� ���tvY�­f>pc��}����twJvYxzd>e4fj�qf¢x�� ���u�uf>p­psy�vYy�xzyzr'�¢�Y����pc}Y��¯Å����¤�e4f>�JrV�q}³�YyzÆÇ�u��x|�!}�xH���Y�Yx�y|{J}#��µ
(�Í ¨>§ Ë «*) � §·¬,+ �>�Y}��"r­yzwJ����}qrtwJe4��rty|{@}Yf�Ñ*��}Yrtw�e1��rtf>pj��� ���­vY�­f>p>Ñ$�����­��e4wo�Y}Yx���rty�w��ºv��Jpsy|{@}Yf�ÑHpt�Yx�y²rtrty��Y¤�Ñ* *�u�­y²ÔE�u�Sr­yzwJ�·�qf
ptnqp�r­due4f>pcy��qÔ��Yy|p>µ
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a
�tf>f2��}qrtwJe4��r­�ºb$�Z �f����Y�$fM���­f>�´r­w¸vEf2�¸®Áf>xzxcps}�y²r­f>�¹¯ÅwJ�te1��xzy|pse ¯Åw��,rtb�f� �f>�tyzÔ$�>�Srty�w��¹w�¯V�tfM����b���vYy�xzyzr�n¾���twJ�$f>�sr­yzfMp w�¯
y��qÔ��Yyzrtfºpsr­��rtf³psnqpsrtfue1p>Ñ\psf>f:�<;>=?;�@ �
gq£@¡oÑ\���
£�£qÑ%A,B¢£�£YÑ��8�V�8gY£J¡oÑ\iºwJ��£C7oÑ�B�À3£���D:µ±��w�}Y¤JbYx�n�ÑTy��°rtb�y�p1ptf!rtrty��Y¤�ÑTr­bYf
psr­��rtf>p\w�¯<rtbYf8psnqpsrtfue ���­fc�tf>�Y�tfMpsf>�@rtf>����p\¤��­w�}Y���,r­fu�­e4p��Ùrtf>�te1pT®�yzrtb�w�}qrP S���ty|��vYx�f>p��
w��^�jÔ���psr\w����qfu�\ptyz¤J���Sr­}Y�­f�Ñ��jr­fu�­e
�­fu®��­y²r­yz��¤8ptnopsrtf>e���a���g��+y|p�}�ptf>�¢r­wj�Yf>p­�!�­yzvEfÁptw�e4fÁrt������pty²r­yzwJ��p������ rtbYfcpsfur�w�¯��­f>����b$��vYx�fPpsr­�Sr­f>p>ÑSw����������Y�Y�­wZ½qyze1��rty�w��HÑ
y|pP��b����­�J�"r­fu�­yzÂ>f>� von���rt�­fufV��}qrtwJe4��rtwJ�Hµ
acbYf>�tfV���tfcr�®�w¢y�e��Ew��tr­���@r\y�p­ps}�f>pT®�yzrtb^pt}���b1���Y���tw@����bYfMp�E%FJµ+r­bYfV�Y�­f>ptfu�­ S�Sr­yzwJ�
w�¯
�­fu¤�}�x����tyzr�n4w�¯Hr­fu�­e�x����Y¤�}$��¤�fMp\}Y�$�qfu�cr­fu�­e �tf>®��tyzrty��Y¤�Ñoy��2wJ�­�Yfu�Ártw1���Y��xzn1Äo�YwS®���rt�­fuf¢��}qr­w�e1�Sr�����xz¤Jw��­y²r­bYe1p\r­w,r­bYf
ptf!r�p�w�¯c�­f>�J��b���v�xzf^psr­��rtf>p>ÑT�����°¡Yµºrtb�f��YwJ�¹xzy��Yf>���� S���­y|��vYx�f>p^�� S���­y���vYxzfMp ®�yzrtb°e,}Yxzrty��Yxzf2wq�u�!}��t�­fu���uf>p��jyz�°rtbYf2�tf>®��tyzrtf
�­}Yx�f>p>ÑE®�b�y���b·y�e4�$w@psf,yz�¸¤�fu��fu����x
ptw�e4f wS Jfu�tÆñ���Y�Y�­wZ½qyze1�Sr­yzwJ��p�w�¯Tr­bYf��­fu®��­y²r­f �­fux|�Srty�w��+µ��ñr8y|p8®Áf>xzx�Äo�YwS®��·y����qfufM�³rtb$�Sr
r­bYf�x|���Y¤J}���¤Jfcw�¯*¤��­w�}Y�$�,y���psr­�����!fMp\w�¯G�<;>=H;

f(x, x)
y�pP�Yw�rP�­fu¤J}Yx|���V�Ùr­bYy|pPy|pP�ux��Jptpty��>��x�xzn,psbYwS®��1®�yzrtb^�,I5���JI5��&?=K�L�6�K���@�"µ

acbYf ��v$wS Jf�r�®�w4y�p­pt}Yf>pcb��Z Jf8y��³¤�f>�Yfu����x<vEfufu�º�J�Y�q�­f>p­psfM��ptfu�����­��rtfux�n^ptw,¯����>µ
acbYf>�tf�b��Z �f¢vEfuf>�¸�1x�w�r�w�¯��­f>pt}Yxzr­p8��vEw�}qr��­fu¤J}Yx|���­y²r�n2�Y�tfMpsf>�t S��rty�w���}Y���qf>�8�­fu®��­y²r­yz��¤^�q}Y�­yz�Y¤^rtbYf,x��Jp�r8�Yf>�u�J�qf>p���ptfuf

�<;>=H;M@ögqa��NB¢£J¡/DñÑEgqf>�"r­yzwJ�³¡Yµ 7,¯ÅwJ���4ps}Ye4e1���­n^w�¯�ptw�e4f�yze4�Ew��tr­���JrV�­f>pt}Yxzr­p��"µPgowJe4f ��}qr­bYw���p����<;>=H;M@ ÓTfu��£C7qÑ<Ïja�£J¡/DÅ��b��Z �f
��x�ptw^y��@ Jf>psrty�¤J��rtf>��r­bYf����twJvYxzf>e	w�¯\fue4�qr­yz��f>p­p8�qfM�!y|psy�w��³¯ÅwJ��r­�tf>f���}Yrtw�e1��r­�1e4wq�q}Yx�w2�J�oÆ:b�wo� f>{@}��Sr­yzwJ����x+rtbYf>w��­yzfMpuÑ��<;>=H;
���8Ñ�������ÑHµuµ>µ
a
�tf>fj��}qrtwJe1�Sr­�,®�yzrtb³�!w��$p�r­�­��yz�@r­p�b��Z Jf�vEfuf>�����twJ�$w@psfM�1f>���tx�yzf>�cyz��w����qfu��r­w��qfM��x*®�yzrtb��Yw��YÆ:x�yz��f>���c�­fu®��­y²r­fjptnqp�r­fue1p

�`psf>fJ@ � + A + O �/DÅ�"µ�acbYfun����­fP����f!½ortf>��psy�w���w�¯Y�!x|��p­psy|�u��x�r­�tf>fP�­f>�!wJ¤��Yy�Âuf>�­p<®�b�fu�­fÁptn@�@r����"r­y��\f>{@}���x�yzr�nj����� �qy|psfM{@}���x�y²r�n8rtfMp�r�p
vEf!r�®�fuf>�³pt}Yvqr­fu�­e1p����­fj�Efu�t¯Åw��­e4f>���q}Y�­yz��¤,r­bYf ��}Yrtw�e1��r­�4�!wJe���}qr­��rty�w���p>µ��ñr�y�p�ptbYwS®���yz�:@ iºw��QP�F)DHr­b��Sr�f>e��Yrty��Yf>p­p�w�¯
r­bYf��tfM�!wJ¤��Yy�ÂufM�¢x����Y¤�}$��¤�fÁy�p�}����qf>�uy�����vYx�fÁ®�yzrtb�w�}qrT�­f>psrt�­y��!rty�w��Hµ�a+®�w8�­fue1���tÄS��v�xzfcps}�vE�ux��Jptptf>p
®�y²r­b1�qf>�uy��Y��vYx�fÁf>e��Yrty��Yf>p­p
�Y�­w�v�xzf>e����­f\rtb�fÁr­�tf>f���}qrtwJe1�Sr­��®�y²r­b,fM{@}���x�y²r�n �������Yy�ptf>{@}���xzyzr�n¢�!w��$p�r­�­��yz�@r­p
�­f>psrt�­y��!rtf>� rtwjvY�­w�rtb�fu���$w@psyzrty�w���p�w�¯R@ Òca O ¡<D
�����2rtbYfS�*�*.'��T6
2�3��&U����

������

�1w�¯V@ + ��� O �<Dñµ�acb�y�pVptf>�uw����³�ux��Jptpc�Efu�­e4y²r�p�w��Yf�r­w���b����­�J�"rtf>�ty�Âufjy����$���trty|�!}Yx|����x|���Y¤J}���¤Jf>p
w�¯Prtf>�te1p��­f>�q}$�!y�vYxzf4vonº�YwJ�¾x�yz��f>�����­fu®��­y²r­f1psnqpsrtfue1p>µ��\e4�qr­yz��f>p­p �qf>�uy�����vYy�xzyzr�n·y|p�fu��pt}Y�­f>�¸®�y²r­b´�2�­f>psrt�­y��!rty�w��¸wJ�¸r­bYf
r­�­����psyzrty�w��$p�¯Åw���vEw�}Y���Yyz�Y¤4r­bYf��o}Ye�vEfu�Vw�¯
fM{J}$��x�y²r�n1r­f>psr­pcr­b��Sr��>����v$f¢�Efu�t¯Åw��­e4f>����x�w��Y¤4�4�!wJe���}qr­��rty�w������Sr­bHµ
��w�x�xzwS®�y��Y¤,@ �TgoÓ�h O F6DñÑMyzr+y|pH�!x|��p­pty��>��xZrtw��­fu���tfMpsf>�Jr*r­�tf>f\��}qr­w�e1�Sr���v@nj¿VwJ�t�¢�!x|��}$psf\ptf!r�puµ
�Ç�8r­bYy|p+ptf!rsr­yz��¤�ÑS�c�tfM�!wJ¤��Yy�ÂufM�

x|���Y¤J}���¤Jf8y|pV�qfuÔ��YfM���Jp���xzfM��psr�¿�fu�­vY�������2e4wo�Yfux:µPacbYy|pc�tf>�Y�tfMpsf>�@r­�Sr­yzwJ���Efu�­e4y²r�pcrtw4}�ptf �!x|��p­psy|�u��xEÔ��­psrsÆñw����qf>�Ár­bYfuwJ�tf>e
�Y�­wS oyz��¤�r­f>��bY�Yy|{@}Yf>p�y��4w����qfu��r­wjfMp�r���vYx�y|psb4�qf>�uy�pty�w����tfMps}Yxzr­p�¯ÅwJ��rt�­fuf���}qr­w�e1�Sr��K@ ÓTf>�­£H7oÑHAjw�}�£@�oÑ��
g*ÑCWJi·À O PXDñµ�acb�f�x��Jp�r
�­f!¯Åf>�tf>���!f8yz�^�$���trty|�!}Yx|���Áy�pc�!wJ���!f>�t��f>�4®�yzrtb2�Yf>�!y|ptyzwJ�^�Y�­w�vYx�fue1pT¯ÅwJ�Pr­�tf>f8��}qrtwJe4��r­��®�y²r­b�f>{@}���xzyzr�n4�!w��$p�r­�­��yz�@r­pPv$fur�®Áf>fu�
vY�­w�r­bYfu���EwJptyzrty�w���p¢� �,x|�Y@ Ò�a O ¡/DÙ��e4wq�q}Yx�w^ptb���x�xzwS®�f>{@}��Sr­yzwJ����x<r­bYfuwJ�ty�f>p>µ
�Ç�4r­bYy�pP�����Efu�MÑ@®ÁfVptbYwS®KbYwS®Krtf>��b��Yy�{@}YfMpTw�¯*v��Jpsy|��wJ�­�qf>�tfM���$������e4wq�q}Yx|�Srty�w��4®�yzrtb^ptfux�f>�!rty�w��^���$�1�� Z���ty|���@r\w�¯*pt�Yx�y²rtÆ

r­yz�Y¤1®�yzrtb�w�}qrVv��J��Ä@rt������Äoyz��¤,ptw�x� �f¢pswJe4f��Yf>�!y|ptyzwJ�2�Y�­w�v�xzf>e4pcwJ��r­�tf>f ��}qr­w�e1�Sr���x����Y¤�}���¤�fMp\r­�­����p�¯ÅwJ�te4fM��von^�­fu®��­y²r­yz��¤�µ
iºwJ�tfÁ�Y�­f>�!y|ptfux�n�ÑS®�f�ptbYwS®´rtb�fPr­bYf�pswj�u��x�x�f>�$Z[��&5������� �0\/��.]+$����^*����(��_� Ia`V���H^6�0����ÑHA�iº~»�Å®�bYfurtbYf>�
r­bYfu�­f�f!½qy�psr­p���¤��­w�}Y���
y���psr­���$�!f w�¯P�1¤�y� �f>�2r­fu�­e	yz�·�1¤Jyz Jfu�ºx|���Y¤J}���¤JfM��y|p��qfM�!y|�Y��v�xzf von³pt��rt}Y���Sr­yzwJ�³®�y²r­b¸�^psr­���$�Y�����³�u��x|�!}�xz}�p��Y�­f>ptfu�@rtfM�³yz�
gofM�"r­yzwJ��7Yµ���w�r­fÁr­b��SrbA�i·~¹¤�fu��fu����x�yzÂ>f>p
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P1
������e�wJ�tf>wS �f>��rtb���rÁ¯ÅwJ�Á��x�xE�Y�tfM�qy|�u�Sr­f>p

P0, P
′
0 ∈ P0

Ñ
P1 ∈ P1

Ñ
q ∈ Q

������fu Jfu�­n1¯Å}Y���!rty�w��ºptn@e,v$wJx
f ∈ F

Ñ
P0 ∼ P ′

0

�����
P1 � P0 � q � f

µPÀ¾f �Jptpt}Ye4fjrtbYf ptnoe�vEw�x
true

rtw1vEf�rtb�f
e4y��Yyze1��x+w���f�µP�8ptpt}Ye4f¢rtb$�Sr

P1 = {P1, . . . , Pn}
®�y²r­b

P1 � . . . � Pn

µPÀ�f �u��xzx
i
rtb�fS��&5.H���·w�¯

Pi

Ñ��qf>�Yw�r­f>�
ind (Pi)

Ñ
�����1x�f!r

ind(Q) = 0
¯ÅwJ�Á��xzx

Q ∈ P0
µ�À�f�psb���xzx<��x|ptw }�ptfVrtb�f8�!wJ��psr­���@r

∞ = max(ind(P )|P ∈ P) + 1
ÑJ®�bYy|��b^y�p�vYy�¤�¤Jfu�

r­b�����rtb�f¢yz���Yf!½2w�¯
f> �fu�­n1�Y�­f>�qy|�u��rtf�y��
P1
µ

� ����.���T�
2�3��& �'��.C���)��&?=
>
y|p���®Áf>xzxzÆ:¯Åw�}Y���Yf>�2w����qfu�­yz��¤�w��

T (F ∪ P ∪Q,X )
psr­��v�xzf�}Y���Yfu�Vpt}Yv�psrtyzrt}qr­yzwJ��pV���$�2pt}���b

r­b��Sr4¯Åw��1��xzx
g ∈ F ∪ P ∪ Q

Ñ\¯ÅwJ�1��x�x
s, t ∈ T (F ,X )

®�f2b��Z Jf
s > t

y�e4�Yxzy�f>p
g(. . . , s, . . .) > g(. . . , t, . . .)

µ±acbYf
�K���f
2� (6��
¢f!½or­fu��ptyzwJ�

>mul
w�¯V���¹w����qf>�ty��Y¤

>
y�p,�qf!Ô���f>�¹��p rtbYf2pse1��x�x�f>psr�w����qfu�­y��Y¤³�tf>x���rty�w��´w��¹e,}Yx²r­y�ptf!r�p�pt}���b´rtb���r

M ∪ {t} >mul M ∪ {s1, . . . , sn}
®�b�fu�Yf> �fu�

t > si

¯Åw�����xzx
i ≤ n

µÁacbYf��0�#�C�3T��*='�*�*I����3T fu½ortfu�$psy�w��
(>1, . . . , >n)lex

w�¯
nwJ�­�qf>�ty��Y¤@pcrtw

n
Æ:rt}��YxzfMpVy|p��qfuÔ��YfM�·��p

(s1, s2, . . . , sn)(>1, . . . , >n)lex (t1, t2, . . . , tn)
y²¯

s1 = t1
Ñ�µuµ>µuÑ

sk−1 = tk−1
Ñ<�����

sk >k tk
¯ÅwJ�VpswJe�f

k ∈ 1 . . . n
µ
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À�fj�>�����qf!Ô���fj�,�tfM�q}��!rty�w���wJ�­�Yfu�­yz�Y¤�w��
T (F ∪P ∪Q,X )

rtw�r���x<w��2¤��­w�}Y�$�4rtf>�te1p�von�fu½ortfu�$�qyz��¤�r­bYf��Y�tfM�!fM�qfu���uf
�
rtw1� �0�#�C�3T��*='�*�*I����3TJI��'
��-����.H�6�)��&_= @ + W O £�D
�qfu��w�rtfM�

�lpo

®�yzrtbRE
s = f(s1, s2, . . . , sm) �lpo g(t1, t2, . . . , tn) = t

y0e
F�µ

f � g
�����

s �lpo ti
¯Åw��V��x�x

1 ≤ i ≤ n � w��
¡qµ

f ∼ g
���$�*Ñ+¯ÅwJ��ptw�e4f

j
Ñ�®�f1b��Z �f

(s1, . . . , sj−1) = (t1, . . . , tj−1)
Ñ
sj �lpo tj

�����
s �lpo tk

Ñ
¯ÅwJ����x�x
k
®�yzrtb

j < k ≤ n � w��
7Yµ

sj �lpo t
Ño¯ÅwJ��pswJe4f

j
®�y²r­b

1 ≤ j ≤ m
µ

acbYf>�·��pcy��U@ Ò�A���g O �<D�®Áf¢y|�qf>�Jr­y²¯Ån³�4�EwJpty²r­yz Jf¢xzyzrtf>�­��x
s = t

®�yzrtb³rtb�f e�}Yxzrty|ptf!r
{{s}, {t}}

Ñq���$���4��fu¤J��rty� �f¢x�y²r­fu����x
s 6= t

®�yzrtb^r­bYf�e,}Yxzrty|psfur
{{s, t}}

µ
acbYf>�^®Áf8f!½ortf>���4r­bYf8wJ�­�Yfu�­yz�Y¤
�lpo

���tfMps�+µ
�lpo

�Tr­w�x�y²r­fu����x|p\von�r­��Äoy��Y¤¢r­bYf�r�®�w�¯ÅwJx��
e,}Yx²r­y�ptf!rVwJ�­�Yfu�­yz�Y¤

((�lpo)mul)mul
�Å�­f>pt�Hµ

((�lpo)mul)mul
�"µ
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�ux���}�psfMp�w��

P
�����

F
®�y²r­b�fM{@}���x�y²r�nJµ��\ �f>�tn1�YwJ�qÆñf>{@}��Sr­yzwJ����xE�Y�­f>�qy|�u��rtf�psnoe,v$wJxEwq�>�!}Y�­�ty��Y¤,yz�³��¤�y� �fu��rt�­fuf���}qr­w�e1�Sr­w��

A
y|pV�>��x�xzfM�º� (�

��

��w�¯

A
µ[Ajyz Jfu�·��rt�­fuf,��}qr­w�e1�Sr­w��

A
�����º�1psr­��rtf

Q ∈ P
w�¯

A
Ñ$rtb�f x����Y¤�}$��¤�f�w�¯

A
y��

Q
Ñ$�Yfu�Yw�rtf>�

L(A, Q)
ÑYy|p�rtbYf ptf!rVw�¯+rtf>�te1p

t ∈ T (F)
ps}$��b�r­b��Sr

Q(t)
y�p���x�w�¤�y|�u��x*�!w��$psfM{J}�fu���ufjw�¯

A
µ
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��������������]E �,rt�­fuf ��}qrtwJe4��rtwJ�

A
Ñ��1psr­��rtf

Q
w�¯

A
�����2�,r­fu�­e

t ∈ T (F ,X )
Ñ

��� ������
 ����E��qwof>p�rtbYf>�tf�f!½qy|p�rV�4pt}Yv�psrtyzrt}qr­yzwJ�
σ
¤J�twJ}Y���qy��Y¤,¯Åw��

t
pt}���b�rtb$�Sr

tσ ∈ L(A, Q) !�Ç�^�$���trty|�!}Yx|���MÑ�®�bYf>�
t
y�pÁ� ¤J�twJ}Y���,rtf>�te³ÑJrtbYy|pP���twJvYxzf>e y|p\fM{@}Yyz S��xzf>�JrPrtw,�S������^�����(��_� Iº�Y�twJvYx�fue ¯Åw��

A
E
t ∈ L(A, Q) !À bYf>�

t
y|pV�� S���­y���vYxzfJÑoy²rVy|p�f>{@}Yy� S��x�fu�@rcrtw1�Y&5�'& � ���[I4
"��&4�)(�(��Y�­w�vYx�fue ¯ÅwJ�

A
E
L(A, Q) 6= ∅ !

"$#&%'%)(+* ZV+�` � (,(6�'
"� (-,V�*.a^6!
A
�
Q

��&5.
t

� .
A ∪ {Q(t) ⇒ }

� (]��&5T���&�(�� ()

�6&Q
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¯ÅwJ�te1pj��ptw�}Y���º�����º�­f!¯Å}qr��Sr­yzwJ����x�xzn³�!wJe4�Yxzfurtf�� �3;��<;�¯Åw��8fu Jfu�­n2}Y�$pt��rty|p�Ô$��vYx�f�psfurjw�¯P�!x|��}�ptf>pVrtbYf,yz�Y¯Åfu�­fu���uf,ptnopsrtf>e	®�yzx�x
¤Jfu�Yf>�­��rtf�Ñ$®�y²r­b¸�4¯���yz�jp�r­�­��rtfu¤Jn�Ñ�rtbYf,fue4�qr�nº�!x|��}�ptfM�V�u��x|�!}�xz}�pV¯Åw��j¿Vw��­�·�!x|��}$psfMpV�u��xzx�f>� ^���(��3T��'��.C������. I������'���<.����0�'
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����
��Y(����0��T6
2�3��& @ Ò�A��
g O �oÑ��8�V£�F6D:µ

Γ ⇒ ` = r JθK Γ′ ⇒ u[`′]p = v Jθ′K
RP

Γ, Γ′ ⇒ u[x]p = v Jθ, θ′, `′ = `, x = rK
yz¯

x
y�p�¯Å�tfMpsb+Ñ���y|�

`′ /∈ X
ÑT��yzyÙ�V��w�x�y²r­fu����x�y�pjpsf>xzfM�"r­f>�ºy��

Γ
�����

Γ′ ÑT��yzy�y|� `σ 6� rσ
�����

`σ = rσ
y|pjp�r­�ty|�"r­xzn�e1�S½qyze1��x
y��

Γσ, `σ = rσ
Ñ
��yz Y�

uσ = vσ
y�pce1��½oy�e1��x*y��

Γ′σ, uσ = vσ
Ñ�®�bYf>�tf

σ
y�p�r­bYf¢e4¤�}³w�¯

θ, θ′, `′ = `, x = r
µ

Γ ⇒ ` = r JθK Γ′, u[`′]p = v ⇒ A Jθ′K
LP

Γ, Γ′, u[x]p = v ⇒ A Jθ, θ′, `′ = `, x = rK
yz¯

x
y|p�¯Å�tfMpsbHÑY��y|�

`′ /∈ X
Ñ���yzyÙ���Ywjxzyzrtf>�­��xoy�p�ptfux�f>�"r­f>�,yz�

Γ
ÑY��yzy�yÙ�

`σ 6� rσ
�����

`σ = rσ
y|pTp�r­�ty|�"r­xzn¢e1�S½qy�e1��xoyz�

Γσ, `σ = rσ
Ñ

��yz Y�
u = v

y�p�ptfux�f>�!rtfM��wJ� �Å Y�
uσ = vσ

y�p�e1��½oy�e1��x<y��
Γ′σ, uσ = vσ, Aσ

Ñ$®�bYfu�­f
σ
y|pcrtb�f¢e�¤J}2w�¯

θ, θ′, `′ = `, x = r
µ

Γ, s = t ⇒ A JθK
Eq

Γ ⇒ A Jθ, s = tK
yz¯���y|�

s = t
y|p�ptfux�f>�!rtfM�^w����Åy�yÙ�

sσ 6≺ tσ
�����

sσ = tσ
y�pce1�S½qy�e1��xEyz�

Γσ, sσ = tσ, Aσ
ÑY®�bYf>�tf

σ
y|p�rtbYfje4¤�}2w�¯

θ, s = t
µ

�ÁwJ���!f>�t�Yy��Y¤
RP
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LP
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y��Jr­w4�Yw��qÆñf>{@}���rty�w�����x*�SrtwJe1p�¯Åw�x�xzwS®�f>�2von

Eq
y�pV�>��x�xzfM� ^���(��3T ���6(����f��
2�3��&$µ

Γ ⇒ P (`) = true JθK Γ′, P (`′) = true ⇒ A Jθ′K
R

Γ, Γ′ ⇒ A Jθ, θ′, `′ = `K

À bYf>��rtbYf¢�YwJ�qÆñv���pty��j Jfu��psy�w��2w�¯
LP
�����

Eq
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w�¯
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R
yz��rtb�y�pV�>��ptf�µ\acbYf ���Y�Yx�y��>�Sr­yzwJ�2w�¯

RP
rtw^�ux���}�psfMpc®�bYwJptf
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B, Γ′ ⇒ HJθK
εsplit

Γ ⇒ qBJθK qB , Γ′ ⇒ HJθK

®�bYf>�tfÁrtb�f�x�yzrtfu����x|p�w�¯
Γ′∪H
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Bθ
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ε
Æ6^��0�/T���Ñ��3;��<;T�8ptf!r�w�¯Exzyzrtf>�­��x�p
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Q1(x), . . . , Qn(x)
Ñ

®�yzrtb
Q1, . . . , Qn ∈ P
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Γ′ ����� H
Ñ�������®�bYfu�­f

qB ∈ Q
y�p\}Y�Yy|{J}�fux�n,��p­ptwo�uy���rtfM�

r­w
B
ÑYe4wq�q}Yx�w4 Z���ty|��v�xzf��­fu����e�y��Y¤$µ
��w�rtf�r­b��Sr¢r­bYf^��vEwS �f4ps��xzyzrsr­yz�Y¤º�­}Yx�fY��� I4�0�CT��6(��³�!x|��}�ptf,von¸r�®Áw³ps��xzyzr��!x|��}�ptf>p>µ1��ptyz��¤2r­bYy|p¢�t}�xzf4f>��¤�f>�tx�n°���Jp¢pswow��

�Jp1�$w@ptpty�vYxzfZ�4�Y�­f>ptfu�­ �fMp��uw��­�tfM�"r­�Yf>p­p1�����»�uw�e4�Yx�f!rtf>�Yf>p­p1w�¯jr­bYf¸�>��x|�!}Yx�}�p>µ��Ç���qf>f>�*Ñ�ptyz�$�!f·f> �fu�­n¼pt�Yx�y²rtrty��Y¤°�Y�­f>�qy|�u��rtf
qB

y|p�pse1��xzx�fu�jrtb$���¾���onº�Y�tfM�qy|�u�Sr­f�w�¯
P
Ñ*rtb�f,wJ�ty�¤�y�����x��!x|��}$psf�y�pj�­f>�q}����Y���@r1�Å®��tr8r­bYf4¤�f>�Yfu����x��tfM�q}Y���������un³�u�tyzrtf>�ty�w��

w�¯R@ Ò�A���g O �<DÅ�+v$fM�u��}$psfÁy²r�p+�­f>�q}$�!f>��yz�$p�r������uf>p+���tfÁyze4�Yx�y�f>� von¢pte4��xzx�fu���­f>�q}��uf>�¢y���psr­�����!fMp+w�¯qrtbYfcps��xzyzr��ux���}�ptf>p>µ+�V�Yw�rtbYf>�
y�e4�$wJ�sr����@rÁ�Ew�y��@rPy�pPrtb$�SrPr­bYf��o}Ye,v$f>�Pw�¯+ps�Yx�yzrsrty��Y¤,xzyzrtf>�­��x�p\rtb���r��u���1v$f8yz�@r­�twq�q}��uf>�4y|pPvEw�}����qf>�Hµ�À�f�®�y�x�xE�Jptpt}Ye4f�rtb$�Sr
r­bYf psfur

Q
y�pVx����t¤Jf8f>�Yw�}Y¤Jb�r­w1�!wS �f>����x�x

ε
ÆñvYx�wq��Äop>µ

� 3,
�� (20��¢��0 ������� � ��
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acbYf�r­�­����pty²r­yzwJ��pcw�¯�p�r������Y���­��rt�­fuf¢��}qrtwJe4��r­�����­f¢�!x|��p­psy|�u��xzx�n1fu���uwq�qf>�2yz�@r­w^¿Vw��­�³�!x|��}�ptf>p�w�¯�rtb�f�¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤,¯Åw��­e E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q
(

f(x1, . . . , xn)
) ���­�

®�bYf>�tf
n ≥ 0

��®�bYfu�
n = 0

Ñ$von2�!wJ�o �fu�@r­yzwJ�HÑqrtb�f�psfurVw�¯\���@r­f>�!fM�qfu�@r�p�w�¯�rtb�f��!x|��}�ptf¢y|p�fue4�qr�nY�"Ñ
x1
Ñ�µuµ>µuÑ

xn

���­f �qy|p�r­yz�$�"r
 S���­y|��vYx�f>p������

Q1, . . . , Qn, Q ∈ P0
µ
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acbYf�x����Y¤�}���¤�f�w�¯\�1a��5y|p��u��xzx�f>�³�Y��� =C���0����x|���Y¤J}���¤Jf�µPacbYf�fue4�qrty��YfMptp8�����³e4fue,v$f>�­ptbYy��³�Y�twJvYx�fue1pV�u���³v$f�ptw�x� �fM��yz�
�qfurtf>�te4y��Yy�psrty|��rty�e4f�Ñ��tfMps�Ef>�!rty� �f>xzn·x�y��Yf>��� �����´{@}����Y�­��rty|��µ�A�iº~�¯ÅwJ� �³xzy��Yf>����rtf>�te��u���´vEf^�qf>�uy��Yf>��von¾���Y�­wo�uf>�q}��tf
w�¯
r­bYf�p­��e4f {@}����q���Sr­y��8r­yze4f �!wJe4�Yxzfu½qy²r�nJµP�YwJ���4�Yw��YÆ:x�yz��f>���cr­fu�­e³ÑqrtbYf¢���twJvYxzf>eÐvEf>�uw�e4f>p�����~Pac��iº�\Æñ�uw�e4�Yx�f!rtfJµÁÀ�f
�Y�­f>ptfu�@r�vEfux�wS® �4psx�y�¤�b@r� Z���ty|�Sr­yzwJ��w�¯�� + ����~Pac��i·�3�Y�­wo�uf>�q}��tfjw�¯V@ AjwJ}�£J�<D
yz��w�}Y�c¯Å����e4f>®ÁwJ�tÄ1y��2wJ�­�Yfu��rtw1y��@rt�­wo�Y}��!f
r­bYf¢�Y�­yz���uyz��xzfMpcw�¯�rtbYf¢�Y�­wow�¯�pcy���r­bYf¢�Yfu½@r�ptf>�!rty�w���p>µ

��� �"!#��$%
���
���� *'&)( *+��,.-0/21�3dZV+a` �6���a�?� T��'& ^��,(����54X��.��_(���&_=a�'��.C������.��*�)(���� ��
"�3�'&-����
�� (��6�L�*T�
2�3��&U��&5.
ε
� ("I4�f��
2
"��&_=H;

`V�*�/� �6; �Hf!r
sel1

vEf �1psf>xzfM�"rty�w��2¯Å}Y���!rty�w��³®�bYy|��b�ptfux�f>�!r­pcy��º��¿�w��­���ux���}�ptf
Γ ⇒ HJθK

E

6 fu Jfu�­n^ps�Yx�yzrsrty��Y¤1�Yf>¤J��rty� �fjxzyzrtf>�­��x`Ñqyz¯\���on�Ñ
6 w�r­bYfu�­®�y�ptfjfu �f>�tn��Yw��qÆñf>{@}���rty�w�����x<xzyzrtf>�­��x Q(t)

w�¯
Γ
ps}$��b�r­b��Sr

tθ
y�pc��w�r��� S���­y���vYxzfJµ

ÕÅÖ
×+ÕÙØ
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À�f1��p­ps}Ye4f,¤�y� �fu�¾�2a��
A
���$�¸�2¤�wJ��x��ux���}�psf

P (t) ⇒
���$�·�!wJ��psy|�qf>�8wJ�­�qf>�tfM�º�­f>ptw�x�}qrty�w��·®��tr

�lpo

�����·rtbYf1��vEwS �f
ptfux�f>�!rty�w��¹¯Å}Y�$�"rty�w��

sel1
®�yzrtb±f>��¤�fu�,���Y�Yx�y|�u�Sr­yzwJ�¹w�¯�r­bYf

εsplit
�­}Yx�f�w�¯8gof>�!rty�w�� 7�µ¸À�f2�Jptpt}Ye4f^®�x�w�¤ºr­b��Sr

P ∈ P0
Ñ

w�rtbYf>�t®�y|psf4r­bYf1�Y�­w�vYx�fue y�p¢rt�­yz oy|��x\von¾�Yf!Ô��Yyzrty�w��´w�¯����­�"µ�À�f^psbYwS®'rtb���r,��x�xTr­bYf��!x|��}$psfMp�¤�fu��fu���SrtfM�¸b$�Z �f4w��Yf1w�¯Ár­bYf
¯ÅwJxzx�wS®�yz��¤,¯ÅwJ�te ���"���"Ñq¯ÅwJ��¤�w@��xzÆñpt}Yvqr­fu�­e�Ñ@w�� �����­�!Ñq¯Åw���¤JwJ��x²Æ��$�SrMµ

q1, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
���"���

®�bYf>�tf
m, k ≥ 0

Ñ
s1, . . . , sm ∈ st(t)

µ
P1, . . . , Pm ∈ P0

Ñ������
q1, . . . , qk, q

���­f�pt�Yx�y²rtrty��Y¤1x�y²r­fu����x|p¢�Ùrtb�f
q
y���rtbYf b�f>���2y|p

wJ�qrty�w�����x`ÑY�Jpcyz�$�qy��>�Sr­f>��von1rtbYf p­{@}����­fjvY�­�J��Ä�fur­p��"µ

P1(yi1), . . . , Pk(yik
), P ′

1(f(y1, . . . , yn)), . . . , P ′
m(f(y1, . . . , yn)) ⇒ [ q ]

�����­�

®�bYf>�tf
k, m ≥ 0

Ñ
i1, . . . , ik ≤ n

Ñ
y1, . . . , yn

���­fj�Yy�psrty����"r� S���­y|��vYx�f>p>Ñ
P1, . . . , Pk, P ′

1, . . . .P
′
m ∈ P0

ÑY�����
q
y|p��,pt�Yx�y²rtrty��Y¤

x�y²r­fu����xP��y²rjy�pVw��qr­yzwJ����xHy��³rtb�f��!x|��}�ptfM�!µÁ�+f!r�}�p8�!wJ��psy|�qf>�crtbYf �$���trty|�!}Yx|���Vpt}Yvqr�no�Ef�� �	�S�cw�¯V�����t��w�¯T�$w@psyzrty� �f �ux���}�ptf>p�®�yzrtb
�1pt�Yx�y²rtrty��Y¤4xzyzrtf>�­��xH��pcbYfM���´�Åy:µ fJµV�����­��®�y²r­b

k = m = 0
�)E

⇒ [q]
���
���

®�bYf>�tf
q ∈ Q

���Yw�r­f�rtb���r�rtbYy|pcr�no�Ef �!w��@r���y���pÁrtbYf¢f>e��Yr�n2�!x|��}$psfZ�"µ
acbYf4y��Yyzrty|��x�¤�w@��x

P (t) ⇒
vEfux�w��Y¤@p8rtw�rtbYf�r�no�Ef����"���8�����¸��x�ptw�v$f>xzwJ�Y¤Jp8rtw´�����­�8y²¯

t
y|p��2 S���ty|��vYx�f�µ acb�f4�Yy e<fu�­fu�@r

�>��ptf>pcw�¯��­f>ptw�x�}qrty�w��³p�r­fu��pVv$fur�®Áf>fu�º�!x|��}�ptf>pcw�¯
r�no�Ef^� ���"Ñ
���"�t�c�����´�����­�����­f�xzy|psrtf>��y��º�V�Y�Efu���Yy²½³��µÁgqyz���uf�rtbYf¢�o}Ye,v$f>�
w�¯T�ux���}�ptf>p�w�¯
r�no�Ef���� �­�c���$�¹�������cy�pVf!½q�$wJ�Yfu�@r­y���x`Ñ�rtbYf�p­�Sr­}Y���Srty�w��2rtf>�te4y����Sr­f>pV�����$A�iº~ y|pVptw�x� Z��vYx�f¢yz�·�qfurtf>�te4y��Yy�psrty|�
fu½o�Ew���fu�@rty|��x<r­yze4f�µ
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ªq¦ ) ÉºÉ
� ¨ É ��§�� Í � � �Hfur�}$p��u��x�x �6�CT�
��,¿�w��­�2�!x|��}$psf
⇒ H

®�y²r­b2�Yw1���Jr­f>�uf>�qf>�Jr�pc�Sr���x�x`µTÀ�f¢�qf!Ô���f����!x|��}$psf
r­w�vEf,w�¯Tr�n@�Ef

(
�
+)
y²¯Áy²r�y�p8w�¯Tr�no�Ef

(
�
)
w����4¯����!r>µ��Vw�r­f r­b��Sr�®Áf���x�xzwS®��YwJ�qÆñxzy��Yf>���� S���­y|��vYx�f>p�yz�º¯��J�"r�puµjÀ¾f��u���¸psb�wS®

r­b��Sr	A�iº~»¯ÅwJ�crtbYy|p�ptxzy�¤�b@rVf!½or­fu��ptyzwJ�2w�¯�a���y�pV}Y���qfM�!y|�Y��vYx�f��'E

��� �"!#��$%
���
������ ZV+a` �6���,(���
3( � � T6�0�'�_(��)( � � 
"!*I��
(
�
+)

� (,��&4.C��T��3.C�C^��0� � � 4���&-����
��-�'&5��I5����.��3T��'
 ���C;
`V�*�/� �6;PÀ�f¢�­f>�q}��uf�rtbYf¢b$��xzrty��Y¤4�Y�twJvYx�fue�w�¯T¡��!wJ}Y�@rtf>��e4�J��bYy��Yf>p�r­w�A�iº~K¯Åw��

(
�
+)
µÁ�Hf!r�}�p��!w��$psy|�qfu�V�4�qfurtf>�te4y��Yy�psrty|�

¡SÆñ�uw�}Y�@rtf>�8e1�J��bYyz��f,pt}���b·r­b��Sr
q0
y|p�r­bYf�yz�Yyzrty|��xTpsr­��rtf4�����

qf

rtbYf,Ô�����x�w��Yf³�Ù¯Å�­w�e ®�bYf>�tf,�Yw2rt������pty²r­yzwJ�·y|p8�EwJp­ptyzvYx�fM�!µ
�5�uw��qÔ�¤J}Y���Srty�w��2w�¯�rtbYf¢e1�J��bYyz��f��>����v$f¢�­fu���tfMpsf>�Jr­f>��v@n��,rtfu�­e

q(sn(0), sm(0))
®�bYfu�­f

q
y|p�rtbYf psr­��rtfJÑ������

n
���tfMps�Hµ

m
�cr­bYf� S��x�}Yf,w�¯�rtbYf�Ô���p�r4�Å�­f>pt�HµVpsfM�!wJ�����V�uw�}Y�@r­fu�Mµ�À¾f,fu���uwo�Yf fu Jfu�­n�r­�­����psyzrty�w��

q(s, t) → q′(s′, t′)
w�¯Trtb�f�e1����bYy��Yf

von2�,¯��J�"r>µTÀ�f¢®�y�xzx*�Yf>f>�³���Y�­f>�qy|�u��rtf¢psnoe,v$wJx
Q
ÑYvYy������­n4¯Å}Y���!rty�w���p

g, h, k
�������1�!wJ��psr­���@r�psnoe,v$wJx

c
E

i¸����¿V���V� ���jgqa��c�j��ac�tÏj� ���
���8gq�8�¹���\~P����go�P��a��Tac�tÏj�
q ������� 1 ���������� ���!#"%$'&)(*�+��� q′ ⇒ Q(g(q(x, y), h(g(q′(s(x), y), u), u)))
q �+,.-/�0���1 ���!#"2$ 6= 0 ��!)�3$'&)(*����� q′ ⇒ Q(g(q(s(x), y), h(g(q′(x, y), u), u)))
q �+,.-/�0���1 ���!#"2$ = 0 &)(*�+��� q′ ⇒ Q(g(q(0, y), h(g(q′(0, y), u), u)))

gof>f1��x|psw³��yz¤J}Y�tf�72¯Åw��¢���tf>�Y�­f>ptfu�@r­��rty�w��·w�¯Prtb�f>ptf,r­bY�­fuf�f!½Y��e4�Yx�f>p>µ�À�f^���Y�·r�®Áw�¯��J�"r­p8r­w³�Yf!rtfM�"r�rtb�f1b���xzrty��Y¤³p�r��SrtfHE
⇒ Q(g(qf(x, y), c))

���$�
⇒ Q(c)

µTÀ¾f¢y��@rt�­wo�Y}��!fjr�®�w4��}q½qyzx�y|���­n
(
�
)
�!x|��}$psfMp�E

Q(x1), Q(x2) ⇒ Q(h(x1, x2))
�54��

Q(x1), Q(x2) ⇒ Q(k(x1, x2))
�76M�

����� Ô�����xzx�n ®�f3y��@rt�­wo�Y}��!f���¤�wJ��x^�!x|��}�ptfCE
Q(k(y, g(q0(0, 0), y))) ⇒

µ&À�f ptb���x�x�f>e4�YxzwSn �5�­f>ptw�x�}qrty�w�� psrt���SrsÆ
f>¤�n ®�yzrtb psf>xzfM�"r­yzwJ��¯Å}Y���!rty�w��

sel1
µ ��Ô���p�r �­f>ptw�x�}qrty�w�� p�r­fu� w�¯±�76M�±yz�@r­w r­bYf�yz��y²r­y���xº¤�wJ��xº�!x|��}�ptf ¤Jfu�Yf>�­��rtfMp�E

Q(y), Q(g(q0(0, 0), y)) ⇒
µ¹acbYfu�K�·�­f>ptw�x�}qrty�w��¹®�yzrtbK�º¯��J�"r4fu���uwo�Yyz�Y¤��ºr­�­����psyzrty�w��

q0(0, 0) → st
Ñ�¯Åw��4pswJe�f�rtf>�te

st
ÑV¤�f>�Yfu���Sr­f>p/E

Q(h(g(st, u), u)) ⇒
ÑV®�b�y���b y|p��­f>ptw�x� �fM�¼von

(
4
)
r­w°�Y�­wo�Y}��!f

Q(u), Q(g(st, u)) ⇒
µ'acbYy|p^�Y�­wq�!fMptp

�>���°vEf2yzrtf>�­��rtfM�*µ¾acbYf2b���xzrty��Y¤�p�r��Srtf��u���°v$f2�tfM����bYfM�´y e3ptw�e4f�¤JwJ��xÁ�!x|��}$psf^y|p��qfu�­yz Jf>��r­b��Sr1�u���°v$f2�tfMpswJxz Jf>�´®�yzrtb
⇒ Q(g(qf (x, y), c))

Ñ*�Y�­wq�q}��uyz�Y¤
Q(c) ⇒

®�bYy���bºy��·r­}Y�­�º¤�fu��fu���SrtfMp�r­bYf�f>e��Yr�n³�ux���}�ptf ®�y²r­b
⇒ Q(c)

µ8¿�fu���uf rtb�f,ptf!r
w�¯��ux���}�psfMp�fu���uwo�Yyz�Y¤4r­bYf¢e1����bYy��Yf�y|pc}Y��p­�Srty|psÔ$��vYx�f�y e¸rtbYf¢e1����b�yz�Yf�b���x²r�puµ
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¿�w��­���ux���}�psfMpcw�¯�rtbYfj¯ÅwJxzx�wS®�yz��¤,¯ÅwJ�teYE

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q(f(x1, . . . , xn))JcK
�������q�

®�bYf>�tf
n > 0

Ñ
x1
Ñ�µuµ>µuÑ

xn

���­f��qy�psrty����!rÁ S���­y���vYx�f>p>Ñ
c
y�pÁ�¢�!w�����}Y���"r­yzwJ�4w�¯H�!wJ��p�r­�­��yz�@r�p�w�¯ErtbYf�¯ÅwJ�te

xi|p = xi′ |p′

��f>{@}���xzyzr�n
�uw���psrt����y��@r��+w��

xi|p 6= xi′ |p′

�Åf>{@}���xzyzr�n �!wJ��psrt����y��Jr"�*¯ÅwJ�TpswJe�f��EwJpty²r­yzwJ��p
p
�����

p′
�`psfM{@}Yfu���uf>p�w�¯Eyz�@r­fu¤�f>�­p��"Ñ

Q
y�p�e1�S½qy�e4��x

y��
{Q, Q1, . . . , Qn}

�ÅbYf>�tfJÑq®Áf¢�qw4�Yw�rV��p­ps}Ye4f8rtb���rcrtbYf¢wJ�­�qf>�ty��Y¤,w����Y�tfM�qy|�u�Sr­f>pcy|p�rtw�r­��xÙ�������2yzrcy|pce4w��­fuwS Jfu�	(�
2�)�3T�
"�f!
e1�S½qy�e1��x�yz¯

c
�!wJ�Jr���y���p^��r�xzfM��psr^w��Yf¸f>{@}���x�yzr�n±�!wJ��psrt����y��JrMµ ���3f>{@}���xzyzr�n±�uw���psrt����y��@r���p^��v$wS Jf´���tfMps�+µ��Yy�ptf>{@}���xzyzr�n

�uw���psrt����y��@r��Py�p�p­�Sr­y�psÔ�f>�2von1fu Jfu�­n4r�®Áw�¤��­w�}Y�$�1rtf>�te1p
t, t′ ∈ T (F)

pt}���b�rtb���r
p ∈ Pos(t)

Ñ
p′ ∈ Pos(t′)

�����
t|p = t′|p′���tfMps�Hµ

p ∈ Pos(t)
Ñ
p′ ∈ Pos(t′)

�����
t|p 6= t′|p′

�!µ
�ñr
���Y�Ef>����pErtb$�SrHr­bYf\fue4�qr­yz��f>p­pH�Y�­w�vYx�fue y�pH}Y���qfM�!y|�Y��vYx�fT¯ÅwJ�H�Yw��YÆñ�qfurtf>�te4y��Yy�psrty|���­f>�q}��!rty�w��¢��}Yrtw�e1��r­�YÑZ�!wJ�@rt�����qy|�"r­yz�Y¤

�1�ux���yze�y��:@ + ��� O �qÑE� + A + O �/Dñµ

��� �"!#��$%
���
������ �4�������[I4
"��&4�)(�(VI5���H^6�L�6� � ( ��&5.H�*T��3.C�H^6�L� �6�'�]&5�'& � .C��

�6�)�K��&�� ()
2�3T �*�*.'��T6
2�3��& ����

������

�C;
acbYf¢���twow�¯�ÑY�� S���­y|�Srty�w���w�¯
rtbYf ��v$wS Jf8���twow�¯�w�¯�~\�­w��EwJpty²r­yzwJ��¡qÑ�y�pc¤Jyz Jfu��yz�º�V���$f>���qyz½�Òjµ

� ¥ � � À�f,�Y�­w��EwJptf bYf>�tf,rtb�f��qfuÔ��Yyzrty�w��¾w�¯Á���Yfu®'�ux��Jptp�w�¯\r­�tf>f���}qrtwJe1�Sr­�^®�bYfu�­f�r­bYf4�!w��$p�r­�­��yz�@r­p8���­f�¤Jfu�Yf>�­��xzy�ÂufM�
r­w¾fM{J}$�Srty�w��$p vEf!r�®�fufu�K���­vYyzrt�����­n·rtf>�te1p������¼®�bYfu�­f^r­bYf2rt������pty²r­yzwJ��p��uw�e4�Yx�n�rtw´p�r­�twJ�Y¤�f>�����uw�e4�����­f>�¹rtw @ + ��� O �XDÅ�
wJ�­�qf>�ty��Y¤��!w��$�qy²r­yzwJ��p>Ñ@v$��ptf>�^wJ�^r­bYf�w����qfu�­yz��¤

�
wJ�2psr­�Sr­f>p>Ñoyz�2w����qfu�Ártw4w�vYr­��y��2���qfM�!y|�Y��vYx�f,A�i·~�µqÀ�f¢�u��xzx<vEfux�wS® 
 �6()


I4����.��3T���

�)(
	�rtbYf¢f>xzf>e4fu�@r­pcw�¯
P1
µ\acbYf �uw���psrt����y��YfM�1rt�����$psyzrty�w���p�w�¯�wJ}Y�V��}qr­w�e1�Sr���b$�Z �fjrtbYf�¯ÅwJxzx�wS®�y��Y¤�¯ÅwJ�teYE

Q1(x1), . . . , Qn(xn), u1 = v1, . . . , uk = vk ⇒ Q∗(x)
���o�

®�bYf>�tf
n, k ≥ 0

Ñ
x1
Ñzµ>µuµuÑ

xn

Ñ
x
���­fP�qy|psrty����"r� S���­y���vYxzfMpuÑ

u1, v1, . . . , uk, vk ∈ T
(

F , {x1, . . . , xn, x}
) Ñ

Q1, . . . , Qn, Q ∈ P
Ñ

Q∗ y�p��,rtfMp�rV���tfM�qy��>�Sr­f�ÑY���$��¯ÅwJ�V��x�x i ≤ n
Ñ�y²¯

Qi

y|p��,rtf>psrV�Y�­f>�qy|�u��rtfjrtb�fu�
Q∗ � Qi

µ
acbYf�}Y���!wJ��psrt����y��Yf>�2rt�����$psyzrty�w���p����­f �tfMp�r­�ty|�"r­f>�2rtw2�!x|��}�ptf>p�w�¯Tr�no�$f����
�
�@�V®�bYy|��b·�!w��@r���y�����w^e4w��­f¢rtfMp�r����tfM�qy��>�Sr­f>p

ptnoe�vEw�x|pcyz��rtb�fuy��V���@rtfM�!f>�Yfu�@r­p�r­b��SrVy���rtbYf>yz��bYfM���Yp>µ

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q
(

f(x1, . . . , xn)
) ���t�

®�bYf>�tf
n > 0

Ñ
x1
Ñ�µuµuµ>Ñ

xn

���­f4�Yy�psrty����"r  S���ty|��vYx�f>p>Ñ
������fuyzrtbYf>�
Q1, . . . , Qn, Q ∈ P0

w��
Q
y|p �2rtf>psr��Y�­f>�Yy��>�Srtf1��������r

e4wJpsrVw���fjw�¯
Q1, . . . , Qn

y|p�fM{J}$��x<rtw
Q
Ñ$������rtbYf¢w�rtbYf>�­pcvEfux�w��Y¤�r­w

P0
µ

	 #�
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��& ����
��Y���6���'
"�3�'&5�'�RT*�'&�()
2������&Q
3(��'���H��� � (,� ,G&���

�	(6��
b� �,T��0�'�_(6�6(,� ��
"!*I��+��� ���'� ���2�';
��w�rtf�r­b��SrVf> �f>�tn^a���y�p��4�$���trty|�!}Yx|�����u�Jpsfjw�¯Ta�� + ��®�y²r­bYw�}qr�rtf>psr��Y�­f>�qy|�u��rtf>p��"µ

��� �"!#��$%
���
������ ZV+a` �6���a�?��� T���& ^�� (���� 4���.S�_()��&?=a����.H�6�*�*.]I������'���<.����0�'
"�3�'& ����
�� (����0��T6
2�3��&U��&4.
ε
� (2I5�f��
2
2��&?=?;

`V�*�/� �6;Á�+f!r
sel2

vEf �4psf>xzfM�"r­yzwJ�2¯Å}����"r­yzwJ��®�b�y���b³psf>xzfM�"r�pcyz�º�4¿VwJ�t�³�!x|��}�ptf
CJθK

E

6 fu Jfu�­n^ps�Yx�yzrsrty��Y¤1�Yf>¤J��rty� �fjxzyzrtf>�­��x`Ñqyz¯\���on�Ñ
6 w�r­bYfu�­®�y�ptf�Ñor­bYf�f>{@}���rty�w�����x*�Yfu¤@�Srty� �fjx�y²r­fu����x|pcw�¯ C

ÑYy²¯
C
�uw��@r­��yz�$p����on�Ñ

6 w�r­bYfu�­®�y�ptf�Ñ�fu �f>�tn^���Yw��YÆ:fM{J}$�Srty�w��$��xq�������YwJ�qÆÇps�Yx�yzrsrty��Y¤o���Yfu¤@�Srty� �f�x�y²r­fu����x Q(t)
w�¯

C
pt}���b�rtb���r

tθ
y|p��Yw�rP�j S���­y|��vYx�f

�Åyz¯����onq�!µ
À�fV��p­ps}�e�f�¤�y� �f>�,�

TAD A
�����,�8¤�w@��xq�!x|��}$psf

P (t) ⇒
�����,®Áf����tfÁ¤�w�y��Y¤8rtw¢ptbYwS®¹rtb�fÁr­fu�­e4yz����rty�w��,w�¯�r­bYf�pt��rt}Y���Sr­yzwJ�

w�¯
A ∪ {P (t) ⇒ }

}Y�$�qfu� wJ�­�Yfu�­f>�·�$������e4wq�q}Yx|�Srty�w��¾®��sr¢r­bYf1w����qf>�ty��Y¤
�lpo

�����¾rtbYf^ptfux�f>�!rty�w���¯Å}Y���!rty�w��
sel2

Ñ
®�yzrtb
fM��¤�f>�

ε
ÆÇpt�Yxzyzrsr­yz��¤�µ

��w�rtf4Ô$�­psr rtb$�Sr ®�yzrtb¹w�}���psf>xzfM�"r­yzwJ�´psrt���Sr­fu¤Jn�ÑHr­bYf��ux���}�psfMp�w�¯
A
w�¯cr�no�$f¸���o�¢�!wJ�Jr���y��Yy��Y¤³f>{@}��Sr­yzwJ��p �>���´w��Yx�n¸vEf

y��o �w�x� �fM�·y������¾fM{@}���x�y²r�n¸�tfMpswJxz}qr­yzwJ�
(Eq)

µ4�\ Jfu�­n·ps}$��b����Y�Yx�y��>�Srty�w���pswJxz Jf>p4�������¾�tf>e�wS JfM�8����f>{@}���rty�w��±�`psf>xzfM�"r­f>�¾v@n
� î�ò�B�<*÷�Þ`ðSî�?@?@Þ`ô;A�÷�Ü`õ@A�÷�Þ AVî�Ý��Vî��ZÝ`÷DBZõöïsî­Ü`÷ Q <
õ Ü`ð�î�òjî�Þ`Ü`÷�Ý`õöÞ�� ?öõ��"÷Tõöò Q∗ Ü`ôcõöòCBZõöïsî­Ü`÷\Ü`ðSî­Ü
õ ÜHõöÞ+îÁÜ:÷�Þ�Ü��MÝ`÷DBZõöïsî­Ü`÷!ü

ÕÅÖ
×+ÕÙØ
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sel2
�!ÑHbYfu�$�!f^p­�Srt}��­��rty�w��·w�¯Ár­bYf1�!x|��}�ptf>p�w�¯Pr�no�$fº���@�j}Y�$�qfu�

(Eq)
rtf>�te4y����Sr­f>p>µ4�+f!r¢}�p¢�>��x�xV���

+
�8rtbYf4r�no�Ef4w�¯��ux���}�ptf>p

wJvqr­��yz�YfM�2rtbYy|pc®��Zn¾�����$��®�yzrtb
ε
Æñpt�Yx�y²rtrty��Y¤@�Á¯Å�­w�e.�!x|��}�ptf>pcw�¯����o�c���$�2®�b�y���b³�!wJ�Jr���y��2��w�e4wJ�tf�f>{@}���rty�w���p>µ

q1, . . . , qk, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q∗(s)
���

+
�

®�bYf>�tf
k, n ≥ 0

Ñ
q1, . . . , qk ∈ Q

Ñ
Q1, . . . , Qn, Q∗ ∈ P

Ñ
s1, . . . , sn, s ∈ T (F ,X )

Ñ
Q∗ y�pj��rtfMp�rj�Y�tfM�qy|�u�Sr­f�ÑE������¯ÅwJ����x�x

i ≤ n
Ñqyz¯

Qi

y�pV�,r­f>psrV�Y�tfM�qy|�u�Sr­fjrtbYf>�
Q∗ � Qi

µ
�ñr\wJ�­�qf>��rtw¢���$��x�noptf�rtbYfcr�no�Ef�w�¯*�!x|��}�ptf>p�wJvqr­��yz��f>��von �tfMpswJxz}Yrty�w��HÑ�®�f�psb$��x�x��!wJ��psy|�qf>��rtbYfV�ux���}�psf�r�no�Ef>pV�����­�������³� �
���

�qfuÔ��YfM�2y���rtbYf¢���twow�¯�w�¯�~\�­w��EwJpty²r­yzwJ�-F�Ñ$������rtbYf�r�no�Ef^���
+

�Pw�¯����tv�y²r­�­���tn4¤�w@��x|p�E

q1, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
���

+

�
®�bYf>�tf

k, m ≥ 0
Ñ
P1, . . . , Pm ∈ P

Ñ
q1, . . . , qk, q ∈ Q

�����
s1, . . . , sm ∈ T (F ,X )

µ
acbYf�bYfM���ºy|p�wJ�qrty�w��$��x�yz�¸rtbYf4�!x|��}�ptf�Ñ*�Jp�y����qy|�u��rtf>�·v@n�r­bYf,v��­�J��Ä�f!r�puÑ<���$�·�u���¸w���xzn³vEf��2ps�Yx�yzrsrty��Y¤�xzyzrtf>�­��x���bYfu�$�!f

®�f¢��vY}�pty� �fux�n1�u��xzxHpt}���b2�4�ux���}�psf��,¤�wJ��x|�!µT�Vw�r­fj��x�ptw,rtb���r�r­bYf�yz��y²r­y���x*¤�wJ��x
P (t) ⇒

b���pÁr�no�Ef4���
+

�!µ\acbYf�e4f>��pt}Y�­f8w�¯��
�ux���}�psf

C = Γ, Ξ ⇒ HJθK
Ñq®�bYf>�tf

Γ
y�p��,e�}Yxzrty|ptf!r�w�¯+��w��qÆñf>{@}���rty�w�����xE��rtw�e1pc���$�

Ξ
y�pc��e�}Yxzrty|ptf!r�w�¯+fM{@}��Sr­yzwJ��puÑoy|p�rtbYf

r­}Y�Yx�f¢e4�J�qf¢w�¯
rtbYf�¯ÅwJxzx�wS®�y��Y¤1�!w�e4�Ew��Yf>�@r­p/E

6 m1(C) = ind(Q)
�`psf>f ����¤Jf¢�^¯Åw��Vr­bYf,�Yf!Ô��Yyzrty�w��¸w�¯

ind
�Vy²¯

H = Q(t)
®�yzrtb

Q ∈ P
Ñ$w��

m1(C) = ∞
yz¯

C
b��Jp

r�no�$f����
���"Ñ
m1(C) = 0

y²¯
C
y|p��1¤JwJ��x+�Yw�r�w�¯�r�n@�Ef����
���"ÑM�3;��<;Vyz¯

Γ
y|pV�Yw�r�fue4�qr�n³�����

H
y|p��1pt�Yx�y²rtrty��Y¤�x�yzrtfu����x+w��

rtbYf>�tf�y|p��Yw
H
Ñ

6 m2(C)
y|p�rtbYf¢�o}Ye,v$f>��w�¯�f>{@}���rty�w���p�y��

Ξ
Ñ

6 m4(C)
y|p�rtbYf¢e,}Yxzrty|psfurVw�¯+r­f>psrV�Y�­f>�qy|�u��rtf¢psnoe,v$wJx�pcwq�u�u}Y�­�ty��Y¤�yz�

Γ
Ñ

6 m6(C)
y|p�rtbYf¢e,}Yxzrty|psfurVw�¯+r­bYf¢�Yf>¤J�Sr­yz Jf��Yw��qÆñf>{@}���rty�w�����x<xzyzrtf>�­��x�p�w�¯

Γθ
µ

acbYf�p�r­�ty|�"rjw����qfu�­y��Y¤
�
wJ�·e4f>�Jps}Y�­f>p>Ñ�fu½ortfu�$�qf>�·�JpVfu½o�Ef>�!rtfM�³rtw��!x|��}�ptf>p>Ñ�y|p8�Yf!Ô��YfM�·��p�rtb�f�x�f!½qy��uw�¤J�­���YbYy|��f!½ortf>��psy�w��

(

>, >,�mul ,�mul
lpo

)lex Ñ+®�bYf>�tf
>
�qfu��w�rtfMp�rtb�f1w����qfu�­yz��¤�wJ�´���Sr­}Y�­��xT�o}Ye�vEfu��puµ^acb�f4¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤º���J�"r y�p �Y�twS Jf>�¾von¾�

�>��ptf�������x�nqpsy|pcps}�e�e1���ty�ÂufM��y��º�
y�¤�}��tf�F¢�������qfur­��y�x�f>��yz�º���Y�$f>���qyz½º�8µ

� ªY«�¨�� g@r����trty��Y¤¢®�y²r­b
A∪{P (t) ⇒}

Ñ�fu Jfu�­n�p�r­fu�4w�¯Ew����qfu�­f>�,�����­��e�wq�q}�x���rty�w���®�yzrtb1ptfux�f>�!rty�w���v@n
sel2

�����
ε
ÆÇps�Yx�yzrsrty��Y¤

�­f!r­}Y�t�$pcfuyzrtbYf>���4�!x|��}�ptf¢pse1��x�x�fu��rtb����º��x�x*y²r�p��Y�­fue4y�ptf>p¢��®��sr
�
��w��V�4�!x|��}$psf�w�¯�r�no�$f1�����­�!µ

�$���"r�F,�$f>�te4yzr­p�}�p�ptbYwS®�rtb���rjwJ�­�Yfu�­f>�º�����­��e4wo�Y}Yx���rty�w��·®�yzrtb�psf>xzfM�"r­yzwJ�¾���$�
ε
Æñpt�Yx�y²rtrty��Y¤³pt��rt}Y���Sr­f>p

A
�����·rtbYf�¤�w@��x:Ñ

bYf>���!fVrtw �!wJ���!x�}��qfcr­bYfV�Y�­wow�¯Ew�¯<rtbYf����twJ�$w@psyzrty�w��Hµ��Ç���qf>f>�*Ñ�rtbYf��@}�e�vEfu�\w�¯<�ux���}�psfMpTw�¯Er�no�$f,�����t�Ty�p�Ô$�Yy²r­fV}Y�4r­w¢ Z���ty|��v�xzf
�­fu����e4yz�Y¤$Ñ�bYfu���uf2���¹yz�qÔ$�Yy²r­f��Yf>�q}��!rty�w��°�$�Srtb¼®ÁwJ}Yx��¹�uw��@r­��yz�°���°y��qÔ��Yyzrtf³�qf>�u�tfM��ptyz��¤·��b���y��HÑ�®��sr

�
Ñ�®�bYf>�tfM��p rtbYy|p

wJ�­�qf>��y�pc®�fux�xzÆ`¯ÅwJ}Y���qfM�*µ
2

� ������� �	��

������

��-/�10��2�u� -/��(2� 0�� ���5�2��� ���!��)

acbYf>�tf2b��Z �f1vEfuf>�°e1���on�®ÁwJ�tÄqp�r­w¸y|�qfu�@rtyz¯Ån¹pswJe4f��!x|��p­psfMp w�¯c�­fu®��­yzrtf�ptnqp�r­fue1p �Y�­f>ptfu�­ oyz��¤³rtbYf2�tf>¤�}Yx|���­y²r�n¾w�¯�ptf!r�p w�¯
r­fu�­e4p>Ñ\x�yzÄJf�¯ÅwJ�4yz��psr­�����!f2¤��­w�}Y�$�°a���g<ÑT�­yz¤Jb@rsÆñxzy��Yf>����e4w��$���qy|�2a��8g<Ñ�xzy��Yf>����ptfue4yzÆ:e4wJ�����qy|��a��8g<µuµ>µ>��ptfuf @ögqa��NB¢£J¡<DñÑ
gofM�"r­yzwJ�³¡Yµ 7 ¯Åw����,pt}Ye4e1���­n1w�¯
ptw�e4fj�tfM�!f>�Jrc�­f>pt}Yx²r�p­�!µTacbYf>ptf��tfMps}Yxzr­pÁw�¯Ùr­fu���tf>xzn1wJ�2�,�Y�­wo�uf>�q}��tfjw�¯VT��'�[I4�0�6
2�3��&¸w�¯�a��
®¢µ �>µ r>µÁpswJe�f a��8g<ÑY®�bYy|��bº���Y�Ypc��fu®�a
��r­�­����pty²r­yzwJ��pc®�y²r­bYw�}Yr����Y�qy��Y¤4�Yf>®¶psr­��rtf>p>µP�8p�w�v�ptfu�­ �fM�^y��U@ W@iºÀ O PXD:Ñ$ps}���bº�
a����!w�e4�Yx�f!r­yzwJ�2�>����vEf¢psy�e�}�x���rtf>��von^pt��rt}Y���Sr­yzwJ�^}Y���qf>�c��������e4wq�q}Yx|�Sr­yzwJ�Hµ�acb�f8�Yfu½or��­f>pt}Yxzr­pcpsb�wS® rtb���rÁr­bYy|pce�furtbYwq�
y|p�f6e<f>�!rty� �f1� �3;��<;$rtf>�te4y����Sr­f>p��Áyz��rtb�f �u��ptf�w�¯�e�wJ�����Yy��8rtb�fuw��­y�f>p>µ

	 #�
���
���
���� � � �������)��
 �1�)���0�
` → r

� (1T*�'���0��.¸pt}YvYx�y��Yf>���1� �
`

� ( ()��^6�f��&4����� ���uw�x�x�����ptyz�Y¤-� �
r

� (K����
����6�1��=C������&4.�

�6�)�
�'�,� 4����)�3�C^��0� �b��&4.^e4w��$���qy|� � �

r
� (,�6��
������,� 4����)�3�H^6�0�1�/T�T����)�)��&?=K��&
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������®�y²r­b�fM��¤Jfu�

ε
Æñpt�Yx�y²rtrty��Y¤�µ

acbYf�e4fM��pt}Y�tfcw�¯E�¢�!x|��}$psf
C = Γ, Ξ ⇒ HJθK

ÑJ®�b�fu�­f
Γ
y�pT��e,}Yx²r­y�ptf!r\w�¯E��w��qÆñf>{@}���rty�w�����xo��rtwJe4pT�����

Ξ
y�pT��e,}Yx²r­y�ptf!r

w�¯�fM{J}$�Srty�w��$puÑqy|p�rtbYf�r­}Y�Yx�f
(m1(C), . . . , m6(C))

®�bYf>�tfHE
6 m2(C)

Ñ
m4(C)

Ñ
m6(C)

���tfº�qfuÔ��Yf>�»x�y�Ä�f·y��KrtbYf¾�Y�twow�¯jw�¯j~\�­w��EwJptyzrty�w��»�3�����Y�Yx�noyz�Y¤°rtbYf¸�Yf!Ô��Yyzrty�w��$p4rtw¹r­bYf
f!½q������psy�w��2w�¯T�!x|��}�ptf>p��"Ñ

6 m1(C) = ∞
y²¯

H
y�p�����fM{@}��Sr­yzwJ�HÑq������y|p��qf!Ô���f>��xzy�Ä�f�y���rtbYf¢�Y�­wow�¯�w�¯�~\�twJ�$w@psyzrty�w����4w�rtbYf>�t®�y|psfJÑ

6 m3(C)
y�p,r­bYf2�o}Ye,v$f>�4w�¯V¯Å}Y�$�"rty�w��Kpsnoe,v$wJx�p,yz�

Γ
Ñ
Ξ
�����

H
µ¹�Vw�rtf2rtb���r�®�f��uw���pty|�qfu��bYfu�­f^r­bYf³�o}Ye�vEfu��w�¯

¯Å}Y���!rty�w��ºpsnoe,v$wJx�pc®�yzrtbYwJ}qr������Yxznoy��Y¤�rtbYf �uw���psrt����y��@r
θ
Ñ

6 m5(C) = m5(s)
yz¯

H = Q(s)
Ñ����$�

m5(C) = ({}, 0)
y|p�rtbYf¢w�rtbYf>�V�u�JpsfMpuµ

acbYfcpsrt�­y��!r+w����qfu�­y��Y¤
�
w�� e4f>�Jps}��tfMpHy|p
�qfuÔ��YfM� ��p+rtbYfÁxzfu½qy��uw�¤�������bYy���fu½ortfu�$psy�w�� E (

>, >, >,�mul , (>mul , >),�mul
lpo

)lex Ñ
®�bYf>�tf

>
�qfu��w�rtfMp�rtbYf¢wJ�­�Yfu�­yz�Y¤�w��

N
µ

acbYfÁ¯Åw�x�x�wS®�yz�Y¤����J�"r��$f>�te4yzr­p�r­wj�uw����uxz}��YfPr­bYfc�Y�twow�¯�w�¯Yr­bYfc�Y�­w��EwJpty²r­yzwJ�Hµ+�ñr��tfu¯Åfu��p
rtw8rtbYf�¯Åw�x�x�wS®�yz�Y¤j�!x|��}�ptfÁr�n@�Ef¢�����­�
ptyze4y�x����crtw·�����t�)E

Q1(yi1), . . . , Qk(yik
), Q′

1(f(y1, . . . , yn)), . . . , Q′
m(f(y1, . . . , yn)) ⇒ Q(r)

�������
®�bYf>�tf

m ≥ 0
Ñ
n > 0

Ñ
y1, . . . , yn

���­f��Yy�psrty����"r¢ S���­y|��vYx�f>p>Ñ
i1, . . . , ik ≤ n

Ñ
r
y|p�fuyzrtbYf>�jwJ�Yf4w�¯ÁrtbYf

yi

ÑH®�yzrtb
i ≤ n

ÑHwJ�
f(y1, . . . , yn)

Ñ�������y²¯
Q
y�p ��r­f>psr �Y�­f>�qy|�u��rtf4rtb�fu�¹fu Jfu�­n³rtfMp�r����tfM�qy��>�Sr­f4��e4w��Y¤

Q1, . . . , Qk, Q′
1, . . . , Q

′
m

y|p psrt�­y��!rtx�n
pte1��x�xzf>�crtb����

Q
�Å®��tr

�
�"Ñqw�rtbYf>�t®�y|psfJÑ

Q1, . . . , Qk, Q′
1, . . . , Q

′
m ∈ P0

µ

×
× g ù!ø�ù�è
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�ux
1st
�Y�­fue4y|psf

2nd
���tf>e�y|ptf

���>µ �Y�Mµ
m1 m2 m3 m4 m5 m6 m1 m2 m3 m4 m5 m6
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� FM�Á�Yw1�Yf>¤�µTpt�Yxzyzrsr­yz��¤1xzyzrtf>�­��x�p������2��rVxzfM��psr�w��Yf�x�y²r­fu����xHptfux�f>�"r­f>�
�:¡����Yw4x�y²r­fu����xHptfux�f>�!rtf>� �37J�c��r�xzfM��psrVw��Yf��Yf>¤J�Sr­yz Jfjpt�Yx�y²rtrty��Y¤1x�y²r­fu����x\��ptfux�f>�!rtfM���

��y�¤�}Y�­f ¡�EP����ptf¢������xznqpty�p�y��2r­bYf¢�Y�­wow�¯
w�¯
~\�­w��EwJptyzrty�w��YcYµ

� ªY«�¨�� g@r����trty��Y¤ ¯Å�­w�e
A
�����^��¤�wJ��x

Q(t) ⇒
Ñofu Jfu�­n�psrtf>�^w�¯+v$��pty���wJ�­�Yfu�­f>�4�����­��e�wq�q}�x���rty�w��^���$�

ε
Æñpt�Yx�y²rtrty��Y¤��­f!r­}Y�t�$p

f>y²r­bYfu���4�ux���}�psf¢pte1��x�xzf>�Ár­b����º��xzx*yzr­p����tf>e�y|ptf>p¢�Å®��tr
�
��wJ�V�4�!x|��}�ptf�w�¯�r�n@�Ef1��������wJ�������­�!µ

�$���"rV¡¢y|pÁ�Y�twS Jf>�4von1���>��ptf�������xznqpty�pÁps}�e�e1���ty�ÂufM�4yz���
y�¤�}��tf�¡ ���$�^�qf!r���y�xzfM�1y��2�V���$f>���qyz½YA�µT�Hfur�}�p+��}�psrc�Yf!Ô��YfjbYf>�tf
���Yf>®5r�no�$f4w�¯c�!x|��}�ptf>pj�����$fM���­yz�Y¤³�q}Y�­y��Y¤�r­bYf1pt��rt}Y���Sr­yzwJ�Hµ

RP
®�y²r­b����¸fM{J}$�Srty�w��$��xT�!x|��}�ptf

⇒ f(`1, . . . , `n) → r
w�¯

r�no�Ef^� � � ��y��Jr­w1�1�!x|��}�ptf8w�¯
r�no�Ef^���t���­f!r­}Y�t�$p����ux���}�ptfjfu½q�������Yf>�2yz�@rtw�r­bYf�¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤�¯Åw��­e��'E

q1, . . . , qk, Q1(`1), . . . , Qn(`n) ⇒ Q(r)
���

+
�

®�bYf>�tf
n ≥ 0

Ñ
`1, . . . , `n

���­f�xzy��Yf>���>Ñ
r
y�p+fuyzrtbYf>�H¤��­w�}����jw��+�� S���ty|��vYx�f

x
Ñ
q1, . . . , qk ∈ Q

ÑZ���$��fuyzrtbYf>�
Q1, . . . , Qn, Q ∈ P0wJ�

Q
y|pV�,rtfMp�rV�Y�­f>�Yy��>�Srtf¢�����2��rVe4wJp�r�wJ�Yf�w�¯

Q1, . . . , Qn

y�pVf>{@}���x<r­w
Q
Ñ����$�^r­bYf¢w�r­bYfu��pcv$f>xzwJ�Y¤�rtw

P0
µ

2

� � �c����� �Á�¢

�!� (m�	��
.��� ����� �³�!�!��
E# �!(m�
�^��� 
�����(,
��	�¾

�2�	�������!�u��0��³�´%'� � �����
�!��)

��y��­psrsÆñw����qfu�cr­bYfuwJ�tf>eÐ�Y�­wS oyz��¤�r­f>��bY�Yy|{@}Yf>pVb��Z �f¢vEfuf>�³���Y�Yx�yzfM��¯Åw����4x�w���¤,r­yze4f¢r­w4rtbYf ¯Åw��­e4��xH �f>�tyzÔ$�>�Srty�w���w�¯Tptf>�!}��tyzr�n
�Y�­w�r­wq�!w�x|p>µjÏ8�Yf¢¯���e�wJ}�p8f!½Y��e4�Yx�f y|pVr­bYf�ptnqp�r­fue������������ �"! @ Ò�x��J£��XD�®�bYy���b¸b���p�v$f>fu�¾���Y�Yx�yzfM�³rtw^rtbYf� �f>�tyzÔ$�u��rty�w��³w�¯
 S���­y�w�}�p��Yw��³r­�ty� oy���x+�Y�­w��Efu�trty�f>p�wJ�·e1���on��­f>��x+�Y�­w�r­wq�!w�x|p>µ�À�f�vEfux�y�fu �f rtb���r�rtb�f,p­�Srt}��­��rty�w��³�tfMps}�x²r�pV�Y�­f>ptfu�@rtfM�³yz�·rtbYy|p
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�����$f>�,�>���¹bYf>xz�¹y��´rtbYy|p�ptf!rtrty��Y¤�ÑT�����´yzx�x�}�p�r­�­��rtf1r­bYy|p��!x|��y�e�®�y²r­b´rtbYf2 �fu�­yzÔ$�u��rty�w���w�¯V�º�­f>����b$��vYy�xzyzr�n·�Y�­w��Efu�tr�n·¯ÅwJ�,�
pte1��x�xH�Y�­w�rtwq�uw�x:Ñ@®��trV��v$wJ}Y���qfM�2�o}Ye,v$f>�Vw�¯�psfMptpty�w���p>µ
À�f��Yf>p­�!�­yzvEf�bYf>�tf��¾pty�e���xzyzÔ$�u��rty�w�����®�y²r­bYw�}Yr4�ufu�trtyzÔ$�u��rtf>p����$�´rty�e4f>psr­��e4��p���w�¯8�¸Ä�fun¹�qy|psrt�­yzvY}Yrty�w��¼���tw�rtwq�!wJxPw�¯

+ fu�Y��yz�Y¤�� gq���>�!w @ + g�P�F6D8¯Åw��2�¼psnoe4e4f!rt�­y|�ºÄ�f>n±fu½q��b$���Y¤Jfºyz�3���3��ptn@e4e4f!r­�ty|�·�u�tno�qr­wJptnopsrtf>e³µ¶À�f¾ptb���xzx8}�psf·¯Åw��
yzr­p�ps�Ef>�uy²ÔE�u�Sr­yzwJ�¼�³¯Å����¤Je�f>�@r�w�¯�r­bYf2���Y�Yx�yzfM�´�Yy²ÆÇ�u��x��u}Yx�}�p�@ ����£�F)D:Ñ\�·¤�fu��fu����x�yzÂM�Srty�w��´w�¯V�Yy²ÆÇ�u��x��u}Yx�}�p ®�bYf>�tf�e�fMptp­��¤Jf>p
���tf³r­fu�­e4p�e4wo�Y}Yxzw°��� f>{@}���rty�w�����xcrtbYf>w��­n�Ñc�Y�­f>ptfu�@rtfM�±von»�´�tf>®��tyzrtf·ptnqp�r­fue³µ¶À¾f�psb���xzx8�!w��$psy|�qfu��yz� wJ}Y�^f!½Y��e���xzf
pt}YvYx�yz��f>�����o�uw�x�x�����ptyz�Y¤ �tf>®��tyzrtf»�­}Yx�f>p�¯Åw��¹���tw���f>�"r­yzwJ��p�w�� ����y���p�E

fst(pair(x, y)) → x
�����

snd(pair(x, y)) → y
Ñ

�qfM�!�­no�qrty�w��4y��4ptnoe4e�furt�­y��cÄJfun��u�tno�qr­w�¤J�­���Ybon5E
dec

(

enc(x, y), y
)

→ x
�Ùr­bYfV S���­y���vYx�f>p

x
���$�

y
�!w��­�­f>pt�$wJ��� �­f>pt�$fM�"r­yz Jfux�n

r­w±r­bYf´fu���u�tno�qr­f>� �Yx|��y��Jr­f!½orº������rtbYf´f>���!�­no�qrty�w��¶Ä�f>nq�!Ñj�Yf>�!�­no�qrty�w�� yz�¶�Y}Yv�xzy|�»����ptnoe4e�furt�­y��M�2Ä�fun3�u�tno�qr­w�¤J�­���Ybon5E
adec

(

aenc(x, y), inv(y)
)

→ x
���$�

adec
(

aenc(x, inv(y)), y
)

→ x
®�b�fu�­f

inv
y|p\���4y|�qfue4�Ew�r­fu�@r\w��Efu���Sr­w��MÑS¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤jrtb�f

�­}Yx�f
inv(inv(y)) → y

Ñ@®�bYy|��b���p­pswq�uy���rtf>p\rtw�� �Y}Yv�xzy|��f>���!�­no�qrty�w���Ä�fun�yzr­pc�!wJ�t�­f>pt�$wJ���qy��Y¤¢�Y�­yz S��rtf�ÄJfun³�Ù¯ÅwJ���qfM�!�­no�qrty�w��$�!Ñ
�����·�!wJ�o �fu��ptfux�n�µ�acbYf�psnoe,v$wJx

inv
y|p��u��xzx�f>� (���T6�*�6
������·��xzx
rtbYf�w�r­bYfu��p����tf,�u��x�x�f>� I4��^6�f�3Tuµ¢acbYf����tw�rtwq�!wJx+y|p8�qfMpt�u�ty�vEf>�

}�pty��Y¤1�Y�­wo�uf>p­psfMp�yz�2rtbYf�¯ÅwJxzx�wS®�y��Y¤1psno�@r­��½4E
P := null

�@}�xzx*�Y�­wq�!fMptp
q(x).P

e4f>p­pt��¤�fjyz�Y��}qrVw��³��b������Yfux
q
�
x
y|pV�� S���­y���vYxzf�^�����&4.C��.2yz�

P
�

q〈t〉.P
e4f>p­pt��¤�fjw�}qr­�Y}qrVw��³��b����Y�Yfux

q
if u1 = v1, . . . , uk = vk then P

�!wJ���qyzrty�w�����x��
ui

Ñ
vi

���tfjr­fu�­e4p��
p.P

�Y�­w�¤�����e �Ew�y��@r��
p
y�p��,�$�Srt}��­��x*�@}�e�vEfu�"�

P
∣

∣ P ′ �����­��xzx�fux*�!wJe4�$w@psyzrty�w��
acbYf2�Y�­w�¤�����e �$wJyz�@r�p b��Z Jf^�Yw¾pt�Ef>�!y|��xÁe4f>����yz�Y¤$Ñ�rtbYf>n´���tf ��}�p�r1�����qf>��¯ÅwJ��r­f>��bY�Yy|�u��xÁ�uw��o �f>�Yyzf>���!fJµºÀ¾f³�qw·��w�r

��xzx�wS®±�­fu��xzy|�u��rty�w��4w�¯*�Y�­wq�!f>p­ptf>p
P !
ptyz�$�!fV®�fc¯Åwq�!}�pPbYfu�­f�w��4Ô���y²r­fV�Y�­wo�uf>p­psfMpuµ��Vw�rtfVbYwS®�fu Jfu��r­b��SrPwJ}Y�T¯ÅwJ�te1��x�y|pse ®ÁwJ}Yx��

��x�ptw4�$f>�te4yzrV}�pcrtw1�qfM��x*®�yzrtb·���2}Y�ovEw�}Y�$�qf>���o}Ye�vEfu��w�¯�ptf>p­ptyzwJ��p��ÅbYf>���!f
P !
�"Ñ��uw���pty|�qfu�­yz��¤,}Y���$f>�sÆÇ���Y���twZ½qy�e4��rty�w���pÁw�¯

�­f>�J��b���vYx�f�p�r��Srtf ptf!r�pcxzy�Ä�fS�<;>=H; @>A,B¢£�£qÑY�8�V�8gY£J¡qÑ$iºw���£H7qÑYÒ�x��J£���Dñµ
��w��\r­bYf + fu���Yyz��¤��5gq�J�u�!w��Y�tw�rtwq�!wJx`ÑJ®Áfj��p­ps}�e�f�w��Yf8�Y}YvYx�y��8��b������Yfux

q
�����1���^y��Yy²r­y���xE�uw��qÔ$¤�}Y���Sr­yzwJ��e1�J�qf�w�¯*r�®Áw

�uw����u}Y�t�­fu�@rV��¤Jfu�@r­p
agentA

∣

∣ agentB

®�yzrtb E

agentA ≡ 0.q
〈

pair(A, aenc(aenc(K, inv(pub(A))), pub(B)))
〉

.1

agentB ≡ 0.q(x).q
〈

enc(S, adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))
〉

.1
acbYf���¤Jfu�@r

A
ptfu����p¢rtw���¤Jfu�@r

B
�³¯Å�­f>ptbYx�n���bYw@psf>�¹psnoe4e4f!rt�­y|�1Ä�f>n

K
¯ÅwJ� ¯Å}Y�trtb�fu�,ptf>�u}Y�­f��!wJe�e,}Y�Yy|�u��rty�w���p^�

A
Ñ
B
Ñ

K
Ñ
S
���tf¢�uw���psr­���Jrc¯Å}Y�$�"rty�w��ºptnoe�vEw�x|p­�!µ\acbYy�pVÄ�fun�y�pcf>���!�­no�qrtfM�*Ñq¯Åw��V��}qrtb�fu�@rty|�u��rty�w����Y}Y�­�$w@psfJÑY}�ptyz�Y¤�r­bYf ��ptnoe�e4furt�­y��

f>���!�­no�qrty�w���¯Å}Y���"r­yzwJ�
aenc

������rtb�fcptf>�u�tfur�ÄJfun¢w�¯
A
Ñ��tf>�Y�tfMpsf>�@rtf>�,��p
rtb�f�y��o �f>�­ptf

inv(pub(A))
w�¯�yzr­p��Y}Yv�xzy|��Ä�fun

pub(A)
µ

acbYf8�tfMps}�x²rPw�¯<rtbYy|pPf>���!�­no�qrty�w��1y|p\x|�Sr­fu�\f>���!�­no�qrtfM�1®�yzrtb
B
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∣
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Q0i(x) ⇒ Q1i(pair(A, aenc(aenc(K, inv(pub(A))), pub(B))))
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i = 0, 1
E

Qi0(x) ⇒ Qi1(enc(S, adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x)))))
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agent ′B ≡ 0.q(x). if snd(fst(adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))) = xB ,
fst(fst(adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))) = fst(x)

then q
〈

enc(S, adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))
〉
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acbYy|p�¯Åf>��rt}Y�­f �u���2vEf¢e4wq�qfux�f>�2yz�ºa�� + v@n^rtbYf�¯ÅwJxzx�wS®�yz��¤��ux���}�psf�w�¯
r�no�Ef4���q�)E

Qi0(x), xB = snd(fst(adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))),
fst(x) = fst(fst(adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))) ⇒ Qi1(m[x])

®�bYf>�tf
m[x] = enc(S, adec(adec(snd(x), inv(pub(B))), pub(fst(x))))
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@ ���
£�£�D �¢µo�Ve1�J�qyzw4���$� + µY�+}Y¤�y�fuÂJµ�Ï8�1r­bYf8�­f>�J��b���v�yzx�y²r�n��Y�­w�vYx�fue y��2�u�tno�qr­w�¤�������bYy��V�Y�tw�rtwq�!wJx�p>µ*�Ç� #%�'&5T����)���6&4T6!
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g O �XD �Pµ
Òc����bYe1��yz�MÑ�¿�µNA����YÂuy��Y¤Jfu�MÑ\�8µ��Hno����b+Ñ������´À5µTgo�ono�Yfu�Mµ¸Òc��pty��1~T���­��e�wq�q}�x���rty�w��Hµ 	 &��6���)����
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@ Ò�x��J£��'D ÒjµoÒÁx|���$��bYf!rMµH�V}qr­w�e1�Sr­y��8~\�­w@w�¯Hw�¯
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@ � + A + O �<D ¿�µH�ÁwJe4w��HÑHi¹µ + ��}���b�f!r>Ñ
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�	��

������

�-�Q�*T��_&Q�3�6���6( ��&4.1�bIHI5�f�3T��'
"�3�'&�("µ������� �!#"�"%$�$�$�&('�)+*% � ,*-&/.�02143�5+6+1%6�6�7�8�&:9�)+"���*���*�ÑRF OCO �oµ
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2�3��&�(]� �
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@ WJi·À O P�D ��µQW@���>{@}Yfue1�����*ÑE�Áb+µEiºf>n�f>�>ÑE�����¸�ÁbHµEÀ�fuy|�qfu�ov��J��bHµV�V�YyzÔ$�>�Srty�w��ºy��·�T½or­fu��ptyzwJ��pVw�¯Pgob���x�x�wS®¶�Á{J}$�Srty�w��$��x
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��S# � ÑZ����¤Jf>p�¡�£ ��7J�Yµ>go�Y�­yz��¤�fu�MÑ
¡�£�£J¡Yµ

@ Ïja�£J¡�D ¿�µoÏ8b�p­��Äoy������1a�µ@a���ÄS��y`µ + fM�!y|�Y��v�yzx�y²r�n1�������Áxzw@ps}��tf�~\�­w��Efu�trty�f>p\w�¯*�P{@}��Sr­yzwJ����xEa+�­fuf8�+����¤�}���¤�f>p>µ��Ç� �	�'
��
	 &�

; #%��&��6;V��& �J�����)��
2��&?=U����T��_&Q�3�6���6(K��&4.��bICI4�f�3T���
2�3��&�(#� � �?��Ñ$ �w�x�}Ye4f,¡C7@��P�w�¯�
���# � Ñ�����¤�f>p FCF>� �5FZ¡'P�µ
go���ty��Y¤�f>�>ÑY¡�£�£J¡Yµ

@ �HÓj£�F6D ��µ���y|��Â>���YwS  ���$�,��µ�ÓTw��­w��YÄJwS <µ�go�Yx�y²rtrty��Y¤¢À y²r­bYw�}YrÁÒc����Ä@rt������Äoy��Y¤�µo�Ç��`V���<T/;R� ��
���� ��>/
�� 	 &Q
 ; ���'��&�
V#��'&��6;
�'& �	�)
"� ,VT6�3�'� 	 &�

�6���f� =?��&5T�� � 	 �5# � 	 ÑY�$��¤�fMp c�FCF �_c�FZ�oµ@iºw��­¤J���aB¢��}q¯Åe1���Y�HÑ�¡�£�£�F�µ

@ögqa��NB¢£J¡�D»¿�µEgof>Ä@y:Ñ<a�µ$a���ÄS��y:ÑYh�µ$�Y}���yz����ÄS�YÑ<������h�µQB¢�S��y:µ��+�ZnJfu�­f>��a+������p­�q}��uyz��¤^a+f>�te ��fu®��­y²r­yz��¤2gonqp�r­fue	�����³�ñr�p
��fM�!wJ¤��Yy�Â>��vYyzx�yzr�n ~\�­f>ptfu�­ @y��Y¤�~\�­w��Efu�tr�n<µ$�Ç� 	 &�

;N#%��&��6; ��& �J�����)��
2��&?= ����T��_&Q�3�6���6(	��&4.,�VICI4�f�3T���
2�3��&�( ��� �?��Ñ
 Jw�x�}Ye4f�¡C7@��P,w�¯ 
��S# � Ñq����¤�f>p O P �4FCF/7�µ@go���ty��Y¤�f>�>Ñ�¡�£�£@¡qµ

@ acy�p­£�£'D g<µ�acy�ptw��+µ¶a
�tf>f·��}qr­w�e1�Sr��¹�����±r­fu�­eÃ�­fu®��­y²r­f·psnqpsrtf>e4p>µ¶�Ç�@ oyzrtfM�Krt}qr­w��­y���x��Sr^r­bYf FHF!rtb»�Ç�@r>µV�Áw��Y¯�µ\w��
��f>®��tyzrty��Y¤1a
f>��bY�Yy|{@}Yf>p��������V�Y�Yx�y|�u�Sr­yzwJ��p>ÑY��a�� Ñ<¡�£J£�£Yµ

@ a+�­f>£J£�D �¢µqa
�tf>yz��fu�Hµ�~\�­f>�qy|�u��rtfjxzwJ¤�y|�8�����1r­�tf>fj��}qrtwJe4��r­�,®�y²r­b�r­f>psr­p>µ
�Ç� W�µYacy�}Y�­no�HÑof>�qyzrtwJ�>Ñ�`V���<T<;�� ��
����
�C��. 	 &Q
 ;
#%��&��6;b�'&��b�'��&5.H��
2�3��&�(�� � � � ��
"�G�'��� � T��3��&5T��S��&4. #��'�[I4��
 �'
"�3�'& � 
2�)��T6
2�����6( ��� � �,� ��# � ÑE �wJxz}�e�faFZ�'P��1w�¯

���# � Ñq����¤�fMp�7J¡ O �_7��H7Yµogo�Y�­yz��¤�fu�MÑY¡�£J£�£Yµ

@ ÓTfu��£C7'D B4µY��µYÓTfu�­e1�Yµ �R�G��� �K�'!K��������
2�3��&4��� �������	�	��

������

�Sµ�~\b + rtb�f>pty�p>ÑY�P�jg³���J��b����+Ñ�gofu�qr­fue,v$f>��¡�£�£H7Yµ

ÕÅÖ
×+ÕÙØ
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acbYf �Yy e<fu�­fu�@r��u�JpsfMp�w�¯��tfMpswJxz}qr­yzwJ�2psrtf>��pcv$fur�®Áf>fu�º�!x|��}$psfMpÁw�¯
r�no�Ef^� ���"Ñ+���"�t�c�����´�������c���­f8x�y�psrtfM��v$f>xzwS®]E

R( � ,
�
)
E\�Yw1�­f>ptw�x�}qrty�w���p�r­fu�³y|p��$w@ptpty�vYxzf¢y��@rtw1�1�!x|��}$psf�w�¯�r�no�$f^���­��vEf>�>��}�ptf¢w�¯�rtbYf¢e1��½oy�e1��x�y²r�n2�!w��$�qy²r­yzwJ���� Y�cyz�

LP
µ

�Ç���qf>f>�*Ñ��Yw·x�y²r­fu����x\y|p ptfux�f>�!rtf>�´von
sel1

y��°���on¾�ux���}�ptf1w�¯crtbYf^¯Åw��­e
Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q

(

f(x1, . . . , xn)
)

�����HÑ�¯ÅwJ����xzx
i ≤ n

Ño®�f�b��Z Jf
Q

(

f(x1, . . . , xn)
)

�lpo Qi(xi)
µ\¿Vf>���!fJÑJ¯ÅwJ�Á��xzx<ps}�v�p�r­y²r­}qrty�w��

σ
Ñ
Qi(xiσ)

�>���Y��w�rÁvEf
e1�S½qyze1��xH��e4w��Y¤

Q1(x1σ)
Ñ�µuµ>µuÑ

Qn(xnσ)
Ñ
Q

(

f(x1, . . . , xn)σ
) µ

R(
�
,
�"�

)
�tfurt}Y�­��p����ux���}�psf�w�¯qr�no�Efj���"���H®�bYf>��wJ�YfÁ��w��qÆÇps��xzyzrsr­yz�Y¤8�Yfu¤@�Sr­yz JfPx�y²r­fu����x

P1(s1)
y�� rtb�f����tf>e�y|ptf8��� �t�
y�p�ptfux�f>�"r­f>�

von
sel1

Ñ �3;��<;P®�bYfu�
s1 = f(s′1, . . . , s

′
n)
���Yw�r­f�r­b��Sr�y���r­bYy�pc�>��ptf�r­bYf8���tf>e�y|ptfj�qwofMpÁ��w�rV�!wJ�Jr���y���pt�Yxzyzrsr­yz��¤�x�yzrtfu����x|p

von��qf!Ô$�Yy²r­yzwJ�³w�¯
sel1

�6E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x1, . . . , xn)
)

P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
R

Q1(s
′
1), . . . , Qn(s′n), P2(s2), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]

R(
�
,
�"�

)
�tfurt}Y�­��p��,�ux���}�ptf�w�¯+r�n@�Ef4�������P®�b�fu����w,�Yf>¤J��rty� �fVx�y²r­fu����x<y|p�ptfux�f>�!rtfM�^von

sel1
yz��rtbYfj�Y�­fue4y|psf4��� �t�"µ\��w�rtf8rtb$�Sr

yz�·rtbYy|p��>��ptf�ÑYr­bYy|p��Y�­fue4y|psf,�!w��@r���y���p�w���xzn³w���f  S���­y���vYxzfJÑYw�r­bYfu�­®�y|psf yzr8®�w�}�x��³vEf,pt�Yx�y²rMµVacbYf r­}Y�Yx�f
x1, . . . , xn

y|p
�qfu��w�rtfM�

x
v$f>xzwS®]E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x1, . . . , xn)
)

P1(y), . . . , Pk(y) ⇒ [ q ]
R

Q1(x1), . . . , Qn(xn), P2(f(x)), . . . , Pk(f(x)) ⇒ [ q ]

R(
�
,
���

)
�­f!r­}Y�­��pV�^�ux���}�psf�w�¯�r�no�$f������­�V®�bYfu�ºwJ�Yf �YwJ�qÆÇps�Yx�yzrsrty��Y¤^��fu¤J��rty� �f¢x�y²r­fu����x��Sr�x�f>�Jp�r�y|p�ptfux�f>�!rtfM�³v@n

sel1
yz�ºr­bYf

�Y�­fue4y�ptf1�����­� �1rtbYf�r­}Y�Yx�f
y1, . . . , yn

y�p��Yfu�Yw�rtf>�
y

E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P ′
1

(

f(x1, . . . , xn)
)

P1(yi1), . . . , Pk(yik
), P ′

1(f(y)), . . . , P ′
m(f(y)) ⇒ [ q ]

R
P1(yi1), . . . , Pk(yik

), Q1(y1), . . . , Qn(yn), P ′
2(f(y)), . . . , P ′

m(f(y)) ⇒ [ q ]

R(
�
,
���

)
�tfurt}Y�­��p��¾�!x|��}�ptf�w�¯�r�no�$f�������� ®�bYf>�°�Yw¾�Yfu¤@�Srty� �f�xzyzrtf>�­��xÁy|p,ptfux�f>�!rtfM�°von

sel1
y��°r­bYf����tf>e�y|ptf¾�����­�"µ´acbYy|p

�u�Jpsfjyz��fue,v$fM�Y�qfM�
R(

�
,
� �

)
®�bYfu�2rtbYf¢ptf>�uw����2�Y�­fue4y�ptfjb���pÁr�no�$f1���"�­�������^�Yw1ptfux�f>�!rtf>�2x�y²r­fu����x|puÑo®�bYy|��b2b$��p�v$f>fu�

rt�­f>��rtf>����vEwS �fJµ

R(
�
�

,
�"�

)
�tfurt}Y�­��pc�1�!x|��}$psfjw�¯�r�no�$f^���"�t�!µ

⇒ q1 q1, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pn(mm) ⇒ [ q ]
R

q2, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]

�Vw�rtf�rtb���r¢rtbYy|p¢y|pjrtbYf1wJ�Yx�n¸�u�Jpsf4®�bYf>�tf1�³�!x|��}�ptf�w�¯�r�n@�Efº��� �­�jw��1�����­���>����v$f1y��o �w�x� �fM�¸�JpjÔ��­psr¢�Y�­fue4y�ptf4yz�¹�
�tfMpswJxz}Yrty�w��2psrtf>�Hµ

�����¾��(�02��� 0 � ���1�	�K�	� � ��� ��� )+�"

�!� ( /

�8p8y��¾rtbYf��Y�­w@w�¯Pw�¯Á~\�twJ�$w@psyzrty�w���¡oÑ*®Áf��­f>�q}��uf r­bYf4b���xzrty��Y¤��Y�twJvYx�fue	w�¯Á�³¡ZÆÇ�!wJ}Y�@rtf>��e1����bYy��Yf
M
µ¢À¾f1�!wJ��pty��qf>��r­bYf

p­��e4f��­fu���tfMpsf>�Jr��Sr­yzwJ�¹w�¯�rtb�f��uw��qÔ�¤J}Y���Srty�w��$p w�¯
M

�Jp�y��¼~P�twJ�$w@psyzrty�w��±¡qÑ\}�ptyz�Y¤¾yz�±�����trty|�!}�x���� rtb�f2p­��e4f2ptyz¤J���Sr­}Y�­f�µ
acbYf4�­f>pt�$fM�"r­yz Jf,y��Yyzrty|��xT�����¸Ô�����xTp�r��SrtfMpjw�¯

M
���­f

q0
�����

qf

µ,À¾f1�!wJ��psrt�­}��"r�v$f>xzwS® �2��w��qÆÇ�qf!r­fu�­e4yz�Yy|psrty|���­f>�q}$�"rty�w��
��}qrtwJe4��rtwJ�

A
®�bYy|��b³®�yzx�x
�J�u�ufu�qr�pcyz�³rtb�f x����Y¤�}$��¤�f

L(A, Qf)
r­bYf�rtf>�te.�tf>�Y�­f>ptfu�@r­��rty�w���pcw�¯�b���x²r­yz��¤^�!w�e4�Y}Yr­�Sr­yzwJ��pcw�¯

M
Ñ�psr­���sr­yz��¤,®�yzrtb�rtb�f �!w��YÔ�¤�}Y���Sr­yzwJ�

q0(0, 0)
�����2fu���qy��Y¤1®�yzrtb

qf(i1, i2)
¯ÅwJ�VpswJe�f

i1
�����

i2
µ

À�f,b$�Z �f y��
A
r�®Áw�p�r��SrtfMp

Q0
�Ù¯ÅwJ�

0
�V�����

Q1
�Ù¯ÅwJ�jpsrt�­y|�"rtx�nº�EwJpty²r­yz Jf�y��Jr­fu¤Jfu��p­�!Ñ$®�yzrtb¸rtbYf,rt������ptyzrty�w���p/E

⇒ Q0(0)
Ñ

Q0(x) ⇒ Q1(s(x))
Ñ
Q1(x) ⇒ Q1(s(x))

µÁÒ�fux�wS®¢Ñ
QN

y|p����³��v�vY�tf> oy���rty�w��2¯Åw���fuyzrtb�fu�
Q0

wJ�
Q1
µ

acbYf�r­�­����psyzrty�w��
T1 = c1 → d1

w�¯
M
ÑÁ®�y²r­b

c1 = q(x, y)
Ñ

d1 = q′(s(x), y)
�Åyzr^�!wJ�t�­f>pt�$wJ���Yp�rtw�rtb�fºe4�J��bYy��Yf

y���psrt�­}��"r­yzwJ�
q

E ����� F ��� ������ ���!#" $'& (*�+��� q′
��y|p �­fu�Y�­f>ptfu�@r­f>�¾v@n¸rtbYf^rtfu�­e

g(q(x, y), h(g(q′(s(x), y), u), u))®�bYf>�tf
u
y|p�rtbYf,�tfMp�rjw�¯Trtb�f��uw�e4�Y}qr��Srty�w��°�ÅrtbYf,rtf>�te	y|p8�Yy�pt�Yx|�Zn�f>�³y��¾��y�¤�}Y�­f 7^¯Åw���pt��Ä�f w�¯\�tfM���Y��vYyzx�yzr�nq�!µVÀ�f,}�ptf r­bYf

¯ÅwJxzx�wS®�yz��¤4psr­��rtfMp��������!x|��}�ptf>p�¯ÅwJ�crtbYf¢�­f>�uw�¤J�Yy²r­yzwJ��w�¯+rtb�y�pcr­fu�­e
T1

E

6 QN(x1), QN (x2) ⇒ Qc1
(q(x1, x2))

�����
Q1(x1), QN (x2) ⇒ Qd1

(q′(x1, x2))
®�b�fu�­f,r­bYf^psr­�Sr­f>p

Qc1
Qd1

���tf
�tfMps�Ef>�!rty� �f>xzn^�Jptptwq�!y|�SrtfM�^r­w�rtbYf¢x�f!¯Ùr��������ty�¤�b@r�e4fue�vEfu��pcw�¯
rtbYf�r­�­����pty²r­yzwJ�HÑ

×
× g ù!ø�ù�è



F<P ���CT��6����������.����	�_(���&4������

T*����� � ='&4�6�*��&

T1 = T2 = T3 =

g

q

x y

h

g

q′

s

x

y

u

u

g

q

s

x

y

h

g

q′

x y

u

u

g

q

0 y

h

g

q′

0 y

u

u

��y�¤�}Y�­f�7�E\a+�����$psyzrty�w���p�w�¯
r­bYf�¡ZÆÇ�!wJ}Y�@rtfu��e1����bYy��Yf

6 Qd1
(x1), Q∀(x2) ⇒ Qgd1

(g(x1, x2))
Ñ

6 Q∀
y�pc� �"}Y�Yy� �f>�­p­��x ��psr­��rtf�Ñ

⇒ Q∀(0)
Ñ
Q∀(x) ⇒ Q∀(s(x))

Ñ
Q∀(x1), Q∀(x2) ⇒ Q∀(f(x1, x2))

¯Åw��cf> �fu�­n4vYy������­n
¯Å}Y���!rty�w��ºpsnoe,v$wJx

f
��e4wJ�Y¤

g, h, k
w��V���@n2p�r��Srtf

q
w�¯

M
µ

6 Qgd1
(x1), Q∀(x2) ⇒ Qhd1

(h(x1, x2))
Ñ

6 �����·rtbYy|p�x|��psr��ux���}�psf�®�bYy|��b¾�Efu�­e4y²r�p8rtwº���>�!fu�Yr8r­bYf�rtfu�­e T1
yz�´��yz¤J}Y�tfK7�yz�@rtw³��p�r��Srtf4��x|ptw��>��x�xzfM�

T1
� �3;��/;1yz�

L(A, T1)
�"Ñ������2�$f>�s¯ÅwJ�te1pcf>{@}���xzyzr�n1r­f>psr­p/E

Qc1
(x1), Qhd1

(x2) ⇒ T1(g(x1, x2))Jx1|1 = x2|1111, x1|2 = x2|112, x2|2 = x2|12K

acbYf�r­�­����psyzrty�w��
T2 = c2 → d2

w�¯
M
ÑÁ®�y²r­b

c2 = q(s(x), y)
Ñ

d2 = q′(x, y)
��y²r^�!wJ�t�­f>pt�Ew����Yp�rtw�r­bYfºe1����bYy��Yf

y���psrt�­}��"r­yzwJ�
q

E ,.- �0���1 ���!#"2$ 6= 0 ��!)� $'&)(*�+��� q′
�Áy�pc�­fu���tfMpsf>�Jr­f>��v@n4r­bYf�rtf>�te

g(q(s(x), y), h(g(q′(x, y), u), u))�`psf>f �
y�¤�}��tf]7��!µTÀ¾f¢}�ptf�rtb�f�¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤4p�r��SrtfMp������³�ux���}�psfMpÁ¯Åw��crtb�f¢�tfM�!w�¤J�Yyzrty�w���w�¯
r­bYy|pcrtf>�te
T2

E

6 Q1(x1), QN (x2) ⇒ Qc2
(q(x1, x2))

���$�
QN (x1), QN (x2) ⇒ Qd2

(q′(x1, x2))
Ñ

6 Qd2
(x1), Q∀(x2) ⇒ Qgd2

(g(x1, x2))
Ñ
Qgd2

(x1), Q∀(x2) ⇒ Qhd2
(h(x1, x2))

Ñ
6 ������rtb�f¢x��Jp�rV�!x|��}$psf1�Ù¯ÅwJ��rtb�f¢�tfM�!w�¤J�Yyzrty�w���w�¯+r­bYf�rtf>�te T2

Ñ���yz¤J}Y�tf]7@��®�bYy���b��Efu�t¯Åw��­e4pcfM{@}���x�y²r�n^rtf>psr­p/E

Qc2
(x1), Qhd2

(x2) ⇒ T2(g(x1, x2))Jx1|11 = x2|111, x1|2 = x2|112, x2|2 = x2|12K

acbYfcr­�­����pty²r­yzwJ�
T3 = c3 → d3

w�¯
M
Ñ�®�y²r­b

c3 = q(0, y)
Ñ
d3 = q′(0, y)

�ÅyzrP�!w��­�­f>pt�$wJ���Yp
rtwjrtb�f�e4�J��bYy��Yfcyz��psrt�­}��!rty�w��
q

E ,.- �0���1 ���!#" $ = 0 & (*�+��� q′
��y|pj�tf>�Y�­f>ptfu�@rtfM�·von³rtbYf�r­fu�­e

g(q(0, y), h(g(q′(0, y), u), u))
�`psf>f1�
y�¤�}��tf�7��!µ,À�f

}�ptf�rtb�f�¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤4p�r��SrtfMp������³�ux���}�psfMpÁ¯Åw��crtb�f¢�tfM�!w�¤J�Yyzrty�w���w�¯
r­bYy|pcrtf>�te
T3

E

6 Q0(x1), QN (x2) ⇒ Qc3
(q(x1, x2))

���$�
Q0(x1), QN (x2) ⇒ Qd3

(q′(x1, x2))
Ñ

6 Qd3
(x1), Q∀(x2) ⇒ Qgd3

(g(x1, x2))
Ñ
Qgd3

(x1), Q∀(x2) ⇒ Qhd3
(h(x1, x2))

Ñ
6 ������rtb�f¢x��Jp�rV�!x|��}$psf1�Ù¯ÅwJ��rtb�f¢�tfM�!w�¤J�Yyzrty�w���w�¯+r­bYf�rtf>�te T3

Ñ���yz¤J}Y�tf]7@��®�bYy���b��Efu�t¯Åw��­e4pcfM{@}���x�y²r�n^rtf>psr­p/E

Qc3
(x1), Qhd3

(x2) ⇒ T3(g(x1, x2))Jx1|2 = x2|112, x2|2 = x2|12K

a
w e4wq�qfux�rtbYfj��b���y��Yy��Y¤ w�¯<r­�­����psyzrty�w��$puÑJ®ÁfV}$psf����¢�Yfu® psr­��rtf
Q
�����*Ñ�¯ÅwJ�PfM����b4rt�����$psyzrty�w��

T
w�¯

M
���$�^��p­pswq�uy���rtf>�

psr­��rtf
T
®�f4yz�@r­�twq�q}��uf�r­bYf4¯Åw�x�x�wS®�yz�Y¤�}Y���uw���psrt����y��YfM�¾�ux���}�psfMp4�Å�­f>�u��xzx�r­b��Sr

T
y�pjr­bYf^p�r��Sr­f4ptnoe�vEw�x\�Jptptwq�!y|�SrtfM�ºr­w2r­bYf

r­�­����psyzrty�w��³��p���v$wS JfM�6E
T (x1), Q(x2) ⇒ Q(h(x1, x2))

À�f b��Z Jf �1ps�Ef>�uy���x
�!wJ��psrt����y��Yf>���!x|��}�ptf�ÑE��p­pswq�uy���rtf>��rtw^rtbYf }��Yy�{@}Yf rt������pty²r­yzwJ�
T0
w�¯

M
psr­���sr­yz��¤4¯Å�twJeÐr­bYf y��Yy²r­y���x

�uw��qÔ�¤J}Y���Srty�w��
c0 = q0(0, 0)

Ñ
�
M

y�p8��p­ps}Ye4fM�º�qf!r­fu�­e�y��Yy|p�r­y��M�"µ���w�r­f rtb$�Sr8y��³rtb�y�pj�!x|��}�ptf ®�f b��Z Jf ��ptn@e,v$wJx
k
y��ºrtb�f

bYfM���*Ñ�yz��psrtfM���2w�¯T�
h

E
T0(x1), Q(x2) ⇒ Qf(k(x1, x2))Jx1|2 = x2K

ÕÅÖ
×+ÕÙØ
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��y�����x�xznJÑ+®�f1�!w��$psy|�qfu�jr­bY�tf>f4}Y���!wJ��psrt����y��Yf>���!x|��}�ptf>p8r­wºyz�Yyzrty|�Sr­f�rtbYf1vEw�rtrtw�e�Æñ}Y�¹�!wJe���}qr­��rty�w���w�¯Pr­bYf^��}Yrtw�e1��rtw��
®�yzrtbº��Ô�����xH�uw��qÔ$¤�}Y���Sr­yzwJ�

qf(i1, i2)
w�¯

M
µTÀ�f¢��p­ps}�e�fj®�x�w�¤,rtb���r�r­bYf¢p�r��Sr­f

qf

�u�����Yw�rcvEf��tf>fu�@rtf>�tfM�^von
M
µ\acbYfMpsf

�ux���}�psfMp���y�eÐ�Sr��J�u�ufu�qr­yz�Y¤�r­bYf�rtf>�te
h(g(qf(i1, i2), c), c)

y��2rtbYf¢x|���Y¤J}���¤Jf
L(A, Q)

E

⇒ Qc(c), QN(x1), QN (x2) ⇒ Qcf
(qf(x1, x2)),

Qcf
(x1), Qc(x2) ⇒ Qgcf

(g(x1, x2)), Qgcf
(x1), Qc(x2) ⇒ Q(h(x1, x2))

�5fu½Y��e4�Yx�f¢w�¯\�!wJe���}qr­��rty�w��³w�¯
A
y�p8�qf>p­�!�­yzvEf>��y��·��yz¤J}Y�tf ��µ��Ç�2r­bYy|p�Ô�¤J}Y�tfJÑqrtb�f �Ywq�qf>p�w�¯T�1�­f>�!wJ¤��Yy�ÂufM�^r­fu�­e.���tf

�qfM�!wJ�­��rtf>��®�y²r­b�rtbYf¢psr­�Sr­f>p�w�¯
A
yz��®�bYy���b2rtb�fun����tf����>�!fu�Yrtf>�Hµ���w�r­f8r­b��SrVfM{@}���x�y²r�n4r­f>psrV���­f8�Efu�t¯Åw��­e4f>�2v@n

A
wJ�Yxzn^��r

�Ywq�qfMp�x|��vEfux�xzfM��®�yzrtb�rtb�f psnoe�vEw�x
g
µ

k Qf

g T0

c0 Qc0
y1 Qhc1

y1 = h Q

g T1

c1 Qc1
y2 Qhc2

y2 = h Q

g T2

c2 Qc2
y3 Qhc3

y3 = h Q

h Q

g

qf

0 0

c

c

��yz¤J}Y�­fj�QET�5�!w�e4�Y}Yr­�Sr­yzwJ�³w�¯
A

À�f �u����ptbYwS®3r­b��Sr
M
b���xzr­pcwJ�

qf(i1, i2)
p�r����trty��Y¤�¯Å�­w�e

q0(0, 0)
y e

L(A, Qf) 6= ∅
µ

��w��crtb�f¢w��Yx�n^yz¯��qy��­f>�"r­yzwJ�HÑq®�f��Jptptwq�!y|�Sr­f�r­w^�,b$��xzrty��Y¤1�!w�e4�Y}Yr­�Sr­yzwJ�2w�¯
M
��rt�­fuf�w�¯

L(A, Qf)
��pcy��º�
y�¤�}��tf��Yµ

��w��crtb�f¢y²¯T�qy��tfM�"rty�w��+Ñq®Áf�}�ptf�rtbYf�¯ÅwJxzx�wS®�y��Y¤�¯��J�"r<E

� ªY«�¨�� yz¯Yy`µ
t ∈ L(A, Q)

�����
t = h(t1, t2)

w��
t = k(t1, t2)

ÑZyzy:µ
t1 ∈ L(A, T )

¯ÅwJ�
ptw�e4f�rt������ptyzrty�w��
T
ÑZ�����jy�yzy:µ

t1|2 = t2
Ñ

r­bYfu�2fuyzrtbYf>�Pr­bYfjpsr­��rtfVw�¯Hrtb�f��­yz¤JbJrtÆ:b$�����1pty��Yf�w�¯
T
y|p

qf

�����
t2 = h(g(qf(0, 0), c), c)

ÑowJ�>Ñ@y ��µ
t2 = h(t′1, t

′
2) ∈ L(A, Q)

Ñ
y�y ��µ

t1 ∈ L(A, T ′)
¯Åw��c� r­�­����psyzrty�w��

T ′ ÑY�����^y�y�y ��µ t′1|2 = t′2
µTiºw��­fuwS Jfu�MÑ�y���r­bYy�p�x|��psrc�>��ptf�Ñ@rtb�f�r­fu�­e

t1|1
y|pc�­fu®��­y²rtrtfu�^rtw

t′1|1
von

T
��ptfuf>���Jp����tf>®��tyzrtf��­}YxzfZ�"µ

��wS®¢Ñ�wJv�ptfu�­ �f4rtb$�Sr,von´�!wJ��p�r­�t}$�"rty�w��´w�¯
A
Ñ�yz¯

t ∈ L(A, Qf)
rtbYf>�

t = k(t1, t2)
�����

t1 = g(q0(0, 0), t2)
�����

t2 =
L(A, Q)

µ8¿�fu���uf�ÑEfu �f>�tn2rtf>�te
t ∈ L(A, Qf)

pt��rty|p�Ô�fMp�r­bYf�bono�$w�rtbYfMpsfMp �3;�ÑN���3;�Ñ������3;jw�¯P�$���!r�7qÑ*���$�³®�y²r­bºrtbYy|p�¯����"rMÑErtbYy|p
f>��ps}��tfMp�rtb���r

t
�­fu�Y�­f>ptfu�@r­p���b���x²r­yz��¤4�uw�e4�Y}qr��Sr­yzwJ�2w�¯

M
µ

�����¾��(�02���&% � ���1�	�»�	� � ���	�¾� )
��

�!� ( ��� ��� �\
 8��

�Ç�´w����qf>��rtwºpsb�wS®'~\�­w��EwJpty²r­yzwJ�¾�·�����������!rSF1®Áf1������x�noÂuf1��x�x�rtbYf1y���psr­�����!fMp¢w�¯
Eq
Ñ
LP

�
R
�������

εsplit
y��@ Jw�x� oyz�Y¤³��p

�Y�­fue4y|psfMpÁptw�e4fj�!x|��}�ptf>pPw�¯*r�no�$f4���t�!ÑH���o�"Ñ*���
+
�"Ñ*�����­�!ÑH� �
���TwJ�j���

+

�!Ño�����1®�f8ptbYwS®»rtb$�SrPr­bYf��!w��$�!x�}�psy�w���w�¯Hf>�J��b^ps}$��b����
y���psr­���$�!f¢y|pcfuyzrtbYf>��w�¯�r�n@�Ef^�����­���ÅwJ� � �	�S�t��w��cfuyzrtbYf>�Vy|p�pse1��x�x�fu�crtb$���º��x�x*y²r�p��Y�­fue4y|psfMpÁ®��tr

�
µ

Eq(
�
)
ETfM{@}���x�y²r�n1�­f>ptw�x�}qr­yzwJ�

(Eq)
y�pc�EwJp­psy�vYx�f8®�yzrtb2rtb�f¢f>{@}��Sr­yzwJ��p�yz�³�!x|��}$psfMpPw�¯+r�no�$f1���@����f>�J��b�w�¯
rtbYfMpsfjf>{@}���rty�w���p�y|p

psf>xzfM�"r­f>�ºvon
sel2

�������ºf> �fu�­nºps}$��b¸���Y��xzy|�u��rty�w��·w�¯
(Eq)

e1��ÄJf>p
m2

�qfM�!�­f>��ptf�µ���fM�u��x�x
rtb���rj®�f,�qfuÔ��YfM�¼���
+
�8�Sr

����¤Jf O �Jp�rtbYf�r�no�Ef�w�¯T�!x|��}�ptf>p�w�vYr­��y��YfM��¯Å�­w�e.�!x|��}�ptf>p����q�c������®�b�y���b³�!wJ�Jr���y��2��w1e�wJ�tfjf>{@}���rty�w���p>µ

R( � ,
�
)
EP�Yw1�tfMpswJxz}Yrty�w��³p�r­fu�³y�pV�$w@ptptyzv�xzf¢y��@rtw^�1�!x|��}$psf�w�¯�r�no�$f^� �t�cvEf>�u��}�ptf¢w�¯�rtbYf¢e1�S½qy�e1��x�y²r�n��uw����Yy²r­yzwJ�´�� Y�cyz�

LP
µ

�Ç���qf>f>�*Ñ$¯Åw������on��ux���}�psf¢w�¯TrtbYf ¯Åw��­e
Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q

(

f(x1, . . . , xn)
) �Yw1�Yfu¤@�Sr­yz Jf xzyzrtf>�­��xHy|p�ptfux�f>�"r­f>�

von
sel2

�����*Ño¯Åw��8��x�x
i ≤ n

Ñ
Q

(

f(x1, . . . , xn)
)

�lpo Qi(xi)
von��qf!Ô$�Yy²r­yzwJ�³w�¯

�lpo

�����´���t�!µ

R( � ,
�
+)

ET�Yw1�­f>ptw�x�}qrty�w���p�r­fu�³y|pc�YfuyzrtbYf>�V�EwJp­psy�vYx�fjy��@rtw1�4�!x|��}�ptf�w�¯�r�no�$f^���
+
�Á¯ÅwJ�crtbYf p­��e4f��tfM��ptw�����p���vEwS �fJµ

R( � ,
�
)
E�®�y²r­b4rtbYf��Yf!Ô��Yyzrty�w��1w�¯$r­bYf�ptfux�f>�!rty�w���¯Å}Y���!rty�w��

sel2
Ñ@�¢�ux���}�ptf�w�¯<r�n@�Ef����@�T�������Yw�r\w�¯<r�n@�Ef ���

+
��b��Jp\ptfux�f>�"r­f>�

f>{@}���rty�w���p2�Å®�bYy|��b¼���­f1r­bYf�wJ�Yxzn´ptfux�f>�"r­f>�¹x�yzrtfu����x|p��"µ¸acbYf>�tfu¯Åw��­f�Ñ��Yw·y��q¯Åf>�tf>���!f2w�rtb�fu� r­b����¼f>{@}���x�yzr�n¾�­f>ptw�x�}qrty�w��
(Eq)

�Åy����$���trty|�!}Yx|���c�Yw4�­f>ptw�x�}qrty�w��$�Áy|pc�$w@ptpty�vYxzf¢y��@rtw1pt}���b��4�ux���}�psfJµ

×
× g ù!ø�ù�è
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T*����� � ='&4�6�*��&

R(
�
, � )

E�v$fM�u��}�psf�w�¯ÁrtbYf1�qfuÔ��Yyzrty�w���w�¯
sel2

��x|psw$Ñ*�Yw��tfMpswJxz}qr­yzwJ�¸w�¯����!x|��}�ptf��uw��@r­��yz��yz�Y¤³���¾f>{@}���rty�w���yz�@rtw³����w�rtb�fu�
�!x|��}�ptf�y�pc�EwJp­ptyzvYx�f�µ

R(
�
,
�
+)
�­f!r­}Y�t�$pj�³�ux���}�psf�w�¯Pr�n@�Efº� �	�S�8w��¢���!x|��}�ptf4w�¯\r�no�Efº���

+

�jpte1��x�xzf>�8r­b�����vEw�rtb��Y�­fue4y|psfMp8®�b�fu�¾rtbYf4�Y�­fue4y|psf
���

+

� b��Jp��Yw¾��fu¤J��rty� �f�ps�Yx�yzrsrty��Y¤´x�y²r­fu����x������¼w��Yf��Yf>¤J�Sr­yz Jf�x�y²r­fu����x
P1(s1)

ptfux�f>�!rtfM�¼von
sel2

ÑJ�3;��<;±®�bYfu�
s1 =

f(s′1, . . . , s
′
n)
µ��ñ¯

n > 0
wJ�Pr­bYf��Y�­fue4y�ptf4���

+

�Pb$��pcp�r­�ty|�"r­xzn1e4wJ�tf�rtb����2wJ�Yfj���@rtf>�uf>�qf>�@r�®�f8wJvqr­��yz���,�ux���}�ptf����
+

�
�Ùr­bYf�rt}Y��xzf

x1, . . . , xn

y|p��qfu��w�rtfM�
x
v$f>xzwS®��6E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x)
)

P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
R

Q1(s
′
1), . . . , Qn(s′n), P2(s2), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]

�Vw�rtf¢r­b��Sr�y��³rtb�y�p8�u��ptf�Ñ�v@n��qf!Ô$�Yy²r­yzwJ�ºw�¯V���t�!Ñ�r­bYf e4f>�Jps}��tf
m4

¯Åw���r­bYf,�uw����uxz}$psy�w���y�p8�SrVe4wJpsr�fM{J}$��x*r­w
m4

¯Åw��
rtbYf¢���tf>e�y|ptf4���

+

�!µ
�ñ¯

n = 0
�
f
y|pV�4�!w��$p�r����@rc¯Å}Y���"r­yzwJ�ºpsnoe�vEw�xÙ�������

m = 1
Ñq®Áf�wJvqr­��yz�º�4�!x|��}�ptf1���
���)E

⇒ P1(f) P1(s1) ⇒ [ q ]
R

⇒ [ q ]

R(
�
,
�
+)
�tfurt}Y�­��pT���!x|��}�ptf�w�¯Er�no�$f �����­��®�b�fu�4�Yw¢x�y²r­fu����xqy|p\psf>xzfM�"r­f>��von

sel2
y���rtbYf��Y�tf>e4y�ptf¢���

+

�c���Yw�r­fcrtb���rPyzr\yze4�Yx�yzfMp
rtb���r^���

+

�8b��Jpj�Yw³�Yfu¤@�Srty� �f4pt�Yxzyzrsr­yz��¤�x�yzrtfu����xÙ�"µ,�Ç�¸r­bYy|p¢�u��ptf�Ñ*vEf>�>��}�ptf�w�¯Pr­bYf4f>��¤�fu�¢���Y�Yx�y��>�Srty�w��¾w�¯
ε
ÆÇps��xzyzrsr­yz�Y¤$Ñ

rtbYf¢���tf>e�y|ptf4���
+

�c�uw��@r­��yz��p�wJ�Yxzn�w��Yf¢ S���­y|��vYx�f
x
µ

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x)
)

P1(x), . . . , Pm(x) ⇒ [ q ]
R

Q1(x1), . . . , Qn(xn), P1(f(x)), . . . , Pm(f(x)) ⇒ [ q ]

R(
�
,
���

)
�tfurt}Y�­��pc�4�!x|��}�ptf�w�¯+r�no�Ef1��������®�bYfu�2rtbYf¢���tf>e�y|ptfjw�¯+r�no�Ef4�����­��b$��pc�SrVx�f>�Jp�rcw��Yf�x�y²r­fu����xHptfux�f>�!rtf>���Ùr­bYf�rt}��YxzfMp

w�¯� Z���ty|��v�xzfMp
x0, . . . , xn

�����
y1, . . . , yn

���­fj�tfMps�Ef>�!rty� �fux�n��qf>�Yw�r­f>�
x
�����

y
vEfux�wS®��)E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P ′
1

(

f(x)
)

P1(yi1), . . . , Pk(yik
), P ′

1

(

f(y)
)

, . . . , P ′
m

(

f(y)
)

⇒ [ q ]
R

P1(yi1), . . . , Pk(yik
), Q1(y1), . . . , Qn(yn), P ′

2

(

f(y)
)

, . . . , P ′
m

(

f(y)
)

⇒ [ q ]

acbYf��>��ptf>p�®�bYf>�tf��Yw^x�y²r­fu����xHy|p�ptfux�f>�!rtf>�³von
sel2

yz�³r­bYf��Y�­fue4y|psf¢w�¯Tr�no�$f������­��y�p�yz���uxz}$�qf>�ºy��³rtb�f,�u�Jpsf
R(

�
,
�
+)
Ñ

®�y²r­b¹���
+

��}���psf>xzfM�"r­f>�*Ñor­�tfM�SrtfM�³��vEwS �f�µ

R(
�
+,
�
+)
�­f!rt}��t��p��4�ux���}�psf�w�¯
r�no�Ef4���
����w��V�4�!x|��}$psf�w�¯�r�no�$f1���

+

�cpte4��xzx�fu�cr­b�����vEw�rtb³�Y�­fue4y|psfMp�E

Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ P1(s) P1(t1), . . . , Pm(tm) ⇒ [ q ]
R

Q1(s1θ), . . . , Qn(snθ), P2(t2θ), . . . , Pm(tmθ) ⇒ [ q ]

®�bYfu�­f
θ = mgu(s, t1)

µTÀ bYf>�
n = 0

�����
m = 1

Ñq®�f¢w�vYr­��y��³���ux���}�ptfjw�¯+r�no�Ef^� �	�S��wJ�crtbYf¢f>e4�qr�n��!x|��}$psfJµ

R(
�
+,
���

)
�tfurt}Y�­��p��1�ux���}�ptf w�¯�r�no�$f�� �	�S�cwJ�,���

+

��pte1��x�xzf>�Vrtb$���ºvEw�rtb¸�Y�tf>e4y�ptf>p/E\r­bYy�pj�u�Jpsf¢y|p8yz���uxz}$�qf>�³y��ºrtb�f,��vEwS �f
�u�Jpsf

R(
�
+,
�
+)
µ

R(
�
�

,
�
+)
�tfurt}Y�­��p��4�!x|��}�ptf�w�¯�r�no�$f1���

+
�cpte1��x�xzf>�Ár­b����³vEw�r­b����tf>e�y|ptf>p>µ

⇒ q1 q1, . . . , qk, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q(s)
R

q2, . . . , qk, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q(s)

R(
�
�

,
�
+)
�­f!r­}Y�­��pcfuyzrtbYf>�V�4�!x|��}�ptf�w�¯�r�n@�Ef1� �	�S��wJ�V���ux���}�ptfjw�¯
r�no�Ef1���

+

�cpte1��x�xzf>�crtb����2vEw�r­b³�Y�tf>e4y�ptf>p>µ

⇒ q1 q1, [ q2, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ] ⇒ [ q ]
R

[ q2, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ] ⇒ [ q ]

�Vw�rtf�r­b��Sr\r­bYf��uw����uxz}�pty�w��HÑJ®�bYfu�1�Yw�rPw�¯<r�no�Ef�� �	�S�!ÑJy|p\y����qf>f>�1pte4��xzx�fu�\rtb����4rtbYfV���tf>e�y|ptf � �
���TvEf>�>��}�ptf
m1(

�	�
) =

∞
µ

ÕÅÖ
×+ÕÙØ
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2�3��&4�����5�������)�3�6( ¡�F

yz�Y¯�µ
1st
�Y�

2nd
�Y� �!x y��q¯�µ

1st
�Y�

2nd
�Y� �!x y��q¯�µ

1st
�Y�

2nd
�Y� �ux

RP
� � � �

R �
�

� R
� � (1) �

R
� � (2) �

R
� � �

R
�	� � (3) �

� FZ���Yw4�Yfu¤@�Sr­yz Jf�pt�Yx�y²rtrty��Y¤1x�y²r­fu����x|p������³�Sr�x�f>��psr�w��Yf�x�y²r­fu����xHptfux�f>�!rtf>�
�:¡����Yw1x�yzrtfu����xHptfux�f>�!rtfM� �37J�c��r�xzfM��psrcwJ�Yf��Yfu¤@�Sr­yz Jf�pt�Yx�y²rtrty��Y¤1x�y²r­fu����x\��ptfux�f>�!rtfM���

��y�¤�}Y�­f ��EÁ���Jpsf�������xznqpty�pcy��2rtbYf¢�Y�­wow�¯�w�¯�~\�twJ�$w@psyzrty�w��º�

εsplit(
�
)
y�p���w�r��$w@ptpty�vYxzf�von2�Yf!Ô��Yyzrty�w��+µ

εsplit(
�
+)

E,pt}���b¹�ºp�r­fu�´�q¯
ε
ÆÇpt�Yxzyzrsr­yz��¤º�tf>�Yx��J�!fMp¢�º�!x|��}�ptf4w�¯cr�no�$f·���

+
�¢v@n��º�!x|��}�ptf4w�¯cr�no�$f·�����­� �����´�º�!x|��}$psf4w�¯

r�no�$f^���
+
�cpte1��x�xzf>�Ár­b�����r­bYf¢�Y�­fue4y�ptf1�

B
y|pV���

ε
Æ:vYx�wq��ÄY�)E

q1, . . . , qk, B, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q(s)
εsplit

B ⇒ qB q1, . . . , qk, qB , Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q(s)

εsplit(
�
+)

E�rtbYy|p
ε
Æñpt�Yx�y²rtrty��Y¤º�­fu�Yx|���uf>p �³�!x|��}$psf1w�¯�r�no�Ef·���

+

��von¾�º�ux���}�psf1w�¯Ár�no�Ef·�����­�¢���$���º�ux���}�ptf1w�¯�r�n@�Ef¸���
+

�
pse1��xzx�fu��rtb$����rtbYf¢���tf>e�y|ptf4�

B
y�p����

ε
ÆñvYx�wo��ÄY�6E

q1, . . . , qk, B, P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
εsplit

B ⇒ qB q1, . . . , qk, qB , P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]

�����¾��(�02����� � ���1�	�K�	� � ��� �¾� )
��

�!��( �

�+f!r
S
v$f,rtb�f,pte4��xzx�f>psrjptf!rjw�¯\¤JwJ��x
�!x|��}�ptf>p8�!w��@r���y��Yyz��¤1rtbYf�y��Yy²r­y���x
¤JwJ��x

P (t) ⇒
�����º�uxzw@psfM�ºvon����Y�Yx�y��>�Sr­yzwJ�·w�¯\v��Jpsy|�

x�f!¯ÙrtÆ:�����­��e4wo�Y}Yx���rty�w���®�y²r­bº����f>{@}��Sr­yzwJ����x*�ux���}�psf1��� � ��w�¯ A Ñ �3;��<;LE

⇒ ` = r P (s[`′]p) ⇒ JθK ∈ S
LP

P (s[x]p) ⇒ Jθ, `′ = `, x = rK ∈ S

acbYf�psfur
S
y�pHÔ��Yyzrtf��Åw�¯��>�����qy�����x�x�y��Yf>���
y��¢rtb�fÁptyzÂ>f\w�¯

t
�����

A
�*vEf>�>��}�ptfPf> �f>�tnj���Y�Yx�y|�u�Sr­yzwJ�¢w�¯Yv��Jpsy|�\x�f!¯ÙrtÆ:�$������e4wq�q}Yx|�Srty�w��

psrt�­y��!rtx�n2�qfM�!�­f>�JpsfMp\r­bYf¢�o}Ye�vEfu�Vw�¯+¯Å}Y�$�"rty�w��ºptnoe�vEw�x|pcyz��rtb�f¢}Y���!wJ��psrt����y��Yf>�������trVw�¯
rtbYf¢¤JwJ��x*�ux���}�psfJµ
À�fjptbYwS® vEfux�wS® von^���u�Jpsfj������xznqpty�pPrtb$�Sr�rtbYf��!x|��}�ptf>pÁw�vYr­��y��YfM�^von1���Y�Yx�y|�u�Sr­yzwJ�^w�¯
w����qfu�­f>�1v$��pty�����������e4wq�q}Yx|�Sr­yzwJ�

®�yzrtb
sel1

Ñ
�lpo

���$�
ε
ÆÇps�Yx�yzrsrty��Y¤�rtw

A ∪ {P (t) ⇒}
b��Z �fjw���fjw�¯
r­bYf�¯Åw�x�x�wS®�yz�Y¤,r�no�$fMp ��� ��w��¢�����"µ

q1, . . . , qk, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ [ H ]
��� �

®�bYf>�tf
k, n ≥ 0

ÑÁ¯Åw��1f> �f>�tn
i ≤ n

ÑÁf>y²r­bYfu�
si

y|p^�´pt}Yvqrtf>�te w�¯j��x�f!¯Ùr^b������»psy|�qf³w�¯����t}Yx�fºw�¯
R
ÑÁwJ�

Qi(si) ∈ S
Ñ

q1, . . . , qk ∈ Q
Ñ
Q1, . . . , Qn ∈ P0

ÑY�����
H
y�p

Q(r)
¯Åw��Vptw�e4f

Q ∈ P0
�����

r
y�pcf>y²r­bYfu���� S���­y|��vYx�f

x ∈ vars(s1, . . . , sn)�A�E�SrPr­fu�­e
g(z1, . . . , zm)

�
k ≥ 0

��®�bYw@psf� Z���ty|��v�xzfMp
z1, . . . , zm

vEfux�w���¤¢rtw
vars(s1, . . . , sn)

�����1���tf�����yz�­®�y|psf��Yy�psrty����"rMÑ
wJ�

H
y|pV�4ps��xzyzrsr­yz�Y¤1x�yzrtfu����x*wJ��fux|psfjr­bYfu�­f�y�p���w

H
µ\�Vw�r­fjrtb���r�� �
����y|p��1ps}Yv<�u�Jpsf�w�¯���� �!µ

acbYfj¯ÅwJxzx�wS®�yz��¤,r�no�Ef^� �­��¤Jfu�Yf>�­��xzy�ÂufMpÁrtbYf�r�no�Ef4�����­�c�Yf!Ô��YfM��yz��rtb�f¢�Y�twow�¯
w�¯�~\�­w��EwJpty²r­yzwJ� FHE

Q1(yi1 ), . . . , Qk(yik
), Q′

1

(

f(y1, . . . , yn)
)

, . . . , Q′
m

(

f(y1, . . . , yn)
)

⇒ [ H ]
���­�

®�bYf>�tf
k, m ≥ 0

Ñ
i1, . . . , ik ≤ n

Ñ
y1, . . . , yn

���tf��qy|psrty����"rP S���ty|��vYx�f>p>Ñ
P1, . . . , Pk, P ′

1, . . . .P
′
m ∈ P

Ñ@�����
H
y�p\w�¯<rtbYfV¯Åw��­e

Q(yi)
w��

Q
(

f(y1, . . . , yn)
) ®�yzrtb

Q ∈ P
ÑYwJ�

H
y|p��4ps��xzyzrsr­yz�Y¤1x�yzrtfu����x*wJ��fux|psfjr­bYfu�­f�y�p���w

H
Ñ �3;��/;\rtb�f �!x|��}�ptf�y�p���¤�w@��x:µ

acbYf�y��Yyzrty|��xH¤JwJ��x
P (t) ⇒

vEfux�w���¤Jp�rtw�r�no�Ef^��� �c�����2��x�ptw4v$f>xzwJ�Y¤Jp�r­wº� �­��yz¯
t
y|pV�� Z���ty|��v�xzfJµ

acbYf4�qy0eEf>�tf>�@rj�u�JpsfMp�w�¯Ppt��rt}Y���Sr­yzwJ�ºw�¯
A ∪ {P (t) ⇒}

}Y�$�qfu�jv���pty|� w����qf>�tfM�³��������e4wq�q}Yx|�Sr­yzwJ�·���­f,pt}Ye4e4���ty�ÂufM�ºy��
r­bYf�¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤�r­��vYx�f������³�qf!r���y�xzfM��vEfux�wS®¢µ

RP(
� � ,

� � )
�tfurt}Y�­��p �¸�!x|��}�ptf1w�¯cr�no�$f¾� � � ��®�bYy|��b¹y|p �qfux�f!r­f>�¹��¯Ùrtfu��psy�e4�Yx�y²Ô$�>�Sr­yzwJ��von��tf>®��tyzrty��Y¤ºvon R

Ñ�vEf>�>��}�ptf1von
bon@�Ew�r­bYf>pty|puÑor­bYf¢f>{@}���rty�w�����x$r­bYfuwJ�tn�w�¯

A
y|p
�
Æñ�uw��o �f>�t¤Jfu�@r>µ

×
× g ù!ø�ù�è
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RP(
� � ,

�
)
�­f!rt}��t��p��4�ux���}�psf�®�bYy|��b³y�pcfu½q�������Yf>�2yz�@rtw^�4�ux���}�psf�w�¯+r�no�$f^��� �"µ

⇒ f(`1, . . . , `n) = r Q1(x1), . . . , Q1(xn) ⇒ Q
(

f(x1, . . . , xn)
)

RP
Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q(y) Jx1 = `1, . . . , xn = `n, y = rK

�Vw�rtfcrtb$�Sr\�Yw�¯Å}Y�trtb�fu�\v��Jpsy|����������e4wq�q}Yx|�Sr­yzwJ��psrtf>�4w�rtb�fu�Tr­b����4�­f>ptw�x�}qrty�w���y�p\�$w@ptptyzv�xzfcy��Jr­w�rtbYfV�ux���}�ptf>p�w�vYr­��y��YfM�*Ñ
v$fM�u��}�psfjr­bYfu�­f¢���­fj��w,¯Å}����"r­yzwJ�³ptnoe�vEw�x|pcyz�³yzr­p�}����!wJ��p�r­�­��yz��f>�^�$���tr>µ

LP(
� � ,

�
)
y|pc�Yw�rV�$w@ptptyzv�xzf�vEf>�u��}�ptf8r­bYf ���@r­f>�!fM�qfu�@r�pcw�¯��ux���}�ptf>pcw�¯
r�no�$f^���­�c�!wJ�@r­��y���w��Yx�n^ S���­y���vYx�f>p>µ

R( � ,
�
)
EÁ��w^�tfMpswJxz}Yrty�w��ºp�r­fu�ºy|pV�EwJp­psy�vYx�f y��Jr­w^�^�!x|��}$psf¢w�¯�r�no�Ef2���­�cvEf>�>��}�ptf w�¯�r­bYf e1�S½qy�e4��xzyzr�n2�uw����Yy²r­yzwJ�°�Å Y��y��

LP��ptfufjrtb�f¢�Y�twow�¯
w�¯�~\�­w��EwJpty²r­yzwJ� FM�"µ

R(
�
,
�
)
�­f!r­}Y�­���³�!x|��}$psf4w�¯�r�no�$fº��� �8®�bYfu�´w���f���w��qÆÇps��xzyzrsr­yz�Y¤³�Yf>¤J��rty� �f4xzyzrtf>�­��x

P1(s1)
y�p¢ptfux�f>�!rtf>��y��¸r­bYf1�Y�­fue4y|psf4w�¯

r�no�$f^��� �"Ñ �3;��<;\®�b�fu�
s1 = f(s′1, . . . , s

′
n)
�ÅrtbYf rt}Y�Yx�f

x1, . . . , xn

y�p��qfu�Yw�rtfM�
x
vEfux�wS®��)E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x)
)

P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ H ]
R

Q1(s
′
1), . . . , Qn(s′n), P2(s2), . . . , Pm(sm) ⇒ [ H ]

R(
�
,
�
)
�­f!rt}��t�¼�¸�!x|��}�ptf�w�¯�r�n@�Ef¾����� ®�bYfu�±�Yw¸�Yf>¤J��rty� �f^x�y²r­fu����xÁy�p4ptfux�f>�"r­f>�¹y��¹r­bYf2���tf>e�y|ptf^w�¯Vr�no�Ef¾��� �"µ��Ç���qfufM�*ÑP�

�!x|��}�ptf4w�¯Ár�n@�Ef·��� �j®�yzrtb�w�}qr��ºptfux�f>�!rtf>�¾x�y²r­fu����x\�u���¾b$�Z �f4w��Yf4w�¯Prtb�f4¯Åw�x�xzwS®�y��Y¤�¯Åw��­e1p�E
P1(y1), . . . , Pm(ym) ⇒

P
(

g(y1, . . . , ym)
) ®�bYy|��b¸y|pj�2�����sr­y��u}Yx����j�>��ptf�w�¯8� ���"Ñ*bYf>���!f,rtbYf4�­f>ptw�x�}qrty�w��¸y�pj�Yw�rj�EwJp­psy�vYx�f,�Jpjptfuf>�¸��vEwS �fJÑ<w��

P1(y), . . . , Pm(y) ⇒ P (y)
®�bYf>�tf

P1, . . . , Pm, P ∈ P0 P1(y), . . . , Pm(y) ⇒ [ q ]
®�bYfu�­f

q ∈ Q
y|p �³pt�Yxzyzrsr­yz��¤

xzyzrtf>�­��xqw���fux|ptfcrtbYf>�tfcy|p��Yw¢bYf>�J�*µ+�Ç��r­bYf>ptfcr�®Áwjx|�Srsr­fu�P�>��ptf>p>ÑZrtbYf� S���ty|��vYx�f�yz��rtb�fV���@rtfM�!f>�Yfu�@rTy�p�}Y��y�{@}YfJÑ�w�r­bYfu�­®�y|psf
rtbYf �ux���}�ptfj®�w�}�x��2v$f pt�Yx�y²rVvon

ε
ÆÇps��xzyzrsr­yz�Y¤$µTacbYf �!wJ�t�­f>pt�$wJ���qy��Y¤��tfMpswJxz}qr­yzwJ�2psrtf>��p����­fjrtbYf�¯ÅwJxzx�wS®�yz��¤�E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x)
)

P1(y), . . . , Pm(y) ⇒ P (y)
R

Q1(x1), . . . , Qn(xn), P2

(

f(x)
)

, . . . , Pm

(

f(x)
)

⇒ P
(

f(x)
)

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P1

(

f(x)
)

P1(y), . . . , Pm(y) ⇒ [ q ]
R

Q1(x1), . . . , Qn(xn), P2

(

f(x)
)

, . . . , Pm

(

f(x)
)

⇒ [ q ]

R(
�
,
�
)
�tfurt}Y�­��pV�1�ux���}�ptfjw�¯�r�n@�Ef^� ���c®�bYfu�ºwJ�Yf¢�YwJ�qÆñpt�Yx�y²rtrty��Y¤1x�y²r­fu����xH�SrVx�f>�Jp�rVy|pVptfux�f>�!rtf>�³y���rtbYf��Y�tf>e4y�ptf¢w�¯�r�no�$f^�����

�Ùr­bYf�rt}Y��xzfMp
x1, . . . , xn

�����
y1, . . . , ym

���­fj�Yfu�Yw�rtf>���­f>pt�Hµ
x
�����

y
vEfux�wS®��)E

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ P ′
1

(

f(x)
)

P1(yi1), . . . , Pk(yik
), P ′

1(f(y)), . . . , P ′
m(f(y)) ⇒ [ H ]

R
P1(yi1), . . . , Pk(yik

), Q1(y1), . . . , Qn(yn), P ′
2(f(y)), . . . , P ′

m(f(y)) ⇒ [ H ]

R(
�
,
�
)
�­f!r­}Y�t�$pÁ� �ux���}�ptf�w�¯*r�no�Ef,�����T®�b�fu����w�x�y²r­fu����x�y|p�psf>xzfM�"rtfM�1y��^rtb�f��Y�­fue4y|psf8w�¯*r�no�$f�� �"� � y²rcy|pÁ�,ps}Yv<�u�Jpsf�w�¯ R(

�
,
�
)�Å®�yzrtb¹��� ��}���psf>xzfM�"r­f>���c��v$wS Jf�µ

R(
�
, � )

Ñ
R(
�
, � )

E8��w��­f>ptw�x�}qr­yzwJ�¸p�r­fu�´�u���¸y��@ Jw�x� �f���p8Ô���p�r¢�Y�­fue4y|psf4�2�ux���}�ptf,w�¯Pr�no�$fº��� ��wJ�1� �­�8®�bYy|��b¾y|p��Yf>y²r­bYfu��w�¯
r�no�$f¸���­����w���w�¯cr�n@�Ef¸���
���"µ³�Ç���qf>f>�*ÑT��p ®Áf^b$�Z �f^ptfufu�¹��v$wS Jf�Ñ��º�!x|��}�ptf1w�¯crtb�y�p�Ä@y����°������®�y²r­bYw�}Yr��ºptfux�f>�"r­f>�
xzyzrtf>�­��x+e,}�p�r8b��Z �f�r­bYf ¯ÅwJ�teYE

P1(y), . . . , Pm(y) ⇒ P (y)
wJ�

P1(y), . . . , Pm(y) ⇒ [ q ]
�Ç�¸v$w�rtb¸�>��ptf>p>ÑYrtb�f bYf>�J�

w�¯
rtbYf �ux���}�psf¢�>���Y�Yw�r�v$f psrt�­y��!rtx�n�e1�S½qy�e1��x<®¢µ �Mµ r>µ
�lpo

Ñ$�!w��@r­�­�J�qy��!rty��Y¤,rtbYf �uw����qyzrty�w��´�Åy�y�y|�cw�¯
LP
µ

R(
�
�

,
�
)
�­f!rt}��t��p��4�ux���}�psf�w�¯
r�no�Ef4��� �"µ

⇒ q1 q1, . . . , qk, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ [ H ]
R

q2, . . . , qk, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ [ H ]

ÕÅÖ
×+ÕÙØ
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�+f!r�}�p8�uw���pty|�qfu�j�^�­f>�q}��!rty�w��¸��}qrtwJe1�SrtwJ�
A
ÑH��p8�qf!Ô���f>�·y��¾gofM�"r­yzwJ�¾�qÑ<®�yzrtb¾f>{@}���x�yzr�n��uw���psrt����y��@r­pVwJ�Yx�n�Ñ*�����¸��p­ps}Ye4f

e4w��­fuwS Jfu�¢r­b��Sr,rtbYf�rt������ptyzrty�w���p�w�¯
A
¯Å}YxzÔ�x�x�rtbYf2�tfMp�r­�ty|�"r­yzwJ��p wJ�¹�Y�tfM�qy|�u�Sr­f>p,yz�@r­�twq�q}��uf>�´y��°r­bYf2�qfuÔ��Yyzrty�w��°w�¯�a
� + µ

iºwJ�tf����tfM�!y|psf>xznJÑ�yzrPe4f>���$pTrtb$�Sr\¯ÅwJ�\fu Jfu�­n,�!x|��}$psf ���
�
�@�\w�¯
A
w�¯ErtbYf�¯Åw��­e

Q1(x1), . . . , Qn(xn) ⇒ Q(f(x1, . . . , xn))JcK
E

6 c
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Q � Qi

Ñ
6 y²¯ c y|p�fue4�qr�n�Ñof>y²r­bYfu� Q1, . . . , Qn, Q ∈ P0

w��
Q
y|p���rtfMp�rc�Y�­f>�qy|�u��rtf������2�Srce4wJp�rcw���f�w�¯
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a
v$fjr­bYf8e1��½oy�e1��x*���­yzr�n
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⇒ q1 q1, [ q2, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ] ⇒ [ q ]
R

[ q2, . . . , qk, P1(s1), . . . , Pm(sm) ] ⇒ [ q ]

�Vw�rtfjrtb���r�rtbYf �uw����uxz}$psy�w���y�pcy����qf>f>�³pte4��xzx�fu�cr­b����2rtb�f¢�Y�tf>e4y�ptf1� �
����vEf>�u��}�ptf
m1(

�
�
) = ∞

µ

εsplit(
�
+)

E8rtbYf
ε
ÆÇpt�Yxzyzrsr­yz��¤2w�¯Áps}$��b¾�!x|��}$psfMp��­f!r­}Y�t�$p8���!x|��}�ptf�w�¯\r�no�Ef������­�j�����·���!x|��}�ptf,w�¯\r�no�$f³���

+
�jpte1��x�xzf>��r­b����

rtbYf¢���tf>e�y|ptf4�
B
y�p����

ε
ÆñvYx�wo��ÄY�6E

q1, . . . , qk, B, Q1(`1), . . . , Qn(`n) ⇒ Q(r)
εsplit

B ⇒ qB q1, . . . , qk, qB , Q1(`1), . . . , Qn(`n) ⇒ Q(r)
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εsplit(
�
+)

E+r­bYf
ε
ÆÇpt�Yxzyzrsr­yz��¤jw�¯<���ux���}�psfcw�¯$r�no�Ef����

+
���tfurt}Y�­��pT���!x|��}$psfcw�¯$r�no�$f �����­�������,�¢�ux���}�ptfÁw�¯$r�no�Ef ���

+
��pse1��x�x�fu�

rtb�����rtbYf¢�Y�­fue4y|psf1�
B
y�p����

ε
Æ:v�xzwq��ÄY�)E

q1, . . . , qk, B, Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q(s)
εsplit

B ⇒ qB q1, . . . , qk, qB , Q1(s1), . . . , Qn(sn) ⇒ Q(s)

εsplit(
�
+)

E
rtb�f
ε
ÆÇps��xzyzrsr­yz�Y¤�w�¯<�¢�ux���}�psfcw�¯�r�no�$f ���

+

�T�tfurt}Y�­��pT���!x|��}�ptfcw�¯Er�no�$f �����­�������4�j�ux���}�ptf�w�¯$r�no�Ef ���
+

��pse1��x�x�fu�
rtb�����rtbYf¢�Y�­fue4y|psf1�

B
y�p����

ε
Æ:v�xzwq��ÄY�)E

q1, . . . , qk, B, P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
εsplit

B ⇒ qB q1, . . . , qk, qB , P1(s1), . . . , Pm(sm) ⇒ [ q ]
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