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�k����lÄ²³����yqi~m	´�mO�¬�x��}¬y�v ®km����Ë½����k�dy�i~m

L2(Ω)
�~����l ²³���{yqi~m	�~��mOw�wz�k�qmRÀ oñ�

txmO�¾y�}¬�R�Á�Êª�mK��m��M���qy�wq��l.mÈ�T�~l.m���}��O���Åm�Ìx�@mO�q}�l.m��Hy�w1yqik��y{�����x®k��lÄ���~�{���~�k�q�·Ìx}�l.��yq}���� �qmDwz�k�¯y�w�À
 �}��k������v�½~wq��l.l.m0�����k���¬�@�x}¬�k�{��m�l#���q¹xwJ����m0l.�R�xm0}¬��tTmD�¾y�}¬�R�	�@À

: ; !	� �µ�	�����Ä��
����������9������!	"#�

 �}���wzyO½�ª�mÊ�~�qmDwzmO�Hy{y�i~mÊ�~����|~��m�l)��²0}¬�HyqmO�qmDw�yDÀ  Çm�y
Ω
|Mm�� |@�R�~�k�xmD�Â���Mm��»wq�~|kwqm�y#��²

R
2 ½

f ∈
[L2(Ω)]2

½
σ
�/�@�Hwz}¬yq}�´�m{��mO�����T�~l6|Mm��#º³y�vH�k}��O�����¬vR½

σ ≈ 1
∆t

ª�i~m���m
∆t
}�w°yqikm�y�}¬l.m.w�y�m�� }¬� �Èy�}¬l.m

�~}�w�����m�y�}¬D�&yq}����K�~�q�x��mO�x�~��mD¼�½H���k�
a : Ω → R

2 ��´�mO��yq�R�q}����k²³�~�k�¾y�}¬�R�/wq�k��iÈy�ik�&y ∇· a = 0
}��

Ω
º³yqi~}�w

²³�k�k�¾y�}¬�R�
a
l#�·v�|@m#}��Hyqm����~��m�y�mO�d��w0y�i~m#´�mO�¬�x��}¯y�vÊ®@m����d}¬� yqikmÈ�~��m�´T}¬�R�kw°yq}�l.mKwzyqm��M¼¾À/hJikm��Ç½����~�

� � ü�<>=#?Dözø
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�Rm��~mO�����¬}��mD�	p°wqm�mO�/mD�R�@�&yq}����	��mO���kw����������
(u, p) ∈ [H1

0 (Ω)]2 × L2
0(Ω) � �"!$#&%'#)(*%

σu − ν∆u + a· ∇u + ∇p = f in Ω ,

∇·u = 0 in Ω ,

u = 0 on ∂Ω ,

º��D¼

ª�ikm���m
L2

0(Ω)
def
= {q ∈ L2(Ω) : (q, 1)Ω = 0}

½ ���@�
(·, · )D

�xm��~��yqmDw6y�i~m
L2 }¬�k�~m��.�~���x�x�k�¾y.}��

L2(D)
º³�R��}��

L2(D)2, L2(D)2×2 ½~ª�i~mO�/�~mD��mDwqw�����v~¼¾À © ��wz�@½x|Tv ‖· ‖l,D
���k�

|· |l,D
ª�m°ª�}����Æ�xm��k��yqm

y�i~m
H l(D)

�~����l����k�µwzm�l.}��~����lµ½T�qmDwz�MmO��yq}�´�m���v�½xª�}¬yqi	y�i~m��kwq�k���Ç�����T´�mO�Ry�}¬�R�
H0(D)=L2(D)

À
 k�q�Rl �k�&ª �R�Ç½���m�y/�@w/wq�~�~�M�RwqmÊyqi@�&y

Ω
}�w	�¿�@�R�¬vT�R���k���±�x��l#��}¬�»}��

R
2 ½±���k�Â��m�y Th

|Mm��
y��q}����k���~���&y�}¬�R�K��²

Ω
�����@w�y�}¯y��xyqmD�µ|HvÈyq��}����~����mOw�ºÝ�����H�k���~�q}�����yqmO������w�¼;ª�ik}���iÊ����m�wzi@���Mm��qmO���~�����DÀ  Çm�y

hK
|@m�y�i~m6�@wz�k���ÆmO�¬mOl{mO�HyÉ�x}���l.m�y�m��D½@���@�Ê�xm��~��yqm

h
def
= max{hK : K ∈ Th}

À,+ m�wq�~�~�M�Rwqm0²³����l
�k�&ª �R�Êyqi@�&y

h ≤ 1
À°¶��&ª�½@²³���

k ≥ 1
½Y�¬m�y

Vk
|Mm1y�i~m.wz�k�R��m1��² �~}�mO��m�ª�}�wzm1�M����vT�~��l.}�����²³�~�k��yq}����kw

�R}¬´Rm��/|Hv
Vk

def
=

{

v ∈ C0(Ω)/v
∣

∣

K
∈ Rk(K) , ∀K ∈ Th

}

.

-±m���m�½
Rk(K) = P k(K)

²³����yq��}����~���~�����6m���m�l.m��Hy�w{���@�
Rk(K) = {p ◦ F−1

K / p ∈ Qk(K̂)}
²³���

�H�k�R�x��}¬���&y�m������Tm���m�l.m��Hy�w�½Rª�i~m���m
FK
w�y����k�kw�²³���]y�i~m��kwq�k���xy������kwz²³����l.��yq}�����l.���~�~}��~�0yqikm��qm�²³m���m��k��m

mO�¬mOl.m��Hy
K̂
���Hyq�

K
À

pÉ�~��wzy���|~}��¬}��mD�K®@�~}¯y�m�m���m�l.m��Hy�l.m�y�i~�x�/��mO�R�~w �����.���
(uh, ph) ∈ Vh × Qh � �"!$#&%'#)(*%0/

B((uh, ph), (v, q)) = F(v,q) ∀ (v, q) ∈ Vh × Qh ,
ºF��¼

ª�ikm���m
Vh

def
= [Vk ∩ H1

0 (Ω)]2
���@�

Qh
def
= Vl ∩ L2

0(Ω)
½
k, l ≥ 1

½
B
���k�

F
���qm0��}�´�mO�K|Tv

B((uh, ph), (v, q))
def
= σ(uh,v)Ω + ν(∇uh,∇v)Ω + (a· ∇uh,v)Ω

− (ph,∇·v)Ω + (q,∇·uh)Ω +
∑

K∈Th

(∇·uh, δK ∇·v)K

−
∑

K∈Th

(σuh − ν∆uh + a · ∇uh + ∇ph, τK(σv − ν∆v − a· ∇v −∇q))K ,
ºÝ�R¼

F(v, q)
def
= (f ,v)Ω −

∑

K∈Th

(f , τK(σv − ν∆v − a· ∇v −∇q))K .
º³�H¼

-±m���m�½Ty�i~m1w�y���|~}���}¬D�&yq}����	�k������l{m�yqmO��w
τK
���k�

δK
���qm0�R}¬´Rm��	|Hv

τK
def
=

h2
K

σh2
Kξ(Pe1

K) +
4ν

mk
ξ(Pe2

K)
,

ºF��¼

δK
def
= λ |a(x)|p hK min{1, P e2

K} ,
º7%R¼

ì³ë��Çì ý
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ª�ikm���m
λ ≥ 0
½
p ∈ [1, +∞]

½~���k�

Pe1
K =

4ν

mkσh2
K

,
º ��¼

Pe2
K =

mk|a|phK

4ν
,

º71R¼

|a(x)|p
def
= (|a1|

p + |a2|
p)1/p ,

º7'R¼

mk = min{
1

3
, Ck} ,

ºz�O�R¼

Ckh2
K ‖∆v‖2

0,K ≤ ‖∇v‖2
0,K ∀ v ∈ Vk ,

ºz���D¼
ξ(λ) = max{λ, 1} .

ºz�D��¼
�/Î � ¦x¥������ �0�.�0�2 5��-, * 	:4� 0:2+4 3�;15=9 5�� 3 4�57* ,	� 3���3�
�014 0 � τK

�3 2�;@0+01, 2 <���80�2 4 0+.&;���;1< ; ;�9>0�)+* ,��
.80�, 213 4�57* ,*�>	�*-9=9>*�� 5=,��	� 0 ���$)�9>* 210�9�� 4��0:3�����<�
�01, 462���5�� 0�, 5=,	��� ��� � � � �0 9>0+3 2 4!� 2 �1< 3��@0 2"��3 ��3#
 0�4 0 �
δK

5 2 4��0H* , 0 	 ��*�
$�%�'&(� � � , 4��0H)@3 210 * 	 3)� 0�, 0 ��3-9 5�� 0+. � 4 **�0�2+� ��*8;�9>0'
-,
a = 0 . �(0 ��0+)@*�� 0 � 4��0
 014� *�.�	 ��*#
/���0� �"1 *���� 5=,&4��0 )@3 210 * 	 3��/< ��0 �?210@01,�0 �1< 3 4�57* , σ = 0 � �(0 ��0+)+*#� 0 � 4� 032 � 9 < 2#4 	�*����


H<"9>3-4657*-,�	 �@*#
5�%��&�� � 5=4��3 2 4 38;�5=9 5���3-4657*-,6� 3���3�
�014 0 � � "57)  2�3-465 287?0 2 τFF ≤ τK ≤ 2τFF
� � �0 ��0

τFF
.�01,/*-4 0�2 4� 0 2 4 3�;15=9 5�� 3 4�57* ,9��3 ��3#
 0�4 0 ��� ��*0��* 210@. 5=,	�%�'&(� �:�-5�� 0�,�;��

τFF
def
=

hK

2|a(x)|p
min{1, P e2

K} .

�/Î � ¦x¥��<; � ,=�%��>?� � 4� 0 *�� 4��*@�8*-,/3-9 2+< ;�21)+3 9>0�2 3@�A� ��* 3�) ��(3 2 3@�A�/9 570+.$4 *�3 ��019>3 4 0+.B� ��*8;�9>0'
 )+* ,��
4 3 5=,C5=,C� 3 � *�� 57*-9 5 2$4 0 ��
 2 3 ,/. 3 � 0 ��* 4� *��@.�0 �$4 0 ��
 � � �0 ��0�2 <"9 465=,�� 	�* ��
 <"9>3-4657*-, 5=,�� *-9�� 0�2 2 4 3��
;15=9 5�� 3 4�57* ,	� 3���3�
�014 0 �+2 � 5=4� 	 �@0@0�)+* , 2 4 3-, 462 4 * ;+0:210�4 � � �0B� 0 ��	�* ��
�3-,/)+0 * 	 4� 0)
 014� *�.&.�0D��01,/. 2
*-,� *�� 4��0�2�0H)+* , 2+4 3 ,C472 3��@0 ) �* 2�01, �

EGF H IKJML/NAO�P:QSR T?RDO�UWV�X9O�JBLZY$L[O\JBV�]
hJik�q�R�~��i~�R�xy������Byqi~}�w1wqmO�¾y�}¬�R�»ºÝ���@��y�i~m.²³�����¬�&ª�}��~�µ���kmD¼¾½

C
ª�}����;�xm��~��yqmÈ�	�M�Rwq}¯y�}¬´Rm.�����kwzy����Hy0}��x¸

�~m��Mm��k�xmO�Hy0��²
h
ºÝ|~�xy�ª�i~�µl#�·v��xm��Mm��k������yqikm{�kiHvxwq}��O���B���Tm �È��}¬mO�Ry�w�¼�½Çª�i~�Hwzm{´&�����~m.l.�·vÊ´&���qv

ª�ikm��~mO´�m��J}¬y�}�w�ª��q}¬yzy�m��	}¬�	y�ª��.�~}./Ym���m��Hy��~������mOwOÀ
hJi~mÉ²³�������&ª�}¬�~���¬mOl.l.���~���&´T}��xmDw;y�i~m°�@�Hwz}¬yq}�´�m�¸Þ�xm�®k�~}¬yqmO�~mOw�w ��²Çyqikm0wzyq}�/Y�~mOw�w�l.��yq��}¯ÌÈ�Rwqwq�x��}��&yqmD�
ª�}¬yqiµ�R�~��l.m�yqik�T�ÇÀ
^ÅÎ � � ¦_;a`b��� �0 ��0 0@c85 2 472:3 )+*-,�2 4 3-, 4 CΩ

� .�0D��01,/.-5=,C�!* ,C9�� * , Ω � 2 < ) '4� 3 4

B((v, q), (v, q)) ≥ CΩν ‖v‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

{

‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

,

	�* �:3 9=9 (v, q) ∈ Vh × Qh
�

� � ü�<>=#?Dözø
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� ¥ ÒÇÒ���À0¸  k�q�Rl yqi~m.�xm�®@�~}¯y�}¬�R�>��²
τK
���@�Êyqikm6²Ý�R�¾y°yqik��y

ξ(Pe1
K), ξ(Pe2

K) ≥ 1
½YªÅm{��|@wzmO�q´Rm

®@��wzyJyqik��y
τK ≤ τK

def
=

mkh2
K

mkσh2
K + 4ν

,

²³�R�������
K ∈ Th

À;¶��&ª�½x��m�y
(v, q) ∈ Vh × Qh

½xy�i~m��

B((v, q), (v, q)) ≥ σ ‖v‖2
0,Ω + ν ‖∇v‖2

0,Ω + (a· ∇v,v)Ω +
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

−
∑

K∈Th

{

τK [σ2 ‖v‖2
0,K − 2σν(v, ∆v)K + ν2 ‖∆v‖2

0,K ]

+ ‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K

}

.

¶±�&ª�½x}¬�Hy�m������&y�}¬�k��|TvÈ�k���zy�wJªÅm0�R|xy���}¬�
(a· ∇v,v)Ω = 0

½~���@�/ikm��k��m

B((v, q), (v, q)) ≥
∑

K∈Th

{

(σ − σ2τK) ‖v‖2
0,K + ν ‖∇v‖2

0,K + 2σντK (v, ∆v)K

− ν2τK ‖∆v‖2
0,K + ‖τ

1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

≥
∑

K∈Th

{

(σ − σ2τK) ‖v‖2
0,K + ν ‖∇v‖2

0,K − 2σντK ‖v‖0,K‖∆v‖0,K

−
ν2τKh−2

K

Ck
‖∇v‖2

0,K + ‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

≥
∑

K∈Th

{

(σ − σ2τK) ‖v‖2
0,K +

(

ν −
ν2τKh−2

K

Ck

)

‖∇v‖2
0,K −

σντK

γ
‖v‖2

0,K

− γσντK ‖∆v‖2
0,K + ‖τ

1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

≥
∑

K∈Th

{(

σ − σ2τK −
σντK

γ

)

‖v‖2
0,K

+

(

ν −
ν2τKh−2

K

Ck
−

γσντKh−2
K

Ck

)

‖∇v‖2
0,K

+ ‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

ì³ë��Çì ý
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≥
∑

K∈Th

{(

σ −
σ2mkh2

K

mkσh2
K + 4ν

−
σνmkh2

K

γ(mkσh2
K + 4ν)

)

‖v‖2
0,K

+

(

ν −
mkν2

Ck(mkσh2
K + 4ν)

−
mkγσν

Ck(mkσh2
K + 4ν)

)

‖∇v‖2
0,K

+ ‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

≥
∑

K∈Th

{

σν(4γ − mkh2
K)

γ(mkσh2
K + 4ν)

‖v‖2
0,K +

3ν2 + σν(mkh2
K − γ)

mkσh2
K + 4ν

‖∇v‖2
0,K

+ ‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

}

,

���k�/}¯y±wq� �È��mDw�yq�{y���¹�m
γ =

mkh2

K

4

���k�	���~�k�¬vÈ�B�R}¬�k�O���@��� w�}¬�~mD�H�k����}¯y�vÈyq�#���Rl{�k�¬m�yqm0yqikm��~�q�T��²�À
�¶±�&ª�½k}��Ê�����xm���y��#�~���&´�m����k��l#��}��	��mOwq�~�¬y±}���w�y���|~}��¬}¬y�v�½@�k��l.mO�¬v/yqi~m6}¬�x² ¸ñwq�~�����R�k�x}¬yq}����µ²³���
B
½

ª�m��xm�®@�~m0yqi~m0²³�R�¬���&ª�}��~��l.mDwzix¸ñ�xmO�@mO�k�xm��Hy��~�R�ql �

|||(v, q)|||h
def
=

{

‖v‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

]

+ ‖q‖2
0,Ω

}1/2

,

ºz�O�R¼
²³�R�������

(v, q) ∈ Vh × Qh
À

+ m��~�&ªswzy���yqm0y�i~m0l.��}¬�Êwzy���|~}¬��}¬y�vÈ�qmDwz�k�¯yDÀ
��� ÎTÒ ¥ Î � ;a` ; � �0 ��0H0?c85 2 462 3&)+* ,�2 4 3 ,C4 β = β(σ, a, ν) �?5=,/.�0D� 0�, .�01, 4 * 	 h � 2 < ) '4� 3 4

sup
θ 6=(w,t)∈Vh×Qh

B((u, p), (w, t))

|||(w, t)|||h
≥ β |||(u, p)|||h ,

	�* �:3 9=9 (u, p) ∈ Vh × Qh
�

� ¥ ÒÇÒ���À�¸� Çm�y
(u, p) ∈ Vh × Qh

À�tT}��k��m
p ∈ L2

0(Ω)
½Ëyqi~mO�qm{m�Ìx}�w�y�w

v ∈ [H1
0 (Ω)]2

wq�k��i�y�ik�&y
∇·v = −p

}¬�
Ω
���k�

‖v‖1,Ω ≤ C ‖p‖0,Ω
À�¶±�&ª�½Ë�¬m�y

vh
|@m{yqikm��Å����l.mO�Ry�}��Hyqm����M�����&yqm���²

v
ºF�¾²�À

�����T½>'��³¼¾½~ª�i~}���iÊwq��yq}�w�®@mOw

‖v − vh‖0,K ≤ C hK ‖v‖1,V (K) ,
ºz���H¼

‖vh‖1,Ω ≤ C ‖v‖1,Ω ,
ºz�D��¼

ª�ikm���m
V (K)
}�wÉy�i~m#wzm�y°��² m���m�l.m��Hy�wÉ}��

Th
ª�i~�	wqik���qm{�&y0�¬mD��wzy°�R�~m��k�T�~m�ª�}¬yqi

K
À1¶±�&ª�½Çwz}��k��m

v
���k�

vh
´&���~}�wziÂ�R�

∂Ω
���k�

Qh ⊆ C0(Ω)
½Åª�m������Ã}��HyqmO�����&yqmµ|Tv �k���zy�w�½��kwqmµyqi~mµ²Ý�R�¾y#y�ik�&y

� � ü�<>=#?Dözø
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∇·v = −p
½~���@�/�R|xy���}¬�

B((u, p), (vh, 0)) = σ (u,vh)Ω + ν (∇u,∇vh)Ω + (a· ∇u,vh)Ω

− (p,∇·vh)Ω +
∑

K∈Th

(∇·u, δK∇·vh)K

−
∑

K∈Th

(σu − ν∆u + a· ∇u + ∇p, τK(σvh − ν∆vh − a· ∇vh))K

= σ (u,vh)Ω + ν (∇u,∇vh)Ω + (a· ∇u,v)Ω − (a· ∇u,v − vh)Ω

−
∑

K∈Th

(∇p,v − vh)K + ‖p‖2
0,Ω +

∑

K∈Th

(∇·u, δK∇·vh)K

−
∑

K∈Th

(σu − ν∆u + a· ∇u + ∇p, τK(σvh − ν∆vh − a· ∇vh))K .

-±m��k��m�½~�@wz}��~� �����k��iTvH¸�tx��iTª����zy�����~m0�Rm�y�w

B((u, p), (vh, 0)) ≥− σ ‖u‖0,Ω‖vh‖0,Ω − ν |u|1,Ω|vh|1,Ω − ‖a· ∇u‖0,Ω‖v‖0,Ω

−
∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖0,K‖τ

−1/2
K (v − vh)‖0,K + ‖p‖2

0,Ω

−
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·u‖0,K‖δ

1/2
K ∇·vh‖0,K

−
∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (σu − ν∆u + a· ∇u + ∇p)‖0,K

· ‖τ
1/2
K (σvh − ν∆vh − a· ∇vh)‖0,K .

ºz�&%R¼
¶±�&ª�½x}¬�µmD����i

K ∈ Th
½xªÅm�i@�·´�m

1

τK
=



























































4ν
mk

+ |a(x)|phK

h2
K

≤
C‖a‖∞,Ω

hK
if Pe1

K , P e2
K > 1 ,

8ν

mkh2
K

if Pe1
K > 1, P e2

K < 1 ,

σh2
K + |a(x)|phK

h2
K

≤ C
σhK + ‖a‖∞,Ω

hK
if Pe1

K < 1, P e2
K > 1 ,

σh2
K + 4ν

mk

h2
K

≤ 2σ if Pe1
K , P e2

K < 1 ,

.
ºz����¼

ì³ë��Çì ý
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hJiT�kwO½T�xm��~��yq}��~�1�Rm��~mO�q}������¬��v6|Tv 1
τ∗

K

yqi~mÉ�q}���iHy ik���k�#wq}��xmÉ��²;º�����¼�½H���k�È���k�~�¬vT}��~�Kºz���R¼;ªÅm±���q��}�´�m��&y

B((u, p), (vh, 0)) ≥ −σ ‖u‖0,Ω‖vh‖0,Ω − ν |u|1,Ω|vh|1,Ω − ‖a· ∇u‖0,Ω‖v‖0,Ω

− C
∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖0,K

hK
√

τ∗
K

‖v‖1,V (K) + ‖p‖2
0,Ω

−
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·u‖0,K‖δ

1/2
K ∇·vh‖0,K

−
∑

K∈Th

[

σ τK
1/2‖u‖0,Ω + ν τK

1/2 ‖∆u‖0,Ω + ‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖0,K

]

·
[

σ τK
1/2‖vh‖0,Ω + ν τK

1/2 ‖∆vh‖0,Ω + τK
1/2‖a· ∇vh‖0,K

]

≥ −C
{

σ ‖u‖2
0,Ω + ν |u|21,Ω + ‖a· ∇u‖2

0,Ω

+
∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K +
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

}1/2

·

{

σ ‖vh‖
2
0,Ω + ν |vh|

2
1,Ω + ‖v‖2

0,Ω +
∑

K∈Th

h2
K

τ∗
K

‖v‖2
1,V (K)

+
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·vh‖

2
0,K

}1/2

+ ‖p‖2
0,Ω

− C

{

∑

K∈Th

[

σ2 τK‖u‖2
0,Ω + ν2 τK ‖∆u‖2

0,Ω + ‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K

]

}1/2

·

{

∑

K∈Th

[

σ2 τK‖vh‖
2
0,Ω + ν2 τK ‖∆vh‖

2
0,Ω + τK‖a· ∇vh‖

2
0,K

]

}1/2

.

¶±�&ª�½T²³�q�Rl+}��H´Rm���wzm°}��~mO�H�k���¬}¬y�v>º��R�O¼J�#wq}¬l.�~��m�����l.�~�~y��&y�}¬�R�	wqi~�&ª�w�y�ik�&y

ν2τK ‖∆w‖2
0,K ≤ ν |w|21,K ∀w ∈ Vh ,

ºz�&1R¼

� � ü�<>=#?Dözø
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���k�1ikm��k��m�½·²³����l yqikmJ�~m�®k�~}¬yq}�������²
δK
���k�

τ∗
K

½·yqikmÅ²Ý�R�¾y�yqik��y
στK ≤ 1

½����@�
‖vh‖1,Ω ≤ C ‖v‖1,Ω

½
}��~mD�R�@����}¯y�vK��|@�&´RmÉ|MmO����l.mOw

B((u, p), (vh, 0)) ≥ −C
{

σ ‖u‖2
0,Ω + ν |u|21,Ω + ‖a‖2

∞,Ω|u|
2
1,Ω

+
∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K +
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

}1/2

·
{

σ ‖vh‖
2
0,Ω + ν |vh|

2
1,Ω + ‖v‖2

0,Ω

+ max{
8ν

mk
, ‖a‖∞,Ωh, σh2} ‖v‖2

1,Ω + λ‖a‖∞,Ωh |vh|
2
1,Ω

}1/2

+ ‖p‖2
0,Ω

− C

{

∑

K∈Th

[

σ ‖u‖2
0,K + ν |u|21,K + ‖τ

1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K

]

}1/2

·

{

∑

K∈Th

[

σ ‖vh‖
2
0,K + ν |vh|

2
1,K + ‖a‖2

∞,KτK |vh|
2
1,K

]

}1/2

≥ −C∗

{

‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

]

}1/2

· ‖v‖1,Ω

+ ‖p‖2
0,Ω

− C∗∗

{

‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K

}1/2

· ‖v‖1,Ω ,

ª�ikm���m
C∗
���k�

C∗∗
����mÉ�M�Rwq}¯y�}¬´Rm������@w�y����Hy�w��xmO�@mO�k�x}��~�#���

σ
½
ν
½
λ
���k�

‖a‖∞,Ω
À

¶±�&ª�½T���~�~��vT}¬�~�6yqi~m°²Ý�R�¾y�yqik��y
‖v‖1,Ω ≤ C ‖p‖0,Ω

½~���k�È�kwz}��~��yqi~m°}��~mO�H�k���¬}¬y�v
ab ≤ 1

γ a2 + γb2}��µmO�R��iKm�Ìx�~��mOw�wq}¬�R�K}��H´R����´T}¬�~�.�.�~���x�x�k�¾y���²��~�R�ql#wJ��|M�&´�mR½xªÅm0�R|xy���}¬�

B((u, p), (vh, 0)) ≥ −
C∗

γ1

{

‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

]

}

−
C∗∗

γ2

{

‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K

]

}

+ (1 − C∗γ1 − C∗∗γ2) ‖p‖
2
0,Ω

≥ −C∗∗

{

‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

]

}

+ C∗ ‖p‖2
0,Ω ,

ºz�&'R¼

ì³ë��Çì ý
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ª�ikm���m
C∗ ���k� C∗∗ ����m6�M�Rwq}¬yq}�´�m.�����@w�y����Hy�wO½Y}¬�k�~m��Mm��k�xmO�Hy0��² h ½Ë}¯² γ1

���k�
γ2
����m���i~�HwzmO�>wzl#���¬�

mO�~���k��iÇÀ
oñ�¿y�i~}�w�²³����lµ½�}¬²�ª�mKwzm�y

(z, q)
def
= (u + γvh, p) , γ > 0

½BªÅm#i@�·´�m#|Tv>y�i~mK|k}¬��}¬�kmO����}¬y�v>��²
B
½

 Æm�l.l#�#�xÀ��0���k� º��&'R¼Åyqik��y

B((u, p), (z, q)) = B((u, p), (u, p)) + γ B((u, p), (vh, 0))

≥ CΩν ‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

]

− γC∗∗

{

‖u‖2
1,Ω +

∑

K∈Th

[

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K

]

}

+ γ C∗ ‖p‖2
0,Ω

≥ C |||(u, p)|||
2
h ,

ºb���R¼
ª�ikm���m

C > 0
}�wJ}¬�@�xm��Mm��k�~m��Hy±��²

h
}¬²

γ
}�w���i~�Rwqm��	wzl#���¬�ËmO�~���~�RiÇÀ

 �}��k�����¬vR½~�kwq}¬�k��y�ik�&y
h ≤ 1
���k�

‖v‖1,Ω ≤ C ‖p‖0,Ω
½~ª�m°�R|xy���}¬�

|||(z, q)|||2h ≤ 2 ‖u‖2
1,Ω + 2

∑

K∈Th

‖τ
1/2
K (a· ∇u + ∇p)‖2

0,K + 2
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·u‖2

0,K + ‖p‖2
0,Ω

+ 2γ2

[

‖vh‖
2
1,Ω +

∑

K∈Th

τK
1/2‖a· ∇vh‖

2
0,K +

∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇·vh‖

2
0,K

]

≤ C |||(u, p)|||
2
h ,

ª�ik}���iÇ½Ty����Rm�yqikm���ª�}¬yqi¿ºF����¼¾½x®@�~}�wqi	yqi~m��k�q�T��²�À
�

EGF�E ����� V ����� P:T%UMNCR?N
 Æm�y

k, l
|@m;}��HyqmO��m���wYª�}¬yqi

k, l ≥ 1
À + m]�kwqm]yqikm  Æ���R�����~��m�}��Ry�m����@�R����yq}����0���Mm����&y����

I
k
h : (C0(Ω))2 →

[Vk]2
½kª�m1�xm��k��yqm

ũh
def
= I

k
h(u)
½M�xm�®@�~m�yqikm�}¬�HyqmO�q�M�����&y�}¬�R�/mO�q�����

ηu def
= u − ũh

½@���@�/ª�m0ik�·´�m#ºF�¾²�À
� 1��³¼

|ηu|m,K ≤ Chs−m
K |u|s,K ,

ºb�x�D¼
}¬²

u ∈ Hs(K)2
²³���°�����

K ∈ Th
½Yª�}¬yqi

0 ≤ m ≤ 2
���@�

max{m, 2} ≤ s ≤ k + 1
ÀÉ¶±�&ª�½@²³�R�±y�i~m

�k�qmDwqwq�~��m±ª�mÉ�xm�®k�~m
p̃h
��wÅ|Mm�}��~�{yqi~m �Å�>�Ol.m��Hy�}¬�HyqmO�q�M�����&y�m±��²

p
À AÉm��~��yq}��~�{�~�&ª»|Tv

ηp def
= p− ph

½
ª�ikm���m

ph
def
= p̃h −

1

|Ω|
(p̃h, 1)Ω ∈ L2

0(Ω) ,

ª�m0ik�·´�m.ºÝ��²�À$�����&�³¼

‖ηp‖0,Ω ≤ Cht ‖p‖t,Ω ,
ºb����¼

|ηp|1,K ≤ Cht−1 ‖p‖t,V (K) ,
ºb���R¼

� � ü�<>=#?Dözø
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}¬²
p ∈ Ht(Ω)

½~ª�}¬yqi
1 ≤ t ≤ l + 1

À
hJi~m�l#��}¬�	�qmDwz�k�¯y±�����k��m����~}¬�k�{���~�~���·ÌT}�l#�&y�}¬�R�È}�w��~�&ªswzy���yqmO�ÇÀ

��� ÎTÒ ¥ Î � ;a`���� 0�4�< 2(2+<�A��* 210 4� 3 4�4��0?21*-9 <"4657*-, (u, p) * 	B,%� . ;+019>* ,�� 2?4 * (Hk+1(Ω)∩H1
0 (Ω))2×

(H l(Ω)∩L2
0(Ω))

� �  0�, � 4��0 ��0 0?c85 2 462 C > 0 � 5=, .�0D��01,/.80�,C4 * 	 h �	2 < )  4��3-4B4� 0 0 �#��* � (eu, ep)
def
=

(u − uh, p − ph) 213-465 287 0�2

|||(eu, ep)|||h ≤ C
[

hk |u|k+1,Ω + hl ‖p‖l,Ω

]

.

� ¥ ÒÇÒ���ÀB¸  Æm�y
e
u

h
def
= uh − ũh

���k�
ep

h

def
= ph − ph

À  k�q�Rl yqi~m0�~���T��²Æ��²��~��m�´T}����kw yqi~mO����m�lµ½TªÅm
wqm�m°y�ik�&y�y�i~m1wz�k�~�~��m�l6�kl+}�w���yzy���}��~mO�Ë½@���k�Kyqi~mO�	yqi~mO�qm�m�ÌT}�wzy�w

(v, q) ∈ Vh × Qh
wz�k��i/yqi@�&y

|||(v, q)|||h ≤ C ,

���k�
β |||(eu

h , ep
h)|||h ≤ B((eu

h , ep
h), (v, q)) .

4Éwz}��~�{yqikm1�����@wz}�w�y�m��k��vÈ��²�yqi~m�l.m�yqi~�x�	ªÅm0�R|xy���}¬�

B((eu

h , ep
h), (v, q)) = B((ηu, ηp), (v, q)) .

ºF���H¼
¶±�&ª�½T²³���Jy�i~m��q}���iHy�ik���k�/wq}��xm���²JºF�&�H¼�ªÅm�ik�·´RmÉ|TvÈ�@wz}��~�Ètx��iTª����zy��� w�}¬�~mD�H�k����}¯y�vKªÅm0��|~y���}��

B((ηu, ηp), (v, q)) = σ(ηu,v)Ω + ν(∇ηu,∇v)Ω + (a· ∇ηu,v)Ω

− (ηp,∇·v)Ω + (q,∇· ηu)Ω +
∑

K∈Th

(∇· ηu, δK∇·v)K

−
∑

K∈Th

(σηu − ν∆ηu + a· ∇ηu + ∇ηp, τK(σv − ν∆v − a· ∇v −∇q))K

≤

{

∑

K∈Th

σ ‖ηu‖2
0,K + ν |ηu|21,K + ‖a· ∇ηu‖2

0,K + ‖ηp‖2
0,K + ‖∇· ηu‖2

0,K

+ ‖δ
1/2
K ∇· ηu‖2

0,K + ‖τ
1/2
K (σηu − ν∆ηu + a· ∇ηu + ∇ηp)‖2

0,K

}
1

2

·

{

∑

K∈Th

σ ‖v‖2
0,K + ν |v|21,K + ‖v‖2

0,K + ‖∇·v‖2
0,K + ‖q‖2

0,K

+ ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K + ‖τ
1/2
K (σv − ν∆v − a· ∇v −∇q)‖2

0,K

}
1

2

.

ì³ë��Çì ý
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¶±�&ª�½&���~�~��vT}¬�k�É}��~mO�H�k���¬}¬y�v#º��(1�¼Ë²³�R�Æy�i~m
−ν2τK‖∆v‖2

0,K

yqm���l«���@�
στK ≤ 1

½&�k�qmO´H}����@wÇ}��~mO�H�k���¬}¬y�v
|MmO����l.mOw

B((ηu, ηp), (v, q)) ≤ C

{

∑

K∈Th

σ ‖ηu‖2
0,K + ν |ηu|21,K + ‖a· ∇ηu‖2

0,K + ‖ηp‖2
0,K + ‖∇· ηu‖2

0,K

+ ‖δ
1/2
K ∇· ηu‖2

0,K + σ2τK ‖ηu‖2
0,K + ν2τK‖∆ηu‖2

0,K

+ τK‖a· ∇ηu‖2
0,K + τK‖∇ηp‖2

0,K

}
1

2

·

{

∑

K∈Th

(σ + 1) ‖v‖2
0,K + (ν + 1) |v|21,K + ‖q‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

+ σ ‖v‖2
0,K + ν |v|21,K + ‖τ

1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K

}
1

2

≤ C

{

max{σ, ν, ‖a‖2
∞,Ω, ‖a‖∞,Ωh,

1

ν
}

∑

K∈Th

[

‖ηu‖2
0,K + |ηu|21,K + ‖ηp‖2

0,K

+ h2
K‖∆ηu‖2

0,K + h2
K |ηp|21,K

]}
1

2

·

{

max{σ, ν, 1}
∑

K∈Th

[

‖v‖2
0,K + |v|21,K + ‖q‖2

0,K + ‖δ
1/2
K ∇·v‖2

0,K

+ ‖v‖2
0,K + |v|21,K + ‖τ

1/2
K (a· ∇v + ∇q)‖2

0,K

]}
1

2

.

¶±�&ª�½Jyqi~m�wzmD�����@��yqm���l }¬�»y�i~m��~���x�x�k��y/��|M�&´�mÊ}�w/wql#�����¬mO�#yqi@���
C |||(v, q)|||h

���k�Âi~mO�k��m>}¯y	}�w
|M���k�k�xmO� |Tv>�µ���R�kwzy����HyDÀ.hJikm���m�²³����m�½Ç���~�~��vT}¬�~�µ}��Hyqm����M�����&yq}�����}¬�kmO�H�k����}¬yq}�mOw#ºF�~�D¼�½ÅºF�R��¼0���@�Ãºb���R¼
ª�m������q}�´�m0�&y

B((ηu, ηp), (v, q)) ≤ C(σ, ν, a)

{

∑

K∈Th

[

‖ηu‖2
0,K + |ηu|21,K + h2

K‖∆ηu‖2
0,K

]

+‖ηp‖2
0,Ω + h2|ηp|21,Ω

}
1

2

≤ C (hk |u|k+1,Ω + hl ‖p‖l,Ω) .
ºb����¼

� � ü�<>=#?Dözø
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 �}��k������v�½~���k�~�¬vT}��~�{yq��}����~����m0}¬�kmO�H�k����}¬y�vK���k� ºF�R��¼Åª�m1�����q}�´�m°�&y

|||(eu, ep)|||h ≤ |||(eu

h , ep
h)|||h + |||(ηu, ηp)|||h

≤
C

β
(hk |u|k+1,Ω + hl ‖p‖l,Ω)

+

{

‖ηu‖2
1,Ω + ‖ηp‖2

0,Ω +
∑

K∈Th

‖δ
1/2
K ∇· ηu‖2

0,K + ‖τ
1/2
K (a· ∇ηu + ∇ηp)‖2

0,K

}
1

2

≤
C

β
(hk |u|k+1,Ω + hl ‖p‖l,Ω)

+ C

{

‖ηu‖2
1,Ω + ‖ηp‖2

0,Ω + ‖a‖∞,Ωh |ηu|21,Ω + ‖a‖2
∞,Ω

h2

ν
|ηu|21,Ω +

h2

ν
|ηp|21,Ω

}
1

2

≤
C

β
(hk |u|k+1,Ω + hl ‖p‖l,Ω) + C

{

‖ηu‖2
1,Ω + ‖ηp‖2

0,Ω + h2 |ηp|21,Ω

}
1

2 ,

���k��y�i~m��~���T��²~²³�R�¬���&ª�w�|Hv1���~�~��vT}¬�~�°}��Ry�m����@�R����yq}�����}¬�~mD�H�k����}¯y�}¬mDw�ºF�~�O¼¾½MºF����¼����k�	ºF���R¼Æ�R�k��m����R��}��ÇÀ
�

�/Î � ¦x¥�� � � 0 *�;�210 ��� 0?4��3 4�4��0 0�2 465�
 3 4 0 �-5�� 01, ;'� � ��0'��57*-< 2(4� 0+*���0'
 5�
M� 9 570�2?3 ,$0 �#��*�� 0 2 4�5�
�3-4 0
5=,&4��0 ,/3-46< �@3 9 , *���
 2 * 	

u
3 , . p �+, 4��0 H1(Ω)2 � ,/* ��
9	�*�� 4� 0 � 019>* )�5=4!��3-,/. 4��0 L2(Ω) � , *���
 	�*��

4��0"� ��0�2@2 < ��0 . ��4��3-4 3��@0 *@�/4�5�
 3 9�5=, *��@.�0 � 3-,/. ��0���<"9>3�� 5=4!� � � ,!,/0@c�4�210+)�4�57* , �(0"� 5=9=9 2  *�� 4� 3 4 4��0
0 �#��* �+2 3 ��0:,/* 4 4 * *=
H< )  3�� 0@)14 0@.�;�� 4��0G�8�� 2 57)@3-9B)+* 0�� )1570�,C472 �

�

� � -µ���J'B��:Å�6
 �	� 
��J'B����������*

+ m°�kwzm��RwÅ�x�Rl#��}��Èyqikm0w��H�k����m
(0, 1)× (0, 1)

½x���k�KªÅm0wqm�y
f
yq�{|@m�wq�k��i/�Rw y�i~m°m�Ì~����yJwq�����xyq}����/��²

�R�~���~����|~��m�l º��O¼�}�w���}�´�mO�K|Tv

u1(x1, x2) = −256 x2
1(x1 − 1)2x2(x2 − 1)(2x2 − 1) ,

u2(x1, x2) = −u1(x2, x1) ,

p(x1, x2) = 150 (x1 − 0.5)(x2 − 0.5) .

 �}���wzyO½Çª�m{�qmO�@�R�zyÉyqi~m#�x}�/M�@wz}�´�m#�x�Rl{}��k��yqmO�����Rwzm�ª�}¯y�i
σ = 1, ν = 1

½
a = (1, 1)

���k�
λ = 0
À

hJikm���mOwq�~�¬y�w0����m��xmO�~}��¾yqmD��}��6 �}����~��mOw��.���k� �T½Ë�kwq}¬�~�
P 1/P 1 ���k� Q1/Q1 ®k�~}¬yqm.mO�¬mOl{mO�Hy�wOÀ +�m��mO���&´�mO�Å�R�xyq}�l#���Ë�����xmO��w���²]���R�T´�m�����mO�k��m±²³����´Rm����T��}¯y�vÈ���k�	�~��mOw�wz�~��m�À

¶±m�ÌTyO½·ª�m]ik�·´�m;�����kwq}��~m���mO�±yqi~m;��mO�R�¾y�}¬�R�x¸Þ�����T´�mD�¾y�}¬�R�É�x�Rl{}��k��yqmO�0�O��wqm]ª�}¯y�i
σ = 102, ν = 10−3 ½

a = (1, 1)
���k�

λ = 0
���k�

λ = 0.5
À  �}¬�R�~��mOw��Èy���%	wzik�&ª�yqi~m#�����T´�mO�q�Rm��k��m1i~}�w�y�����v�½Ë���k�>yqikm�v

������m�mÊª�}¬yqigyqi~m�yqi~mO����m�y�}��O���±��mOwq�~�¬y�wOÀ + m �qmD���&´�mO�K���g���xy�}¬l#���°�����xmO�K��²6�����T´�mO�q�Rm��k��mµ²³���/yqi~m
�k�qmDwqwq�~��m�À -±�&ªÅmO´�mO�O½M�K�H�k��wq}¬¸b�R�xyq}�l#���

h3/2 �����xm��É��²Å�����T´�mO�q�Rm��k��m0}�w°��|@wzmO�q´RmO�/²³��� ‖u − uh‖0,Ω
À

hJik}�wÉªÅmO�¬��¹T�~�&ª��µ²Ý����yÉ}�� t"A" �� �µ¸Þ�¬}�¹�m{w�y���|~}���}¬OmO�Êl.m�y�i~�x�~w{ºÝ�¾²�À��Ø���T½��D�x½Y�R�(�b½Ëwq�@mD��}������¬vµ��m�²³mO��yq�
y�i~mÈ}��Hyq���T�~�k�¾y�}¬�R� }��9�Ø�����³¼0}�w���mO���&´Rm���mO��|Tv>���k�1l.m�yqik�T�ÇÀ�pÉ�dy�i~mÈ��yqi~mO�1ik���@�Ë½BªÅm#�~��yq}���m#y�ik�&y
y�i~m . 5���. 5�� yqmO�qlµ½ ∑

K∈Th
(∇ · u, δK∇ · v)K

½��~�HmDw0�~��y��~���&´T}��~m{�µwq}¬�R�~}¯®M�����Hy0}¬l.�~���&´�mOl.m��Hy°��²

ì³ë��Çì ý
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 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0.01  0.1

h

h2

h

‖u − uh‖0,Ω

‖u − uh‖1,Ω

‖p − ph‖0,Ω

���������
	���
P 1 ������� 	��
��	 ��� 	�������� � ���� σ = 1  ν = 1  a = (1, 1)  λ = 0

 1e−05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0.01  0.1

‖u − uh‖0,Ω

‖u − uh‖1,Ω

‖p − ph‖0,Ω

h

h

h2

���������
	"!�
Q1 ������� 	��
��	 ��� 	�������� � ���� σ = 1  ν = 1  a = (1, 1)  λ = 0

�
��	 ������� 	��
��	 ��� 	#�%$&�
	�')(*	 � $�����	 �,+ �����-�  � � ����	.��	0/���	0132*	423��1�1 ����� ����5�	�� ��� 1�� λ = 0
� �)� ���

����687 �9�%$&�
� ��� ��'

:;:=<&>�?A@CB�D
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 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0.01  0.1

‖u − uh‖0,Ω

‖u − uh‖1,Ω

‖p − ph‖0,Ω

h

h2

h3/2

h

����������	���
P 1 ����� � 	0����	 ��� 	 ���-��� � �
�� σ = 100  ν = 10−3  a = (1, 1)  λ = 0

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0.01  0.1

‖u − uh‖0,Ω

‖u − uh‖1,Ω

‖p − ph‖0,Ω

h

h2

h

h3/2

���������
	���
P 1 ������� 	��
��	 ��� 	 ���-� � � �
�  σ = 100  ν = 10−3  a = (1, 1)  λ = 0.5

� � 2  2*	"$�5�59��	C���*�
��	 � �
��59� ��+ �
��	"��	 � ��� �
� � ��� � �,+ ����	 	0��� � � � � �
��	 7 � �9��� � $�1 ��� 	�� � ��	 � �
�0'�� ��
���-� 7 ��� 7 � ��	  2*	�����	 $ � � � + � � 6 40× 40 6 	0���
	
= 3200 P 1/P 1 	01�	 6 	 � �
���  $ � 5#2*	 6 	C$������
	3����		0��� � �%�*� �.� 	01 �9� � � � $ � 5 7 ��	C�������
	�'

���:���
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 1e−05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0.01  0.1

‖u − uh‖0,Ω

‖u − uh‖1,Ω

‖p − ph‖0,Ω

h

h

h3/2

h2

�;��������	��9
Q1 ����� � 	0����	 ��� 	 ���-��� � �
�� σ = 100  ν = 10−3  a = (1, 1)  λ = 0

 1e−05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0.01  0.1

‖u − uh‖0,Ω

‖u − uh‖1,Ω

‖p − ph‖0,Ω

h

h

h3/2

h2

���������
	���
Q1 ����� � 	��
��	 ��� 	����-� � � �
�  σ = 100  ν = 10−3  a = (1, 1)  λ = 0.5

�����
���  2*	���� ν = 10−3 $ � 5 a = (1, 1)
$ � 5 6 $	��	 σ

��� � 2"' � ��	"�
	0����1��
� $���	"��� � 2 � � � ��$	
�1�	
�  23��	0��	32 	3��	0	 ����$,� ����	 � 	�1 �9� ��� � 	��
� � � ��	 6 $�� � ��
 � � � 59	C5 23����1�	 σ

��� � 2 ��$ � 5 ����$,� ����	 7 ��	C�������
	
	0��� � � 7 �
	0��	 � �
�3$�� ��� 5�
 	0��$ � � � � 	 � 	 � + � � � 	0���#1-$,�
��	 � $,1���	0� ��+ σ

'

:;:=<&>�?A@CB�D
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σ ‖u− uh‖0,Ω ‖u− uh‖1,Ω ‖p− ph‖0,Ω�kÀ¬�
5.5269× 10−3 �~À2�·�H�R�

9.9611× 10−2�
5.1536× 10−3 �~À2�&� ' �

9.5769× 10−2�D�
4.4729× 10−3 �~À2�&�R�R�

0.1079�D���
3.4800× 10−3 �~À2����� 1

0.1316
103 3.3633× 10−3 �~À2���&�T�

0.1427
104 3.3666× 10−3 �~À2�����R�

0.1443

h���|~��m.� �;n�m�ik�·´T}�������²�yqi~m  �}��~}¬yqm��;��m�l.m��Hy�mO�q�����Jª�i~mO�
σ
�����&ª�w

ν ‖u− uh‖0,Ω ‖u− uh‖1,Ω ‖p − ph‖0,Ω�
5.7078× 10−3 �kÀ �������

5.3583× 10−2�kÀ¬�
5.4621× 10−3 �kÀ ����� �

5.8640× 10−2�~À �~�
9.2784× 10−3 �kÀ �������

0.1095
10−3 3.4800× 10−3 �kÀ ����� 1

0.1316
10−4 2.6934× 10−3 �kÀ ��� � 1

0.1320
10−5 2.6781× 10−3 �kÀ ��� 1H�

0.1320
10−6 2.6774× 10−3 �kÀ ��� 1 %

0.1320

h���|~��m��*�]nÅmOik�·´T}¬�R�J��²Æy�i~m  �}¬�k}¯y�m��;�¬mOl.m��Hy±m���������ª�i~m��
ν
�xmO���qmD��wqmOw

a ‖u− uh‖0,Ω ‖u− uh‖1,Ω ‖p − ph‖0,ΩºÝ�~À���½ �~À��D¼
9.3554× 10−3 �~À2����� 1

0.1383º���½��D¼
3.4800× 10−3 �~À2����� 1

0.1316ºF�x½Ø��¼
2.8497× 10−3 �~À2���R���

0.1150ºz�O�~½��O�H¼
3.0116× 10−3 �~À2��� %~�

0.1108ºb���~½Ø���H¼
3.2770× 10−3 �~À2��� �·�

0.1190ºÝ�R�~½ �R�H¼
3.5450× 10−3 �~À2��� 1 '

0.1737

h���|~��m0� �;n�m�ik�·´T}�������²�yqi~m  �}��~}¯y�m��;��m�l.m��Hy�m��������Jª�i~m��
|a|
�R�q�&ª�w

¶±m�ÌTyO½]ª�m#®~Ì
σ = 100

���@�
a = (1, 1)

½B���@�¿l#��¹�m.y�i~mK´T}�wq���Rwq}¯y�v
ν
�xmD����mO��wqm�ÀÊhJi~m/�qmDwz�k�¯y�w

���qm{wzik�&ª���}¬�dh���|~��m.�x½Çª�i~m���m6ª�m.wzmOm6y�ik�&y�|M��yqi�m����q�R��wÉ����m��k��y�wz}��~���k}¯®@�O���Hyq��vÊ��/YmO��yqmO��|Tvµyqi~m
´T}�wq���Rwq}¯y�vRÀ

 �}��k�����¬vR½xªÅmÉ®~Ì
σ = 100

���k�
ν = 10−3 ½~���k�È��m�y |a| �����&ª�À + m0��|kwqm���´�mR½�}��	h���|k�¬m0�x½Tyqi@�&yJyqi~mmO�q������}��Ê´�mO�¬�x��}¯y�vÈ��m�l#��}¬�kw�|@�R�~�k�xmD�Ë½@ª�ik}¬��m�yqikm1m����q�R��}¬�Ê�k�qmDwqwq�~��m°��m�l#��}¬�kw�|@�R�~�k�xmD�	²³���±�È�H�~}¬yqm

��������m������~��m���²��¬�x�����B� �O���¬m�y1�H�kl6|Mm���w mk|a|hK

4ν

À.¶��~l.mO�q}�������m�Ìx�@mO�q}�m��k��mOw°|Mm�v��R�k�>yqik��y0�����k��m6��²
�(�O����m�yÉ�H�kl6|Mm���w�½@ik�·´�m1wqi~�&ª��	yqik��y±y�i~m1�~��mOw�wz�k�qm�mO�q�������R�q�&ª�wOÀÅhJi~}�w�}�w���mO�Rwz�R�k��|k�¬m�wq}¬�k��m�ªÅm�����m
���¬��mO�R�xvÈ�xmD����}¬�~�.ª�}¬yqiµ��m����&yq}�´�mO�¬v#ik}¬�Ri	��mOvT�~�����~wJ�T�~l6|Mm��DÀ
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oñ�>yqi~}�w°�k���Mm��°ª�m�ik�·´Rm1}��Ry��q�x�x�@��mO�����k�>���k���¬vT�mD���/�~m�ª«wzy���|~}¬��}��mO��®k�~}¬yqm{m���m�l.m��Hy0l.m�yqik�T��²³���
y�i~m	p°wqm�mO��� w1mO�H�k�&y�}¬�R�kw1�����Hy���}¬�~}��~���x�Rl.}¬�k��yq}��~����mO�R�¾yq}�����yqmO�ql#wOÀÊhJi~mÈl.m�y�i~�x�¿}�w6��|xy���}��~mO� |Tv
wq�~|xy����R�¾y�}¬�~�#�.l.mOwqiµ�xm��Mm��k�~m��Hy�yqmO�ql�yq�.y�i~m1w�y����k�k�����&%0���¬mO�q¹T}��K²³�R�ql��~����yq}����	ª�}¯y�i~���~yÉ���Rl{�k�q��¸
l.}�wz}��~�{�����@wz}�w�y�m��k��v�À]hJi~m0w�y���|~}���}¬D�&yq}����K�k������l.m�y�m��Å}�wJwq�~���RmOwzyqmO�È|Hv#|k�~|~|~��m°�����k�~m��kw��&y�}¬�R�K���k�K}¯y
}�w°����l.�~��m�y�m���v��xm�y�m���l.}¬�~mD�µ²³����l yqikm{�~��y��K��²;y�i~m��k�q�R|~�¬mOlµÀ°hJi~m{m��������±mDw�y�}¬l#��yqmOwÉ�~���&´T}��xm6���xy�}¯¸
l#���k���R�H´Rm�����mO�k��mJ���&yqmJ²³�R�;´�mO�¬�x��}¯y�v{���k�{�~��mOw�wz�k�qm�}��#}¯y�w;�k��yq�~�����x�k����l.wOÀBhJi~m���m��M���qyqmO�{�T�~l.m���}������
m�Ìx�@mO�q}�l.m��Hy�w0���R�x®k��l yqi~m#���~�~���·ÌT}�l#�&y�}¬�R���qmDwz�k�¯y�w°���k���M��}��Hy����xy0yqi@�&y°yqi~m.�Mm��q²³����l.���k��m{��²Åyqi~m
l.m�yqi~�x�	}�wJ�k��y±�x����l#�&y�}��O�����¬vÈ� /MmD�¾y�mO�	|Tv#yqi~m��kiHvxwq}��O���Ë���Tm �#��}¬mO�Hy�wOÀ

� :��#�	"�2+
����	71����������*

 �}���wzy°���xyqik���°ª��Rw��k���zy�}����¬��vÊwz�~�k�@�R�zy�mO�Ê|TvÊ� © �JtToÞ¸Þ�~m�y0�;�����R����l �x�k�q}��~�Kik}�wÉ´T}�wq}¯y°yq�Kyqi~m.�Ê�x�T¸
mO�¬}��~�#���@�	tx��}¬mO�Hyq}¬®@���Å��l.�~�xy�}¬�k���Åi@��}�����²Æy�i~m��;�  B �ºbtTª�}¬yq�mO�q�����@�k¼Å}¬�  ~mO|~���k����vK���R���~À]tTmD�����@�
���xyqik��������¹T�~�&ª���mO�x�RmOwÉwz�~�k�@�R�zy0|Tvµyqi~mÈtTª�}�wqw�¶É�&y�}¬�R�k���;tx��}¬mO�k��m� ~�R�~�k�~��yq}����ÂºÝ���R�Hyq�����¾y°�T�~l6|Mm��
���&¸ %R�~���O�kÀ �k�D¼B�x�k�q}��~�.i~}�w��B�Rwzyz¸ A±�x�¾y��������Y�M�Rwq}¯y�}¬�R�	��y�y�i~m��;�  B À

8 ��$&�J'B���/:���*

�¬� ���ÉÀBnJ��}��x����i~}b½, ÅÀBn��qmO�O}F½]���@�  ;À ��À, k�����k���kÀ��±}��zy��k���Å|~�~|~|~��mOw{���@� %0����m���¹T}¬�x¸Þ��mO��wzyz¸ñw��R�@����mOw
y�vT�Mm�l.m�yqik�T�kw1º6%0�kÀ  ;ÀktYÀØ¼¾À � *�
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