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��x�| � ¢z�����n� � � � �¸ ����ÄÃW�����¸��¢,��¹ Á\� ��| � {4����|� ����¸|%����¢#xz����xz�Ä�#��� � �z 0��� � |��2�������¸������  � �W���������z|%��¿t~½¢ NC[a[�§z«
� ¿z} � ����| � � ¦�� �z� � � ����|��2���4{4�^�z|��WÅ��QÆ�|�� Á �¸��|���xz| �z� �n� � �����¸�¸�½�2�z|�¢z���¸�½�2¹º��¢z 0������¢#��¹-��xz|�{N����|� %�z� �5�
{4�n�����n¢

r ∈ R3 �c� � Ó � �z����� � ¢F� �%Á!Á xz����|7 %�QÅ �5� � � ¢z %|7{ � � � �¸Æ �¸�����¸Å�|%¢ �c�,��xz|7�z�¸ÃW�z������¢ ��|%¢z��� �
? ¿ Õ �ÄÃa�z���¸��¢�w�|�¢z��� � ~½{ � ����¢z��� Õ w\~��N��xz|%¢ �z� �^�z�z %|�� � Å������z{4�¸ [�¸{ � ��|[ ���¢�� � ��¢z�¸¢���« � �#| �  ¡x
Å��QÆ�|��S« �

3 × 3
����{4{4|0� � ��  � �����¸���ÄÅ�|�»r�z| ¼ ¢��Ä��|���|%¢z��� � ¿7w\x�|�|%�����¸{ � ���¸��¢[��¹t��xz|���|���|�¢���� � � � |Q����� � |%�

��x�| �  %�c�z�����Ä������¢?��¹8���ÄÃW�����¸��¢ Á |%�¸��x���|%� �¸{ � ��|����¸¢ �z�¸ÃW| � |%¢���� � { � �¸��¢z� �z� � |� ����¸��¢z��������|0��xz| ��Á �¸��x
� w1¦���{ � ��|�¿ � �z{4| � ���z� � ����� � �¸��xz{4�1x � Å�|��W|�|%¢ ��� � � �n��|%�#��� � | � ¹º� � { �N� �n���z���·|%�����¸{ � ���¸��¢ � ¢z�
� |%���z� �5� ��Ö � �����n¢4�n¹(��xz|%��|Â��|�¢���� � � ¼ |%�¸�z��� §�¥��S«��ê¥nN��r¿ � |% �|%¢����Ä��«��1»S� � ���z~½{ � ����¢z��x � �t�W|�|%¢N�¸¢c� � �c���z �|%�
�^� Õ ¿�w��z &x#|0� � �b¿�� §^��Ô�¸¢#� � �z| � ��� � |� %�n¢���� � �z 0�\��xz|�� � �¸|%¢�� � ���¸��¢ Õ ����� � �Ä���z���¸��¢TQ(�z¢z 0������¢��Ì� Õ Q��
�^�ã��x�|TQ(�z¢�Ò^» �·� �z��¢/� �&� ¢z��¹º� � { ��¹�x��¸��x �z»r¹ �  0��� � ���ÄÃW�����¸��¢ Á |�����x���|��/��{ � �n|%� �  Q����� � |%� �z¢��z| �
��x�|�¢ �5��� � Á � �z����| �����z� �QÆ^��{ � ���¸��¢a¿Nw\xz���7� Õ Q��¸�Ç��xz|4���^{4{4|0� � ��  �z� �n� � ���¸���¸�½�F�z|�¢����Ä�½�F¹º��¢z 0������¢
S2 → R

�n�¸Å��¸¢��1��xz| �z� �n� � �������Ä�½��¹º� �X� � � �¸¢7���·�z�¸ÃW�z��|8��¢ � ���ÄÅ�|%¢���� � |% 0�����n¢Ô¿
w\xz�¸��{4|0��xz�^� �z� �QÅ��¸��|��
� �W|�����| �·� ¢��n��� �5�  ���¢z��� �&� ��� � ¢z�,�¸� � ���¸|���� � |� ��QÅ�| � ��¢�� �&� »SÅ��QÆ^|%� ¼ �W| �   � ��������¢z����¿
Õ �ÄÃW�����¸��¢ ` � ~\��� �(�5� ���� ��z� �5� �Ä� � |���|0Å � ¢c�1��� �NÁ ���z| �&� ¢z��|���¹X ����¸¢z��  � � �(� ��xz�������n��|�����¢�Å�|�������� � ���¸��¢z�
���� &x � � �  %����|Ù� �&� �¸¢��¸�� ¡xz|�{4� � �z|���|� ����¸��¢�� §�¨��r«1��� � �nÒ�|n« P ��Ö�xz|%�¸{4| � �z����| � ��|n«·�� ¡xz��Ö�� � x � |%¢z� � �ON��
¿�¿�¿ |��� n¿Ç~Ì�Ç��� � �����=|0Æ^� � |%{N|%�Ä� �z��|�¹¾�z����¢F� � ��| � ���j���z|%¢����¸¹º�,��xz|�¢z|%� �&� �� ���¢z¢z|% 0���¸Å��Ä�½�,��¹X��xz|7x^�z{ � ¢
� �&� ��¢�� ¦nN��r«�� § ���S«��+[��S¿ P �1��¹-���^� � ��«(�z�ÄÃa�z���¸��¢ ` � ~8������xz|��n¢��Ä�#¢z��¢�»r�¸¢cÅ � ���ÄÅ�|�{4|���xz�^�2��x � � � ���¸� Á �
���4���?���¸������¢z���z����x ��x�|#Å �5� �����z� � ¢ � ���n{4��  � �1��� � �z 0��� � |%����¹·��xz|, %| � |0� �&� � Á xz�¸��|,{ � ����| � ���z ¡x � �
��x�| È&É5ÊÌËmÍ^Î È�ÏnÐºÐ�É5Î�Í�Ñ�«Ç��xz|<Ï5Ê&È¡Í(Ï��
�!�0Ï5Î�È �SÈ0Í�ÐêÍ�Î=� � ��xz| È&É5Ê�É��WÏ Ê�Ï ���SÏ��ÌÏ5¿Kw\xz|%��| �5� |[|�Æ � { � ��|��
��¹Â %��{N{4����� �&� �b« � �����^ �� � ���¸Å�| � ¢z� �z� �n�ä|% 0���¸Å�|�¢�|�� �&� � �(� ��x Á\� ����«���xz|4��x � |�|4{ � ��� � �½� � |�����¹ ¼ �W| �
�(�z¢z�z��|���« � |�� � |% 0���¸Å�|%�Ä�2 %�n¢�¢z|� ����¸¢z�4��x�|�� Á ��xz|�{4��� � xz| � |%��« � |������n¢��1��¹ � ���ÄÅ�|�¢ xz|�{4��� � xz| � |�� � ��xz|
 %| � |�� �&� �W �� � ��|�Æ Á �Ä��x2�����a �� � ���¸  � � �5� | � ��¿t~½¢=��xz| �m� ���%«z{ � ¢��j��|% &xz¢����c�z|%�\x � Å�|��W|%|�¢ �z� � � ����|��2���
 %� � ������¹Ú�4� �&� �N{ � ����| � « Á xz�Ä��|1{ � ����| �8� ¢z�j �| � xz���5»r� � �¸¢ � ��!����¸�j¹ � ��{ w�N0» Á |����nxc��|�� ` � �ê¥5§��m�¸{ � ��|��
�(������xz|N���Ä��| �&� ��� � | � �z� � |�������¢z�#��xz|N�������z|4��¹ Á xz�¸��|N{ � ����| � ��¢���| � ¢ � �X��� � �z ���� � |�����|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢?�¸�
���z�����W|%���¸¢z¢��¸¢z�"� ¥	���r«��ON���r«��ê¥n¬��r«�� §i[�� � ¢z��� ¥�¨��r¿
~½¢ ��xz|#¹º�����¸� Á ��¢z�z« Á | ¼ � ��� � ��� � |����4��xz|2��|%��{N|%¢�� � ���¸��¢ ��¹· �| � |0� �&� �\��� � �� 0��� � |%�N��¢ ��xz|=� � �����4��¹
��� � ���������¸ %�-�%Å�| � ��xz| ¼ |�������¹��z�¸ÃW�z������¢���|�¢z��� � �� ���{ � ��¢z|�¢�����«5��xc�z��|0Æ � ���n�¸����¢z����xz|t|%¢���� � |t�¸¢�¹º� � { � ���¸��¢
|%¢z  �5� ����� � ��|��j�c����x��¸�1Ó � �z����� � ¢2��|���  � � � ��� � ¿ ¶ |·��xz|%¢=��¢�� � �^�z�z �| � ¢z�n��xz| � � � �¸����¢ � �m��|� &x�¢z���c�z|�¹¾� �
��x�|���|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢Ù�n¹ � ¢�� ��� �5� � �(�¸���Ä�½� �z|�¢z���¸�½�,¹º�z¢� 0�����n¢#�ºË����$� ¼ |����,�c�#|�Æ � {4��¢z��¢z����xz|���� � ���������¸ %�
��¹m��xz|1�z����� � �Ä���z���¸��¢���¹m��xz| × �z���Ä� �  &Òc»rØ�|��¸����| � �z����� � ¢� �|��À�W|0� Á |%|�¢4��xz|���|%�
ËU���&Î�¿ ¶ | ¼ ¢ � �¸�¸� �z� � � ����|
� ¢z�QÅ�|��t{4|0��xz�^�[� � ��|%� �n¢?��xz| � | �z� |���|%¢�� � ���¸��¢ ��¹À��xz|�¹ � {4���Ä�[��¹�Ó � �z����� � ¢ �z� �n� � �������Ä�½�[�z|%¢z���Ä�½�
¹¾�z¢z ����¸��¢z�Â�c� �

6
»r�z��{4|�¢z������¢ � �a��� � ���¸������  � �W�z�¸ÃW| � |%¢���� � �W{ � ¢z�¸¹¾���¸� M ¿Â�·� � ��� � �W���8��� � | � ¹º� � { ��xz|

��� � |% 0�8��|%��{N|%¢�� � ���¸��¢j��¹a��¢���| � ¢ � �m��� � �z ���� � |��8��¹W��xz| Á xz�¸��|·{ � ����| � ¿�%mxc��Ò��QÅ�|�� � �S¿&�ê¥	���m�z| ¼ ¢�|�� � ¢
��¢�Å ��� � � ¢�� � ¢z�����n� � � � ��{4| � ��� � |Â��¢�� � ��| � ����� � �ÄÅ�|8��x�|8|0Å����¸��������¢7��¹ � �¸|�Å�|��¸»r��|0� � ¢z��������� � ��|Â��� � �n¢��n�¸�
� ¢z�����n� � � � �¸  � |�������¢z�Ç��¹t��xz|7� �&� �¸¢Ô¿7w\xz| � |%�z�z ����¸��¢F��¹t��xz|�¹¾�z������|%¢z��� � ��� � ����¢z���¸|N��  � � ��� �n�¸Å�|�� �
� |%� � ���¸Å�|��¸�,��� Á �z����  � ��{4�¸¢ � ������¢ � � Á | � ���j��xz|�{4|0��x��c� � �n��|%¢���� � ���Ä� � |����z�¸����¢z�=��¢F��|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢F��¹
{4�¸Æ�|��ã��� � �z 0��� � |%��¿��·¢���xz|=�n��xz| � �����z|n« ¶ �¸|%��|����8|0� � �S¿'� ¥�¨��S«À©���¢ � ��� � ¢ |0� � �S¿'� N��� � ¢�� ¶ � ¢z�
|�� � �S¿(� §i[��S«)� ¥n¬�� ��� � � �n��|%�?�z�¸ÃW| � |%¢���{4| � ��� � |%����¹8�z�������¸{4��� �5� �¸�½�[�W|0� Á |%|�¢?¹º���¸�t�z�¸ÃW�z�����n¢?��|%¢z��� � �tl
w\x�| ¼ � ��� � ¢z� � � ����{N|���xz�^�z�N�z��|2��xz|JQ � �5�a|�¢z���z�4¢z� � { ��¹���x�|2�z�ÄÃa| � |�¢� �|#�n¹1��|�¢z��� � ��«À�����n|���xz| �
Á �¸��x � � �(� ��� � �8 ���xz| � |�¢z %|j� �7� |%�n��� �5� �¸�½�[��| � { � |%� � |� ����ÄÅ�|��¸�?��¢ �

k
»r{4| � ¢z� � �¸��� � �¸��xz{:� �N�  ����ÄÅ�|

*,+ ú *,-
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 %��¢������ � {4�^�z|��
��� � | � ¹¾� � { ��xz|4��|���{4|�¢�� � ������¢?��¹À��xz|N��x � � � {7�z��¢c�z %�¸|%�b¿�~½¢ � ¥�¨��r«Ô��x�|N¢ � ��� � |N��¹
��x�|�|%�¸|%{N|%¢����Ç���=�W|N��|���{4|�¢���|%� �b %�n{ �(�  ��%«axz��{4���n|%¢z|����z���·Å�| � ��¹Ú� ��xz| � |���� � �� 0���¸Å�|�xc� � �5��x�|������Ç��¹
��x�|���|% &xz¢����c�z|�« Á x��¸ ¡xã�¸� �&�5� |%�Ä�?��x�|j  � ��|n¿F~½¢ � §i[��S«X��xz|=��|���{4|�¢�� � �����n¢ �¸� � |%��� � �¸ ���|������ ��xz|#¦ Õ
  � ��|n¿tw\xz|Ç��|� ���¢z�2{4|0��xz�^�=�¸¢c� � �c���z �|%� � ��|���{4|0� � �� �{N| � ��� � |���¹Ô���¸������{4�¸� �5� �Ä�½�j�c�j ���{ � ������¢z�7��xz|
¢�� � { � ���¸Ö%|��=��|�¢���� � ��  � � �5�\�z� �^�z�z ��\��¹Ô� Á �7��|%¢z��� � ��« Á xz�¸ ¡x2�¸�\¢z�n��xz��¢z������� � {4| � ��� � |Ç��¹-�QÅ�| � � ��� ¿
Q
��¢ � �¸�¸��«���x�|\��xz� � ��{4|0��xz�^� � |%�¸��|��À�n¢4��xz|�¢ � ��� �&� ���z����� � ¢� �|��W|0� Á |%|�¢N� Á ��Ó � �z����� � ¢4ËU���&Î�«c���ÄÅ�|�¢N�c�
��x�|8����{4{4|0� � ��Ö�|�� × �z���Ä� �  &Òc»rØ�|��¸����| � ���¸��� � ¢z %|n«�|���|�� � ¢����Ä�7�z| � �ÄÅ�|�� � ¢ � � ¢z|\�¸¢�Å �5� � � ¢��X�z�������¸{4��� �5� �¸�½�
{4| � ��� � |4�W|�� Á |�|%¢?���ÄÃW�����¸��¢?��|%¢z��� � � � ¢z� �5�z� �¸��|����¸�����#��xz|���|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢ ��¹�¦ Õ ¼ |%�¸�z�7��¹ÀËU���&Î&¿
¶ | Á �¸��� ¼ � ��� � ��{K����� � Ò�| � ��Å � ¢�� � �n|7��¹
��xz|���� � ���������¸  � ���¸¢z¹¾� � { � ������¢Ù���ÄÒ�|���xz|7 ��QÅ �5� � � ¢z �|���¹
��xz|
���ÄÃW�����¸��¢ ��|�¢z��� �  ���{ � ��¢z|�¢c������� � | ¼ ¢z|���xz|���|%��{N|%¢�� � ���¸��¢ �z� �^ %|���� � ¢z� x�|�¢z %| � |� %�%Å�| � � ��� |%���z� �5�
� ¢ � ����{4�¸  � �8��� � �z 0��� � |%�����z &x � �7��x�|j{4��¢z� �4� ¢z� { � �ä� � ¹¾� �  �| � ����¹\��xz|?È�É5ÊÌËmÍ�Î2È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í^ÑN¿[w\x��¸�
¼ � ��� �5�z�z� � �  &x Á\� � � ���(�¸����xz|��2��¢ � §�¬��r¿ ¶ |·��x�|�¢=��|%¢z| �&� ���¸Ö%|·��xz|�{4|0��xz�^� ��� � � �n��|%�=��¢ � §i[��W������xz|
¨ Õ   � ��| � ¦�¦�� � ¢z� ��� � � �n��|7��� ¼ �Ç��xz|��z�¸��� � �¸����������¢F��¹X��xz|�����{N{4|�� � �¸Ö%|�� × �z���¸� �  �Ò^»rØ-|%�Ä����| � � × Ø �
���¸��� � ¢z %|����c� � Ó � �z����� � ¢�� �%Á ¿ × Ø �z����� � ¢z �|%� �5� |4� � Ò�|�¢[�W|0� Á |%|�¢ � ¢��FËU��� � ¢z� �n� � {4|0��x��c� �¸�
��x^�z� �5�z� ���¸  � �(�¸|�¢z�n����¢z�¸�#��� Õ w\~\����� � �����j��� �1»S� � ����� � � ��Á xz�¸ ¡xÙ��xz���z���F|�¢ � ����|���xz| �z� � � ����|��
� ����� � �¸��xz{£���7  � �� &xj|0Å�|�¢ ¼ ¢z| � �z|0� � ���¸��¿ P �Â� � ���%«c� � Ò��¸¢�����¢���� �  � ����z¢c�À��xz| � ��|�{ � ¢z¢z� � ¢j��|%�n{4|�� � �
��¹8��xz|4� �m�  %|���¹1Ó � �z����� � ¢?ËU���Ì� Á ����� � �¸��� Á �z����� ��� |� �����|4��xz|�¢z�n���¸��¢ ��¹8��¢�� � ��¢z���¸ #Ó � �z����� � ¢�� �%Á
�a|0� Á |�|%¢2Ó � �z����� � ¢4Ë����Ì�À��¢�� � �z| � ������{ ��� �%Å�|��n� � ��|���{4|�¢c� � ������¢ � ����� � �¸��xz{#¿8�c|� ����¸��¢=¦ Á �¸��� � |�  � �¸�
� � ���� 4¢��5������¢z� � |�� � ��|%�F���,�z�ÄÃa�z���¸��¢ ` � ~ � ¢z� Á xz�¸��|4{ � ����| �  ���¢z¢z|% 0���¸Å��Ä�½�F{ ����� �¸¢���¿#�^|� 0������¢�¨
Á �����X�z|�� � �¸�t��� � ��|� ¡xz¢z�Ú����|4¹¾� � ��|�¢z��� � ¼ |����z����|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢?� � ��|�� ��¢[��xz|���� � ���������� �����¹À��|�¢z��� � � � �
 %��{ � �n¢�|�¢�����¿À�^|� 0������¢4§ Á �¸���z|0Æ � ����|���� � {4|���xz�^�N¹¾� �À� ��|%¢z| �&� � � ���n� � �¸��xz{£��¹ �z� �n� � �����¸�¸�½�N�z|%¢z���Ä�½�
¼ |����z�1��|���{4|�¢c� � ������¢#������|0��xz| ��Á �Ä��x,�¸��� �5�z� ���¸  � ���¸��¢#���4��xz|�Ó � �z����� � ¢   � ��|n¿��^|� 0������¢Ù¥ Á ���¸� � |�  � �¸�
� � ���� 7¢z�n���¸��¢z����¢ ��x�| Q
����xz| � ��¢z¹¾� � { � ������¢Ù{ � � � �¸Æ � ¢z� ��x�|���|��^�z|����� 7���¸��� � ¢z %| � ¢z�Ù��xz|7�¸¢�� � ��¢z���� 
{4| � ¢ ��¢?��x�|��z¢z�z| � �Ä����¢z�,{ � ¢z��¹º����� ��� |� %��¢z���¸��| � |�� ���,�z| ¼ ¢�| � ¢z| Á ��|���{4|�¢�� � ������¢ � �¸��� � �¸��xz{#¿
�^|� 0������¢ � Á ���¸� �z� |%��|�¢�� � ¢z�q�z���� ��z���#|0Æ � | � �¸{4|%¢�� � � � |%���z�Ä���=�a�5��x���¢�����¢���xz|����¸  � ¢�� � | � � Õ w\~
� � � � ��|�����¿

� .=����� �D�¡E[3,+-�0����� 1�����N��1	 GIHKJ ����./�0"F��K�����76����0�#�

~½¢���xz|·¹¾�n����� Á ��¢z�z« Á |·�z|���  � �Ä�W|·��xz|·{4|0��xz�^�j�z��|��=¹¾� � ��xz| �  %�c�z�����Ä������¢j��¹a�n� � � � � ��� ¢z����xz| � �n���z���
|%�����¸{ � �����n¢2��¹Ô��xz|Ç�z�¸ÃW�z�����n¢2��|�¢���� � ¿ ¶ |·� � ��|�!�� � |�Å^��| Á  �� � ������  � �W� �&�  ������ �&�5� xc� � ���n� � �¸��xz{4�\���¸¢z %|
Á | Á �¸���Ô�z��|���xz|�� ��� |������Ä�1���4�¸���¸����� �&� ��|��¸¢/Q
����¿Ä���x�| �  � %� �&�  0�=��¹��n� � ��|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢ � ���n� � �¸��xz{#¿

�	��
 �����������	�������������! #"���$&%
��� � � � � � ��|��� ���¢z������������¹À¨n¬��z�¸ÃW�z�����n¢ Á |%�¸��x���|%� ��{ � ��|%�

Sk : Ω → R, k = 1, ..., 30
� � Á |���� � � N

��{ � �n|
S0
 �� ��� |%� � ��¢z�z��¢z�N���N��xz|�������¢ � �Ô�¸¢c��|�¢z���¸�½�2��¢#��xz| � ����|%¢z �|���¹ � ���ÄÃW�����¸��¢�»r��|%¢z���Ä����Ö���¢z� ¼ |����

� �&� �z��|�¢�� �b��|n¿
b = 0

�¸¢j|%�c� � �����n¢ N��&¿tw\xz|0� Á | � |1�n�z� � ��¢z|�����¢ � Ó�j
1.5 T

�c����¢ � jÀ &xz��� � |%|�� Á �Ä��x
��� � ¢z� ��� �

22 mT/m
� �&� �z��|�¢�� ¼ |%�¸�Ô¿
w\xz|\|% &xz� � � � ¢ �5� �¸{ � ��|�� Á | � | �  Q�c�z� � |%����¢�¥	�·|0Å�|�¢��Ä�7� �(�  �|%�

� Æ�� � � � � � ¢�|�� Á �¸��x �
128×128

� �¸Æ^|%�¸���¸¢�| �  &x����¸�� �|�¿('À�%Æ�|%������Ö�|À�¸�
1.875 mm×1.875 mm×2.8 mm

¿
6
� �&� �z��|�¢��À�z� � |� 0������¢z�

gk
«�| �  ¡x Á �¸��x

5
�z�ÄÃa| � |�¢c�

b
»r¹ �  ���� � � � ¢z�

4
� | � |0���¸�����n¢�� Á | � |��z��|%�a¿
~½{ � �n��¢z�

�m���&� {4|0��| � � Á | � |�l
b
Å � ���z|��·�W|0� Á |%|�¢

0
� ¢z�

1000 s.mm−2 « TR = 2.5 s
«
TE = 84.4 ms

� ¢z� �
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Q
����� � |!N�l�� �¸|%¹Ú���LQ �&�  ����¸��¢ � � P ¢z�����5� � � � �2{ �5�Ù� ¢���� � ����x������8� ��� |�� � �n¢��z�¸¢�����|%¢z��� � ����¢2��xz|���|�¢^�#��¹
��x�|Ç %� ��� �z�1  � �����n����{

���c� �5� | ¼ |����j��¹mÅ��¸| Á �n¹
24 cm

� ¨���r¿ ¶ | � |�  � ���z��x � �8��xz|1|%�����¸{ � ���¸��¢j��¹ � ¼ |%�¸�j��¹
3×3

����{N{4|�� � �¸ 
� �n���¸���¸Å�|·�z| ¼ ¢z�¸��|1��|�¢z��� � �

T
�¸�8�z��¢z|·�c���z����¢z����xz|�����|��ä��Ò � �Ä»Ìw � ¢z¢z| � |%�c� � �����n¢ � §�§��W¹¾� �\� ¢z�¸���n� � � � �� 

���ÄÃW�����¸��¢ N � �1| �  &x#Å��%Æ�|%�
x
¿

Sk(x) = S0(x)e−bg
T
k T(x)gk ∀x ∈ Ω

��N��

Á x�| � |
gk
�5� |·��xz|�¢z� � { � ����Ö�|��2¢z��¢�»r ������¸��¢z| ��� ��|�¢z���¸���¸Ö%�¸¢���� �&� �z��|�¢c� � ¢z�

b
��x�|��z�ÄÃa�z���¸��¢ Á |����nxc���¸¢z�

¹ �  0��� � ¿�' �5� ���n���À{4|0��xz�^�z�8x � Å�|��a|�|�¢ ��� � � �n��|%��¹¾� � ��xz|1|�������{ � ���¸��¢j�n¹W��xz| ��|���|�{4|�¢c���À��¹
T(x)

�c�
�����¸¢z�2|%�c� � �����n¢ N �b��|%| ¼ ��� � | N��&¿ P ��� � Å�|�� ��¹
��x�|���| �5�z��� � �  ¡xz|�� � ¢z� � Å �5� � � ���¸��¢ � ��¹ �&� {4| Á � � Ò
¹¾� � ��xz|=|%�����¸{ � �����n¢ � ¢z�ã��xz| � |%�n��� �5� ��Ö � ���¸��¢ã��¹1��¹ Õ w\~�� � � �   � ¢��a|=¹¾�n��¢z� �¸¢ � §�¥��r¿ w\x��¸�N� � ���
{4|���xz�^� �z� �QÅ��¸�z|%� �  %�n¢cÅ�|%¢z��|�¢��\{4| � ¢����7�¸{ � ����|���{ � � � � � ¢c�Â ���¢z��� �&� �¸¢c���8��¢j��xz|·�����z��x��\�����¸�z���¸��¢
���� &x � �
��|%¢z��� �X� �����¸���ÄÅ��¸�½��«�� � ��xz��¢z� � { � ���¸�½����¹���x�|\|�����|�¢�Å�|% 0��� � �X� � ����{N|���|�� � |�|��n¹m��{4�^�5��x�¢z|����t��¹
��x�| � |%���z�Ä�%¿tw\xz���À��� � | � ¹¾� � {4|��4�c�4{4��¢z��{N��Ö���¢z����x�|1¹º�����¸� Á ��¢z��|%¢z| � �n�N��¢4��xz|1{ � ¢z��¹º��������¹ � �n���¸���¸Å�|
��| ¼ ¢z�¸��|Ç��|%¢z��� � �

P (3)
l

Arg min
T∈P (3)

∫

Ω

n∑

k=1

ψ(‖ ln(S0/Sk)− bgTk Tgk‖) + αρ(‖∇T‖)dΩ
�r¦ �

�	� � � ������� $��  �
	 �� ��
w\x�|Ç{ � ��¢#���z| � ��¢ Á xz�� &x � |����¸|%�� �� � �����¸  � �a� �&�  0����� �&�5� x�� �ê¦a[��r«�� ¦ ���r«�� ¨���S«��ê¥n¥��-�¸�\��x � �%«z��|�� � �¸��|Ç��xz|
� �5��|%¢���� � ���¸� {7�z�¸���¸»r�z� � |% 0������¢ � �Â|%¢�Å�� � ��¢z{4|%¢�� Á �¸��xz��¢ � Å��QÆ^|%�b« Á\� ��| � �z�¸ÃW�z������¢ ��¢ { � ¢�� � |%���¸��¢z�
��¹1��xz| Á x��Ä��|#{ � ����| � �¸��xz�¸��xz�¸� � ¢��¸���n� � � � ��  � ¢z�/ ���¢z��|Q�c�z|�¢����¸����xz|#� � ��|�¢�� � ������¢ �n¹·��xz|#� �5� �n|%���
��|%¢z��� � |%�¸��|�¢cÅ�|% 0��� �j� ���¸��¢z� Á �¸��x �z� |%�z��{4�¸¢ � ¢�� � Æ���¢ � ��� � ��|�¢�� � ������¢��ê¨n¬��r¿<~Ì����xz���z���/�W|,� � ¹º|#���

*,+ ú *,-
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� � � ��x � �%« �  � %| � ����¢z�=��xz�¸� � |%��� � �¸ ����ÄÅ�| � �����z{ � �����n¢ Á ���¸�
|�¢ � �(�¸|N�������2�¸��|�¢�����¹Ú�Ù{ �   � ���� %� � �¸  � �À¨ Õ
�5�  ¡xz�Ä��|% 0��� � |%����¹\��xz| Á xz�¸��|={ � ����| � ¿?w\x��¸�N���ÄÅ�|�� � ����|=��� ��x�|=���¸¢z| �z� � �(� � � ������¢ã��|� &x�¢z���c�z|=��x � �
Á |#x � Å�|#��{ � �¸|%{N|%¢���|�� � ¢z� ��|%����|�� Á �¸��x Å �5� �¸���z� � �������Ä����| �5�z�z� � �  &x�|���¿���� Á |0Å�| � «t��x�|���|#�¸�^  � �
{4|���xz�^�z���¸¢z %� ��� � �&� ��|4��� � �n¢��#�¸��{4�Ä� � ������¢z� � ¢z� � | ¼ ¢z|%{N|%¢�����x � Å�|4�W|�|%¢ �z� � � ����|�� � ¨��r«�� NC[��r«�� ¦n¬��r«
�ê¦5§ �S« � §$���r« � ¥�¦��S« �+[��r« � § ���S¿ `Ù� � |1���¸�n� � � � �¸��� � �¸��xz{4���ê¦nN��r« � ¨nN��r« �ê¨�¨��r« � ¨�¥��S« �ON%¦��r«c�����^ &x � ������ 1{4�c��|����¸¢z�
� ���S« � ¨5§ �S« �ON������ � ¢�| ÁD�  %�c�z�����Ä������¢�{4|0��xz�^�z� Á | � | � �¸��� �¸¢�� � �^�z�� �|�������� � � ���ã�QÅ�| �  %��{N|F��x � �
� |%��� � �¸ ����¸��¢a¿1w\xz|7��|% 0�����n¢ ��|��z��  � ��|��,������xz|�|�Æ � | � ��{4|�¢�� � � � |%���z�¸��� Á ���¸��{ � Ò�|��z��|7��¹���xz|�{4|���xz�^�
��� � � �n��|%�2�c�=��xz| � �z��xz� � ���¸¢��ê¦ N��-�¸¢,� � ��| � ��� � ����|�������xz| �  � %� �&�  0�2��¹-��xz|���|%��{N|%¢�� � ���¸��¢ ��� �c %|����
Á �¸��x � |%� �5� �2���N��xz|���� � �z 0��� � |���¹-��x�| � Æ��n¢ � � ¼ �W| � ����¢2��xz|=È&É5ÊÌËmÍ^Î�È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í^ÑN¿

� �D�¡E[3,+-����� ����,+Ô��� Jm������1+B�����������������0���

P ����x�� Á ¢��¸¢?��xz| �z� |0Å������z����|% 0������¢a«���xz|4���ÄÃW�����¸��¢?��|%¢z��� � �����z� � |% 0���¸� � |�� � ��|%�[���#���¸������| �z� � � | � »
����|���¿1w\xz|%¢a«m �� � �����¸  � ����|���{4|�¢�� � �����n¢,��|% &xz¢����c�z|%�·  � ¢,�W| ����� �¸��|�� ��¢ ��xz�����½� � |7�n¹
��{ � ��|%�·¹¾� � ��xz|
|�Æ^� �&�  ����¸��¢���¹ Á xz�Ä��|·{ � ����| � ��� � �z 0��� � |%�8��¹ �(�5� ���� ��z� �5� ��¢���| � |%���%¿tw\xz|·��|0Å�|��m��|0� � | �z� |%��|�¢�� � ������¢j�¸� �
Á |%�¸�¸»r���z�¸��|��#¹ �&� {4| Á � � Ò2¹º� �  %� � Å�|������ � ¹ �  �|�|0Å����¸�z���¸��¢a¿tØ�|0�

Γ
�W|Ç��xz|�� � ����{ � �a�W���z¢z� ��� �=�W|�� Á |�|%¢

��x�|�¨ Õ �5�z��|� 0�\���N|�Æ^� �&�  ��
Ω1

� ¢z�=��x�|�¨ Õ � �  &Ò^� � ���z¢z�
Ω2
« Á |��¸¢c� � �c���z �|���x�|Ç��|0Å�|%�W��|0�1¹º��¢z 0������¢

φ : Ω→ R3 «��z| ¼ ¢z|�� � �1¹º�����¸� Á l





φ(x) = 0,
�¸¹
x ∈ Γ

φ(x) = D(x,Γ),
�¸¹
x ∈ Ω1

φ(x) = −D(x,Γ),
�¸¹
x ∈ Ω2

�r¨ �

Á x�| � | D(x,Γ)
��� � ¢z�z��¹¾� � ��xz| jÀ�z %�¸���z| � ¢[�z����� � ¢� �|��W|�� Á |�|%¢

x
� ¢��

Γ
� ¢z�

Ω = Ω1 ∪ Ω2
¿ Q�� � »

��x�| � {4� � |n«W�¸|��
Hε(z)

� ¢z�
δε(z)

�W| � |����z� �5� �¸Ö%|�� Å�| � ������¢z�Ç�n¹X��xz|���| � Å������¸�z| � ¢z� Õ � �&�  7¹¾�z¢z 0������¢z�
� ���z| ¼ ¢z|%�#��¢�� N%¬��r¿

Ø�|0�
p1
� ¢z�

p2
�W|·��x�| �z� �n� � �������Ä�½�=��|�¢z���¸�½�j¹¾�z¢z ����¸��¢z�\��¹Ô��x�|��z�¸ÃW�z������¢=��|%¢z��� � �¸¢z�����z| � ¢z�2�����������z|

Γ
¿tw\xz|%¢a« �  % �� � �z��¢z��������x�|�Ó�|%�^�z|�����  P  ����ÄÅ�| � |%���¸��¢z��{4�^�z|�� �ê¨n¦��r«���x�|Ç�n�z�ä|% 0�1  � ¢=�a| � |% ��QÅ�| � |%�
�^�={4��¢z��{N��Ö���¢z�&l

E(φ) = −
∫

Ω

(
Hε(φ) log p1(T (x)) + (1−Hε(φ)) log p2(T (x))

)
dx

�b§ �

w\x�|j��� � |% 0����| ¼ ¢z�¸�����n¢ �n¹ �,�z� �n� � �������Ä�½���z|%¢z���Ä�½��¹¾�z¢z ����¸��¢ã��¢���xz|=� �(�  �|2��¹����^{4{4|0� � ��  � �n���¸���¸Å�|
��| ¼ ¢z�¸��|�{ � � � �ÄÆN��� � �z� �  ��z�¸� �z� �n����|�{ � ¢z�N��xc����« Á | Á �¸��� �&� ��xz| �  %��¢z���¸��| � Å�|� ���� �X� | �z� |���|%¢�� � ���¸��¢z�
��¹���x�|���|�¢z��� � �1��¢

R6 ¿8}Â� � ¢ � �����n�2���N��xz|���¢z¹¾� � { � �����n¢ ��|���{4|0� � � �5�z�z� � �  &xa« Á |� %�n¢����¸�z| ��� ��� � »����������  � �����¸��� � �¸����������¢��n¢4���¸¢�| �5� � �m�  %|�� Á x��¸ ¡x4�QÅ�| �  ���{4|���xz|\x�� � �n��xz|%���¸�À�n¹W�¸���n� � � � �� ��z����� � �¸���������n¢Ô¿
��|%¢z �|�« � �X���n¢�|��¸¢ � §UN���¹º� � ��|�Æc��� � |Â��{ � �n|%� Á �¸��x���xz|���� � �z 0��� � |Â��|�¢���� � « Á |\ %�n¢����¸�z| �À�Ç�(�5�&� {N|�� � �¸ 
�5�z��� �%Æ���{ � ������¢ Á �Ä��x � � Õ Ó � ������� � ¢a¿NØ-|0�

u
�W|���xz|7Å�|% 0��� �Ç� | ��� |���|�¢c� � ������¢[��¹ � ��|�¢���� �

T
«a��xz|

���¸Ò�|%�¸��xz�^�^�#��¹
u
��¢#��xz| � |%���¸��¢

X
�¸�1���ÄÅ�|%¢2�^�ml

pX(u|µX ,ΣX) =
1

(2π)3|ΣX |1/2
e−

1
2 (u−µX)TΣ−1

X (u−µX) �r¥ �

ú�úKñ�o�pq"rts
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}Â�j ���¢z��� � �z ����¸��¢a«���xz|��z� � ����¢ � � � ¢z�2¢��n¢z»r�z� � ����¢ � �W %�n{ � ��¢z|%¢����\��¹ � ���ÄÃW�����¸��¢=��|�¢���� �1�5� |�xz����xz�Ä�
 %� ��� |�� � ��|%� � ¢��2����« � ¹¾�z���W ��QÅ �5� � � ¢� �|Ç{������\�W|Ç ���¢z�����z| � |%�2�¸¢=��xz|Ç�z|�¢z���¸�½�=�n¹-�¸���ÂÅ�|% 0��� �Â� | �z� |%��|�¢�»
� � ������¢

u
¿�w\xz|%¢a«W��x�|7Å�|� ���� � {N| � ¢z� � ¢��Ù��xz|� %�%Å �5� � � ¢z %|��Ç�n¹t��xz|���|N�z|�¢����Ä����|�� �5� | � �����2��� �z� ����|��

��¢�Ò�¢z� Á ¢a¿ ��� Á |0Å�| � «���xz|%��| �(�5�&� {4|0��| � �1  � ¢#�a|��¸¢�� � �^�z�� �|�� � �1��¢�Ò�¢z� Á ¢,��¢#�b§ �&¿8~½¹ Á | � ����� � �z�
��� |%�n��� �5� �¸�½�= %��¢z��� �&� �¸¢��·��¢2��xz|��¸¢���| � ¹ �  %|n« Á |��n�z� � �¸¢#��xz| ¼ ¢ � �Ô�n�z�ä|% 0���¸Å�|�¹¾�z¢z ����¸��¢�l

E(φ, {µX ,ΣX}) = ν

∫

Ω

|∇Hε(φ)|dx

−
∫

Ω

Hε(φ) log p1(u(x)|µ1,Σ1)dx

−
∫

Ω

(1−Hε(φ)) log p2(u(x)|µ2,Σ2)dx

� � �

w\x��¸�-�½� � |t��¹z|�¢z| � �n� Á\� �������z�z��|�����¢ �ê¨�[��r«���xz|�jÀ�z��| � Ø � � �&� ¢��n|8|%�c� � �����n¢�¹¾� �
φ
�^��|����z�-��xz|À¹¾���¸��� Á �¸¢z�

|�Å��n����������¢#|%�c� � �����n¢,¹º� � ��xz|�Ø-|0Å�|%���c|0�1¹¾�z¢z ����¸��¢�l

φt(x) = δε(φ(x))

(
ν
���ÄÅ ∇φ
|∇φ| +

1

2
log
|Σ2|
|Σ1|

− 1

2
(u(x)− µ1)TΣ−1

1 (u(x)− µ1)

+
1

2
(u(x)− µ2)TΣ−1

2 (u(x)− µ2)

)
∀x ∈ R3

�Ì �

Á x��¸��|Ç��xz|���� � ���¸������  � � �(�5�&� {4|���| � � ��� |�� � � � ��|%� Á �Ä��xLl

µ1(φ) =

∫
Ω
u(x)Hε(φ)dx∫
Ω
Hε(φ)dx

µ2(φ) =

∫
Ω
u(x)(1−Hε(φ))dx∫
Ω

(1−Hε(φ))dx

Σ1(φ) =

∫
Ω

(µ1 − u(x))(µ1 − u(x))THε(φ)dx∫
Ω
Hε(φ)dx

Σ2(φ) =

∫
Ω

(µ2 − u(x))(µ2 − u(x))T (1−Hε(φ))dx∫
Ω

(1−Hε(φ))dx

� � �

P ��|%�c� � ��|7�¸{ � ��|�{4|�¢c� � ������¢F�� &xz|%{N|%��¹¾� � ��xz���·�½� � |7��¹X� � ����{4�¸Ö � ���¸��¢Ù  � ¢Ù�W|7¹¾���z¢z�Ù��¢ � N%¬��S¿�w Á �
��{ � � � � � ¢����z|0� � ���¸�4{7�z���4�a|#¢z�n��|���l �b�,����xz|#|�Æ � �¸�� ��¸�4�� &x�|�{4|,�¸��¢z�n�4��� � ����|#¹¾� ��� ¢�� ���¸{4|#����| �
�a|�  � �z��|F�n¹ � |%���z� �5� ��Ö � �����n¢<��| � {#« �b�¸�,�N��xz|F�¸|�Å�|�����|0�#¹º��¢z 0������¢<��� � |%�¸¢z�¸��� � ����Ö�|��<������xz|F�z����� � ¢z �|
¹¾�z¢z ����¸��¢ � ��| �  &x#�¸��| �&� ���¸��¢a¿t~½¹ Á | � |���� � �� 0�\��xz|� ��QÅ �5� � � ¢� �|�{ � � � �¸Æj���7��xz|��¸�z|%¢����¸�½�={ � � � �¸ÆW«���xz|���|
|Q�c� � ���¸��¢z�Ç���¸{ � ����¹Ú� � ¢z�F��xz|��¸���n»r���ÄÒ�|�����xz�^�c���Ç�¸¢,j8��¿ �b§ ���W|� %��{N|�����{ � �¸� ��xz| jÀ�z ����¸��| � ¢F�z����� � ¢z �|
�a|0� Á |�|%¢#��xz|�Å�|% 0��� � �

u
� ¢��

µX
« Á xz�� &x ���·|%�c�z�¸Å � ��|�¢��·���4��xz| Q � �n�W|�¢��¸�z��¢z� � {B��¹���xz|��z�¸ÃW| � |%¢z �|

�a|0� Á |�|%¢2��xz|� �� ��� |%� � ��¢z�z��¢z�N��|%¢z��� � ��« � ��¢z�� �|%�Ä�2�����z���¸|%�#��¢�� §i[��r¿

*,+ ú *,-
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� ��
 � �( �� � �� �  � �
Ø�|0�

p(x, r)
�W|���xz| �z� �n� � ���¸���¸�½�,�z|�¢����Ä�½�,¹º��¢z 0������¢,��¹
��� �·�&� ¢z�z��{KÅ�|% 0��� �

r
��¹
R3 �z|%��  � �¸���¸¢��4��xz|Á\� ��| � {N����|� %�z�¸|%� � Å�| �&� ��|�{N�n������¢ � � � ���ÄÅ�|�¢NÅ��QÆ�|��

x
��¹ � �z�¸ÃW�z�����n¢ ` � ��{ � �n|

Ω ⊂ R3 � ¢��4¹¾� �8����¸Å�|�¢4�z�¸ÃW�z�����n¢4����{4|
τ
��{ � ����|��4�c����xz| �m���&� {4|0��| � �t��¹(��xz| � Ó��ij � � �z�¸��|%�=Ó �&� �z��|�¢���� � ��¢ jt ¡xz� �

��|Q�c�z|�¢z %|n¿ ¶ | ��� |���¢���| � |�����|��,��¢, ¡x �5�&�  ���| � ��Ö���¢z�N��x�|��n���n� � �Ô ���xz| � |�¢z %|���¹���x � �\Ë���� ¼ |%�¸� � ¢z�,�z��|
��x�|� %� � ������  � ������{4{4|0� � ��Ö�|%� × �z���Ä� �  &Ò^»rØ-|��¸����| � �z�¸��� � ¢z %|�������x � �·|%¢z�a¿ ¶ �¸��x

p(x), q(y) ∀x, y ∈ Ω� Á ��ËU���&ÎÀ¹ � ��{
R3 ��¢���� R+ «z��xz|%� �1× Ø �z����� � ¢z �|��¸�1���ÄÅ�|�¢#�c�

d(p, q) = KL(p, q) =
1

2

∫

R3

(
p(r) log

p(r)

q(r)
+ q(r) log

q(r)

p(r)

)
dr

� [ �

P ������{N��¢z� �Ç�(�5� ���¸���¸��¢4��¹m��xz|�� � � � �W|�� Á |�|%¢���x�|���� � �z ���� � | Á |\� � �7������|���{4|�¢��
Ω1
� ¢z�4��xz| � |%���t��¹

��x�|�Å��n���z{4|
Ω2
« Á | � � � ��¢Ù��|�|0Ò,��xz|�� � ����{ � ����| �(�5�&� ����¢z�j��� � ¹ �  �|

Γ
�a|0� Á |�|%¢,��xz����|�� Á �������(��|0����¿

¶ |=�z|%¢z�n��|=�c�
p1

� ¢��
p2

��xz|2{4����� � | �z� |���|%¢�� � ���ÄÅ�|jËU���&Î��%Å�| �
Ω1

� ¢z�
Ω2

Å�| � ��¹º�^��¢z�F|%�c� � ������¢
NQ¨^¿�~Ì��������xz|�¢ � �������Ä�(�¸|����2{4�c��|�����xz|��z����� � �Ä�(�����¸��¢[��¹X��xz| × Ø ���¸��� � ¢z %|��Ç���

p1

� ¢z�
p2

�¸¢F��xz|�� �
� |%� � |� ����ÄÅ�|��z��{ � �¸¢��X�^�N���z�¸� � ����|��z|%¢z���¸���¸|%�

pd,1, pd,2
¿
~½¢4��xz|�¹¾�n����� Á ��¢z�z« Á |�{ � Ò�|\��xz| � �����z{ � �����n¢

��x � �
pd,1, pd,2

�5� |�Ó � �z����� � ¢��n¹WÖ�| � ��{4| � ¢ � ¢z�NÅ ��� � � ¢z �|%�
σ2

1 , σ
2
2

¿X~Ì�t���t��¢z�z|�|%�4¢ � ��� �&� �z������{ � ����|
��x�|Ù{4| � ¢��z����� � ¢z �|F������xz|,ËU���&Î

p1

� ¢z�
p2

�����W| � �2��{ � ��� � � � �n�����¸����|n« Á xz���¸| � |�� � ��¢z��¢z� � ¢
��{ � � � � � ¢��1�z|�� � |%|���¹�¹ � |�|%�z��{ �c�2 %�n¢����¸�z| � �¸¢��N��xz|�Å �5� � � ¢z %|�����¹���xz����|��z����� � �Ä�(�����¸��¢z��¿
¶ |7��xz|%¢F�z| ¼ ¢z|���x�|N¹º�����¸� Á ��¢z�#|�¢z| � �5�Ù��¢[� � �z| � ���2{ � Æ��¸{4��Ö�|���xz|N���ÄÒ�|�����xz�^�c�[��¹t��xz|%��|N�z|�¢����Ä����|��
��¢2��x�|�� �·� �����^ %� � ��|��,�z��{ � ��¢�l

E(Ωi, σ
2
i , pi) =

2∑

i=1

∫

Ωi

− log pd,i(d(p(x), pi))dx
��N�¬ �

Á x�| � |
pd,i =

1√
2πσ2

i

exp
−d2(p, pi)

2σ2
i��¹\ %�n� � ��|n«X�n��xz| � {4�^�z|�����  � ¢�| � �����Ä� �W|j�z��|%��¹¾� � ��xz|

pd,i
¿ � �5��|���x � ���¸¢���xz|j  � ��| Á x�| � |���xz|

σi
�5� |�|Q��� � �X���

1
«���xz�¸��|�¢�| � �n� Á �¸���t|%�c� � �X���#��xz|4��¢z| �z� � � ����|%�?��¢ � ¥n¬��r¿j~½¢?��xz|�|0Æ � | � ��{4|�¢�� � �

�m��� �%«(��xz|���{ � � � � � ¢� �|��n¹ � �z�z��¢z�
σi
Á �¸���Ô�a|��¸�����z��� �&� ��|��a¿ ¶ |�  � ¢ ¢z� Á � | Á�� �Ä��|7|%�c� � ���¸��¢ N�¬ � ¢z�

��¢�� � �^�z�z %| ��� |����z� �5� �Ä�½�2 %�n¢���� �&� ��¢��·��¢
Γ
� ��¹º�����¸� Á �tl

∫

Ω

− log pd,1(d(p(x), p1))H(φ)− log pd,2(d(p(x), p2))(1−H(φ)) + ν|∇Hε(φ)|dx ��N�N��

w\x�|7�z| � �ÄÅ � ������¢ ��¹X��xz| jÀ�z��| � »rØ � � �&� ¢z��|�|%�c� � ���¸��¢z��¹¾� � ��xz���� %� � ���Ç�n¹t|�¢�| � �n� Á\� ���������z�¸|%�F�¸¢#�ê¨a[��
� ¢z�#�^��|����z����xz|�¹¾���¸��� Á �¸¢��4|0Å����������¸��¢#¹¾� �

φ
l

φt(x) = δε(φ(x))

(
ν
�z�¸Å ∇φ
|∇φ| +

1

2
log

pd,2
pd,1

)
∀x ∈ Ω

��N%¦ �

ú�úKñ�o�pq"rts



N%¬ ����� �� 	�Ð �t���Y.��L01É5Í^Î&Î�É���� 0	�L� �0Ê�rÈ�
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`F� � |%�QÅ�| � «5��x�|8�z| � �ÄÅ � ���¸��¢7��¹z��xz|8|%¢z| � �n� Á �¸��x � |�� � |� 0�
���
σ2
i

� ¢z�
pi
�z� �QÅ��¸��|À��xz|Â� � � � ��|Â¹¾� � {7�z� � |

¹¾� � ��xz|���|N��� � ���������¸  � � �(�5�&� {4|���| � ��¿N~Ì��  � ¢F�W|4��xz� Á ¢[��x � �Ç��x�|�Å �5� � � ¢z %|N{7�z�����W|4� � � � ��|�� Á �¸��x
�¸���1|�{ � � � �¸  � �-|%�����¸{ � ���¸��¢#�b��|�|�|%�c� � ������¢"� � Á xz| � | � �1����{N|�{4� � | Á � � Ò#���1¢z|�|%�z|��,¹¾� � ��xz|

pi
¿ ¶ |

��¢z�z|%|��#x � Å�|����4|�������{ � ��|�l
p̃i = argmin

∫

Ωi

KL2(pi, p(x))dx
��NQ¨ �

Q(� ��� ��|�¢�| �&� ��ËU���
p(x)

«Ô¹¾� � ��¢z��� � ¢z �|4��¹ Á |N %��¢z���¸��| � ��xz|j� Õ Qq�z| � �¸Å�|��?¹ � ��{ �·»S� � �¸�t� � � � «Ô��xz|
Å �5� � � ¢z %|����·| � �����¸�# %�n{ � �z��|�� � ���¸¢ �ê¨a[��������·��xz|�|%�����¸{ � ���¸��¢Ù��¹���xz|

p̃i
{N����x�� � |%�c�z� � |���xz|�����|���¹

¢^�z{4| � ��  � � �5�z�z� �QÆ��¸{ � �����n¢#��|% &xz¢z�Ú�c�z|��1��¹�¢z�4 %�¸����|��z»r¹º� � { ��� � Å � �¸� � ���¸|�¿

� � � ����� ����� ������! ��� �  ��������  ����� � � ��� � �����! ��
¶ |7¢z� Á |0Æ � ���¸ %�Ä��|%�Ä�,|�Æ �z� |�������xz|7|%¢z| � �n� N%¬j¹¾� � Ó � ������� � ¢ Ë����Ì� � ¢z�[�z��| � Ö�| � �n»r{4| � ¢ Ó � �z����� � ¢
� �%Á ���4{N�^�z|%�a��xz|��z����� � �Ä�(�����¸��¢ �n¹���xz|%� � �z����� � ¢z �|%��¿Àw\xz|�|%¢z| � �n�=�W|% ���{4|��

E(Ωi, σ
2
i , pi) =

∫

Ω

1

2

((
log (2πσ2

1) + d2(p(x), p1)σ−2
1

)
H(φ)

+
(
log (2πσ2

2) + d2(p(x), p2)σ−2
2

)
(1−H(φ))

)

+ν|∇Hε(φ)|dx
~½¹ Á | Á�� �Ä��|�« � ����¢ �ê¥n¬��S«n��x�| × �z���Ä� �  &Ò^»rØ-|��¸����| � �z����� � ¢z �|8�a|0� Á |�|%¢�� Á ��Ó � �z����� � ¢�ËU���½� �(�5�&� {4|0� � ��Ö�|%�
�^�j��x�|�� �  ��QÅ �5� � � ¢� �|�{ � � � �� �|�� � �O� �8��xz| Õ �¸ÃW�z�����n¢ w�|�¢z��� �

D
� � �tl

d2(p(x), pi) =
1

2

( � �&�  �| [
D−1(x)Di + D

−1

i D(x)

]
− 3

) ��N�§ �

��x�|�¢2��xz|_jÀ�z�¸| � »rØ � � �&� ¢z��|�|%�c� � ������¢z��¹º� � ��� � |�¢z| � �n�j�a|� ���{4|�l

φt(x) = δε(φ(x))

(
ν
�z�¸Å ∇φ
|∇φ| +

1

2

(
log

σ2

σ1
+

1

4

( � �&�  �| [
D−1(x)D2 + D

−1

2 D(x)

]
σ−2

2 −

� �&�  �| [
D−1(x)D1 + D

−1

1 D(x)

]
σ−2

1

)
+

3(σ2
1 − σ2

2)

2(σ2
1σ

2
2)

))
∀x ∈ Ω

��NQ¥ �
� �n���� �|Ç��x � � Á |��n�z� � �¸¢ � �z�z�¸�����n¢ � �Ô��| � {N� �¾��xz|

σi
 ��^| �  ���|�¢c�����8��¢ N%¥N�¸¹� ���{ �(�5� |��,���N��xz|�jÀ�z��| � »

Ø � � �&� ¢z��|�|%�c� � ���¸��¢z� ��� � � �n��|%� �¸¢ �ê¥5¬��r¿�Q�� ��� ���¸Å�|�¢ ��� � ��|4��¹
φ
«� %�¸����|��z»r¹º� � {4��¹¾� � ��xz|4� � ����{ � �

 %�QÅ �5� � � ¢z %|={ � � � �¸ %|�����¹1| �  ¡x � |�������¢ �5� | � Å � ��� � ����|n¿?~½¢ã��xz|%� �N� |� %|�¢�� �m��� | � « ¶ � ¢z�[|0� � �b¿ �ê¥n¬��
¢��¸ %|��¸�=��x�� Á |%�#��x � ����xz|���|� ��QÅ �5� � � ¢� �|�{ � � � �� �|�� �5� |��n�¸Å�|�¢#�c�

D̃i =

√
B−1
i

(√√
BiAi

√
Bi

)√
B−1
i

*,+ ú *,-
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Á x�| � |
Ai =

∫

Ωi

D(x)dx
� ¢z�

Bi =

∫

Ωi

D−1(x)dx

��x^�z�����¸Å��¸¢z�N��xz|�� � � � ��|�¹º� � {7�z� � ��¹-��x�|
p̃i
¿

� �4����C��N�������0��� �������# �����Ç���%+W���%68�7$�GI���#���5��$%	

¶ |j¢z� Á  %�n¢����¸�z| � ��xz|=��� � ����������  � �8{ � ¢��¸¹¾���¸� M � | �z� |%��|�¢�����¢z� ��xz|=¹ � {N���¸�?��¹Â��x � |�|0»r���¸{4|�¢����¸��¢ � �
Ó � �z����� � ¢ �z� �n� � ���¸���¸�½�4�z|�¢����Ä�½��¹¾�z¢z 0������¢z�À��x � ���z��x���xz|

6
�(�5�&� {N|���| � �8�n¹W��x�|�� �  ��QÅ ��� � � ¢z �|·{ � � � �ÄÆW¿

w\x�|ÇËU���½� �5� |n« � � � �¸¢Ô« � ������{N|%�,���4�a|���¹
0
»r{4| � ¢ ����¢z �|���xz�¸�·����{ � �Ä�,� �&� ¢���� � ��|��1��xz|�¹ �  ��1��x � �1��xz|

� Å�| �&� ��|N�z��� � � �  �|�{4|%¢�����¹8� � ��¢z����¢ � Å��%Æ�|%�
����Ö�| � �z¿ Q������¸� Á ��¢z�#��xz| Á � � ÒÙ�c� �·� ���ê¨ ���r« Á xz| � | �
� �¸|%{ � ¢z¢�� � ¢ {4|0� � ��  Á\� ���¸¢c� � �c���z �|%�?��¢[��| � {*��¹À��xz|�|���|�{4|�¢c������¹À��xz|��¸¢z¹¾� � { � ������¢?{ � � � �ÄÆW« Á |
Á ����x2���N��| ¼ ¢z|���|��^�z|%���¸ ��z����� � ¢z �|%� � ¢z�#��¢�� � �¸¢����¸ �{N| � ¢z����¢2��xz���

6
»r���¸{4|�¢����¸��¢ � �Ô{ � ¢z��¹º����� Á xz����|

 %�^� � ���¸¢ � ��|N��������|�{*�¸���n�¸Å�|�¢[�c� �j� | � �
Å�|� 0��� ���(�5�&� {4|0��| �
Θ = (θ1, ..., θ6) ∈ R6 ���� &x[��x � ��¹¾� �� ��� �&� ¢z���n{ Å�|% 0��� �

r ∈ R3 « M = {p(r|Θ} ¿t~½¢#��xz|�¹¾���¸��� Á �¸¢z�z« Á | ¼ � ���·��xz� Á ��x�|�{ � �¸¢,��|� &x�¢z�¸  � �����{N�¸� � ���¸��¢,��¹���xz| × �z���¸� �  �Ò^»rØ-|%�Ä����| � �z�ÄÅ�| � �n|%¢z �|�������|0��xz| ��Á �Ä��x �Ä���1�¸{ �(�  ��·��¢#��xz|���|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢
��� �c %|�����¿7w\xz|%¢a« Á | �z� |%��|�¢�����xz|� %�¸����|%��»r¹º� � {*��¹X��x�|���|��^�z|%���¸ N�z����� � ¢z �| � � Á |%�¸� � �Ç��xz|N�¸¢�� � ��¢z���� 
{4| � ¢ Á xz�¸ ¡x,  � ¢#�W|�|�������{ � ��|%�#¹¾� � {7�z�Ä���¸Å �5� � � ��|7Ó � �z����� � ¢ �z|�¢����Ä����|�� Á �Ä��x, ���{4{N��¢,{4| � ¢a¿

�	��
 $���� � ������� � %  �� � ��� ������! 
	 �� � ���
w\x�|Ç�¸¢�¹º� � { � ���¸��¢#{ � ¢z��¹¾�n���

(M, g)
|%�c�z� �z� |%� Á �Ä��x=��x�| Q
�¸��xz| � �¸¢�¹º� � { � ���¸��¢2{ � � � �ÄÆ

gij = G
x � �

��x�|Ç��� � �z 0��� � |Ç��¹ ��� �¸|%{ � ¢�¢z� � ¢#{ � ¢z��¹º����� �ê¨ ��� Á xz|�¢
G
���\¢z��¢�»r��|���|�¢z| �&� ��|n¿ ¶ | � |�  � ���m��x � �

G
���

��| ¼ ¢z|%� � ��¹¾���¸��� Á �tl

gij = E
[
∂ log p(r,Θ)

∂θi

∂ log p(r,Θ)

∂θj

]
=

∫

R3

∂ log p(r,Θ)

∂θi

∂ log p(r,Θ)

∂θj
p(r,Θ)dr

��N�� �

�8x�|�¢������QÅ��ONaN�� �z� �QÅ�|��Ù��¢ NC[�n¦���x � �
G
Á\� �·��x�|���¢z�Ä�,{4|0� � �� �� � ���¸��¹º���¸¢z�= �| � � � ��¢ �¸¢cÅ �5� � � ¢�� � � ¢�|

 %��¢z¢z|� ����¸��¢z�4��¢ ��xz|#{ � ¢z��¹º����� ��¹ ��� �5� � �(�¸���Ä�½� �z�¸��� � �¸����������¢z��¿ }Â� � ���z�����¸¢��[��x�|2�z| ¼ ¢z�¸���¸��¢/��¹ �
Ó � �z����� � ¢#�z����� � �Ä�(�����¸��¢#�¸¢c���N|%�c� � �����n¢,N��c«���x�|

6× 6
{N|�� � �¸ ���|�¢���� � « � � �z� |���|%¢���|��#�¸¢��ê¦�¨��r«z  � ¢=�W|

|�Æ �z� |�����|%�#�¸¢#��| � {N����¹���xz| �m���&� {4|0��| � �
θi, i = 1, ..., 6

����|��#���4�z|���  � �Ä�W|���xz|�Ë����Ì��¿

ced ³ � f # Ý °nµ 4� ~½¹X��xz|��z�¸ÃW�z������¢ �z� �^ �|%�������Ç���c  � �¸�¸� �����n� � � � �¸ (�b�¸|�¿��¸¹t�¸���Ç ��QÅ �5� � � ¢� �|�{ � � � �ÄÆ ?
���\��xz|��¸�z|%¢����¸�½���&«z��xz|_Q�����xz| � �¸¢�¹º� � { � ���¸��¢#{ � � � �ÄÆ � |%�z�z �|%�\���&l




1/2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1/2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1/2
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NQ¦ ����� �� 	�Ð �t���Y.��L01É5Í^Î&Î�É���� 0	�L� �0Ê�rÈ�
n������L�-Ï5Í 	 �0Ê�Ï5Î

<  ~½¢���x�|\{4� � |\��|�¢z| �&� ��  � ��|\��¹ � ¢ � ¢��¸���n� � � � �� \�z�¸ÃW�z������¢N��¹(Å �5� � � ¢� �|��
σ2

1 , σ
2
2 , σ

2
3

Á xz����| �z� �¸¢� �� �(� �
� Æ����� ����¸¢� ����z| Á �¸��x#��xz|� ��^� � �z�¸¢ � ��|�¹ �&� {4|���¹���xz|���{ � �n|�«z��xz|�{N|�� � �¸  Á�� �Ä��|%�tl




1
2σ4

1
0 0 0 0 0

0 1
σ2

1σ
2
2

0 0 0 0

0 0 1
σ2

1σ
2
3

0 0 0

0 0 0 1
2σ4

2
0 0

0 0 0 0 1
σ2

2σ
2
3

0

0 0 0 0 0 1
2σ4

3




��N�� �

w\x�|���|N����{ � �¸|�|0Æ � { � �¸|%��{ � Ò�|N�¸���n�cÅ������z�Ç��x � ����xz|4��|� %��¢z�a«Ô��xz� � � � ¢�� ¼ ¹º��x?�z� � ����¢ � �
��| � {4����¹
��x�|N{4|�� � �¸ 

G
� |% �|��¸Å�|4 ���¢�� � �¸���������n¢���¹ � ��{*  � �n����»S��| � {4���W|0� Á |%|�¢[��xz|4��� � ����¢ � �t|���|�{4|�¢c�����n¹8��xz|

 %�QÅ �5� � � ¢z %|�{ � � � �¸ %|��1��|���  � �¸�W|%�#�c�2��xz|
θi, i = 1, 4, 6

¿ ��|�¢z %|Ç��xz|�¹ �  0��� � 1
2

��¢,¹ � �n¢c�1��¹���xz| ¼ � ���%«
¹¾��� � ��x � ¢z�#���¸Æ^��x,|���|�{4|�¢�����¿
~Ì���W|% ���{4|�� � �¸���Ù ���| �5� ¢z� Á ��x � �%«���xz| �5�z��� � �  ¡x��z|0Å�|���� � |����¸¢ ��x��¸�7��|� ����¸��¢��¸� � ¢�|0Æ^��|�¢����¸��¢ ��¹
��x�|·��|� &x�¢z���c�z|%�Â�z|%��  � �¸�W|��2�¸¢2��|� 0������¢#¨^¿X~½¢�����| � �=��¹Ô %�n¢����¸�z| � �¸¢��7��xz| �m���&� {4|0� � ��Ö�|%��ËU���½� � �\���ÄÅ���¢z�
��¢[��xz|4�¸��¢z| �5� � �(�  �|

R6 « � ¢��[��xc�z��� � Ò��¸¢�� G = Id
« Á |4���2� � Ò�|4��¢���� �  � %���z¢�����xz| � ��|�{ � ¢z¢z� � ¢

��� � �� 0��� � |��n¹���xz|��z¢z��| � �¸�^��¢z��{ � ¢z��¹¾�n���#��x � ���z��x
G
¿

w\xz| × �z���¸� �  �Ò^»rØ-|%�Ä����| � �z�¸Å�| � ��|�¢z %|
KLD

�b¢��5�Â�Ä���8����{N{4|�� � �¸Ö%|��j¹¾� � { �
��� � ¢z�Â�����8¢z�n�Â��¢z�¸�N���
����|���� �  %�¸����|��z»r¹º� � {�����|0Å � �¸� � ��|1��xz|·�z����� � ¢z �|·�W|0� Á |%|�¢�� Á �NÓ � �z����� � ¢=�z|%¢z���¸���¸|%�À����� � �¸���������a| �
w � ���¸� �Â�5�z��� �%Æ���{ � ������¢j��¹W��xz|·��|��^�z|����� ·�z����� � ¢� �|1�a|0� Á |�|%¢4� Á �7¢z| �5� �c�4�z����� � �Ä�(�����¸��¢z�

p(r,Θ)
� ¢��

p(r,Θ + dΘ)
¿t~½¢z��|�|��Ô« Á |�x � Å�|�l

KLD(Θ,Θ + dΘ) =

∫

R3

p(r|Θ) log
p(r|Θ)

p(r|Θ + dΘ)
dr

� ¢z�#�c�#w � �^��� � |0Æ �(� ¢z������¢ Á �¸��x
dΘ→ 0

KLD(Θ,Θ + dΘ) ∼ 1

2

∑

ij

E
[
− ∂2 log p(r|Θ + dΘ)

∂Θi∂Θj

]
dΘidΘj

� �n���� ���¢z����x � �

−E
[
∂2 log p(r|Θ + dΘ)

∂Θi∂Θj

]
= E

[
∂ log p(r,Θ + dΘ)

∂θi

∂ log p(r,Θ + dΘ)

∂θj

]

{ � Ò�|����¸� � �cÅ��¸���z�Ç��x � �Ç��xz|N���c� �5� |���¹t��xz|N��|��^�z|����� N�z����� � ¢z �|N|%�c� � ���Ç� Á �¸ %|7��xz| × Ø/�z�¸Å�| � ��|�¢z %|n¿
¶ |�x � Å�|�����¢z�n���¸ %|�xz| � |���x � ����x�|��n|%�^�z|����� ��z����� � ¢� �|���� � � Á\� ���1�z| ¼ ¢z|�� Á �Ä��x � |%� � |� ������ � ���ÄÅ�|%¢
|%�¸|%{4|�¢��

p(r,Θ)
��¹ M Á xz�� &xÙ���¸|%�¸�z���¸���Ç¢z��¢�»r����{N{4|�� � �¸ 7�W|%x � Å��¸� � ¿ `Ù� � |��QÅ�| � « Á | � ������{N|7��x � �

Á | � � Á\� �^�� ���{ � ����|��z����� � ¢z �|%���W|0� Á |%|�¢F¢z| ��� �^� |���|�{4|%¢����Ç��¹ M « Á xz�� &xF{ � �Ù¢z�n� � � Á\� ���Çxz���¸�Ô¿
Q(� � ��|�¢�| �&� �Ô�z����� � �Ä�(�����¸��¢z��« Á |�{ � �2x � Å�|�¢z���n��xz| �  &xz���� �|������1���4 ���¢z�����z| � ��xz�¸� �5�z�z� �QÆ��¸{ � �����n¢Ô¿
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��� Á |�Å�| � «n�¸¢���xz|8{4� � | �(�5� ���¸ %�z� �5�   � ��|Â�n¹�{����Ä���¸Å �5� � � ��|�Ó � �z����� � ¢��z|�¢����Ä����|�� Á �¸��x7 %��{N{4��¢7{4| � ¢���«
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 %��{ �m���&� ����|1�z�¸��� � �¸����������¢z��¿tw\xz|1¢z|0Æ^� �(�5� �t��¢�� � �^�z�z %|��N��x��¸�À��|��^�z|%���¸ ��z����� � ¢z �| � ¢z� � ¢ � ����� � �Ä��xz{
¹¾� � ��xz|�|%�����¸{ � �����n¢,�n¹���xz|� �� ��� |�� � ��¢z���¸¢z��{4| � ¢,�z|�¢z���¸�½�2�¸� �z� |%��|�¢���|%�a¿

�	� � � � � � �(����� ����� ��  �� �   � %  � � �� ������ 	 �   
¶ |Ù¢�� Á  ���¢z %|�¢�� �&� ��|F��¢<��xz|F� �(�  �|

S+(m,R)
«1|%¢z�z� Á |�� Á �¸��x<��xz|F��¢z¹º� � { � ���¸��¢�{4|�� � �¸ 

ds2 ¿
S+(m,R)

��|�¢z�n��|�����xz|���|0�7��¹
m × m � | � �À����{4{N|�� � �¸  � �����¸���ÄÅ�|0»r��| ¼ ¢z�¸��|j{ � � � �� �|%��¿ P �z|�� � �¸��|��

�����������n¢ �z| ¼ ¢z��¢z�F��� � ���������¸  � �Â{4�c��|�������¢���xz���N¢z��¢�»r�¸��¢z| ��� � �(�  �| Á\� � ��� |���|�¢c��|�� �¸¢ �ê¦�¨��r¿ ��| � |
Á | � |�{4��¢z� ���n{4|2��{ � � � � � ¢c� � |����z�¸����«t����|�¹¾�z�¸�\¹º� � ��xz|2��|���{4|�¢�� � �����n¢ã� � ��ÒW¿,Q(�n����� Á ��¢z�'�ê¦�¨�� � ¢z�
� §c¦^«
c«�NQ¨^« �^«�N�§z«�¦	�^«
¦���r«

S+   � ¢ �W|� &x ���&�  ���| � ��Ö�|�� � � � ¢ � � ¢z|j����{N{4|�� � �¸ j� �(�  �|j¹º� ��Á xz�� &x
 %�¸����|%��»r¹º� � { |0Æ �z� |%�����¸��¢z� �5� | � Å � ��� � ����|�¹¾� � ��xz|������������¸��¢,��¹-��xz|���|%�c��|����� Ç|Q�c� � ���¸��¢ � � Á |���� � ��¹¾� �
��x�|1�¸¢�¹º� � { � ���¸��¢j��|��^�z|%���¸ ·�z����� � ¢z �| � � ������Ò�¢z� Á ¢ � � �·� � � �8�z����� � ¢z �|��&¿Xw\xz|·�¸¢�¹º� � { � ���¸��¢j��|��^�z|%���¸ 
���¸��� � ¢z %| D �W|0� Á |%|�¢ � ¢��2� Á �4|���|�{4|�¢�� Σ1

� ¢z�
Σ2

��¹
S+ �¸�1���ÄÅ�|%¢2�c�=��x�|Ç��xz|%� � |%{Tl

I H Ýcá ² Ý � M �4�� V  I �� Ý 7 ° Ý 7��*4nZmWUb��
�ÀÉ���Î�� � �0Ê ��
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ξ
�0Ín�

��� -e�0Ê�B� 	 $nÏ5Ê�SÏ��WÈ"�
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Σ
� ��
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J$nÏ5Ê�rÏ��mÈ"��	äÈ&É�$nÏ5Ê�SÏ��WÈ"��ÑjÏ��bÊ�SÈ"�0Î
Σ1

Ï��(�
Σ2

�ºÎe	��G$�� � � �

D(Σ1,Σ2) =
1

2

� �
(log2(Σ

−1/2
1 Σ2Σ

−1/2
1 )) =

1

2

m∑

i=1

log2(λi)

� 
n�0Ê�� ��
n�
λi

� � �mÉ��
� ��
n�
m

��O	 � �U$5ÏnÐÿÍU�0Î7É��_��
n� � � �
�0Ê¡Ñ �G�WÏ����ÌÏnÐ ��0Í�Ï����rÉ�� |λΣ2 − Σ1| = 0
�

X ² á f Ý ²%±:9 Ý ° á ^�±�H Ý��2Ýcá â Ý °C9¾´ ?/9¾°0±Q³ 7 ´ Ý µ
w\xz|F�z����� � ¢z �| D ��¢

S+ ��| ¼ ¢z|%� � �W�QÅ�|F|0Æ�xz�¸���¸���=����{4|F¢z�� �| �z� � � | � ����|��=��x � � Á |[xz| � | � ¹º��| �
����{N{ �5� ��Ö�|�l

Nn¿ � �����¸���ÄÅ��¸�½�ml D(Σ1,Σ2) ≥ 0, D(Σ1,Σ2) = 0⇔ Σ1 = Σ2

¦^¿��c�^{4{4|0� � �(l D(Σ1,Σ2) = D(Σ2,Σ1)
¨^¿1w � � � ¢��n��|���¢z|Q��� � ���¸�½�ml D(Σ1,Σ3) ≤ D(Σ1,Σ2) +D(Σ2,Σ3)
§z¿�~½¢cÅ �5� � � ¢z %|��z¢��z| �  ���¢z� � �z|%¢z �|�� �&� ¢���¹º� � { � ���¸��¢z�tl D(Σ1,Σ2) = D(PΣ1P

T , PΣ2P
T )

∀P ∈ GL(m,R)
¥^¿�~½¢cÅ �5� � � ¢z %|��z¢��z| � �¸¢cÅ�| � ���¸��¢�l D(Σ1,Σ2) = D(Σ−1

1 ,Σ−1
2 )

w\x�|���¢���| � |%����|�� � | � �z| �   � ¢ ¼ ¢z�[{4� � |���|0� � �¸��� � �W�����Ç��xz���Ç��¢F��xz|7��|% &xz¢��¸  � � � | � � � �Ç�c� Q�� � ����¢z| �
� ¢z�/`Ù�^�n¢�|�¢�� N�§ �r¿

w\xz���Ô¢ � ��� �&� ���z����� � ¢� �|t  � ¢��a|t�z��|�����¢���xz|t��|%��{N|%¢�� � ���¸��¢ � ���n� � �¸��xz{ �z� |���|%¢���|����¸¢���x�| �z� |�Å��¸���z�
�m��� �%« � | � � �  ���¢z�j��xz|7���^{4|�� � �¸Ö%|�� × Ø �z�¸Å�| � ��|�¢z %|��c�,��xz|7¢z| Á |0Æ �z� |%�����¸��¢a¿ Q(� � ��x��¸� � � ��� ����|�« Á |
Á �����1¢z|�|%�/���?|%�����¸{ � ��|,��xz| |�{ � � � �¸  � �·{4| � ¢ � � �z� � � ����|��/�c� Q � �% &xz|�� �ONQ¥��r« ×��5�  &x�| � � N���� � ¢z�
� |%¢z¢z|�  � ¨	��� l
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? Ý�� 7 9º±:9 á 7 M B< � 
n����É5Ê¡Ñ�ÏnÐ ���¾Î"�bÊ� �0Ín���rÉ���Ë�Ï5Ê�Ï5Ñ�� �bÊ���C�"����
Σ̂ ∈ S+(m,R)

Ï��(��� ��� �(���2Ï5Î ��
n�
�0Ñ�Ëm�ºÊ�rÈ&ÏnÐ^Ñ �&Ï��#É��

N
���ºÎ�bÊ� �¡Í&���SÉ���Î

Σk, k = 1, ..., N
��Ï�È�
 � �$��¡Î·Ï�Ð�ÉQÈ&ÏnÐ^Ñ �G�U�ºÑNÍ^Ñ É�� ��
n� �&Í �WÈ ���rÉ��

µ : S+(m,R)→ R+ � �&�8É���Ï5Î���
n���¡Ñ�Ëm�ºÊ�rÈ&ÏnÐ($nÏ5Ê�rÏ��mÈ"�NÏ��(� � ��� �(�"�2Ï5Î

µ(Σ1, ...,ΣN ) =
1

N

N∑

k=1

D2(Σ,Σk) = E[D2(Σ,Σk)]

×��5�  &xz| �1��� �%Å�|%� ��¢ � N����-��x � �����z ¡x � {4| � ¢a«(Ò�¢z� Á ¢ � �1��xz| � �¸|%{ � ¢�¢z� � ¢ � �5� �� �|�¢c��| � «(|�Æ��¸����� � ¢z�
������¢z���c�z|4¹¾� � { � ¢z�¸¹¾���¸�?��¹8¢z��¢�» � �����¸���ÄÅ�|4��|� ����¸��¢ � �X �� � Å � ��� � |n¿4w\x��¸� Á\� ����x�� Á ¢?���2�W|���xz|4  � ��|
¹¾� �

S+(m,R)
��¢ � ¦�¨��r¿ P  %�¸����|��z»r¹º� � { ��¹���xz|={4| � ¢   � ¢�¢z�n���W|2�n�z� � �¸¢z|%� �ê¦���8�(��� � � �&� �z��|�¢��

��|��� �|%¢�� � �¸��� � �Ä��x�{ Á\� � �z� � � ����|��#�¸¢�� ¦�¨��r¿ P !(� Á �¸���z| � �¸Å�|��#¹ � ��{ � ¢2��¢z�¸��� � �a���z|����
Σ̂(0)

��� Á\�5� �
��x�|Ç{4| � ¢,��¹ � ��|0�1��¹

S+(m,R)
¿Àw\xz|�¹¾���¸��� Á �¸¢z��|0Å����¸�z���¸��¢#�����n�z� � ��¢z|��Ll

∂sΣ̂(s) = − Σ̂(s)

N

N∑

k=1

Ø����
(Σ−1

k Σ̂(s))
��N8[ �

w\x�|� �� ��� |%� � ��¢z�z��¢z�4¢c��{N| � �¸  � �Ô�¸{ � ��|�{4|%¢�� � ���¸��¢,�¸�1�z|�� � ����|��#��¢�� ¦�¨��S¿

5 � f # Ý � Ý 7 ±Q³z±:9 á 7 µ ¶ |2  � ¢ �z��|2��xz|2� � {4|2Å ��� � � ���¸��¢ � �\¹ �&� {4| Á � � Ò � ����x�|2��¢z|#�z|���  � �Ä�a|�� ��¢
��|% 0������¢?§,�¸¢ � � �z| � ���,{ � Æ��¸{4��Ö�|4��xz|4���ÄÒ�|�����xz�^�c� ��¹8��xz| �5�z�z� �QÆ���{ � ��| � � � { � �t�z|%¢z���¸���¸|%����¢[��xz|
� �¸|%{ � ¢z¢�� � ¢�{ � ¢z��¹º�����a¿�w\xz|F|%¢z| � �n� ���2��¹���xz|F¹º� � { N�§ � ¢z�<��xz|F��� � ���¸������  � � �(�5�&� {4|0��| � � ��� |
� � � � ��|��2�^� ¼ � ���%«�|�������{ � ����¢z�4��xz|���¢�� � ��¢z���¸ �{4| � ¢,��¢#| �  ¡x � |%���¸��¢2��x � ���z��x#��xz|�� �&� �z��|�¢c�1�z|%�� �|%¢��
NC[^«z��xz|�¢# %��{ � �����¸¢��N��xz|�Å �5� � � ¢z %|�����¹���xz|��z����� � ¢z �|����N��xz|���|�{N| � ¢#���¸��� � �¸����������¢z��¿

	 9�
 A ��
�0��������7$?HK1+-3#$¡��+ ���#	 3 ��� A ���X��+Ô���,+

¶ | Á �¸��� � |%� � |� ����ÄÅ�|��¸� � |%¹º| � ���F��xz|2{4|0��x��c��� ��� |���|�¢c��|�� ��¢ ��|� ����¸��¢z�j¨^«8§ � ¢z� ¥ � ��`F|0��xz�^�hNn«
¦ � ¢z� ¨c¿ ¶ |��W|�����¢ Á �¸��x � Å � �¸��� � ���¸��¢���¹*`F|0��xz�^� Nj��¢�����¢���xz|����¸  � �8� � � �,Á �¸��x�&����{N�¸���4  � ��|��
Á x�| � |,�n��xz| �=�5�z��� � �  ¡xz|��j¹ � �¸�S¿ w\xz|�¢Ô«\|0Æ � | � �¸{4|�¢c��� �5� |  ���¢z���z 0��|%�/��¢ ��xz|,|�Æc� �&�  ����¸��¢/��¹���xz|
È&É5ÊÌËmÍ�Î�È�ÏnÐºÐ�É5Î�Í�Ñ ¹ � �n{ � | � � Õ w\~\� � � � ��x � ���z��x `F|0��xz�^�z� Nn«Ô¦ � ¢z�?¨c¿�`Ù� � |%�%Å�| � « Á |7��xz� Á xz� Á
Á |�  � ¢,�¸{ �z� �QÅ�|Ç��xz| � �n���z����¢�|����1�n¹���� � `F|0��xz�^� ¦��^�=��¢�� � �^�z�z %�¸¢�� � ¢ � ¢z�����n� � � � �2{N| � ��� � |n¿ ¶ |
|�Æ�xz�Ä�(�Ä� �z� ��{4�����¸¢z� � |����z�¸���Â�n¹L`Ù|���xz�^�2¨^¿ ¶ | ¼ ¢ � ���Ä� �z� |���|%¢�� � |����z�¸���8��¢ � | � �m� � � ��Á �Ä��xj¹¾�z������¢j��¹
��|%��{N|%¢�� � ���¸��¢ � ¢z�,|%�����¸{ � ���¸��¢,��¹ ¼ �W| � ����¢#��xz|NÎrËWÐ � �U�ºÍ�Ñ ��¹-��xz|=È&É5ÊÌËmÍ^Î�È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í^ÑN¿

� ��
 ���  � ��������� �� � ���
Õ �ÄÃW�����¸��¢���|�¢z��� � ��{ � ��|���{4| � ��� � |���x�|j���¸� � � �  �|%{N|%¢��N��¹ Á\� ��| � {4����|� ����¸|%��¿[w\xz�����z�¸� � � �  �|%{4|�¢��
Á x��¸ ¡x� &x �5�&�  0��| � �¸Ö%|��z�¸ÃW| � |�¢��7���������z|���«X  � ¢ �W|j� � ���Ä����|%���¸¢c���,� Á �Ù�z�¸ÃW| � |%¢����¸¢z¹¾� � { � ������¢�lN�¸������¢�»
��|%¢z���¸�½� � ¢��[�Ä�����z� � |� ����¸��¢a¿ ¶ xz|%¢[ ���¢z�����z| � ��¢z�#�z�¸ÃW�z������¢F��|%¢z��� � �¸{ � ��|���«Ô��xz|���|N��¢z¹¾� � { � ������¢ ��� |
���¸Å�|�¢ � |�� � |% 0���¸Å�|%�Ä�F�c�F��xz|4� �5� ��|�����|%�¸��|�¢cÅ � �¸��| � ¢z�?��xz|4 %� ��� |%� � ��¢z�z��¢z�,|�����|�¢�Å�|� ���� � ¿!Q � ��{ ��x��¸�
��|� ���{ � �����¸���¸��¢a« Á |2���z���Ä�j��¢z|#| � ���   � ��|2���?�¸�����z��� �&� ��|2��x�|2��|�¢�| �&� ����|���{4|�¢�� � ������¢ �z� �^ �|���� � � �¸�
{4|���xz�^�z� Á ���¸�
���z % �|�|%�F��¢F��xz���Ç|0Æ � { � �¸|��&¿�~Ì�Ç����{ � ��|���¹ � � � xz| � �¸  � �X�¸¢� ����z���¸��¢'� ¼ ��� � |�¦�� Á xz| � |

*,+ ú *,-
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Q
����� � |=¦ lN�c|���{4|�¢�� � ������¢ ��`F|0��xz�^� N�����¹ � ¢��n�����F��|%¢z��� � ¼ |����? %��{ � �n��|%�?�c�F� Á � � |����¸��¢z� Á �¸��x
� � {4|j� � ��|�¢c� � ������¢?���z�7���ÄÃW| � |�¢�����  � �¸| ���������	��
�� l4¦ Õ »r ��z�7��¹8��x�|4��|%¢z��� � ¼ |����a«��������������� l
� � {4| Á �¸��x ¼ ¢ � �Ô��|���{4|�¢�� � �����n¢Ô«��������������À��� � ¹ �  �|�|�Å��n����������¢ �&¿

��x�|��z�¸ÃW| � |%¢z �|��W|0� Á |%|�¢#��xz|��¸¢z�����z| � ¢z�#��xz|����������¸��|��¸�1��¢z�¸�=� � ��|%�,�n¢#��xz|�|%�¸��|%¢�Å � ���z|���¿ ¶ | � �¸���
��|%¢z| �&� ��| � ����{N�¸�·  � ��| Á x�| � |���xz|�� Á � � |������n¢��1�z�¸ÃW| � ��¢z�Ä�2�^�2��xz|�{ � �ä� � � � ��|�¢�� � ������¢#��¹���xz|���|%¢�»
��� � ��¿�`Ù� � |��QÅ�| � «m���j{ � Ò�|7�¸��x �5� �z| � « Á | � �����jÅ �5� �#��xz|7{ � �¸¢F� � ��|�¢c� � ������¢ ��¹X��xz|���|�¢z��� � � Á �¸��xz��¢
��x�|4��¢z���¸��| � |����¸��¢?�c�?  � | � ����¢z� � �ä�z¢� 0�����n¢ � ����xz� Á ¢?��¢ � ¼ �n� � |=¨��r¿=~½¢[�W�n��x   � ��|���« � Ó � �z����� � ¢
¢��n����| Á\� � � �z�z|�� ��� � |% 0���¸�#�n¢,��x�|�|%�¸��|�¢ |%�¸|%{4|�¢����·��¹
| �  &x,��|%¢z��� � ¿\~½¢z�¸��� � ���¸Ö%�¸¢z����xz|���� � ¹ �  %| Á �¸��x
� �W���z¢��z�¸¢��N�W�QÆW«&`F|0��xz�^�kN��¸� � ���¸|����4�n�¸Å�|Ç��xz|�|0Æ � |% 0��|��#��|���{4|�¢c� � ������¢z� � ¼ ��� � |7¦ � ¢z�Ù¨��S¿
��� Á |�Å�| � «(��x�|���|7|0Æ � { � �¸|%���z�=¢z�n����xz� Á ��xz|7¢z|% �|%�����Ä�½� ��¹X�¸¢� ����z�z��¢z� � ��� � ���������¸  � ��{N�^�z|%��¹¾� � ��xz|
���¸��� � ¢z %|N�z����� � �Ä���z���¸��¢?�n¹8| �  &x � |%���¸��¢ � ¢��F��xz| �5�z�z� � �  &x �z� � � ����|��?�¸¢'�ê¥n¬��t¹º� � ¦ Õ ¼ |����z����¹tËU���
���¸Å�|�� � ���¸{4��� �5��� |����z�¸�%¿X~½¢2� � �z| � ������x�� Á ��xz| � �zÅ � ¢�� � ��|��Â��¹-��� � `Ù|���xz�^�#¦^« Á x��¸ ¡x2�¸��{N� � |Ç��|�¢�»
| �&� �b« Á |Nx � Å�|���|%¢z| �&� ��|�� � ��|� ���¢z�F��|������¸{ � ��|n¿�w\xz���Ç��{ � ��|n«Ô��xz� Á ¢F��¢ � ¼ ��� � |�§ �S«Ô�¸�� ���{ � ����|��
�^�?��¢z|���� � �z� Á xz����|=��¢���| � ¢ ��|%¢z��� � � �5� |j� � �¸|%¢���|�� �  % �� � �z��¢z�,��� ��xz|�� � ¢z��|�¢����7��¹Â��xz| �z� �¸¢� �� �(� �
 %� �  %�¸|��n¹-��xz|Ç��� � �z��¿ P ¢z���¸��|���� � �¸��� � �z�z|%�=��� � �¸�W��x�|���|%¢z��� � �\��¹Ô��x�|Ç��{ � �n|Ç���z� Á �¸��x � �z�¸ÃW| � |%¢��
Å �5� � � ¢z %| Á xz|���xz| � ��xz|=��|�¢z��� � �¸�N��¢z���¸��|2� � �n�z�����¸�z|=��x�|j��� � �z��¿ ~½¢ � ¼ ��� � |2§ �S« Á |2 %�n{ �(�5� |=��xz|
� |%���z�¸���1�n�z� � ��¢z|�� �����¸¢z� � ¥n¬�� � ¢z� ��� �Ç�5�z�z� � �  &xa«W¹¾� � �z�ÄÃa| � |�¢c�·��¢z�¸��� � ���¸Ö � ���¸��¢z��¿1w\xz| ¼ � ���·{4|���xz�^�
¹ � �¸�������4��|���{4|�¢c�1��xz|���� � �z���W|%  � �z��|���¹���xz|�� � ��|�¢�� � ������¢z�1xz����x#Å �5� � � ���¸��¢z� Á �¸��xz��¢,| �  &x � |����¸��¢a¿8~½¹
Á |��¸¢��Ä��� � �¸��Ö�| Á �Ä��x � �W���z¢z�z��¢z�Ç�a�%ÆW«���xz|���� � ¹ �  %|\��x � ��¢�Ò��X��¢����¸���Ä�t�z�¸� �5�z� | �5� � � ¢z�N��¹ Á |���� �5� �t¹ � ��{
� ��{ � �¸�
� � x�| � |���¢z���¸��|7��xz|7��� � �z��«a�n¢��Ä� � ��{ � �¸� �(�5� �Ç��¹
��x�|7��� � ����  � ¢Ù�W|�  �5� ��� � |%�a¿ ������¢z�=��� �
�5�z��� � �  ¡x�¦^« Á xz�� &xN{4�^�z|%�¸�X��xz|ÂÅ �5� � � ¢� �|\��¹���xz|��z����� � ¢� �|Â�a|0� Á |�|%¢���|�¢���� � ��«���xz|Â��� � �z�X�¸�t �� ��� |% 0���¸�
|�Æ^� �&�  ���|��2¹¾� � ��xz|��z�¸ÃW| � |�¢��1��¢z�¸��� � ���¸Ö � ������¢z��¿
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Q
����� � |=¨ lN�c|%��{N|%¢�� � ���¸��¢ ��`Ù|�x����^� N��Ç��¹ � ¢z���¸���[��|%¢z��� � ¼ |%�¸�  %�n{ � ����|%�?�c�[� Á � � |�������¢z� Á �¸��x
� � {4|N��  � ��|����z���z�¸ÃW| � |%¢���� � ��|�¢c� � ������¢z� ������� �� 
�� l�¦ Õ »r %������¹t��x�|7��|%¢z��� � ¼ |����a«������ ��������� l
� � {4| Á �¸��x ¼ ¢ � �Ô��|���{4|�¢�� � �����n¢Ô«��������������À��� � ¹ �  �|�|�Å��n����������¢ �&¿

� � � � � �� � $ % � ���
b B< �4 ced f Ý ²�9 � Ý 7 ±Q°!^ á ² "!Ý ±:H á â 4 ³ 7 â <

P �-{4|�¢c���¸��¢z|%���¸¢���xz|t��¢�� � �^�z�z ����¸��¢a«���xz|À|0Æ^� �&�  0�����n¢���¹��5�z��|� 0���-¹ � ��{ Õ w\~W� � � � ���-��¹�� � | � ���¸¢���| � |����%¿
w\x��¸��{4�c� � ���¸�½�����ÄÅ�|%�-��xz|8� �z� � � ���z¢z�¸�½�����·�z����  � ��{4�¸¢ � ��|8��� � �z ���� � |������ÄÒ�|t��x�|�È�É5ÊÌËmÍ�Î\È�ÏnÐºÐ�É5Î�Í�Ñ {7�z &x
x ��� ��| � ���2 ¡x �5�&�  0��| � ��Ö�|N�z����¢z�,�n��xz| � {4�^� � �¸�¸���¸|%��¿�}\|�¹¾� � | � ¢�� �z� �^ �|%�����¸¢���« Á |N¢�|�|��F���#  � � � ��xz|
��{ � �n| ��� ���z¢�����xz|À�5�z��|� 0����¹^��¢���| � |�������� � �Ô��� � |�� � |% 0�-��xz| � �����z{ � ������¢���¹c���¸» �(�5� ���¸���¸��¢z��¢z�1��{ � ����|��
�^�,��� � {4�c��|��S¿�Q
�¸��� � |4¥���xz� Á ��xz| � |%���z�Ä�Ç�n�z� � �¸¢z|%�Ù¹¾� � ��x�|�|�Æ^� �&�  ����¸��¢ ��¹X��xz|#È�É5ÊÌËmÍ�Î�È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í�Ñ
Á �¸��xJ`Ù|���xz�^�,N5¿Àw\x�|Ç¢z|0Æ^��|0Æ � | � �¸{4|%¢�� � ��{4� � �\|�Æ^� �&�  ����¸¢��7��xz|�� � ��| �&� �WÅ�|%¢�� � �� ���|�� Á �¸��xJ`Ù|���xz�^�
¦^¿tw Á ����{ � �¸�a� � xz| � |�� �5� |�{ � ¢c� � ���¸� � � �  �|%�=��¢z���¸��|���xz|�Å�|%¢�� � �� ���|��8������¢z�¸��� � ���¸Ö%|·��xz|���� � ¹ �  �|�¿tw\xz|
|�Å��n����������¢ � ¢z�N��xz| ¼ ¢ � ����|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢ �5� |\��xz� Á ¢4��¢(� ¼ �n� � | �c¿ �r¿Xw\xz��� � |%���z�Ä�À���c�nÒ�� � | � ���Ä�� %�¸����|\���
Á x � � Á |� %���z�¸� x � Å�|�|0Æ � |� ���|��#¹ � ��{ � ¢ � ����{4�¸  � �-��� � �z 0��� � |�|�Æ^� �&�  ����¸��¢2Ò�¢z� Á ��|��z��|�|�Å�|%¢2��xz���z��x
��x�|�Å � �¸��� � ���¸��¢,¹¾� � ��x��¸�\�½� � |��n¹�� � � ��Á �¸���Ôx � Å�|Ç���N�W|�  �5� |�¹¾�z���Ä� � �z� � |%����|��a¿

b B< B< 5 � f ² á��(Ý � Ý 7 ±Q°��°C9 7 F?±:H Ý ³ 7 9b° á ±Q² á f Þ µ
¶ xz|%¢ Á |� ���¢z�����z| � ��x�| `Ù|0��x��c����¦ � ¢��F¨^«(��xz|���¢z�¸��� � ���¸Ö � ���¸��¢Ù�¸� � | � �¸�¸�,�¸{ � � � � � ¢�� � ¢z� ��¢Ù{ � ¢��
  � ��|���«
��|�Å�| �&� �t��|%|��z��¢z� � ���¸¢c����x � Å�|����,�a|���|��7{ � ¢^� � �¸�¸�?��� � Å��n��� ��xz|j��� � ¹ �  %|4��� ��|��7�����z �Ò?��¢
� ���c  � �À{4�¸¢��¸{ � ¿Fw\xz����  � ¢ �W|j�QÅ�| �  %�n{4|j�c� �¸¢c� � �c���z ���¢z� � �����n� � � � ¢��¸���n� � � � � {4| � ��� � |�¿?�·¢z|
��¹X��x�|�{4����� � � � �z� ��� �¸�Ç� � ��|��[��¢F��xz|�¢�� � { � ���¸Ö%|��FÅ �5� � � ¢z �|���¹t��xz|N|����n|%¢�Å � ���z|��tl·��xz|N¹ �&�  ����¸��¢ � �
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Q
����� � |?§&l��c|���{4|�¢c� � ������¢���¹ � ¢z���¸������|�¢z��� � ¼ |%�¸�� %�n{ � ����|%�q�c�<� Á � � |����¸��¢z� Á �¸��x��z�¸ÃW| � |%¢��
� � ��|�¢�� � ������¢z� ������� �	� 
 � l�¦ Õ »r %������¹���xz|���|%¢z��� � ¼ |����a«�������� ���������YlÂ��|%�n{4|%¢�� � ���¸��¢Ù�5��� � ��¢z|%�
¹ � ��{ �ê¥n¬��S« ����� ��������� lX��|%��{N|%¢�� � ���¸��¢2�n�z� � ��¢z|�� Á �¸��xJ`Ù|0��x��c�,¦^« �������������À��� � ¹ �  �|Ç|�Å��n����������¢
¹¾� � �W�n��x#��¹-��x�|�{ �&¿

� ¢z�����n� � � � � � A � �$� §����&¿[w\xz| � ��Å � ¢�� � ��|=�n¹\��x��¸��{4| � ��� � |2�¸�7��x � ���¸��  � ¢ã�W|= ���{ � ����|�� Á �¸��xz�����
x � Å���¢z�2���#|0Æ^� �&�  0�Ç��x�|���|�¢z��� � |�����|�¢�Å � �¸�z|%��¿N~Ì� �  ���� � �¸�¸�F�n¢��Ä�F�z| � |�¢z�z����¢F��xz|!Q � �n�W|�¢��¸�z��¢�� � {
� ¢z�#� �&�  %|���¹���xz|��z�¸ÃW�z������¢#��|�¢z��� � ¿

A(D(x)) =

√
3|D(x)− trace(D(x))I/3|F√

2|D(x)|F
P ¢ � �z�z�¸�����n¢ � �-��| � {K���1��x�|�¢ �z| ¼ ¢z|�� ���j�¸{ � ����| � ���ÄÅ�|%¢ �z�¸��� � �¸����������¢Ù��¹���xz| � ¢��¸���n� � � � �,��¢z�����z|
| �  &x � |������n¢Ô¿ÀØ-|��

pa,1
� ¢z�

pa,2
�W|���x�|�ËU��� ��¹���x�| � ¢z�����5� � � � �#��¢

Ω1
� ¢z�

Ω2
« �5�z�z� �QÆ��¸{ � ��|��#�c�

Ó � �z����� � ¢,�z|%¢z���¸���¸|%��¿Àw\xz|�¢a« �  % �� � �z��¢z�N���(� ¨a[��Ô��xz| �(�5� ���Ä������¢z�¸¢��N���1�5��� � ��¢z|%�2�^�={4��¢z��{N��Ö���¢z�&l

−
∫

Ω

(
Hε(φ) log pa,1A(D(x))dx+ (1−Hε(φ)) log pa,2A(D(x))

)
dx

�r¦5¬ �

w\x��¸�7��| � {:��� � ���z|������Ù��xz|=�n�z�ä|% 0���¸Å�|=¹¾�z¢z ����¸��¢ ��NaN����z| ¼ ¢z|%�ã��¢/�c|% 0������¢ã§z¿?w\xz|%¢a« Á |=�n�z� � ��¢
� ¢z| Á |0Å����¸�z���¸��¢ |%�c� � �����n¢ ¹º� �  �|4¹¾� � ��xz|��¸|�Å�|��t��|0��¹¾�z¢z 0������¢

φ
 ���{ � ����|��?�c�F� Á �,��| � {4� Á xz����|

��¢�!���|�¢z %|�  � ¢#�W|� ���¢�� � ���¸��|��#�c� � �5���z������¢z�N��xz| Á |%�¸��x��
α
�W|�� Á |�|�¢,Ö�| � � � ¢z�,��¢z|�l

φt(x) = δε(φ(x))

(
ν
�z�¸Å ∇φ
|∇φ| + (1− α)

1

2
log

pd,2
pd,1

+ α
1

2
log

pa,2
pa,1

)
∀x ∈ Ω

�r¦ N��

~½¢ �z�&�  0���� �|�« � ��{ � ��� Á |%�¸��x��Ç��¢ ��xz| � ¢z�����n� � � � �,��| � { �¸�Ç��� �  ���|�¢��Ç��� � Å����¸�Ù��xz|7��� � ¹ �  �|����=�n|��
������ �Ò4�¸¢ � ���^  � ��{4��¢z��{ � ¿ Q�� � |�Æ � { � ��|n«���xz|·|0Æ^� �&�  0�����n¢���¹W��xz|7È&É5ÊÌËmÍ�Î�È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í^Ñ ��¢ � ¼ ��� � | ��� Á\� �
� �n�����¸����|7��x � ¢zÒ^�Ç���j��xz��� � �z�z�¸���¸��¢ � ����| � { �^� ��|0������¢z�

α
���2¬�¿ÿ¨^¿�w\xz��� Á |�����x�����xz���z���[¢z�n�Ç�W|���|��

���^�Nx��¸��x,�n��xz| ��Á ����| � ����Ò��¸¢z�4��� �z� � �(� � � ��|���� � ���a��xz| Á xz�¸��|�{ � ����| � ¿
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N�� ����� �� 	�Ð �t���Y.��L01É5Í^Î&Î�É���� 0	�L� �0Ê�rÈ�
n������L�-Ï5Í 	 �0Ê�Ï5Î

Q
����� � |7¥ lÂ�c|���{4|�¢�� � ������¢#��¹-��xz|=È&É5ÊÌËmÍ^Î�È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í^Ñ£�5��� � ��¢z|%� Á �Ä��x/`Ù|���xz�^�,N
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Q
����� � |�� l8�c|���{4|�¢�� � ������¢2�n¹Ô��xz|Ç� � ��| �&� �(� �&� ��¢=Å�|�¢�� � �� ���|��	������� �	� 
 ��� � ¢z�=��xz|�È&É5ÊÌËmÍ^Î�È&ÏnÐºÐ¸É5Î&Í�Ñ
������� �	� 
 �����¸¢ ��� | � ���z�¸ÃW�z������¢Ù��|�¢���� � ��{ � ��|���� � | � �¸{ � ����|%�Ù��¢Ù��xz| Õ w\~ ¼ |����Ù�����¸¢z�2{4|���xz�^�
¦^«��������������À��� � ¹ �  �|�|0Å����¸�z���¸��¢,¹º� � �W�n��x#��¹���xz|�{ �&¿
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¦n¬ ����� �� 	�Ð �t���Y.��L01É5Í^Î&Î�É���� 0	�L� �0Ê�rÈ�
n������L�-Ï5Í 	 �0Ê�Ï5Î

Q������ � |�ilÂ�c|���{4|�¢c� � ������¢2�c�T`Ù|0��xz�^� ¦7������|0��xz| �\Á �¸��x#  � ���¸��� � � ¼ �a| � �
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w\x�|À ���{ �(�5� �����n¢���¹ ¼ ��� � |���� � ¢z�N¥���� � �c�z�Ä��|8�z� �  %�z�¸��� � ��Ò�����¢z %|8¢z� �  � %� �&� ��|À� � ���z¢z��»S� � �z��x7� � � �
��� � Å � ��� � ����|Ç���N ���{ �(�5� |Ç��xz| � |����z�¸������¹ `Ù|���xz�^�z��Nn«m¦ � ¢z� ¨^¿X~Ì�1��|�|%{N����x � � `Ù|0��x��c�kN�  �5� ��� � |%�
{4� � | �z|�� � ��������¢/��xz| 	i���Í Á xz| � | � ��`Ù|0��x��c��¦ � ¢z��¨[{ � � � | � ¹º� � { �W|0����| � ��¢/��xz| ÎSËWÐO��U�¾Í^ÑN¿
w\x�|j���¸��  � �¸{4��¢ � ���¸��¢ � � Á | � ��¹\��xz|={4|0��xz�^�z� � |����¸|%�7��¢ã�z�¸ÃW| � |%¢���  � �Ä��| � � � ¿Fw\xz| ¼ � ���N{4|0��xz�^�ã�¸�
� ����|j���F  �5� ��� � |={4� � |= ���{ � ��|0Æ��z����� � �Ä�(�����¸��¢z���c�ã ���¢z�����z| � ��¢z� � ¹º�z���Â ��QÅ �5� � � ¢� �|={ � � � �¸Æm¿?w\xz|
��¢���|%� �&� ������¢j��¹-���z ¡x2��� � �������¸���¸  � �W{4�^�z|��W���\¢z�n�Â��� �&� ���nxc��¹º� ��Á\�5� �2¹º� � ��x�|��5��x�| ���5�z�z� � �  &x�|��Â����� Á |
�5� |� %� ��� |�¢����¸� Á � � Ò���¢z� ��¢[��x��¸��|�Æ^��|�¢z������¢ � ¢z� �#�z� |�����{N��¢ �5� ��xz|%� � |0����  � �t�����z���?�¸� �z� |���|%¢���|�����¢
�ê¦�¨��S¿�w-�2�z|0��| � {4�¸¢z| Á x��¸ ¡xÙ��¢z|����¸Å�|�����xz|��z|���� �&� ����| � |%���z�Ä��� Á ���¸���a|��¸¢�Å�|%�����¸� � ��|�� � ¢z�ÙÅ � ���¸� � ��|%�
Á �¸��x#¢z|%� � � � ¢ � ���n{4��������¿
~½¢[� � �z| � ���2��x�� Á ��xz|N ���xz| � |�¢z %|���¹t��� ��� |����z�¸����« Á | �z� |%��|�¢�����¢ ¼ ��� � |j���xz|�¹º�����¸��¢[��¹À  � �¸����� � �
¼ �W| � �#|�������{ � ������¢��c� ��xz|[{4|���xz�^� ��� � � �n��|%�q��¢ � ¦nN�� � ¢z��È&É5ÊÌËmÍ�Î[È�ÏnÐºÐ�É5Î�Í�Ñ ��|���{4|�¢�� � �����n¢��c�
`F|0��xz�^� ¦���¢2��xz| � |%���¸��¢,��¹-��xz|4ÎrËWÐ ��U�¾Í^ÑN¿

� ��� � � � � � � � �( ��� � � � 	 ��� � � � �

~½¢j� � �z| � ������|����8��� � `Ù|���xz�^�=¨^« Á |·��xz� Á<� |����z�¸���8��¢ � {7�z &x=x �5� �z| � ���^¢c��xz|0���� ·� � � � ��|��8��¢ ¼ ��� � |
�^¿X~Ì�Â���8 %�n{ � ����|%�j��¹ � ¢jx�|����ÄÆ���¹a��|�¢���� � � Á xz����|�� � �¸|%¢�� � ���¸��¢z�Â¹¾�n����� Á ��x�|1� � ¢z��|�¢��Â������xz|·x�|����ÄÆ � �
| �  &x � �����Ä������¢a¿ P �¸�W��xz|Ç��|�¢z��� � ��x � Å�|���xz|Ç� � {4|�|%�¸��|�¢cÅ � �¸��|���¿ ¶ xz�¸��|Ç{4|0��x��c�kN � ¢z� ¦�x � Å�|�����{4|
��� �  ����Ä����|��À��¢�  ��� ��� � �¸¢�����xz| Á xz���¸|1x�|����ÄÆW«^ ���¢z�����z| � ��¢z����xz|1¢ � ��� �&� �(�z����� � ¢z �|1x�|�� � � � ¢z�j���ÄÅ�|��t��xz|
|�Æ � |� ���|�� � |������Ä����¿ � |%���z�¸������¢ � | � ���¸{ � ��|�� ��� | �z� |���|%¢���|��F�¸¢ ¼ ��� � |![�¹¾� � ��x�|�|�Æ^� �&�  ����¸��¢Ù��¹
��xz|
� � ��| �&� �Ô� �&� ��¢ Å�|%¢�� � �� ���|�� � ¢z� ��xz|� �� ��� ����  � �¸�������z{#¿��·¢ ��xz|%��| � |����z�¸����« Á |7�������¸��{ � Ò�|�����|7��¹���xz|
� ¢z�����n� � � � �[��| � {D��� ��{ �z� �QÅ�|j��xz| � �n��������¢z|�����¿ w\x�|j�n�z� � �¸¢z|%� � |%���z�Ä��� �5� |j���¸����x����Ä�?�W|�����| � ��x � ¢
Á x�|�¢  %��¢z���¸��| � ��¢z�F��x�| × �z���Ä� �  &Ò^»rØ-|��¸����| � �z�¸Å�| � ��|�¢z %|=�(��� � xz����xz| � ��� � ���������¸  � �Â{4�^�z|%�Â¹¾� � | �  ¡x
� |%���¸��¢#��xz���z���#�a|��z| ¼ ¢z�¸���Ä�2 ���¢z�����z| � |��#���4�¸{ �z� �QÅ�|���xz| � ����� � �¸��xz{#¿

� 3 ���,6Â$�3#+��0���

¶ |�x � Å�| �z� |���|%¢���|��#��x � |%|�¢z�QÅ�|��Ô��|� &x�¢z���c�z|%��¹¾� � ��x�|���|���{4|�¢c� � ������¢,�n¹ �z� �n� � ���¸���¸�½�2�z|%¢z���Ä�½� ¼ |����z�
Á �¸��x � { � ��� �  %�n¢c� � �Ä���z���¸��¢7���·��xz|Â|0Æ^� �&�  0������¢7��¹ � ¢ � ����{4��  � �^��� � �z ���� � |��
��¢ � ¢z�¸���n� � � � �� 8�������¸�����¸  � �
���������z|%�
���z ¡x � ����x�|8� �&� �¸¢ Á x��Ä��|Â{ � ����| � ¿ ¶ |Âx � Å�|Â��x�� Á ¢���x � ����xz|%��|\{N|���xz�^� � | � ¹º� � {4��Å�| � � Á |����
��¢#����¢���xz|0���� �� � � �N� ¢z� ��� | � ����|Ç���N  � �� &x ¼ ¢z|��z|�� � �¸���\��¢ � | � � Õ w\~t� � � � ��|����Â��xc�z��|�Æ�xz�Ä�(�Ä����¢z� � ¢
� �z|Q�c� � ��|��W|�x � Å���� � �n¹
��x�|�� ��� |�� � |% 0���¸Å�|7��|���{4|�¢�� � �����n¢F  � �¸��| � ���n¢Ô¿ ¶ | �5� |7 �� ��� |�¢����¸� Á � � Ò���¢z�j��¢
{7�z�¸���¸Å �5� � � ��| � � � { � �z�z�¸��� � �¸����������¢4�QÅ�| � ��xz|

6
»r�z��{4|�¢z������¢ � ����� � ���������¸  � �z{ � ¢z�¸¹¾���¸�4����{N�^�z|%� � |������n¢

��� � ���������¸ %� � ¦�¨��r¿ ¶ | ��� | � �����=��¢ ��xz| ��� �c %|����·���= ���{ �(�5� |���x�| �  � %� �&�  0�,��¹X��xz|���x � |�| � ����� � �Ä��xz{4�
��¢2Å �5� �¸���z�1��|0������¹����^¢c��xz|0���� �� � � � ¿
@ 6��4�#���K$01	2���C����
+À> w\xz| � ����xz� � � Á ���z���=���ÄÒ�|�������x � ¢�Ò�`�¿ `Ù� � Ò�xz| � � � � ������¢ � ��jÀ¢�»
����¢z|�| � �¸¢�� �c &xz�^��� � �#w��z¢z����«·w-�z¢��¸��� � � � ¢z� × ¿ ����� � �����S«Ç�(¿8Ø�|�xz| � �¸ ���« × ¿ÂØ-��{ � ¢z��Ó7¿1� �5� � � �
� �8|%¢���| � ¹¾� � ` � ��¢z|0����  � |�����¢ � ¢z %| � |%��| �5�  &xÔ« ��¢z�¸Å�| � ���¸�½�N��¹m`Ù��¢z¢z|����n� � « `Ù�¸¢�¢z| �5� �����¸��« ��� P � � ¢z�
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