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Ax = b, 0 �/4
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·	n�o�r)»:½¼���5ye�«}vra����}v���rAq�r}vo��k�ª���������+|"���e�S�~}�o����+����qm���,|vra�`��ra�+��r

(vj)j=1,...,k+1
�«�
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ÐS���+��}�°��"q���}v�����ra|aÐ�����r

Qk

ÐS�S�~}�o����S���+���[� ¯ |~��?r
k+1×k+1

Ð����h�	}�o�r ��}vo�ra�
Rk

ÐÌ�����Fr�´}v���������S�������/� ¯ |v��?r
k + 1 × k

ÐF|v�+��oQ}�o+�!}�� ¯
x =

∑k
j=1 ξjvj

ÐF}vo�ra�
Ax =

∑k+1
j=1 ζjvj°�o+r��r

ζ = QkRkξ
·

n�o�r�|vra�`��ra�+��r
(vj)j=1,...,k+1

��|��������v}vo+�����S�vq����Ì�+�S|~��|�� ¯ }vo�r�Ò:��{[�«�!)|v���+|v�+�S��r

Lk+1 = Kk+1(A, r0) = span
{

r0, Ar0, . . . , A
kr0

}
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°�o+r��r
r0 = b − Ax0

·�½Q����r�!Sr�
Qk

���+�
Rk

���vr�}�o�r�����ÆÇ�kra���qm�F�S|v�º}��«�S�ª� ¯ }�o�rG=/rW|v|vr�[�Fr���
q���}v���ºµ

H
Ð��kr�Ä+�+ra�ª�`{

Hjl = (vj , Avl) 0 °5rm�vr ¯ r� ¯ ���:rµk��qm���«rA}v�¼yk�S���ª���+�Hyk��o[���«} ?9¾ ���ÁÀG���h��C������r���U�S��|~}"¾ ���kÐ Bv�����h� B�8!À ¯ �S�/�����qm����r�}�r��kra|������«��}v������4�·
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���+� }vo+r²���������Áµ[��q��!}�ra�
|v�����k}��«�S����|������ra���[{

x = arg min
x∈Lk

‖Ax − b‖. 0 � 4
n�o�r"�+�v�S���«raq 0 � 45��|�rW�`���«!���«ra�S}�}��

Rkξ = Π∗QT
k β, 0 � 4

°�o+r��r
βj = (b, vj)

¯ ���
j = 1, . . . , k+1

ÐS���+�
Π∗ ��|�}vo�r ���v����ra��}v�����A}vo+��}G|~r}�|�}�o�r����S|�}G���qm�F����ra�S}� ¯ ���rW�1}v�S� }�� ?r��� 0 ����}vr�}vo+��}:}vo�rm����|~}����«�+r�� ¯ Rk
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}�o+�!}�}�o�r"r�������5��|�rW�`�+���Ì}��m���+|v�����k}vr:!������r:� ¯ }vo�r"����|~}/���Sq��F���+r�`}�� ¯
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k β
·
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x2
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A1x1 = b1

���+�
A2x2 = b2, 0 �/4°�o+r��r:}vo�r��S�hra����}v�S��|

A1
Ð
A2
���vr���«�`|~r"ra�������SoÑÐ�rS· �h·«Ð+}vo�r"Äh��|~}/����r	��|/�)���[�k���+�vrW�����h�k�º}��«�S��r��� ¯

}�o�r)|vra���S�+�ª����rSÐÑ���k}��F��}�oH���vrmrµ[�Fr�h|~���r�}v�9���[�r�v}a· ¨ r)��|�|~�+q�r�}�o+�!}"}�o�rmÄ+��|�}"���«��rW����|v{k|�}�rq
A1x1 = b1

o+��|@�Frra��|~�S�«Sra��°��«}vo	»:½¼���5y:���:}v�/�/�����r�´}v�S�«ra�����+��rS· �Ñr}��kra����}�r
k+1
}vo�rG�`�+q	�Fr�

� ¯ �«}vra����}v�����+|:��ra�`������ra�@·�n�o�r)Ò:�v{[���!¼|~�+�+|~�h����r
(v

(1)
j )j=1,...,k+1

���+�²}vo+r���� ��ra���Sqm�h�`|~�«}v�S�²� ¯
}�o�r�=/rW|v|vr�[�Fr���Aq���}v���ºµ

Q1,k

���+�
R1,k

����r:����|~��|v�����F�S|vra�¡}v�m�hr��Á!���«��������r�·
Âx������|�|~�������°5�Á{A}v�A�kr�Ä+�+r/}vo+r �����º}������h�S��ra|�| ¯ �S�C}�o�r´|v�����k}v������� ¯ }vo�r�|~rW���S�+�mra�`�+��}v�����

A2x2 =
b2
Ð+��|5}��)��o��[�S|vr }�o�r�|~�S�«��}v�����

x1
� ¯ }�o�r:Ä+��|�}/�S��r:°�o�����o���|���� ¯ �S�1}

arg minx∈L1,k
‖A1x − b1‖

·
= �!°�ra�r���«}/��| ����|~�m�F�S|�|~������r´}�����ra��r���!}�r����������«}v�����Ñ�S��ra|�| ¯ ����}�o�r�|vra���S�+�����v�S����rq �+|v�����m}vo�r

�«}vra����}vrW|C�������«}5�k���������"}vo+r´|v�����k}v������� ¯ }vo�r Ä+��|~}G���«�+ra���5|~{k|~}vraq�·�n�o�r´�«���«}v�����F���+ra|�|G������hr��kra���+��rW�
�S| ¯ �����«�!°/|9.

arg min
x∈L1,k

‖A1x − b2‖. 0 8 4
tÇ�`}����º}��«Sr��{�ÐB}vo���|	��o��S���r�|~rarq�|:qm����r)�����������+�v���!}�r��S|"��Ä+��|~}	���+���v�Áµk��q��!}v�����ª� ¯ }vo�r)|v�����k}��«�S�²� ¯
A2x2 = b2
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A1
��|/|v�����F�S|vra��}����hr���«�`|~r�}v�

A2
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A1
Ð�|~���+�r´�«}���|5ra�`����!����r�`}�}v�m|~�S�«Sr´�S|���� 0 � 4}�o�r"����������rq¹�vrW�k�+��rW�)}���}vo�r:Ä+��|~}

k
���qm�h�S��r�`}�|Ð

R1,k ξ = Π∗QT
1,k β2, 0 A!4

°�o+r��r´}�o�r����Sqm�h�S��r�`}�|�� ¯
β2

����r´�+�!° �����ra���[{
(b2, v

(1)
j )
·
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A1
����

�Fr������[�k�¡�+�vrW�����h�k�º}��«�S��r� ¯ �S�
A2
·

Â´|�|~���S��rW|�}�ra�¸���¬|vra��}v����� �k·¿�kÐU}�o�r9�+��|v����|~}vr�=��|�}��e}���±Sr¡}�o�r��S�~}�o����S���+�����+�v����ra�1}��«�S�®� ¯
b2�S�e}�o�r���qm����rm� ¯

A1|L1,k 0 ����}vra� ΠIm(A1|L
1,k

)b2
4:���+�e}vo�ra�²}v�Q�����+�«{e}vo�rm���`Sr��|~r�� ¯

Q1,kR1,k

·
tÇ�h�krrW�

Q1,k

���+�
R1,k

����r�}vo�r
QR
¯ �S�1}������+?W�!}v������� ¯ }vo�r"��ra|~}v������}v������� ¯

A1
�S�

L1,k

A1|L1,k
: L1,k → Im(A1|L1,k

) ⊂ L1,k+1.

n�o+r�ÑÐ�}v� �ÁS����� �¬|~�������+�������+�vrW�����h�k�º}��«�S��r� 0 |~rar²�+�v�[� ¯ � ¯ }vo�ra����rq ��·+*@41Ð�°�r¸���+� λ−1(b2 −
ΠIm(A1|L

1,k
)b2)
Ð`°�o�r��r

λ
��|5�"���S�F?ra�v��|����������}v�A�hr���o��S|vr�Ñ·,n�o�r´������vrW|~�F���h�k�«�+���+�vrW�����h�k�º}��«�S��r�

��|5}vo[�+|9.
P−1

1 =
(

A1|L1,k

)−1
ΠIm(A1|L

1,k
) +

1

λ

(

Id − ΠIm(A1|L
1,k

)

)

. 0 � 4
tá}�|������+�«�����}v������}v�)���rW�1}v�S�

y
�«�

V
������Fr�����v���«rW�¡�S�k}��«��Ä+Sr"|�}�r�+|9.

ζj = (y, v
(1)
j ) j = 1, . . . , k + 1, 0 ; 4

χ = Q1,k
T ζ, 0 *a� 4

τ = Q1,k (Id − Π∗)χ, 0 * *64
ξ :

|v�����r
R1,kξ = Π∗ χ, 0 *W�/4

z =

k
∑

j=1

ξjv
(1)
j +

1

λ



y −

k+1
∑

j=1

(ζj − τj)v
(1)
j



 , 0 *a� 4

°�o+r��r
ζ = (ζ1, ..., ζk+1)
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ΠIm(A1|L

1,k
)
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R1,k

ÐS�c· rS·«Ð
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R(xk+1)

H
8 4)� ¯

‖R(xk+1)‖ < Tol
Ð�}vo�ra�9|~}v�S�ÑÐk��}�o�r��°���|~r:���+����ra�S|~r

k
���+������}v���+·

n�o�r����qm���k}��!}v�����h���U��o+������r���Sr	��|:�vra���vrW|~ra�`}vra�¼�`{9}�o�rm�«�[Sr��|~�����¼� ¯ }�o�r ,S�S�����+�����¼�«�H|~}vr�²��·
¨ o+r����Ò:��{`���!m|~���h|~�+�S��r´q�r}vo��k�¡��|5�+|vra�@Ðk�«}��vrW�S�+�«��ra|C}v�m����qm����}vr´}vo�r:�����k�k�+�1}�|G� ¯ }vo+r�q���}v���ºµ
J(xk)

°��º}�o²q����`{QSra��}v����|a·A½Q�S�vra�!�r� }vo�r��+�v�k�k�+��}"�º}�|~ra� ¯ ����e�Fr)���S|~}v��{�ÐBr�ra�e� ¯ |v��qmr}v��q�rW|:�º}
��|��F�S|�|~������r:}v��|~�S�«Sr�}vo�r�|v{k|�}�rq ����r�µ��S�1}v��{ 0 °��º}�oQ�A��r���!µkrW���S����+���S��{F41·�tÇ�9q����[{¡��S|~rW|�}vo���|/���`|�}�a���9�Fr��vrW�k�+�ra���[{¡��r��������«����}�o�r&,`�����S���������`{���|~��qm����r� ���+�9��o�ra���hra�/���Fr���!}����WÐ���|����9�«��rµ����1}
³ r°�}��������«�S�����º}�o�q�|·�n�o�r:�k{[�+��qm��� �+�vrW�����h�k�º}��«�S��r���krÄ+��ra�¡�«�9|vra�1}��«�S���A������hr��+|vra�)}v���vrW�k�+��r
}�o�r��`�+q	�Fr�5� ¯ �«}vra����}v�����+|��«�9»:½¼����y¡�«}vr���!}��«�S�+|a·�tÇ��|~rW�1}v��������Ð`°�r��������F�S|vr �Aq��k�k�«Ä+rW� ³ ra°�}v�S�
���«�S�����º}�o�q�}voh�!}G����m�hr��+|vra�A}�� ¯ �+�~}�o�r�G|v�Frra������}�o�r/���S�`Sr����ra�+��rS·ÑtÇ�m��}vo+r�C��S|~rW|Ð!�«}G��|��h�`|v|v�����«r
�S��r�ra�9qm���+����}v����{m}v�����qm���k}�r:}vo�r�,`��������������«�Q����r�µ��S�1}�°5�Á{ 0 |~rar�¾5AWÀ$4�·
�,+�* 
 	 	 2��?2 A)C�>@<.I�� � >@A)C�>@2 ��
¨ rQ�����+�«{¸o�ra�vr9�²|�}�����}vr�S{H���v�S�h�`|~rW�®�[{ ¨ ��|vo��«�²r�})���L·�¾¿���WÀ ���«qm�����²��}��+���«���k�����¸�e�+�������«�+ra���
|v���+|v�+�S��r¡�S���ra�«ra����}v����� ¯ ���A��ra��r������������������ra���A|v�����r��|����q	�+�«��rW�H°��º}�o¸}vo+r���r�������rqmr�`}	� ¯ }vo�r
,`��������������[{�}vo�r"�+�vrW�����h�k�º}��«�S��r���krÄ+��rW�����Q|~rW�1}��«�S�9��· � 0 �+��}vrW� J̄

4�·
n�o�r�����ra�9��� ¾ �S�WÀ�°���|�}v�e|~}v�S�vrm}�o�r¡�«}vra����}vrW|����+�²}�o�r¡��ra|v���k�+����|"���H}�°��ª�k�EDÌr��r�`}A|v���+|v�+�S��ra|

0 � ¯ ���«qmr�h|~����� m
4´°�o�����oe��r����ra|vr�`}:�¡�+�S|~��| ¯ ���"���²�����+�v�Áµk��qm��}vrW�9�«����ra���:���v�S����rq9·�n�o�r�ª}vo+r{

�+�v�S�h�`|~rW�®}��HÄ+�+� �H��r°8�«}vr���!}�r
xnew

�S�¶}�o�re� *���r¼|v���+|v�+�S��r
xk +

∑m−1
j=0 αj (xj − xk)

�[{
qm������q���?�����e}vo�r��vrW|~���k�+���L· ¨ �«}vo¸}�o���|	�S�S�����«�¸qm���+�@ÐU}�o�r¡��ra|v���k�+���G��|����S�+|~���kra�vrW�²�&*���r¡���¸}vo+��|
|v���+|v�+�S��r�Ð�|v�+��o�}vo+��}�}vo�r"qm������q	��q8������Fr ¯ �����+� � � #2# �� #Ñ��r°xr!�����+��}v������� ¯ R ·Â |v�«qm�����ºÄhra�¶�S��r��r���!}v�����=|v��o�raqmr��krW�k�+��rW� ¯ ����q ¾¿���ÁÀ�oh��|��hrar�¬���k�S�k}vrW�®o�ra�vrS· ¨ r9��r ¯ r�
}��ª¾¿���ÁÀ ¯ �S�"�����qm����r�}vrm�krW|v��v���k}v�����e� ¯ }�o�r�������������ra��������[�ra�v�Sr�+�r	���a��r��r���!}��«�S�e|~}v���!}vra��{S·:n�o+��|
|v��q��+�«�«Ä+ra�9|���o�rqmr"�+�S|~������«��{)��ra�`�����vrW|5}�°��m�+������qmr�}vra��|9.

m
Ð+}vo�r����«qmr�h|~�����9� ¯ }vo+r�qm�«����qm�+?W�!}��«�S�

|v���+|v�+�S��r´���+�
εB

Ð��	�h������qmr�}�r�5��rrW�kra�)}v�����S�S}��v�S�+}�o�r:�����+�«����ra���5����[�ra�v�Sr�+�r�· ¨ r:±�rar���«��}vo�r
qm������q���?a��}v�����®|v���+|v�+���ra|�}vo�r

m
���!}vrW|�}A�º}�r���!}vrW|	���+�¸���S�v��ra|v�h�S�+�k�����9�vrW|~���k�+����|	°�o�r�®�Á!���«��������r�·

tÇ� }�o�r ¯ �S�«���!°������+Ð�°5rQ������{¬��r�}����«� }vo�rª�����[�ra�k�+�vr9}��®�hr²����v���«rW�¶�S�k}�� ¯ }vr��� ³ ra°�}v�S� |�}�r� � ¯
����[�ra�v�Sr�+�r���|�����}�����o���rSra�@·,tÇ�+�krara�@ÐS}vo+��|�������hr´�vra�hrW�!}�ra�)�S|C�������	�S|C}�o�r´���������Áµk�«q��!}��«�S�

J̄
� ¯

}�o�r�,`�����S�������¡��|�|��!}v��| ¯ ���1}�����{�·
�B�«±Sr��{�ÐW}vo�r5|~��qm����ra|~},���+���v�Áµk��q��!}v������� ¯ }�o�r�,`������������:��|@}�o�rG����ra����+���º}��«�S��r�,�kr�Ä+�+ra�"����|~rW�1}��«�S�

��· �+Ð
J̄ = Pk · · ·P1

·'n�o+��|���|�qm��}v��Á��}vrW� ¯ ����q }vo�r²���[�k� ����ra����+���º}��«�S���«�+�¶�������Fr�v}v��ra|��«� }vo�r
��ra|v�����k}��«�S�¡� ¯ }vo+r ¯ �����«�!°������ ,S�S�����+�����Ñ·
*@4 �,���+��}vo�r�|v�����k}��«�S��� ¯ }�o�r"qm�«����qm�+?W�!}��«�S���������+�«raq .

α = arg min
α∈Rm

∥

∥

∥R(xk) +

m−1
∑

j=0

αj (R(xj) −R(xk))
∥

∥

∥;

� 4�ykr�}�}vo+r�����h�k���+�!}vr:�«}vra����}vr"��|9.
xnew = xk +

m−1
∑

j=0

αj (xj − xk) ;
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� 4 ���S�`}v�����Ì� ¯ }vo�r��S��r��r���!}v������|�}�����}vra��{ .
� ¯

εB ‖xnew − xk‖ > min
j<m

‖xj − xk‖

xnew = xk;

R̄new = R(xk);ra��|vr

R̄new = R(xk) +

m−1
∑

j=0

αj (R(xj) −R(xk)) ;

r�h�
;

�)4�yk�����r
J̄δx = −R̄new

�[{��mÒ:�v{[���!)|~�+�+|~�h����r:|v�����r�6H
� 4�ykr�}�}vo+r"��r�µ[}/�«}vr���!}�r"��|9.

xk+1 = xnew + δx
H

8 4 ���Sqm���k}vr:}�o�r"��rµ`}���ra|v�����+��� .
R(xk+1)

H
A/4)� ¯

‖R(xk+1)‖ < tol
Ðk}�o�r�Q|~}v�S�-H

� 4 ���S�`}v����� .,� ¯
‖R(xk+1)‖ > minj6m ‖R(xj)‖

}vo�ra�

0 � 4���r� ¯ ����q �m�«����rÆá|vra������o¡���+��r�µk�«}�}vo�r"���a��ra�«ra����}v������|~}vra�-H+Î ¤
0 ��4 +´���+��} |~}v����r

xk+1
���+�¡rµk�º}�}�o�r����a��r��r���!}��«�S�¡|~}vr�7H

; 4)t ¯
J̄
��|�����} ���������!}vr�r�+�����SoÑÐkr�µk�«}�}vo�r��S���ra�«ra����}v�����¡|~}vra�ÑÐ���}vo�ra�v°���|~r

k = k + 1
���+������}v� *�·

y`}�r�+|�*�}v�´�/����rU�vra����}vrW��}v��}�o�rG���a��ra�«ra����}v�����"|v��o+rqmrC���+�"���vrU�+�v��r�Å+{:�kr}�������ra�:���"}vo�r ¯ �����«�!°������+·
n���Ä+�+�¡}vo�r"qm������q���?�����

α 0 �º}�rq *@41Ð�°5r���rrW�¡}���|�}�����r }�o�r"�h�S�«�`}�|
xj

� ¯ }vo�r ³ r°�}����9�����������«}vo�q
���Q��qm��}v���ºµ

V
���+��}vo�r"!���«��rW|�� ¯ }vo�r"��ra|v�����+����|

R(xj)
���Q�Aq���}v���ºµ

F
Ðh|~�+��o�}voh�!}

V = [x0, . . . , xk−1]
���+�

F = [R(x0) −R(xk), . . . ,R(xk−1) −R(xk)]
0 ��� 4

n�o+r�
α
���

R
k
������Fr ¯ ���+�+���`{�|~�S�«[������}vo�r"���«�+ra�����������+�«raq

F T F α = −F TR(xk). 0 �!� 4
yk�«�+�re}�o���|9���v�S����rq q��Á{ �hr¸|v�«���S�������WÐ/}vo+r��r²���vre}�°�� ��o�������rW| .=|~�S�«Sr¼}vo+r²�+�v�S���«raq�°��º}�o©���
�«}vra����}v���r�qmr�}�o��k� 0 °5r¡�h|~r�»:½e����yF4�Ð,�S�aÐU�S|"�������F�S|vra�H�[{ ¨ ��|vo����¼r�}m���c·B��� ¾¿���WÀáÐC�����¸�Q}vr��q
εF Id

¯ �����A|vq������
εF = 10−16 q��!µ 0 ������� (F T F )

4�}v�A}vo+r�q���}v���ºµ
F T F

}��Ara�+|~�+�vr�}vo+r����[�ra�~}��«�������º}�{
� ¯ �������+�«raq 0 ��� 4����h�¡�+|vr"���k���vrW�1}�qmr�}vo+�[� 0 ��o�����ra|v±[{ ¯ ����}v������?a�!}��«�S��41·y[���+�r9}vo���|)|���o�rqmr9��|)�+��|vra�=��� �²�«����rW�����+?W�!}v�����=� ¯ }vo�rQ��ra|v���k�+���cÐC}�o���|)�������S�v�«}vo�q q	�+|~})�hr

� |~rW��������|~rW� � ·Un�o[�+|/������`}v�����Ñ|~}vra� 0 |�}�r�¼� 45��|����`}v���k�k�+��rW��}v�)�Á��S���)}vo�r	�[�a��������r�+�r�� ¯ }��[�)�����S|vr�«}vra����}vrW|´��ra�S�k������}v�Q|�}����S�+�!}��«�S�e���²�+�������«�+ra���"����[�ra�v�Sr�+�r�·�tÇ�¸��S|~r�� ¯ |�}����S�+�!}��«�S�ÑÐ@�h��}voH���!}vrW|�}
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�Á!���«��������r �«}vra����}vr
xk

���+���vrW|~���k�+���
R(xk)

����r´��r�}�������ra�Ñ·�n�o+��|����S�`}v�����@�����º}�r���«�S�¡������Fr:�vra��������rW�
�[{e��qm����r�r�*)����r�`}"����rSÐB�+��qmr��{ ∑m−1

j=0 |αj | > εB

�S�
‖α‖2 > εB

ÐB°�o�����o²�«�¸���+�k�º}��«�S�²�a���²�hr
�a�����v��ra�¡���k}��Fr ¯ �S�vr�|~}vra�9��·
n�o�r��F�S|v�º}��«Sr�����`}v�����,�+������qmr}vr�

εB

�a���¼�Fr���o��S|vr�ª�kr�Fr�+���«�������e}vo�rm���S�����«��rW�����º}�{9� ¯ }vo�r
�+�v�S���«raq9·Bt ¯ }�o�r��+�v�S���«raq���|�o�����o���{:������������ra���aÐÁ�«},��|������+��������}v��±�rra�

εB

|vq������LÐ�|v�«�h��rC}�o�r������������«}vo�q
��|��+�S|~rW�¡�S��}�o�r:���[�k�����������Áµk�«q��!}��«�S�¡� ¯ }vo+r"�vrW|~���k�+���@�«�

xnew
�S�«Sr���`{)}vo�r"���«�+ra������?a�!}��«�S�Ñ·

³ ��}vr)}vo+��}�}vo���|	�S��r��r���!}v�����9�����k��ra�����vr���|����!}�o�r����o+ra���7.A�¼|v�����k}v�����H� ¯ �Q|vq������G|v{[|~}vraq � ¯
|v��?r

m × m
Ð
2m + 2

������r�������k�k�+�1}�|:���+�
m
Sra�1}��������Ì���!}�ra|:���+�¼}vo�r�r!���«�+��}v�����¼� ¯ ���S���«����rW���

��ra|v���k�+���@��}/q��`|�}W·
�,���+�����«{:�����S�`}v�����������k��rW�k����r ¯ ���@}�o�rC�������h��� ³ r°�}v�S�"�����[�ra|�| 0 |~}vra� � 4Fo+�S|Ñ�Frra�������krW�@·BtÇ�h�krrW��«}:qm�Á{9o+�����Fr�¼}�o+�!}�}vo+r��+r°6��ra|v���k�h���,������q

‖R(xk+1)‖
��|������v�Sr�/}�o+���e}vo�r�qm�«�+�«q�������ra|v�����+���

�+����qE� ¯ }�o�r9�«�`}vra�vqmrW�k����}vr9|~�S�«��}v�����+|a·®n�o�r��r9����r¡�F��}vra�`}v�������«{¸}�°5�e��ra�S|~�S�+| ¯ ����}vo���|��hrao+�Á[�«�S�9.
ra�º}�o�r�A}vo+r ¯ ���/?ar� ,`������������

J̄
��|	�+�eqm����r��S����+����}vr)ra�������So®���A}vo+r����«�+ra������?ra�H��ra|v���k�+���

R̄new��|"��ra���«��{e�k�+DFra�vra�`} ¯ �v�Sq�}vo�r)}v����r�����r
R(xnew)

·�Â ���S�S}��v�S�U�����[�ra�k�+�vrm��|:}vo�ra�vr ¯ ����rm��rrW�kra�ª}v�
�����r¡}�o�ra|vr�}�°��²�h��}~}��«ra��ra��±k|a·¶tÇ�¬�����S�1}����r�o��!°5rSr�A}vo���|�|v�º}��+�!}��«�S�¶o+�S|A�+��}��hrar�¬r�µk�Fr���«ra�+��rW�
�[��qmra�v������«��{�·
tÇ�¼� ³ r°�}v�S� ¯ ����q�ra°��S�v±ÌÐ`}vo+��|´����r��r���!}��«�S��|���o�rqmr"�!DÌr��|�}�°5�mqm���«�Q�S�k!���`}�����ra|a·M�,�«��|~}/}vo�r

�+r°¸��ra|v���k�h������|�r�µk����ra|�|~rW�"��|B� �«����rW�������qA���«�h�!}v�����	� ¯ ��ra|v���k�h����|Ì}vo+��},�Fr�����+��}v� }vo�r5qm�«����qm�+?W�!}��«�S�
|v���+|v�+�S��r	� ¯ ��ra|v���k�h����|·�n�o[�+|:���ªr�µk�Fr�+|v�«SrA�S�hra����}v����� 0 r!�����+��}v�����e� ¯ }vo+r���ra|v���k�+���$4���|:�Á��S���krW�°�o+r�9�����������«���)}vo�r"���«�So`}~Æáo+���+��|v���kr ¯ �S��}vo+r���r° ,`�����S�������9|~{k|~}vrq9·�ykra���S�+�k��{�Ðk}�o�r ¯ ���/?ar� ,S�S����Æ
�+�����

J̄
����9�Fr"�vra�+|vra�����S���«�����+�9���S�������S|�°����«�@�Fr	|vo��!°�������}vo�r"�[��qmra�v������@�vrW|~���«}�|a·Un�o�ra|vr:}�°5�

�F�����`}�|�rµ[�+�����«��}vo�r"��qm�����!�ra��r�*)��«ra�+��{)� ¯ }�o�r"����ra���S�+�k�«}v������rW� ³ r°�}����kÆ�»:½¼����y����«�S�����º}�o�q9·

�,+�� 4 �?I �JC� � A)I�	 2 K �JA)2
�,���+������{ª}�o�r��������+���G�����k��ra�����vr¡��|m�¼�+�vrW�����h�k�º}��«�S��ra� ³ r°�}����kÆ�»:½¼����y®qmr�}vo+�[�=���a��r��r���!}�ra�H�[{
}�o�r)���S�����«��rW����|~}v���!}�r��{e���vrW|~ra�`}vra�²���®|~rW�1}��«�S�H�+· ��·�n�o�r�������ra��������ra���S�+�k�«}v������ra�"��|"}vo�r¡��{`�h��qm���
�+�vrW�����h�k�º}��«�S��r�5����ra|vr�`}vrW�)����|vra��}v�����9�k·Un�o���|��vra����}v���r��{����Sq��+�«rµ¡�����������«}vo�q'��|�|~o��!°����«� �,�«�S����r
*S·9tá}	��|	qmra���`}�}��¼�Fr¡�������+|~}	���h�Hr�*)����r�`}A°�o+r�H}v��ra��}v�����Q��ra��r����� 0 q��Á{[�hr)o+�«�So��«{F4:�+�������«�+ra����+�v�S���«raq�|·�Â |��	Ä+��|�}�r!�����+��}v�����ÑÐk�«}�o+��|5�Frr�����`Sra|~}v���S��}vra�)�«��}vo�r ¯ ����qmr°5����±m� ¯ Å+�+���[ÆÇ|~}v���+�1}����vr
���`}vra���S�1}v�������«�9o+��rqm�k�k{[�+��qm���|��S|��kra|������«�Fra����rµ`}W·
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¨ r����vrW|~ra�`}A���®}vo+��|m|vra�1}��«�S�¶���¬�����+�«�����}v�����®� ¯ }vo�r�����r[�«�S�+|������������«}vo�q }v�ªÅ+�����[ÆÇ|�}��v�+��}v����r¡���kÆ
}�r������}v�����²���v�S����rq�|· ¨ rmÄ+��|~}��«�`}v���k�k�+�r)|~�Sq�rm����}���}v�����+|����+�²°�r ¯ �S�vq����«��{¼��ra����«��}�o�r���ra��r�����
�S�!�ra�v�������)rW�`�+�!}��«�S�+|· ¨ r��+r�µ[}"���v�S�h�`|~rA}�°5���k�+DÌr��r�`}	�����+�v�Áµk��qm��}vr	}����+��r�`}�|´� ¯ }�o�r�����������rq
}��m�hr"�+|vra������}vo�r:����r�µ�����} ³ ra°�}v���9�������S�v�«}vo+qm|a·
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k = k + 1

k = k + 1

k = −1
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�

�

�

�

���������
	�������������
0

������� ����� R(
�

0)

� � �����
J(

�
k)δ

�
= −R(

�
k)

�
k+1 =

�
k + δ

�

������� ����� R(
�

k+1)

‖R(
�

k+1)‖ < Tol

min
α∈Rm

   R( ! k)+

m−1"
j=0

αj # R( ! j)−R( ! k) $    

� � �
���
J̄δ

�
= −R̄new

� �&% 	'���
J̄ (

�������)����	'* �,+

R̄new=R( ! k)+

m−1"
j=0

αj # R( ! j)−R( ! k) $

�
new =

�
k +

m−1-
j=0

αj (
�

j −
�

k)

‖ . new − . k‖<εB min
j<m

‖ . j − . k‖

‖R(
�

k+1)‖ < min
j / k

‖R(
�

j)‖

�,��������r */.²Â���r��r���!}vrW� ³ r°�}���� �������S�v�«}vo+q�·6u´� }vo�re�«r ¯ }aÐ�}vo+rª|~}����h������� ³ r°�}���� �������S�v�«}vo+q�Ð
°�o+r��ra��|�}�o�r"�����+�«����ra��������r��r���!}��«�S��|~}v���!}vra��{���|/|vo��!°����S�¡}�o�r"���«�SoS}W·
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�,�«�S����r"�F. ³ ��qA�hra��� ¯ ,S�S���S�������¡���[�r��|v�«�S�+|G�Fr� ��r°x����rW|v|��F�����`}
xk+1 ·

�J+.- ��A)I
� �?2 E � 2H>�>)<�� �
yk�«�+�r)Å+�+���[ÆÇ|~}v���+�1}����vr¡�«�`}vra���S�1}��«�S�¸��|A����}A}vo�r�q������®�������h�`|~r¡� ¯ }vo+��|����v}v������r�Ð�°5r)������{ ¯ ����q������«{
|vr�}¡}vo�r¼rW�`�+�!}��«�S�+|�� ¯ }�o�re�������+�«raq�Ð����+� °�re�vr ¯ r�)rS· �h·«Ð5}v� ¾+*W�ÁÀcÐ"¾�*a�!ÀcÐ�¾�*/*�À´���e¾ 8�À ¯ �����¸qm����r
���qm����ro�ra�+|v�«Sr´����ra|vr�`}��!}v�����B·
¨ re���S�+|v���kra��}vo�rQ���`}vr������}v�����¬�hr}�°�rar� ��� ���+���Sqm���vrW|v|v�����«r�[��|����S�+|�Å+�����¬���!Sr����ra�¶�`{¶}vo�r

³ �Á[�«ra�~Æ�y`}v�S±�rW|�rW�`�+�!}��«�S�+|����+�9��|~}v���+�1}�����r"�«�Q��������r"�k��|~�+���S��rqmra�S}�|·5n�o�r"°5r�} �+���~}�� ¯ }�o�r	|~}v���+�1Æ
}�����r�Ð��h��qmr��{�}�o�r�Å+�����[ÆÇ|�}��v�h�1}v�+�vr����`}vr� ¯ ���r�ÐS��|C��r����}vra�m�[{

Σ(t)
·Un�o�r�Åh����������q������m��|Uqm�![�����"�«�

�S����r��}v� ¯ �����«�!° }vo�r"qm�!�raqmr�`}�|�� ¯
Σ(t)
·Cn�o�r�Å+�+����ra�`�+��}v�����+|����vr ¯ ����q	�����!}�ra�¡�«��}vo�r"Â �v���«}v������{

�����S�������������"�C�+�«ra�v����� 0 Â �B��4 ¯ ����qmr°5����±Ì· ¨ r�|v�����F�S|vr5}vo+��}U��}�}��«qmr tn Ð!}�o�r ¯ �����«�!°��������S�h���`}v�«}v��ra|���vr:±[���!°��-.Cn�o+r"Å+�����9�k��q������
Ωn

F

Ð�}�o�r:Å+�����9�ra�«�k���«}�{
un
Ð�}vo+r:Å+�����9���vrW|v|v����r

pn
Ðk}�o�r	�k��|~�+���S��r�Æ

qmra�S}m� ¯ }�o�r�Å+�����¶�k�Sq������
d̂

n

F

ÐU}�o�r�����|v��������raqmr�`}
d̂

n ���+�H}�o�r��r���k���«}�{
û

n
S

� ¯ }�o�r�|~}v���+��}v����r�·
¨ r��«�`}v���k�k�+�r	}�o�r ¯ �S�«���!°������¡�S�hra����}v����| 0 �����,}vo�r�±[���!°��e�`�+���`}��º}��«rW|����vrAo������kr�²���¼}vo+ra|vr ¯ �S�vq�����+��}���}v�����+|�4".

*�·,���S�:���S�«Sr�e�k��|v�����S��raq�ra�`}:� ¯ }vo+rAÅh�����kÆá|~}v���+�1}�����rA���`}vr� ¯ ���r
d̂

n+1

Σ

ÐÑ}vo�r��k��|~�+���S��rqmra�S}"���h�
}vo�r"Sr���k���«}�{¡����r����qm���k}�ra������}vo+r"°�o�����r:Å+�����9�k��q������-.

(d̂
n+1

F , wn+1) = D(d̂
n+1

Σ )

�k·�n�o�r ³ �Á[��r�vÆÇy`}���±Sra|"rW�S�h�!}v�����h|A���=Â��Ñ� ¯ ����q	�����!}��«�S�=���vr�|~�S�«Sra�¸�S�®}vo+r��+r°¹�k�Sq������®}v�
���k}�������}vo�r"Sr���[��º}�{)���+��}vo�r:����ra|�|v���vr:���¡}�o�r:Å+�����:.

(un+1, pn+1) = F(d̂
n+1

F , wn+1)
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��·�n�o�r ¯ ������r�}�r��q }vo+��}�}vo�r:Åh������rµ[ra�~}�|�����}vo�r�|~}v���+��}v����r:��|/���qm���k}�ra�:.
fn+1

Σ = R(un+1, pn+1)

�+·�n�o�r"|�}��v�h�1}v�+�vr:ra�`�+��}v�����+|����vr�|~�S�«Sra��}��m���k}������¡}�o�r"�k��|v�������rqmr�`}����+�¡}vo�r:Sr���[��º}�{�����}vo�r
|�}��v�h�1}v�+�vr	������vrW|~�F���h�k�«�+�A}��m}vo�r ¯ ������r

fn+1
Σ

Ð+}vo[�+| �«�Q�+���~}������������}�o�r	�k��|~�+���S��rqmra�S}´� ¯ }vo�r
Å+�����[ÆÇ|�}��v�+��}v����r:�«�`}�r� ¯ ����r .

d̂
n+1

Σ = S(fn+1
Σ )

�+����}�o�r/�����+�«�����}v�����+|,°5r�o+�Á�r5�«�mqm���+�&("�+�«�[�k�AÅ+�!°=|v�«qA�����!}v�����h|-(	°5r�����r����`}vra�vrW|�}�ra�A�«��|~}v�������S�«{
������+�«rW�Q�����������«}vo�q�|a· n�o���| qmra���+|�}�o+�!}:��Ä�µkrW�9�h�S�«�`}:� ¯ }vo�r�q������+�«���

T = S ◦ R ◦ F ◦ D
o+�S|

}��ª�Fr ¯ �����+�=�!}mra�S��o¸}v��qmr9|~}vra�Ñ· ³ ��}vr�}vo+��}
T
��|��ª���S���«����rW�������Fr���!}v�S�	������|~rW�¸���®}vo�r�Å+�����[Æ

|~}v���+��}v����r)���S}�r� ¯ ���r�·Qn�o�r)���S�����«��rW�����º}��«rW|	���qmra| ¯ ����q .mn�o�r¡�S���ra�«ra����}v�����²}vra�vq%���¸}vo�r ³ �Á[�«ra�~Æ
y[}v��±Sra|"rW�`�+�!}��«�S�+|Ð,}�o�r¡�k��|~�+���S��rqmra�S}�|�� ¯ }�o�r)Åh�����¶�k��q������ÑÐ,}vo+r 0 ��������r@4:�k��|~�������rqmr�`}�|����¸}vo�r|~}v���+��}v����r�· ���S��}vo�r:}�ra|~} ��S|~rW|��+�vrW|~ra�S}�ra��o�r��r�}vo�r�����+|~}v�«}v��}v���r:���Á°x� ¯ }vo�r�|~}v���+��}v����r:��|����«�+ra���W·

�J+�* 
 � �JA)I��3<.EGC�>)<?I�� I
	 >)032���C 	 I � <?C�
tá}5o+��|G�hrar�)�����«�+|~}v���!}�ra� 0 |~rar rS· �h·«ÐF¾+*a�!ÀáÐh¾�*a�ÁÀ24C}vo+��}GÄ�µkra�kÆc�F�����`}Gqmr�}vo+�[�+|����vr/rµ[}v��rqmr��{mr�µk�hra�+|v�«Sr����|~�«}v�h�!}v�����h|�� ¯ �+���S�1}v������[�«�`}vra�vrW|�}W· ¨ r����!°=���v�S�h�`|~r�}�°5�:���������Áµk�«q��!}�rGqm�k�kr��|U�+|vra�	}v�:raÁ���«�h�!}vr
}�o�r�,`�����S���������«�Q���9����r�µ��S�1} ³ ra°�}v��� ¯ ����qmra°��S�v±Ì· ¨ r"raqm��o+��|v��?r:}voh�!}�}vo+�S|vr�|~��qm���«�«Ä+rW��qm�k�kra��|
���vr�������{"�+|vra��}v�:���������Áµk�«q���}vrU}�o�rG}������Sr�`}�� ¯ }�o�r�������������ra�����������+�«raq�ÐÁ}�o�r5�vrW|~���k�+���S�Fr����� $ % � $ � %���qm���k}�ra��°��«}vo�}vo�r 
��!� � % !�# ! � � � % � � ! $!� rW�S�h�!}v�����h|·

������Ë
	�� � .
tÇ��}vo+r:Ä+��|~}/|~��qm�����ºÄ+rW��q��k�kra�LÐ+°�r:q���±Sr´}�o�r ¯ �������!°��«���m��|�|v��qm�k}v�����+|9.
*�·�n�o�r:Å+�����9�k��q����«����| ¯ �v� ?r�9���F����}��«}�| �������vra�`}�|~}���}vr�·
�k·�n�o�r�|~}v���+�1}����vr:rW�S�h�!}v��������|��«����ra���v��?rW�����h�S�k}/�«}�|����+�v��r�`}/|�}��!}�r�·
��· ³ �S���«����rW�������a��ra�«ra����}v�����e���+�e[��|v����+|´}�r��qm|"���vr���ra����ra�1}�ra�ª�«�²}�o�rmÅ+�����@·�n�o�r�Å+�����²ra�`�+�!Æ
}v������}vo+r��r ¯ ����r��vrW�k�+��rW|5}v����������|v|v�������v�S����rq �S�¡}�o�r"����ra|�|~����r�°��º}�o ³ r��q������9�h�S���+�����v{
���S�+�k�«}v�����+|��S��}�o�r"���S}�r� ¯ ���r����+� + ���v����o���r�}����+ra|�r��|vr°�o�ra�vrS·

������Ë
	�� � .
tÇ��}vo+r�|~rW�����h��|v�«qm�����«Ä+ra��qm�k�kr�cÐ�°5r�q���±�r�}vo�r ¯ �S�«���!°��������S|v|v��qm�k}��«�S�+| .
*�·�n�o�r:Å+�����9�k��q����«����| ¯ �v� ?r�9���F����}��«}�| �������vra�`}�|~}���}vr�·
�k·�n�o�r�|~}v���+�1}����vr:rW�S�h�!}v��������|��«����ra���v��?rW�����h�S�k}/�«}�|����+�v��r�`}/|�}��!}�r�·
��·�n�o�r�Å+�����²ra�`�+�!}��«�S�e��|:�«����rW�����+?ara�e���h�S�k}"�º}�|����+�v��r�`}"|�}��!}vrS·�n�o+rAÅh�����ª����������rqÃ}vo�ra�vr ¯ ����r
�vrW�k�+�r´}��)���¼u�|~rar��ra�`�+��}v������°��º}�o���ra�S�1}��«�S�Ñ·
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����ra���v��{�Ð �Uy[táÆ � ³ * 0 �+�v�S�h�`|~rW�:�«��¾ ;�Ð *a�ÁÀ24Ñ���������Áµ[��q��!}�ra|@qm����rU�������So��«{ }vo�r������+�«����ra���Ñ����������rq9·tá}���| }vo+r��r ¯ ����r"����}�|v���v�+�v��|~�����m}�o+�!}��º}:�vrW�`���«��ra|/��r�+r�������«{�q��S�vr ³ r°�}����¼�«}vra����}v�����+|/}v�¡����[�ra�v�Sr
}�o+��� �Uy[táÆ�� ³ ��· ³ r�ra�~}�o�r��ra|�|aÐ��«�)���«��}vo�r�}�ra|~}���S|~rW|�°�r o+�Á�r��Fr� ¯ ����q�rW�@Ð�}�o�r������ }v��q�r °5�S|��«rW|v|
°��«}vo �Uy[táÆ�� ³ *�}vo+���ª°��«}vo �Uy[táÆ�� ³ �kÐBra����oªr!�����+��}v�����e� ¯ �Uy[táÆ�� ³ *m�Fr�����9q	�+��oH��o�ra���hra��}vo+���
�Uy[táÆ�� ³ ��·en�o���|	����+��«�+|v�����®��ra�~}���������{²�kra�hra�+��|A���¸}�o�r¡�+o`{k|v���a���5|~�«}v�+��}v�����®����+|v����r��ra�@ÐU���h�¸�º}
��rq����«�+|5�F�S|�|~������r:}vo+��}��«�Q��ra�~}���������«�����+qm|~}����+��rW|Ð)�Uy[táÆ�� ³ ���a�����«rW���¡}v�m�hr}~}�r�/��ra|v���«}�|a·
��ra�S�����k��ra|�|�� ¯ }�o�r"Å+�����[ÆÇ|�}��v�h�1}v�+�vr"���`}vr������}v�����Q���S�`}vr�µ[}WÐ�}vo+r��vrW���kra��q��Á{����S�+|v���kra��}voh�!} �Uy[táÆ

� ³ *���������ra|v�h�S�+��|´}v�¼���²���������S����oª°�o�r��r�}vo�rG,`������������²� ¯ }vo�r¡������������ra�����+�v�S���«raq���|:�v�S����o+�«{
���������Áµk�«q��!}�ra�@Ð5}�o�rª����[�ra�v�Sr�+�r9}vo�ra�vr ¯ ����r¼�vrW�`���«��ra|¡|~ra�r�����cÐ����k}Q��o�ra���ÑÐ ³ ra°�}v�S� �º}�r���!}��«�S�+|Ð
°�o+r��ra��|J��yktáÆ � ³ �����S�v��ra|v�h�S�+��|�}��¡���Fr�}v}vr� ,`�����S�������Q�����+�v�Áµk��qm��}v�����ÑÐ+°�o�����oe�«rW����|/}v�)��ra|�|/�[�kÆ
qmra�v�S�+|Ð[����} qm����r´rµ[�Fr�h|~���rSÐ ³ r°�}����9�«}vr���!}��«�S�+|a·

�J+�� ;L2H>�>)<���� �
n�o+r�������ra���"���vrW���S�+�k�«}v������ra����|"�+|vra�ª���H����rW|�}�ra�²°��Á{¼��|:r�µk����������rW�e���¸|~rW�1}v�����¸�k·¿�kÐ����+�ª��| ¯ �+�«��{
��ra|~}����~}�ra�9�!}�rSr��{)}v��qmrA|~}vra�Ñ·´Â �vrW��|v��� ¯ ��� }vo���|´���qm����r�}�r��vrW|�}����v} ��|�}voh�!}���}����+r°�}v��qmrA|~}vra�
}�o�r)���h�kr���«{[�����e|v{k|�}�rq ����¸�Fr��`���«}vr��k�+DFra�vra�S} ¯ �v�Sq�}�o�r¡�S��r¡�!}	}vo�r����vra[�«�S�+|:}v��qmr�|~}vra�Ñ·¼Â |
°5r)�F�����`}vra�H�S�k}aÐ,}�o�r)±�ra{ª���krW� ¯ ���"}�o�r¡r/*)����r�+�{ª� ¯ }�o���|	�k{[�+��q���������ra����+���º}��«�S��r����|"}�o+�!}A}vo�r
�+�v�S���«raq�|��«��}vo�r�|vra�`��ra�+��r:qA�+|�}/�Fr������S|vr�}v�mra�S��o���}vo�ra�a·
n�o�rm���S�����«��rW���:���S�`Sr����ra�+��r��S���ra�«ra����}v�����e|���o�raq�r���|´�h|~rW�¼°��«}vo²q�������qm�+?W�!}v�����²|~�+�+|~�h����rW| � ¯
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