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�I�f�ln<�����I�1�|�¯}�����1{�°²�����1���¸}f�±}f�¯�I�lnF�Ä�)�l�1£�n�·Ã¾�|}�}f�S{f� jln<monF{F¿�w|nF�9}f�¯�I�Æ S�¯�H}��f�|�|�1�<nF{��I���n<�H}�nK�O°²�fn<n
}f��nFnF{F»X���1�S{�jl�#¼4{4jl�#¼ }fjln��I�f�|nF�t�<���1�|�¯}�����¢{r�<���S�¢ndn�Å|�l�fnF{f{�nF���¯�O}�n<�fmQ{r��°Õ}�jln>º��}¸}fn<�K¿�4+�¯�1��º¯ºy
{�nF��}���������|��{f���1{f{¸nK{C}fjln�z�lmon<�f��F��ºÛ�¯mo�lºn<monF�I} �#}f�¯�I�&»|���1���|�{��lº��Ðy|{*}fjln��nK{¸�1º±} {C°²�I�;�I�f�ln<�;�l�
}f� Ô
���1�
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� n�}
f

���1�
Φ

�¢n
C∞

°²�l�1��}�����1{
IRm × IRn → IRn

���¢�
cRn → IR

»X�fnF{��¢nK�9}��®�nFº¯yI¿t�����1{����|n<�r}�jln
°²�Iº¯º�#¼)��l£>�1�1���I�1{~}f�f���¯�1nF�����|}f�¯mQ��º&�<���H}��f��ºÛ�l�f���1º¯nFm�#







Min Φ(y(T ));
ẏ(t) = f(u(t), y(t)), t ∈ [0, T ];
y(0) = y0.

(P )

¬ n��fnF{¸}��f���})}�jln����1��ºy|{¸��{;}��'�<���H}���z�l���1{r�����H}f���Iº¢°²�1�1�9}f�¯�I�1{<¿��tn<�l��}�n��zy
H(u, y, p) := p · f(u, y)}fjln8
��Ë��1Î�È �%$�� �>Ê � ÍÃÈ#Ì¢Ê��#Ì=��°+}fjln��l�f���1º¯nFm�¿4i�j1n��1� {~}r�I�f�ln<�4�lnK��nK{�{f���fy'���l}��mo��º¯�¯}~y������¢�|�±}f�¯�I�1{4��°

}fjl��{)�l�f���lºn<m8mQ�ÐyQ�Xn�¼)���¯}¸}fn<�����}fjln°²��ºº�#¼)�¯�l£>°²���fm&#














ẏ(t) = f(u(t), y(t)),
ṗ(t) = Hy(u(t), y(t), p(t)),

0 = Hu(u(t), y(t), p(t)),







t ∈ [0, T ],

p(T ) = Φ′(y(T )), y(0) = y0.

(OC)

¬ n�{��Ðyd}fj1�#}
(ū, ȳ, p̄)

��{)���
n<Åz}��fn<mQ��ºÛ�¯°��¯}){f�#}f�{ �1nK{
(OC)

µ
ū

�¢nF�¯�1£o�d���I�H}���H�1���1{*°²�l�1�9}f�¯�I�¢¹9¿ � n�}
(ū, ȳ, p̄)

�¢n�����n<ÅH}f��nFmQ��º[¿ 3Á°

u 7→ Huu(u, y, p)
��{)��z®�n<��}���lºng��º¯�I�l£d}�jln}f�f���~nF��}����fy

,
µ¸¡K¹

}fjln<�´�Hy�}fjln>�mo�lº��<�±}g°²�l�1��}�����1{r}�jlnF���fn<m�»Û�¯���
{�mo��º¯º
L∞

�1n<�£�jz�¢�I��j1�H�|����°Õ}�jl��{4}f�f���~nF��}����fy�»¢¼�n
j¢�Ð®�nd}�j1��}

Hu(u(t), y(t), p(t)) = 0
�(&
u = φ(y(t), p(t))

»Õ¼)jln<�fn
φ

��{��
C∞

mo���l�l��l£1¿��rn �1�ln
}fjln�ÍMÉ��1Ë�$��	�dÊ � ÍÃÈ#Ì1Ê���ÌÇ��{

H(y, p) := H(φ(y, p), y, p)
¿dqr{��¯�l£

Hu(φ(y(t), p(t)), y(t), p(t)) = 0
»

�I�|}f���¯�
Hy(y, p) = Hy(φ(y, p), y, p); Hp(y, p) = Hp(φ(y, p), y, p).

µM�I¹
���I�1{�nF�H�ln<�H}fº¯yI»1�l�1�ln<�gjHyz�X��}fjlnF{��{>µ~¡Ð¹9»

(OC)
�{tº¯�|�F��ºº¯y�nF�H�l�®#��ºn<�H}4}��
}�jln�É�Ë Î	��� Ë Î'$��	�dÊ � ÍÃÈ#Ì¢Ê��#Ì

���,�9ÍÃË��
ẏ(t) = Hp(φ(y, p), y, p), t ∈ [0, T ],
−ṗ(t) = Hy(φ(y, p), y, p), t ∈ [0, T ],
p(T ) = Φ′(y(T )), y(0) = y0.

µ¶�I¹

¬ n��l�#¼ }��l�f�
}f�o}�jln��l�{f���1{f{��¯�I����°�}fjln��|��{��<��n<}��³F�#}f�¯�I����°?}fjln����|}f�¯mQ��º?���I�I}f���IºÛ�l���I�lºn<m
(P )

¿
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Min Φ(yN );
yk+1 = yk + hk

∑s

i=1 bif(uki, yki),
yki = yk + hk

∑s

j=1 aijf(ukj , ykj),

y0 = y0,

(DP1)

°²�I����ºº
k = 0

}f�
N − 1

���¢�
i = 1

}f�
s
¿'Örn<�fn

hk > 0
��{g}�jln'{��¯}�nQ��°;}�j1n

k
}�jÄ}��mon'{~}fn<�&»+���1�

(a, b)
�{g}fjlnQ{¸n<}���°;�4�l�l£�n<·Á¾�l}¸}f�����zn�1Q�<�¯nF�H}f{F¿ � n�}��1{�l�1�ln<�fº¯��lnd}�jlnQ� jl�I��<n>��°��1{���l£S�|�(&Ûn<�fn<�H}
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®#��º¯�lnK{;��°+�<���H}��f��º�{
ukj

��{f{¸�|�<���}�nF�'¼)�±}fj���l�lnF�){~} �#}�nK{
ykj �

}fjl�{)�<���H}�� ��{¸}f{�¼)�¯}�j���}�j1n<�)���l�1���H��� jlnK{
��
¼)j1�� j
}�jln�|��{��<��n<}��³F�#}f�¯�I�'��°+�����H}f���Iº{��{;���H��� {¸nF�C}fj1���
}�jlng���lng��°?}�jln{~} �#}fn�»z�M¿ n�¿»z°²�������I�H}��f��ºX�{
} ��ÀIn<�������¢{~} ���H}F»|�I�;�I�lºy
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¬ n�mQ�Ðy'��nF¼)���¯}�n
(DP1)

�l�1�ln<��}�j1n�nF�H�l�®Ð��º¯nF�H};°²�I��m


























Min Φ(yN );

0 = hk

s
∑

i=1

biKki + yk − yk+1,

0 = f(uki, yk + hk

∑s

j=1 aijKkj)−Kki,

0 = y0 − y0.

(DP2)

3Ã�'}�jlntn�Å|�l�fnF{f{¸����Q�Xn<º�#¼�¼�ng�����H}f�f�I�9}
yk +hk

∑s

j=1 aijKkj

��H}��
yki

¿Õi�jln � ��£�� ���l£I�����°²�l�¢�9}�����
�I{�{��|�����#}fnF�'¼)�¯}�j

(DP2)
��{ #

Φ(yN )+

N−1
∑

k=0

{

pk+1 ·

(

hk

s
∑

i=1

biKki + yk − yk+1

)

+

s
∑

i=1

ξki · (f(uki, yki)−Kki)

}

+p0·(y0−y0).

Örn<�fn
pk+1

»
ξki

»����1�
p0 ���fn*}fjln � ��£�� ���l£In*m��1º±}f�¯�lº�n<� {Õ��{f{¸�|�����#}fnF��¼)�¯}�jd}fjln)�����¢{~}f�f���¯�H}f{+��°

(DP2)
¿

�C���������1º¯nK{
pk

¼)�ºº��Xn���H}�n<�f�l�fn�}fnF�S��{4}�jlnd�|��{��<��n<}��³F�#}f�¯�I�S��°C����·Á{¸}f��}�n���°C�����H}f�¯�z�l�I�1{)°²�I��m>�lº��}�����&¿
w|n�}¸}f�¯�1£�}��>³<nF����}fjln�|n<�f�¯®#��}��®�n4��°ï}�jl��{ � ��£I�f���l£������d°²�l�1��}������¼�¿ �K¿ }K¿?}fjlng�l���mQ��ºX®#���f����lº¯nK{

yN

»
y0

»
yk

°²�I�
k = 1

}��
N − 1

»
Kki

���1�
uki

°²���
k = 0 . . .N − 1, i = 1 . . . s

»|¼;n����l}f����

pN = Φ′(yN ),
p1 = p0,

pk − pk+1 =
∑s

i=1 fy(uki, yki)
>ξki,

0 = hkbipk+1 + hk

s
∑

j=1

ajify(ukj , ykj)
>ξkj − ξki,

0 = fu(uki, ykj)
>ξki, k = 0 . . .N − 1, i = 1 . . . s.

qt{¸��l£
�1�#¼ }fjln�jzyz�X��}�j1nF{��{4}�j1��}
bi 6= 0

»Û{¸n<}
pki := ξki/(hkbi)

°²�I�t��ºº
k = 0

}��
N − 1

»X���1�
i = 1

}��
s
¿2.Cº�¯mo��1�#}f�¯�1£

ξki

°²���Im }�jln'���¢�#®In>�fn<º��#}f�¯�I�1{F»ï¼�no���l}f�����}�jlnQnK�I�1�¯®#��ºn<�H}����l}��mo��º¯�¯}~y
�<���1�l�±}f�¯�I�1{






yk+1 = yk + hk

∑s

i=1 bif(uki, yki), yki = yk + hk

∑s

j=1 aijf(ukj , ykj),

pk+1 = pk − hk

∑s

i=1 b̂iHy(uki, yki, pki), pki = pk − hk

∑s

j=1 âijHy(ukj , ykj , pkj),

0 = Hu(uki, yki, pki), y0 = y0, pN = Φ′(yN ),
(DOC)¼)j1n<�fn�<�zn�1'���n<�H}f{

b̂
���¢�

â
����n��|n �1�lnK���zyQ}fjln°²��ºº�#¼)�¯�l£d�fn<º��#}�����¢{ #

b̂i := bi, âij := bj −
bj
bi
aji,

°²���4��º¯º
i = 1, . . . , s

���¢�
j = 1, . . . , s.

µ² z¹

3Á°|}fjln*��º£�nF�l� �����Õ�����¢{~}f�f���¯�H}f{
Hu(uki, yki, pki) = 0

����nÕº�|�<��º¯ºyrnK�I�1�¯®#��ºn<�H}&}f�
uki = φ(yki, pki)

»
}fjln<�

(DOC)
��{gnF�H�l�®Ð��º¯nF�H}t}f�'}�j1no{f��mon>�1����}��¯}�����lnK�´�)�1�l£�n<·Á¾�|}�}f��{�� jlnFmond���l�lº�¯nK��}���}�jlno�fn�·

�l�1��nK�'{¸y|{¸}�nFmÓµM�I¹�¿�i�j1�{;���l�1���H��� jo�1��{�nF�o�I�Q°²���fm��1º��}�����
(DP2)

��{�{�º�¯£IjI}fº¯yQ{��¯mo�lºn<�K»H�l�|}�nF�H�l�®I·
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(P )
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�l�{f���fn�}f�¯³K�#}�����
−−−−−−−−−−→ (DOC)
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E ⊂ V × V �

n<ºn<mon<�H}f{r��°
E����n�<��º¯ºnF���I���n<�H}�nK�'nK�|£�nK{<¿Õi�jln�{�n�})��°4È#É9Ê¶Ë<Ì1ÍÃË Î���É � 
��S¼)�ººï�¢n��|nF�l��}fn

G
¿

��� © �	� � Ø�

V = {a, b, c, d}

���1�
E = {(a, b), (c, a), (d, b), (a, d)}

� �

� �

� �¢�#}�jÆ��°)��£I�f���ljÄ�{����¢�l�±}fn
{�nF�H�ln<�¢��nQ��°�®�nF�¸}f��<nF{QµM�#}�ºnF�I{~}�}~¼;�H¹{��1� jÄ}�j1��}�}�jlnF��nQn<Å|�{¸}f{
���ÆnF�|£In'�¢n<}~¼�nFn<�Æ}~¼;�O{¸�¢�<��nK{�{��®�no®�nF�¸}f��<nF{F¿ � £I�f���ljÆ�{ � È#Ì1ÌÛË���ÍÃË Î´�¯°r���zy��1�������°)®In<��}�����nF{����fn
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���É9ÍMÊÑÍ[Ê¶È#ÌÛË Î����|Ì��HË������|Í[Í��������lË��QË�� Ò

monFm��Xn<�r��°C�#}rºnF�I{~}4�I�ln��1��}�j&¿ � �<ÊÑÉ ���|ÊÑÍ)�{t�Q�1��}�jS¼)jl�H{¸n �1� {¸}t���1��º���{¸}rnFº¯nFmdnF�H}f{r�<����1�����|nI¿ �
Í[É�Ë Ë

G
��{���<���l�1nF�9}fnF�´£�� ���ljO¼)�¯}�j1���|}����� ���l�¯}f{F¿�i�jlno{¸n<}���°C}f��nFnF{g¼)�¯ºº��¢nQ�|nF�l��}fn

T̄
¿ � É�ÈKÈ#ÍÃËfÎ

Í[É�Ë Ë
t
�{���1������°��
}f��nFnd���1����°��I�lno��°*�¯}f{�®�n<��}�����nK{<»&�F��ºº¯nK�S}fjlno���z��}K»?���¢���|nF�l��}fnF�

r(t)
¿'i�jln

ºnF�Ð®InF{;���fnr}fjln®�nF�¸}f��<nF{;¼)�±}fj��I�lºy'���ln���#�¸����nF�H}�nK�|£�nI»z��}�j1n<�;}�j1���
}fjln��f�H��}F¿ ¬ ngmQ�ÐyQ���|n<�H}f�±°²y
�
�f�z��}fnF�
}��fn<n¼)�±}fjS�������f�¯nF�I}fnF��£�� ���lj?»H¼)j1n<�fn��º¯º?nF�|£InF{;�¢�I�¯�H}4��S�|�¯�fnF��}��������°�º¯nK�Ð®�nK{<¿

i�jlnd{¸n<}r��°)É�ÈKÈ#ÍÃË Î'Í[É�Ë Ë�¼)�¯ºº��Xn��|nF�l��}fn
T ∗

¿ ¬ n�{¸�Imon�}��monF{t{¸�XnF��À���°+°²�fn<n�}��fn<nF{F»¢�I{4�I�l�¢�H{¸nK�
}f�O�f�H��}�nK�´}f��nFnF{F¿ ¬ n
�|n �1�ln��¯�½�S{��¯mo�º����mQ���l�1n<���I���n<�H}fnF��}��fn<nK{<»���º�{¸�O�F��ºº¯nK�ÆÖ)·[}��fn<nF{��¯� "¡K�,$[¿
i�j1n{�n�}4��°�È�É9Ê¶Ë�Ì¢ÍÁË ÎtÏ É�Ë Ë�Í[É�Ë Ë��{4�|n<�1��}�nK�

T
¿

5;������º���1��nK��£I�f���lj1{4����n�£I�f���lj1{�}f��£In�}�j1n<�4¼)�¯}�j´�'mo���l�l��l£Q}fj1�#}4}f�'nF�I� jS®�nF�¸}fn�Å
v

��{f{��z�<���}�nK{
�S�<��º���l�

c(v)
»���°)®#��º�ln

B
���
W

µ¶�lº�I� À����1�Ä¼)jl�±}fnK¹�¿�i�j1n'{¸n<}���°��<Ê � �fÈ �¯È	�|ÉfËfÎÄÈ#É9Ê¶Ë<Ì1ÍÃË Î ��É ��
����
µ¶��nK{¸�?¿��<Ê � � È	�¯È �|É�Ë Î'ÉfÈFÈ�ÍÁË ÎQÍ[É�Ë Ë��K¹�¼)�¯ºº&�Xn��|n<�l��}�n

BG
µ²�fnF{��&¿

BT ∗
¹�¿

¬ n��l��}�n
VB = c−1({B})

µ¶��nK{¸�&¿
VW = c−1({W})

¹;}�j1n�{¸n<}4��°��lº���� À�µ¶��nK{¸�?¿*¼)jl�¯}�nÐ¹�®�nF�¸}f��<nF{
���1�

EB

µ²�fnF{��&¿
EW

¹*}fjln�{¸n<}4��°�nF�|£InF{;n<�¢�|�¯�1£Q�����lº�I� À´µ²�fnF{��&¿�¼)jl�¯}�nÐ¹�®�nF�¸}f��<n�¿
41������£��®�nF�Q���z��}fnF�o}f��nFn�»H¼)jl�I{�n4®In<��}�����nF{����fnr��{f{��z�<���}�nK�o¼)�±}fj'º¯n<}¸}fn<� {

i, j, . . .
�±};�{;���I�z®�n<�1�¯nF�I}

}f�Q�|n<�l��}�n
b̃ik

= bik

�¯°+®In<��}�n�Å
k

�{�¼)jl�¯}�n
, b̂ik

��}�j1n<�f¼)�{�n�¿
ãiki`

= aij

�¯°�®�n<��}�n<Å
`

�{4¼)jl�±}fn
, âij

��}�jlnF��¼)��{�n�¿ µM��¹

Örn<�fn
ik

�I{�{��|�����#}�nK{C¼)�¯}�j�nF�I� j'®�nF�¸}fn�Å
k ∈ {1, . . . ,#t}

��®#���f����lºn
ik

µ¶®#���fyH��l£�°²���Im�¡r}��
s
�¯�
}�jln

{��l�1{�nF�H�lnF�H}�n<Å|�l��nK{�{�����1{ ¹9¿
¬ �¯}�jSnK��� j
�f�z��}fnF�
}��fn<n

t
��{4�I{�{��|�����#}�nK�
�d®#��º�ln

γ(t)
�¯�S������1�|�1��}��®�n�¼��Ðy #

γ( ) = 1
»1���1�

γ(t) = #t× γ(t1)× · · · × γ(tm),
µ Ô ¹

¼)j1n<�fn;�zy
t1, . . . , tm

¼;n��ln<�l��}�n;}�jln)�1�f���1� jlnF{���°
t
µÑ}fjln4���I�l�lnF��}�nK�>£I�f���lj1{+���l}f����lnK���zy��fn<mo�#®z��l£

}fjln��f�z��})°²�f��m
t
»1®z�¯nF¼�nK�S��{)�f�z��}fnF��}��fn<nK{<»1}�jln>���z��}4�Xn<��l£Q}fjln�®In<��}�n�Å�¼)jl�I{�n����1n����Ð�¸�I��nF�I}4nK�|£�n

j¢��{��Xn<n<���fn<mo�#®�nK�1¹9¿
prn�Åz}F»Û¼;n��lnFnF�S}f�
�fnF�F��ºº&}�j1n>�|n �1�l�¯}�����´��°Õ}�jln>n<ºn<mon<�H} ���fy�¼;n<�£�jH}t��°*�Q}f��nFn

t
»X¼)jln<�fn

t
��{t�

�1��<��º���l�fnF�
���z��}fnF��£�� ���lj?»I°²�I�)£��®�nF���)�1�l£�n<·Á¾�|}�}f�o���zn�1Q�<�¯nF�H}f{
a

���1�
b
#

φ(t) =

s
∑

i=1

b̃iφi(t).
µÁÒ�¹

i�j1n>���X�#®�n�°²�l�1�9}f�¯�I�1{
φi(t)

���fn�}fjln<mQ{�n<º¯°��|n��¢�lnF�S������O��1�|�1��}��®�n�¼��Ðy�»X�zy
φi( ) = φi( ) = 1���1�

φi(t) = ψi(t1)× · · · × ψi(tm),
ψi(tk) =

∑s

jk=1 ãijk
φjk

µ¶�I¹

¬ n�j1�Ð®�ng}fjln°²��ºº¯�#¼)��l£d��nK{¸�1º±}�µ¶{�n<n " �|»1i�j1m 3 3 39¿ �l¿ �	$Ñ¹!#
��� ØzÝ ¨ Ø ��� 
  
���É9ÍMÊÑÍ[Ê¶È#ÌÛË Î����|Ì��HË������|Í[Í��������lË��oË����,��� � �¯È	���	� 
�È�É�Î�Ë<É

q
Ê �

φ(t) =
1

γ(t)
,

Ï�È#É�� � �
t ∈ BT ∗, #t ≤ q.

µM�I¹

wz�1�1{~}f�±}f�|}���l£r}�jlnÕn<Åz�1��nK{�{��¯�I�1{Û��°
â
���1�

b̂
�¯�'µ¶ H¹X��}�jlnC°²���fm��lº��;��°

φ(t)
¼;���lº��g£��®�nÕ���Imd�1º¯���<��}�nF�

n<Å|�l��nK{�{�����1{F¿ ¬ n�{�jl�#¼ ���}fjln��ln<ÅH}r{�nF��}������jl�#¼ }f�Q{~} �#}�n�nK�H�l�¯®#��º¯nF�I}K»|�l�|}r{��¯mo�lºn<�4�<���1�l�±}f�¯�I�1{<¿
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� ����(��;��(<��!$���:�������)�>	��)�-�Ð�+�)� 	?���)�)!

3Ã�>}�j1�{Õ{�nF��}������¼;n�� jl�z�I{�n;�I{+�<���z®�nF�H}������}fj1�#}�}�j1n�{�n�}Õ��°¢®�nF�¸}f��<nF{
V

�{���°l}�jln;°²�I��m #
{1, . . . ,#V }¼;n)�|���l��}Cº¯�H{¸n�£�nF�ln<� ��º�¯}~y�¿�i�j1n<�o¼�n4{¸}f���¸}Õ�zy>{¸}f��}���l£���º¯}�nF���¢�#}��®�n;n�Å|�l�fnF{f{��¯�I�1{���°X}�jln)nFº¯nFmon<�H}f����y

¼;n<�£�jH}
φ(t)

»C¼)jlnF��n
t
��{>�´���z��}fnF�=�1��<��º���l�fnF�Ä}f��nFn�»C�|n �1�lnF�Ç�¯� µ¶�H¹9»�°²���o�O£In<�lnF�f��º*�1���¸}f�±}f�¯�I�lnF�

{f� jlnFmdnI¿ i+��Àz��l£���H}��=���F���I�l�H}>}fjlnS�|n��1�1�±}f�¯�I� ��°r°²�l�1��}�����1{
ψi(tk)

»��I�|}f���¯�Ç}�jlnSmo�I��n�n�Å|�lº��<�±}
n<Å|�l��nK{�{�����

φ(t) =

s
∑

i1=1

b̃i1

s
∑

i2,...,i#t=1

∏

(k,`)∈E

ãiki`
.

µ¸¡F�I¹

Örn<�fn>��£I����
ik

�I{�{��|�����#}�nK{r¼)�¯}�j�nF�I� jO®�nF�¸}fn�Å
k ∈ {1, . . . ,#t}

µ²®In<��}�n�Å½¡>�{t}fjln>�f�z��}9¹r�
®Ð���������1º¯n
ik

µ²®#���fyz�¯�1£>°²�f��mv¡t}f�
s
¹�¿ 4l�I��m>�lº��µ¸¡F�I¹�mQ�Ðy'�Xn�¼)���¯}¸}fn<�S��{

φ(t) =
∑

v∈V

s
∑

iv=1

∏

k∈V

b̃ik

∏

(k,`)∈E

ãiki`

b̃i`

.
µ¸¡�¡K¹

3Ã�¢�|n<nK�ï»���º¯º
b̃i`

�¯� }�j1n����¢�#®In�n<Å|�l��nK{�{�����Ç�F���1�<n<º�n�Ål��nF�|}
b̃i1

»�{��´}fj1�#}Oµ¸¡F�I¹>���¢� µ¸¡�¡K¹>���I�¯�¢�����|n�¿
�t�¢{¸nF��®In�»Xjl�#¼�nF®�nF�F»X}�j¢�#}g}�jlnQ���X�#®�n�°²���fm��lº��'mQ��À�nF{{�n<�1{�n>°²���oµ²�l�I���lnK��nK{�{f���f�¯ºyS���I�l�lnF��}�nK�1¹4�1�±·
�<��º���l�fnF�>���f�n<�H}�nK��£I�f���lj1{F¿ � �zyd{¸�1� jd£�� ���1j

t
�{*� �1�l�¯}�n4�l�1�¯�I�d��°Û�<���l�1nF�9}fnF�d£�� ���1j1{+¼)�±}fjQn<mo�|}~y

��H}�nF�f{�nF��}�����O��°*®�nF�¸}f��<nF{F»Û�F��ºº¯nK� � È#Ì¢ÌXË��<ÍÁË Î � È	��
lÈ�ÌXË<Ì1Í �>��°
t
»&���1���|n<�l��}�nK�

{tq, q ∈ Q}
µ²�1��}g}��

�Xn����I�|°²�1{�nF��¼)�±}fj��l�f���1� jlnK{���°��d�f�z��}�nK�'}f��nFn�»l�|nF�l��}fnF�
ti
¹�¿

��Ø � �½©�� 
 � �1Ë'Ë��Ë��QË�Ì¢Í ��É����*Ë�Ê(�,�zÍtÈ¸Ï � ��Ê � � È	�È	�|É�Ë ÎOÈ�É9Ê¶Ë�Ì¢ÍÁË Î ��É � 
��
t = (V,E, c)

� �ÕÊÑÍ � � È#Ì��
ÌÛË���ÍÃË Î9� È � 
1È#ÌÛË�Ì¢Í��

{tq, q ∈ Q}
� Ê ��Í �lË�
ÛÉ�ÈFÎ ����ÍdÈ~Ï�Í �1ËOË��Ë��QË�Ì¢Í ��É����*Ë<Ê(�,�zÍ �SÈ¸Ï�ÊÑÍ � � È#Ì¢ÌXË��<ÍÁË Î

� È � 
1È#ÌÛË�Ì¢Í�� � Ê%�ÑË � �
φ(t) =

∏

q∈Q

φ(tq).
µ¸¡K��¹

��É�ÈFÈ¸Ï!� ¬ n�j1�Ð®Inr}fj1�#}

φ(t) =
∑

v∈V

s
∑

iv=1

∏

k∈V

b̃ik

∏

(k,`)∈E

ãiki`

b̃i`

=
∑

v∈V

s
∑

iv=1

∏

q∈Q





∏

k∈Vq

b̃ik

∏

(k,`)∈Eq

ãiki`

b̃i`





=
∏

q∈Q





∑

v∈Vq

s
∑

iv=1





∏

k∈Vq

b̃ik

∏

(x,y)∈Eq

ãiki`

b̃i`
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¼)j1n<�fn)}�jlntº�I{~};nF�H�1��º¯�¯}~y>�¢{¸nK{C}fjlnr���|n<�H}f�±}~ySµ²®#��º¯���o°²�������f�l�¯}�� ���fy�°¶��mo�º¯�nF{���°?{�n�} {
Iq

���¢�o°²�l�1��}�����1{
Aq

¹
∏

q∈Q





∑

i∈Iq

Aq(i)



 =
∑

r∈Q

∑

i∈Ir





∏

q∈Q

Aq(i)
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���É9ÍMÊÑÍ[Ê¶È#ÌÛË Î����|Ì��HË������|Í[Í��������lË��QË�� �

i�j1n�<���1�<º¯�¢{¸�����°²��ºº¯�#¼4{F¿
� �®�nF�O�������f�¯nF�H}�nF��£�� ���1j

t = (V,E)
»¢���1�

F ⊂ E
»1}�jln>{¸n<}4��°C��� �<{���S���l�X�I{��¯}�n��|���nK�9}f�¯�I��}f�

}fjl�I{�n��°
F

��{4�|nF�l��}fnF����{

E> := {(x, y) ∈ V × V ; (y, x) ∈ E}.
µ¸¡< H¹

��� ØzÝ ¨ Ø ��� 
 � �lËdË��¯Ë��QË<Ì1Í��#É�� �*Ë�Ê(�,�zÍ)È~Ï�� ��Ê � � È	�È	�|É�Ë Î'È�É9Ê¶Ë�Ì¢ÍÁË Î���É ��
��
t = (V,E, c)

� � �lË<ÌÂµ¶ H¹
�1È	�¯Î	� � ���#Í[Ê ���;Ë��

φ(t) =
∑

ÊB∈P(EB)

(−1)#ÊBφ(V,EW ∪ Ê
>
B ).

µ¸¡K��¹

��É�ÈFÈ¸Ï!�tw|�l�1{¸}��¯}��|}f�¯�l£�}�j1n>n<Åz�1��nK{�{��¯�I�1{4��°
â

���1�
b̂

�� µ² z¹9»Û¼;n�mQ�Ðy�¼)���¯}�ndn<ºn<mon<�H} ���fy�¼;n<�£�jH}f{g��{
°²�Iº¯º�#¼4{ #

φ(t) =
∑

v∈V

s
∑

iv=1

∏

k∈V

bik

∏

(k,`)∈EW

aiki`

bi`

∏

(k,`)∈EB

(

1−
ai`ik

bik

)

.
µ¸¡ Ô ¹

.CÅz�¢���1�|��l£d}�j1n�º�I{~}�}�nF��m�»l£In�}

φ(t) =
∑

ÊB∈P (EB)

(−1)#ÊB

∑

v∈V

s
∑

iv=1

∏

k∈V

bik

∏

(k,`)∈EW

aiki`

bi`

∏

(k,`)∈ÊB

ai`ik

bik

.
µ¸¡ÐÒ�¹

i�j1n�<���1�<º¯�¢{¸�����°²��ºº¯�#¼4{F¿
�t�l�Õ�1���|��nK�|�l�fn;�<��mo�l�|}fnF{Õ�I�f�ln<�Õ���I�1�|�¯}�����1{���d��fnF�<�l� {¸�®�n�¼;�ÐyI¿ ¬ jlnF�o�lnF��º��l£¼)�±}fjd�I�f�ln<�

p
»

��º¯ºl�<���1�l�±}f�¯�I�1{Õ��°Û��� �|nF��{�mQ��ºº¯nF��}�j1���
p
j1�Ð®�n)��º�fnF���ly��¢nFn<�Q���l}f����lnK�ï¿ ¬ n4��º����m�}fj1�#}CnFº¯nFmon<�H}f����y

¼;n<�£�jH} {r��°���ºº+}�n<�fmQ{g�¯��}�jlno{��lm ��°oµ~¡Ð��¹rj1�Ð®�nd��º��nK���|y��Xn<n<�Æ���Imo�l�|}�nK�ï»ïn�Ål�<n<�|}Qµ²�Xn<�fj1���¢{f¹4°²���
}fjln����1ng���¼)jl��� j

ÊB = EB

¿
3Ã�1�ln<nF�&»#°²���Õ���d��� �C��

EB \ÊB

}fjln<�>}�j1n<�fn���{+�l�g�<���H}��f��l�|}������°²���Im }�jl��{���� � #&¼;n;�F���>�¯�H}�nF���1��n<}
}fjl��{4��{��Q�|nFº¯n<}��������°+}�jln���� ��»|¼)j1n<�fnF��{�°²�I�4������� �t��

EB

»1¼�n���l}f�����}�jln��1{��1��ºÛ}�n<�fm µ²°²���4�d�l�I�
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t

i

j

k l

φ(t) = 1/γ(t)

s
∑

i,j,k,l=1

biâijajkajl =
1
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φ(t) = φ(t1)− φ(t2)

s
∑
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bibjajkajl −

s
∑

i,j,k,l=1

bjajiajkajl

t1 − t2

i

j

k l

−

i

j

k l
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