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�;x4�px4��r4�y��r	¬¯�Y�p�;}prFzy��x4�SrF�E�p|��Á��rFz�¹;}Á|��E��¬¸|����¸z����{�¯�p}������;����rFz���xF¬¯|Y�¯zy|3}p�Er	¹U}prF}pr ¬¯�Y}E����r;¼
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�¯�E��r4�SrF�E��rF�;�,r4���{�;����|��{r
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¾E��´ �{��|g«Yr4¬¯¬��¯�p�i�{np���Y}p�;n�|Èz{rF¹U}pr4�E�4r���©Ã»E�p���{r �4|Y�E|Y�4�º���Ç���Y}���r4��z4¼ m�nprB|��E|Y¬���z{�¯z��¯za�¯�;��r4��rFz��{�¯�p�
�SrF�F|�}Ez{r ���1��r4¬¯��r>zb�Y��|Y� r4~Z�E¬��¸������©ª�Y��q�}p¬¸|������;� �Y©	��nprÆ�p���Y�p¬¯r4q��¯�76ªqa|�~Ñ· �p¬¯}Ez�8b|Y¬��;r4�p��|p¼®m�npr
�p���Y�p¬¯r4q ��©�z�rF«Yr4��|�¬6�4�Y�p�pr>�������;�Ez4·Ñr4«Yr4� �{��|�z{�¯�p�Y¬¯r°�{�;}��{rF�F·RnE|;zu�;�p¬��\�Sr4rF�iz��¯q�}p¬¸|��{r>�Ñ·Ñ´y���{n ��npr
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�����Sr q�}Á��n\z{��q��p¬¯r4���4�Yq��E|Y�{r>�a���3��npr�z��¯�p�;¬�r	���;�p�prF���{�¯�Y���4|;z�r;¼
����|;�����¯�F|�¬¯¬��;·�´,r �¯�U«Yr>z����¯�;|���ru��npr��F|Yz{rÃ´ynprF�{r

N
}Ez{r4��zy|;�4��r>z{z

N
z{r4��«Yr4��z,}E�E��r4�(m(­,�9<	/¶��·E|Y�E�

��npr	�S�Y����¬�rF�prF��³b�¸z�|��{�;}��{rF�y´y�º��n\|3»E�p���{r��p}�ÀRr4�u|��E��|az�¬¯��´ �pr���´,�Y��³C�¯�;��r4�{©ß|Y�4rY¼Om�npr��pr���´,�Y��³b�¯z
���¯«Z�¯�prF�1���U�{�3��´,�C|���rF|Yz>=

? |3¬¯���4|Y¬R¬¯�Z�;��´y���{n��{rF¬¯|��{�¯«Yr4¬¯�a¬¯��´ z{�Sr4r>�@6ë��r4¬¯r4�pnp�;�pr	¬��¯�prY·E�F|��p¬¯r	mBA�·DC(��E�FG8

? |3�E|;��³Z�S�;�prÃ´y���{n�np�¯�Yn���np�{�;}p�YnE�p}��06�CJm�4±·E� § �H4I8

m�npr(}Ez{r4��zO|���r�¬¯���4|��{rF�a�Y�a�{npru¬��p�4|�¬Á¬����Y�C|��Á�3��nprÃz�rF�{«YrF��z�|Y�{r�¬¯���F|��{r>���Y�a�{npr(©ß|Yz��,�E|;��³Z�S�;�prY¼
JE}p����npr4��q��Y��rY·U��npr4��r �¸zy|3���Y}p�{r4��|��y�{npr	�S�Y����rF���Sr���´,r4rF����npr	¬¯���4|�¬Ñ¬¯�Z�Y��|��E�b��npr ©ß|Yz��y�E|;��³Z�S�;�prY¼

§ r |Yz�z�}pq�r1�{nÁ|��b|Y¬�¬�}Ez{r4��za|���r��p�g´y�p¬¯�;|;���¯�p�Æ»E¬¯rFza��© �¯��»E�p���{r z��¯¿4r;¼ § rB|Y�{r��¯�;�{rF�{r>z���rF�&���
|Y�E|�¬¯�Z¿4�¯�p�C�{npraz���rF|;���\z���|��{r3��©OrF«Yr4���\���;�p�prF���{�¯�Y�W¼ § ra|�¬¸z��1|Yz�z�}pq�r���nE|��Ã��npr3���Y}p�E�\���{�¯�i��r4¬¸|g�
�Sr���´,rFr4�\z�rF�{«YrF�y|��E��}Ez{r4�y�¸z�¬¸|����Yr;¼

K }p�u�p���¯q�|Y�{��´,�Y��³�z��;�\��npr°�{�Y�E�¯�°|Y�{r��¯�L,Ù��·�M	.d¼	m�npr°��r4qa|��¯�E��rF�u��©��{npr3�E|Y�Sr4�u�¸zu�;�{�U|��p�¯¿4r>�
|;z,©ª�;¬�¬¯��´�z4¼

/¶�NEZrF�������;�b��·;´,r��Y�¯«Yr�|	z{np�;�����p��rFz{r4�U��|��{�¯�Y����©Wm(­,�Ç|��Á�3´,r(��r>z{�4�{�¯�Sr��{nEr(���;�;�����Z}p�Y}Ez�q�����rF¬@·
�¯�1´ynE�¯��n���npr	´y���Á���g´-|Y�E���p}�ÀRr4�(z{��¿FrFzy|Y�{rÃ��rF|Y¬R�Z}pq��Sr4��z4¼

EZrF�����¯�Y�2)a�¯zu��r4«Y�Y�{r>�����a�{npr°|Y�E|�¬¯��z��¸zy��©��{nEr��4�Y�;�����Z}p�Y}Áz�q3�p��r4¬L·Á´y�º��n\�¯�;��r4���p��r���|��{�¯�Y���¯����npr
�F|Yz{r��Y©S¬¸|����Yr��{�;}p�E�����{�¯�a��r4¬¸|>��zF¼G/¶���E|��{�{�¸��}E¬¯|Y�F·�´,r�z{np�g´¨��nE|����{npr��{rFq�|Y���E���p�	z{�E|Y�4r������{npr��p}�ÀRr4�
��r4�E�pzy�{�a�Sr	r�~��S�;�pr4�;���¯|Y¬¯¬������¯z��{���¯�p}��{r>�1´y���{n����Y�¸z{z{�Y�1�E|Y��|Yq3r4�{rF�

a
·p´ynprF�

N →∞ ¼ § r���r4�E���{r
T
��npr3�p}�ÀRr4�	z{r4��«Z�¯�4r��{�¯q�r����Y����rFz{�Á�Y�Á�����E�a�{�1rF|Y��nÆ���Y�E�prF���{�¯�Y�W¼ § nEr4�

T
|Y�E�

N
�{rF�E� �S����nB�{�

�¯��»E�p�����Y·Ñ�{nEr3´y���Á���g´®z��¯¿4r����¯z��{���¯�p}��{�¯�Y�Æ��rFz��4|�¬¯rF�\�Z�
T−1/2 �{rF�E�pzÃ�{��|����;�;�{�¯�U}E�Y}Ez ���¯z����{�¯�p}������;�
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g(y),
�;��«YrF�B�U� J6�¯�Y}p��rbs;¼ /¶�L,×� .L·R�{npr�z{|Yq3r°¬��¯q��º�����p��©ª}p�E�������;� nE|;z(�SrFr4� r�~Z����|;���{r>�\���B��npr°q��Y��r

�;r4�pr4��|�¬W|��p�p���;|;��n���©�m(­,� ���;�;�{���Y¬Ñ´y���{n\z��¸��r����Y�U�{���Y¬R�{��|�ÉC� |Yz��¯����npr�v �O� �p�����������;¬@¼
/¶�@EZrF�����¯�Y�&%'%Á·R´,r°�p��rFz{r4�;� |b�p�¯z�����r���r�q�����r4¬6�Y©�q�}p¬������p¬¯r�m(­,� �4�Y�p�pr>���{�¯�Y�Áz4·S´ynE�¯��nB©ª�Y¬¯¬���´�z

��npr �4�Y�;�����Z}p�Y}Áz�q3���pr4¬L¼ § rÃ�{nEr4��}Áz�ru��npru©ß|;������nE|����{npr ��r4qa|��¯�p�¯�p�3z��E|;��ru�¯�b��nprÃ�E}�ÀSrF����r4�E�pz��{�
�Sr�r�~��S�;�pr4�;���¯|Y¬¯¬����p�¯z��{���¯�p}��{r>�°���3�Y����rF���{�	��r4���¯«Yr�|Ãz{��q��p¬¯�º»ÁrF�°q�����r4¬��Y©S|Ãz{���E�Y¬¯r�m(­,�È���;�p�prF���{�¯�Y�
´y���{n°»p~�rF���E|;��³Yr4�6¬¯�;z�z��E�{�;�E|��p�¯¬¯�º���Y¼G/¶�°�E|Y�����¯�4}p¬¯|Y�F·�´,r���nE|���|Y����r4���¯¿4r��{npry|�}p�{���4�Y���{r4¬¸|��{�¯�Y�	©ª}p�E�������;�
�Y©S|Ãz{���E�Y¬¯r�m(­,�È���;�p�prF���{�¯�Y�°«Z�¸|Ã|��3rFz��{�¯q�|��{r���©Á�{npryz{rF�4�Y�E��rF���;r4�U«�|�¬¯}pr���©E��npr�4B|Y�{³Y��«Ã����|Y�Ez����{�¯�;�
qa|����{��~Ñ¼

/¶� EZrF���{�¯�Y����·O´,r1�¯�U«Yr>z������U|��{r��{npr\|�}��������;�{�{rF¬¯|������Y�±©ª}p�Á���{�¯�Y�&��©Ãz{r4«Yr4��|�¬��¯�E��r4�SrF�E��r4�U�Cm(­,�
�4�Y�p�pr>���{�¯�Y�Áz°´y���{n&npr>|>«Z�È��|��¯¬�r>�¨�{�;}p�E�Z²L�{���¯�Ä��r4¬¸|>��zF¼ § r\|Y�{�;}prb�{nE|���nErF|>«Z�È��|��¯¬�r>�¨�{�;}p�E�Ç�{���¯�
��rF¬¯|g��z���rFz{}p¬��y�¯�1npr>|>«Z�a��|��¯¬�r>�b�{��|�ÉC� |�}��������;�{��r4¬¸|g�����;�W¼

C,�C��nprBr4�E����© rF|;��n z�r>�������;�&´,rB�p��rFz{r4�;�b|±�4�Yq��E|����¸z��Y�Ä�Sr4�¶´�r4r4� |��E|Y¬��U���¯�\|��E��z{�¯q�}p¬¯|��{r>�
��rFz{}p¬���zF¼

(  71�  Å"$� ����
1
��y�O������
/����� �6�������Ç��
 � ���6) 
�� � �y�

)+*", -/.1032�46587 4�9:5�;

/¶�±m(­,��·W�Á|Y��³Yr���z�|���r°����|Y�Ez�q�������rF�i���±z{rF¹U}pr4�Á��ra|Y�E�Æq�}Ez����SrC|;��³Z�p��´y¬�r>���Yr>�B�Z�B��nprar4�E��²L}Ez{r4�>¼
C0�E|;��³;r����¸za���;�Ez��¸��r4��rF�Ç�{�È�Sr�¬��Uz��a´ynpr4�Ä��npr\|Y��³Z�p��´y¬�r>���YrFq3rF�;�a���ZrFz��p���C|�������«Yr�´y���{np�¯�Ä��npr
r>z�����qa|���rF�����Y}E�E�C���������pr4¬¸|>�;¼ Cµ�E|Y��³Yr��y¬¯�;z�z��¯z����;�Ez��¸��rF�{r>��|Yzy|����;�p�Yr>z������;�brF«Yr4�U�F¼

/¶�Æ�;����rF�u�{�\���Y�Sr3´y���{nÆ��npr��{�;}p�E�B�{���¯�i��r4¬¸|g�Y·cz�rF«Yr4��|�¬6�E|;��³Yr4��z |���r�����|Y�Ez{q3������rF�Æ���È|Y��«�|��E�4r
´y���{np�;}���´�|����{�¯�p�±©ª�Y��|Y��³Z�p��´y¬�r>���YrFq3rF�;�>¼-m�nprÆz�r4�b��©	}p�Á|Y��³U�E�g´y¬¯rF���;rF�&�E|Y��³Yr���za�¸zb�F|�¬¯¬�r>�Ä��npr
´y�¯�E����´-|��E������z�z{��¿Fr «�|Y�{�¯rFz��¯�1�;����rF���{�anE|��E�p¬�r����Y�E�YrFz��{�¯�Y�c¼

6ß� 8�´ynprF���p�Ä�E|;��³Yr4���¸z�¬¯�;z��1���-|Ç´y�¯�E����´ 6@z�}Á�4��r>z{z�©ª}p¬ ´y���E�p�g´ 8�·��{nErÆ�pr4~Z�1´y�¯�E����´ z{��¿FrÆ�¯z
�¯�E����r4q�r4�U�{r>���Z�Bs }E�p�º� =

W ←W + 1
¼

6ª�¯� 8�´ynprF� |Ä�E|Y��³Yr���¬��Uz{z����F��}p��z 6ª©ß|��¯¬�r>��´y���E�p�g´ 8�·u�E|Y��³Yr����{r4�{��|��Ez{q��¯z�z��¯�Y��z���|��{��zb©ª�{�;q��{np�¸z
�E|;��³Yr4�F·��E}���´y���{n\|3´y�¯�E����´ z{�¯¿4r nE|Y¬�«Yr>� =

W ← bW/2c ¼

/¶�1��npr���r4��|Y��¬¯rF�\m(­,� z{�SrF����»Á�F|��{�¯�Y�c·���npr4��r	�¸z(|�¬¸z����{nEr���rFz������¯���{�¯�Y���Y©Jz{r4¬�©ë²d��¬¯����³Z���p�C|��E�\z�¬¯��´
z���|Y���>¼Jm�npr ¬¸|��{�{rF��©ªrF|��{}p��r qa|�³YrFzym(­,��q��Y��rÃ��rF|;���{�¯«YrÃ�¯���pr���´,�Y��³b���;�E�����{�¯�Y����nE|��p�;rFzF¼

< Ë ��= Í ¥�� Ï ¥�>8?A@CB m�npr�z�rF�{«YrF��z��Z�E��np���Y�p�¯¿4r>z �{nprb�{��|��Ez{q��¯z�z��¯�Y�È��©��º��z��pr4´ �E|Y��³Yr���z�´y�º��n±�{npr�|;��²
³Z�p��´y¬�r>���YrFq�r4�;� �{r4�{}p���EzF·R¬¯rF|Y�p���p���{��|2'���� ��D������>���	� �FE �Y©O�E|;��³Yr4�u����|Y�Ez�q��¸z{z{�¯�Y�EzF¼ ��|;��³;r���z �F|�� �Sr
|;��³Z�p��´y¬�r>���Yr>�C�¯�1�Á|�����nW¼

< � Ï�Î ¡4¢>¤�£g¢ /¶�3�{npr�'����:& '�� �	���6�pnE|;z�r��{npry´y�¯�E����´&z��¯¿4ry���;}p�p¬¯rFzJ|��JrF|;��n°©ª}p¬¯¬Ez{}E�4�4rFz�z�©ª}p¬p´y���E�p�g´	·
}p�U�{�¯¬W�����{r>|Y��nprFzy|3�p�{r>��r�»E�ErF�b��np�{r>z�nE�Y¬¸�Ñ¼

åHG6ãWåHI
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JE�Y� �{nprCz�|�³Yr3�Y©�|��E|Y¬��U�{�¸�3�pr4����«�|��{�¯�Y�Áz4·W´,raz{��q��p¬¯��©ë� �{nprCm(­,�µq�����r4¬L¼ § rC��r4�p�Y�{r
B
�{npr�»E�E�º��r

�F|��E|Y�4�º���C��©���npr	���Y}���r4�>·�|��Á�
T
�{npr	�E}�ÀSrF�(z�rF�{«Z�¸��ru����q�r����;�{��rFz{�S�Y�E���¯�p������rF|;��n��4�Y�p�pr>���{�¯�Y�c¼

��������� ��� Ë ¥ Ï @Ñ¢�?�@ 	 Ï 	6¡ � Ï Ð Ë � Î ?ß¢ �  �¤�¢>¥ � ¢4£�¤ @6¡ � ?ß¡>¡�? Ï @
§ r��4|Y¬�¬

R(t)
�{npr��4}p�{��r4�U�(|>«�|��¯¬¯|Y�p¬¯rÃ���Z�;q*�¯�1��npr��p}�ÀRr4�Ã|��y����q�r

t
¼ § r�|;z{z{}pq�r �{nE|����{npr��E}�ÀSrF�

�4�Y�;��|��¯�Ez����;�;�{�¯�U}E�Y}Ez��E|���| 6ª¾E}p�¸�Ç|��p�E�{�g~���qa|����¯�Y�D8�· ��� ���¯·
R(t)

�¯z°|\�S�;z{���{�¯«Yra��rF|Y¬��Z}pq��Sr4�>¼Bm�npr
�p}�ÀRr4�(z{r4��«Z�¯�4rÃ��|��{r �¸z

µ > 0
¼

m�npr3��}p���{rF�;�u´y�¯�E����´ z��¯¿4r3|�� z�rF�{«YrF�
i
�¯zÃ��r4�E���{r>�

Wi(t)
·R´ynp�¸��n �¸zÃ|�¬¸z���|C�{r>|�¬��U}Eq��Sr4�>¼ § r

�4�Y�Ez{�¯��rF����npr ©ª�Y¬¯¬���´y�¯�p��z{�¯q3�E¬���»ErF�1q�����r �Y©6�Y�SrF��|��{�¯�Y� =

? m�npr�z{r4��«Yr4���{��|��Ez{q��º��zy|�¬¯¬Ñ�E|;��³Yr4��z��¯����npr	´y���Á���g´-|����{nEr�z{|Yq3rÃ����q�r��

? m�npru�E|Y��³Z�S�Y�pr(nE|Yz,|Y�a�¯��»E�E�º��rÃz��SrFrF�C|Y�E�C�4|Y�E|Y�������Y·Z|��E�C|Y¬�¬Á�E|;��³;r���zO�¯�a��npru´y���Á���g´ |�������«Yr
�¯�1�Á|�����n1�¯�1�{npr	�p}�ÀRr4���

? m�npr,r4�E�Z²d}Ez{r4�6z�rF�E�pzc�Y�ErO|;��³Z�p��´y¬¯rF���YrFq�r4�;�W�����{npr�z�rF�{«YrF�Ñ©ª�;�6|�¬¯¬;�E|Y��³Yr���zW��rF�4r4�¯«YrF�	���;�{��rF���{¬¯�
�¯����npr	�E|�����n��

? m�nprF�{r �¸z��E�az�¬¯��´ z���|��{�y�pnE|Yz{rY¼

­,�Y�Ez{rF¹U}pr4�U�{¬¯�Y·p|�©ë�{rF�y´y�¯�E����´ ����|Y�Ez{q3�¸z�z��¯�Y����©�z{r4��«Yr4�
i
=

6ß� 8 /d©O�{npr���}p����r4�;�Ã´y�¯�E����´ z{�¯¿4r
Wi(t) ≤ R(t)

·S��npr4�
R(t)

�Sr>���Yq�r>z
R(t) −Wi(t)

|Y�E�
Wi(t)�Sr>���Yq�rFz

Wi(t) + 1
�

6ª�¯� 8�rF¬¯z{rY·p�º©
Wi(t) > R(t)

·��{nprF�
R(t)

�Ár>���;q3r>zy�p·p|Y�E�
Wi(t)

�Sr>���;q3r>z
Wi(t)/2

¼

��������� ��� ËBË �"!OÏ @ Ë @R¢�?ß¤��,£ Ï 	 @�Ð�¢F£ ? ! Ð Ë �@¤ Ì
§ r�qa|�³Yr�|�©ª}p����npr4�u|Y�p�p���>~��¯qa|��{�¯�Y�1�Z�1|;z{z{}pq����E���{nE|����{nEr����Y}p�E�1�{�����B��rF¬¯|g��z�|Y�{r	��|��E���;q5|Y�E�
�L¼ �L¼ �Ñ·g©ª�Y¬¯¬���´y���E�(|���r�~��S�Y�Er4�;���¯|Y¬U���¯z��{���¯�p}��{�¯�Y���Y©pq3r>|��

N/λ
¼(EZ�¯�E��rO�{nEr,z{r4��«Yr4��zR�{��|��Áz�q����6|y´y�¯�E����´

|�©ë�{r4�(rF|Y��n��{�;}p�E���{�����B��r4¬¸|>�;·���npr�´y�¯�E����´ �Á|�����nprFz(|����{�¯«YrÃ�{����npr��p}�ÀRr4�u|;�4���;�����¯�p�3�{�C|����Y�¸z�z��;�
�p������r>z{z��Y©���|��{r

λ > 0
¼Ã�(}pr����C��npr°q3rFq��Y���U¬¯rFz�z��p���Y�Sr4�{������©J��npr°�6�;�¯z�z{�Y�\�p�����4rFz�z4·E�{npr3z{��z���r4q

z���|��{r	|����{�¯q�r
t
�4|Y�1�Ár ©ª}p¬¯¬��1��nE|���|Y����r4����¿FrF�C�Z�b�º��zy�{rF�E|��{�{���{�¯�Y�b©ª}p�Á���{�¯�Y�

W (y, t)
=

W (y, t) =
6ª�U}Eq��Sr4���Y©�z�rF�{«YrF��z�|������¯q3r

t
´y���{n�´y�¯�E����´-z��¯¿4r ≥ y

8 × 1

N
´y���{n

W (0, t) = 1
¼

m�nprBr�~��S�Y�prF�;���¯|Y¬��{�;}p�E�Ä���{�¯��q����pr4¬(�¯zb�4�Y�U«YrF�p�¯r4�;�C©ª�Y��|±¹U}p�¸��³&|Y�E|�¬¯��z��¸z��p}������b�¯zCnp�¯�YnE¬��
}p�p��rF|Y¬��¸z��{�¸��¼Jm�nEr �p���Y�E|Y�;|������;����r4¬¸|g�b���;�;��|��¯�Ez��{npr	�p}pÀSrF�(��r4¬¸|>�br�~��Sr4���¯r4�E��r>�b�Z�C�{npr	¬¸|Yz��y�E|;��³Yr4�
�Y©6�{npr�´y�¯�E����´	·#��� ���	
cr4~p|Y����¬�� B−R(t)

µ

·E´ynE�¯��n��¸z��p���(r�~��SrF���{r>���{�C«�|Y�{�bq�}E��nW¼9/¶��©ß|Y���F·E���(´y�¯¬�¬c�Sr
�p����«Yr4�b�{nÁ|��y�{npr	�E}�ÀSrF�(��r4¬¸|g�C�¯z���¬¯�;z{ru��� B

µ

¼

ã�ã5ç:OQPSRgìUT
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/¶�1�{np�¸zyq�����r4¬W´,r�|Yz�z�}pq�rÃ�{nE|��y�{npr	�p���Y�E|Y�;|������Y�1��r4¬¸|>�bnE|Yz���´,�C���Yq��S�Y�Er4�;��z�=
sY¼�C-»p~�rF�1�p}�ÀRr4�(��rF¬¯|g�

NT = B
µ

�

��¼�Cµ��|��E���;q*r�~��S�Y�prF�;�{�¸|Y¬W��r4¬¸|>�b��©6q�rF|Y� N
λ

·E|Yz�z{}pq�rF�b�{���Sr	q�}E��n�z{qa|�¬¯¬¯r4����nE|��
NT

¼
Jp�Y�c��npr,�4�Y�Z«Yr4�p�¯r4�E�4r��Y©Z��npr,�p��rFz{r4�;��|������;�W·>´,r,�F|�¬¯¬Y�{nEr,z{qa|�¬¯¬;r�~��S�Y�prF�;���¯|Y¬;�pr4¬¸|>�u��npr � �U�>�S��'S'�� ��E

� � 
��4·U�p}��,�����4|Y�a�SrJ��}Ez���|��4�Yq��S�Y�prF�;�O�Y©R�{nEr(�p�{�;�E|��U|��{�¯�Y����rF¬¯|g�;·�©ª�;�Or�~p|�q��p¬¯r(z{�Yq�r��p}�ÀRr4�O�{�¯q�r
�¯����npr	np�¯�Yn�z{�Sr4rF�1�E|��{�y��©���npr	�pr���´,�;�{³R¼

/¶�	��np�¸z�q�����rF¬@·g�{nEr�z�rF�{«YrF��zc|Y�{rOr4����npr4���{��|��Áz�q������{�¯�p�Á·g�¯��»p~�rF���p���Y�E|Y�;|��{�¯�Y����r4¬¸|g�Ã�;��������|��Á���Yq
�p������r>z{z{�¯�p�3��rF¬¯|g�Y¼ § r	³YrFr4����npr	�{rF�E|��{�{���{�¯�Y�b©ª}p�E���{�¯�Y�

W (y, t)
�E}���´y���{n\|�����ÀSrF�{rF�;��q�rF|Y�p���E�Q=

W (y, t) =
6ª�U}Eq��Sr4����©�z{r4��«Yr4��z������p������r>z{z{���E�3|��y�{�¯q3r

t
´y�º��n1´y�¯�E����´-z{��¿Fr ≥ y

8 × 1

N
/¶�\��np�¸zÃ�4|;z�r

W (0, t) < 1
¼ /¶�E�pr4rF�Ñ·W¹;}Á|��;���º���

W (0, t)
�¸zurF¹U}E|�¬��{�b�{npr°�E�{�;�Á�;�����¯�Y���Y©Oz{r4��«Yr4��z

�¯�1�E�{���4rFz�z��¯�p�3|�������q�r
t
¼�m�npr�|>«YrF��|Y�Yru«�|�¬¯}pr ��©

W (0, t)
´y���{n��{r>z��Sr>�����{�

t
�¯zyrF¹U}E|Y¬R�{� 1

λT+1

¼
m�np�¯z3q�����rF¬��¸z3q�}E��nÄq��;�{r��{r>|�¬¯�¯z��{�¸�a��nE|��¨�{nEr1�p�{rF«Z���;}Ez��;�pr1|��Á�¨�4|Y�¨�Srb���{r>|��{r>�¨|Yz°´,rF¬�¬L¼

�(�g´,rF«Yr4�>·S´,r°´y�¯¬�¬6»E��z��ÃnE|Y�E��¬¯r��{nEr°}p�p��rF|Y¬��¸z��{�¸��q�����rF¬@·R´ynE�¯��n ´y�¯¬�¬��Y�¯«Yr���npr°©ª�Y}p�E�p|��{�¯�Y�Ezu�Y©O�Y}p�
©ª��|�q�r4´��Y��³S¼

� . 
�����2�)���) ���¨��71������
°�6��
�������)5 #"$� 
�� � �y�

/¶�È�{np�¸z�z�r>�������;�W·�´,ra�E�{r>z�rF�;���;}p��|Y�E|�¬¯��z��¸z ��©���nprb���;�;�����Z}p�Y}Ez�m(­,�µq����pr4¬��¯�È�{npra��´,�B�F|Yz{rFz �Y©
r4~Z�S�;�pr4�U�{�¸|�¬����Y}E�E�Ç�{��������rF¬¯|g�Ç�F|Yz{r�|��E�Ç»E~Zr>�&��r4¬¸|>�Ç�p¬¯}Ez�r�~��S�;�pr4�U�{�¸|�¬��E�{���4rFz�z��¯�p� �{�¯q�rY¼ § r
�p��rFz{r4�U����npr�q�rF|��\»Er4¬¸�B|��p�E�{�U|Y��n���nE|��O��}Ez��{��»Er>z���npr°|Yz{�Zq3�p�{�����¸����r4����«�|������;�Ez4¼ § r��{nEr4� ���¸z���}Ez�z
��npr�z���z��{rFq � z��Sr4nE|g«Z�¯�Y���¯����npr��4|Yz{r ��©6¬¸|����YrÃ�{�;}p�E�b�{�����\��r4¬¸|>�;¼

�+*", � 2 ��� � 9�2����	� � � ��
 � �'5�
 ��5 � ��7 9
� �'9:2��
§ rC��r4�p�Y�{r

R(x, t) = P (R(t) > x)
|��E�

w(y, t) = − ∂
∂yW (y, t)

·"��� ���	
��{nEra�pr4�Ez{�º���B©ª}p�E���{�¯�Y�È�Y©
´y�¯�E����´ z��¯¿4r>z4¼;/¶�b�Y�{nprF�,´,�Y���pzF·

w(y, t) = 1
N

∑N
i=1 δ(y−Wi(t))

·Z´ynprF�{r
δ
�¯zO�{nErÃ�(�¯��|;�y©ª}p�E���{�¯�Y�W¼

/¶� ��npr3q�����rF¬�´y�º��nÆ�p������r>z{z{���E�a����q�r;·W¹U}E|Y�;���º���
w(y, t)

�¸zÃrF¹U}E|�¬6�{���{nEr3´y�¯�E����´$z{��¿Fr3��rF�Ez������\�Y©
z{r4��«Yr4��z���nE|��Ã|���r	�¯�B�p�{�p��rFz�z{���p�Cz���|���r�|������¯q3r

t
¼ § r°z�nÁ|�¬¯¬c��q�q�rF�p�¯|��{r4¬¯�1�Y}p�{¬¯���pr���´,�C�¯q��S�Y�{��|��U�

�S�;���U��z>=
sY¼ym�npr�¹U}E|��U�{���¶�

R(x, t)
|;�p����rFz�z�r>z�|3�E�{�;�E|��p�¯¬¯�º���b���¸z����{�¯�p}������;�W¼

��¼ym�nprC¹U}E|��U�{���¶�
W (y, t)

|Y�p����rFz�z{rFz |�z���|���r3©ª}p�E���{�¯�Y�È��©��{nprCz{��z���r4q |��E� � ����� �	���Ã�¯z
� �:� |
�p���Y�Á|��p�¯¬������b���¯z��{���¯�p}��{�¯�Y�c¼

m�npr4��r�©ª�Y��rY·S¹U}E|Y�;���º����r>z
R(x, t)

|��Á�
W (y, t)

|���r��p��� z�}pÉa�4��rF�;�u������rFz��������Sr���npr°�p�{�;�E|��p�¯¬¯�¯z��{�¸�
�Sr4nÁ|>«Z�¯�Y�6��©E�{npryz���z��{r4q�¼6m�npry���Yq��p¬¯r���r��p�{�;�E|��p�¯¬¯�¯z��{�¸�,��rFz������¯���{�¯�Y���Y©p��npr�z{��z���r4q z{np�Y}E¬¯���Sr��Y�¯«Yr4�
�Z�a©ª}E�E�������;�

ρ(x, f, t) = P (R(t) > x,W (y, t) = f(y))
·p´ynpr4��r

f
�¸z�|3�S�;z{�º����«YrÃ©ª}p�E���{�¯�Y�W¼
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C���»E��z��>·Z´,r �4�Y�Ez{�¯�pr4�,�{nEr |Y}�~���¬¯�¸|�����z{��z���r4q ´ynprF�{ru�{nEr ���¸z��{�����p}p�{�¯�Y����©
W
�¯z�»p~�rF��|��Á�b�p�ZrFz��p���

��nE|��p�;r ´y���{n
R(t)

¼,m�np�¸zy�¸zy�p�Y�y�{npr���rF|Y¬Wz{�Zz��{rFq5z{���Á��r
R(t)

|��E�
W (t)

|Y�{r	|;����}E|�¬¯¬�����rF�Sr4�E��rF�;�>¼
m�nprF�{r4©ª�Y��rY·E�¯�\�{np�¸zu|Y}�~���¬¯�¯|Y�{�1z���z��{rFq1·S´,r°��r4�p�Y�{r

R̃(t)
|��Á�

w̃
��npr°|g«�|Y��¬¸|��p¬¯r	���Z�Yq5�¯����npr��p}pÀSrF�

|Y�E�&��nprB»E~Zr>� ´y���E�p�g´ z��¯¿4rÆ��r4�Ez{���¶�;·��{r>z��Sr>���{�¯«YrF¬��;¼ § rÆ�4|Y¬�¬(�{nE�¯z�q�����r4¬(��npr J6��~�rF� § �¯�E����´
�u�¯z��{���¯�p}��{�¯�Y� 6 J § ��8�q�����rF¬@¼

�,Ë � �±¤ ��� �2� �5��$�� � 

��� ���#� �5� �S��� ����� �:� �:�G�����Q�:��� �:�@���
R̃(x, t) = P (R̃(t) > x)

� '

∂R̃(x, t)

dt
= −µ∂R̃(x, t)

∂x
− λR̃(x, t) + λ

∫ ∞

0

R̃(x+ y, t)w̃(y, t)dy,
6�s 8

	 £ ÏWÏ =�¦ /¶�±|��Ez{r4�E�4r���©�´y�¯�E����´$�{��|��Ez{q��¯z�z{���;�Ez4·c¹U}E|Y�;���º���
R(t)

���E�4�{r>|Yz{rFz	|�����|��{r
µ
¼ § ���E�p�g´

�E|�����nprFz�|���r(��rF��rF��«Yr>�C|�����|��{r
λ
¼ § nprF�1|�´y���Á���g´ �Y©�z��¯¿4r

y
6ª´ynE�¯��n����4�4}p��z,|Y�F���Y�����¯�p�	���3��rF�Ez������

©ª}p�E���{�¯�Y�
w̃(y)

8��¯zy��rF��rF��«Yr>�b�Sr���´,rFr4�
t
|��E�

t+ dt
·��¶´��a�4|;z�r>z�|���rÃ�S�Uz{z{���E¬�r =

sY¼
R̃(t) > y

·��{nprF�
R̃(t+ dt) = R̃(t)− y

¼
��¼

R̃(t) ≤ y
·��{nprF�

R̃(t+ dt) = 0.


 �����¯�4r��{nÁ|��F·Z���C�{nprÃ|��S��«YrY·;´�r(��q��p¬¯�¸�����{¬¯�a|Yz�z�}Eq3r��{nE|��
R̃(t)

�¸zO�p�����S�Y}p�E�prF�Ñ· ��� ���	
Á��npr(�E}�ÀSrF�
�¸z��prF«Yr4�yrFq3�p�¶�;¼�m���|Y�Ez�¬¸|������E��©ª�;�{qa|�¬¯¬¯�a�¯�;���az��{�p��nE|;z����¯�ÃrF¹U}E|����¯�Y�Ez�¬�r>|Y�pz���� 6�s38�¼

§ r�|Yz�z{}pq�rÃ�p��´��{nE|��y�{nE|��
E[e−sW̃ ] <∞ ©ª�;��z��;q�r

s > 0
¼
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��� ����
�� ���H� 'N�3'S'���
��N� �5�:�
E[W̃ ] > µ/λ

�% !�5�N'�� ��� �$# '�� �	� � �	� ' D
� ��������� � �	� ���

R̃(t)
� ' ��
��5�:� ���Q� � �	�"& � � � �5�:���:
���� ���

ã > 0 � limt→∞ P (R̃(t) > x) = exp(−ãx) ����:�U�	

��� ���
ã
'��:��� '�� ��' �H�Q���S�	���:� ���������Q�:��� �:���S��� &"�����I� �:� ���B�	�!�N�:��� �����"� �I� �5������� ���

�

λ(1− � [e−ãW̃ ]) = µã
6@� 8

�:� � �H�Q� ���:� �	����E ��� �S� �U�	� �0� ��'�� �S� �$#�'�� �	� �0� ' �	� ���S�3'��
maxω{µω − λ(

�
[e−ωW̃ ]− 1)}
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[e−sR̃(0)] < A

©ª�Y��z{�Yq�r
A > 0

¼
§ r���r4�p�Y�{r��U�

R∗(ω)
�{nEr Fc|Y�p¬¸|Y��rC����|Y�Ez�©ª�;�{q �

[e−ωR̃(t)]
¼ JE�{�;q 6�s 8�·�´,r��Yr4�°�Z� F�|��p¬¸|Y�4r

����|Y�Ez�©ª�;�{q�=
∂

∂t
R∗(ω, t) = µωR∗(ω, t) + λR∗(ω, t)(

�
[e−ωW̃ ]− 1) .

6�) 8

m�npr4��r�©ª�Y��ru��npr�z���|��{�¯�;�E|����C���¯z��{���¯�p}��{�¯�Y���¯zy�6�;�¯z�z��;���Y©6��|��{r
ã > 0

z{}E��n1�{nE|��

λ(1− � [e−ãW̃ ]) = µã
6ª� 8
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m�npr	³Yr4���pr4¬Ñ�Y©6�Y}p�y��rFz{}p¬���z��¸z��¯����npr ©ª�Y¬¯¬¯�g´y�¯�p�°��npr4�;�{rFq�¼

��� ËZÏ £ Ë � ��� � �H�Q� ' #3'�� ��
 & � � � � 
��Q�	� ���D��� �	� � ��� � # 
I&C�5���
N → ∞ 
 ����� � ' �3'S'���
��L�H�Q�	�

limN→∞W (y, 0) = W̃ (y)
�:� �

λ
∫

W̃ (y)dy > µ
� � � � � � '9���	'��

limN→∞W (y,Nt) =
∫ y

0
w(x, t)dx'��Q�����H�Q�	�

�

∂

∂t
w(y, t) = λe−a(t)(y−1)w(y − 1, t) + 2λ(1− e−2a(t)y)w(2y, t)− λw(y),

6@� 8

w(y, 0) = W̃ ′(y)
6�M 8

&C�Q���U�
a(t)

� ' �H�Q�0���	� D � � E �:���H�	� '��	������� �:�@� �

λ(

∫

(1− e−a(t)y))w(y, t)dy = µa(t).
6L�:8

$ �����H�Q����

�	�U�
R(t)

� ' � 
��5�	�����D��� �:�G��� �Q�	�U�	

��� ���
a(t/N)

�

<8> Ë ¢>¥ � Ï = ! £ ÏWÏ =�¦ m�npr �p���Z�Y©���©���npr4�Y��r4q s �p�{�p��r4r>�pz��¯����np��r4r	z��{rF�Ez�=

6ß� 8
∂W (y, t)/∂t = O(λ/N)

¼
6ª�¯� 8

R(t)
�¸z�r4~Z�S�;�pr4�U�{�¸|�¬Ñ�Y©6��|��{r

a(t/N)
¼

6ª�¯�¯� 8
∂W (y, t)/∂y

��r4�E�pz������Sr	rF¹U}E|�¬R��� 1
N

∑

i wi(y, t)
¼

�6�Y�¯�;� 6ª� 8��¸z°�Y�¯«Yr4�Ç�Z�i�{npr�©ß|Y���°��nE|��>·��p}p�{�¯�p�Æ|Y�U�i�{�¯q�r��¯�;�{rF�{«�|�¬,�Y©�¬¯r4�p�Y�{n
∆t
·�|��Ä|>«YrF��|Y�Yr

�Y©
λ∆t

z�r4��«Yr4��z�����|Y�Ez�q����F·�¬¯rF|;���¯�p� �{�È| q����p�º»Á�F|������;�Ç�Y©(�;����rF�
O(λ∆t/N)

�Y©��{nEr1�{rF�E|��{�{���{�¯�;�
©ª}p�E���{�¯�Y�

W (y, t)
¼

�6�Y�¯�;� 6ª�¯� 8J���Yq�r>z�©ª���Yq �{npr�©ß|;���J�{nÁ|��F·;´ynpr4�
N
���Á����rF|Yz{rFzF·

R(t)
´y�¯¬�¬E�4�Y�U«YrF�{�;rO���Ã�{nEryr�~��S�Y�prF��²

���¯|Y¬Jz���rF|;���Bz���|���r°�Y©O�Á|���|�q�r���r4�
a(t/N)

6ß|YzÃ�¯� ��npr�J § � q3�p��r4¬ 8u¹U}p�¸��³YrF�u�{nÁ|��
W (y, t)

´,�Y}E¬¯�
z{���;�p��»Á�4|Y�;�{¬¯����nE|Y�p�Yr;¼GJE�Y��r�~p|�q��p¬¯rY·�´ynpr4�

a(t/N)
�¸z6�;��«YrF���U�N6L� 8�|��6�{�¯q�r

t
·���npr,©ª}E�E�������;�

R(x, t)nE|;z��{�¯q�r �{�C���Y�Z«Yr4���Yru�{�
exp(−a(t/N)x)

���1�{nEr	���U�{r4��«�|Y¬
[t, t+∆t

√
N ]
·Á��}p�����p��´ynp�¸��n

W (y, t)��r4qa|��¯�Ez�}p�E��nE|��p�;rF�1|�� ±O(λ∆t/
√
N)
·�©ª�Y�

∆t
»p~�rF�Ñ¼

�6�Y�¯�;�N6ª�¯��� 8 ���Yq�r>zu©ª�{�;q �S�;���U� 6ª�¯� 8�·c�E|�q�r4¬¯�\�{nE|���|���|��U�\�{�¯q�r
R(t)

�¸zÃr4~��S�Y�prF�;�{�¸|�¬J��©,�E|Y��|�²
q�r���r4�

a(t/N)
·Ñ´ynprF�

N
�{rF�E�pzu�{�1����»Á�p�º���Y¼0JE�Y�u�{nEr3z�|�q�r°�{r>|Yz{�Y�EzF·S¹U}E|Y�;�{������r>z

R(t)
�{r4�E�B�����Sr

�¯�E��r4�SrF�E��rF�;�°�Sr���´,r4rF�±rF|;��ni����|Y�Ez�q��¸z{z{�¯�Y�Æ�{�¯q�rC�Y©y|��;��«YrF�±z�rF�{«YrF�F¼�m�nprF�{r4©ª�Y��rY·c©ª�Y��|Y�È�¸z��;¬¯|��{r>�
z{r4��«Yr4�>·Y�{nErÃ�p�{�;�E|��E��¬¯�º���a��rF�Ez������

wi(y, t)
�Y©c´y���Á���g´�z{�¯¿4rÃ���¸z����{�¯�p}����¯�Y�b«�|Y�{�¯rFz�|Y�4�4�Y�������E�	�{��6@� 8�·Z��©

|���»E��z��y�;���pr4��´,r	���;�p�Y��rÃ�º��zy��q��E|;�����Y��¹U}E|��U�{���¶�
a(t)

¼
m�npr°q�rF|Y��²@»Ár4¬¸�\q�r4�{np�����;¬¯�Y�Y� 6@z�rFr�EZrF���{�¯�Y� �Á¼�s�©ª�Y�u�{nEr3�p�¯z�����r���r°z{r��{�{�¯�p� 8���}Ez��{��»ErFzu��np�¯zu»E��z��

�;����rF�6|��E�p�{�g~���qa|��{�¯�Y��´ynpr4�
N →∞ |��E��¬�r>|Y�pz��{�D=

W (y, t) = 1− 1
N

∑

i

∫ y

0
wi(x, t)dx+O( 1√

N
)
¼
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N →∞ � �5��'�� �S� �$# '�� �:� � � ���H�Q� & � � � �:& 'S��� ���	� '������������ � �	�I� 'H� �5� �S������� � �	�

w(y)
&C��� � � '��:��� '�� ��' �H�Q� �����Q�:��� �:�

�

w(y) = e−a(y−1)w(y − 1) + 2(1− e−2ay)w(2y) ,
6 � 8

�:� �
∫

w(y)dy = 1
6�� 8

&C�Q���U�
a
� ' �H�Q�0� �:� D ��� E �	� �H�3�0'��	� ��� � �	� � �

∫

(1− e−ay)w(y)dy

a
=

µ

λ

6�sF� 8

/¶�b��npr ��rF|�¬¯�¸z����¯�uq3�p��r4¬L·Z�{npr ���Y}E�E�C�{��������r4¬¸|g�a��©6rF|Y��n1z�rF�{«YrF���¸z�|3�4�Y�Ez���|Y�;�y��rF¬¯|g�
NT

�p¬¯}Ezy|
�p������r>z{z{�¯�p������q�r	r�~��S�;�pr4�U�{�¸|�¬¯¬��b�p�¯z��{�����E}��{r>��´y���{n��E|Y��|Yq�r��{rF�

λ/N
6ë��npr4��r�©ª�;�{r	|���|g«YrF��|Y�Yru�{�;}p�E�

���{�¯����rF¬¯|g��rF¹U}E|�¬��{�
NT +N/λ

8�¼�m�np�¸zJ���U�{������}E�4rFzJ|u��´y�¸z����¯�3�{npr��p�ºÀRr4��r4�U�{�¸|�¬prF¹U}E|��{�¯�Y��6@� 86´ynp�¯��n
qa|�³Yr>z����(|3��r���|�����rF�brF¹U}E|��{�¯�Y� =

∂

∂t
w(y, t) = λe−a(t−T )(y−1)w(y − 1, t− T )

+2λ(1− e−2a(t−T )y)w(2y, t− T )− λw(y, t),
6�sYs38

�+*�� � ��7 � 5 7 2�	�� � �'7 9
� ��5 �
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K }p�O|Y��q®�¸zJ�{��r�~��p¬¯�Y���J��npr���rFz{}p¬º��zJ�Y�p��|��¯�pr>�3������npr��p��r4«Z���;}Ez�z�r>���{�¯�Y���¯���{npru�4|Yz{ry´ynpr4���{nEr��{�;}p�E�
���{�¯�\��rF¬¯|g�b�¸zy¬¸|����Yr
6 ��� ���¯·S´ynprF�

T
�Y�

1/λ
�¸z�¬¯|Y�{�;r 8�¼"/¶�1��np�¯z(�F|Yz{rY·E¹U}E|Y�;�{�����

a
��nE|��u��nE|���|Y���{r4���¯¿4rFz

��npr	�6�;�¯z�z��;���E|Y��|Yq3r4�{rF����©
R(t)

6ë��npr	�p}�ÀRr4�y©ª��r4r�z��E|;��r 8,�¸z�z�qa|�¬¯¬L¼
§ r�|Y�{r �¯�;�{rF�{r>z���rF�1���1��npr�z���|����¯�Y�E|Y�{�a}E�E���Y�Á���º�����;�E|�¬c���¸z����{�¯�p}������;�1�Y©���npr	´y�¯�E����´-z��¯¿4r>z4¼ /d�(�¯z

�¯�;��r4��rFz��{�¯�p�3�{�a�4�Y�Ez{�¸��r4���{npr��F|Yz{rÃ´ynpr4��r
a→ 0

¼
��� ËZÏ £ Ë � � � �Q���

a→ 0
� �5� & � � � �	& '���� � �	� '������������ � �	�

w(y)
'��	� � '�� ��'

�

lima→0 w(y/
√
a)/
√
a = g(y)

6�s>� 8
&C�Q���U�

g(y) =

√

2

π

∏

k≥0

(1− 4−k2−1)−1
∑

n≥0

an exp(−4ny2/2) ,
6�s>) 8

& � � �
an

'��	� � ' ��#	� �FE �H�Q�  D� #	���:�0��� ���D��� � #
�
∑

n≥n anx
n =

∏

k≥0(1− 4−kx)
�

� �!�
√
a = (1 +O(

√
a))

λ

µ
g∗(2)

6�s4� 8

& � � �
g∗(2) =

√

2
π

∏

k≥0
1−4−k−1

1−4−k2−1 ≈ 1.309833
�
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	 £ ÏWÏ =�¦ Fcr���}Ez	qa|�³Yr��{nprb��nE|��p�;r���©�«�|����¯|Y�p¬�r3�{�B���;�Ez{�¯��rF�
w(y) =

√
ag(y
√
a)
¼ �O¹U}E|��{�¯�Y� 6 � 8

�F|��1�Sr ��r4´y�������{rF�1|;z

g(y) = e−y
√
a+ag(y −

√
a) + 2(1− e−2y

√
a)g(2y)

6�s>� 8
§ npr4�

a→ 0
�{npr	rF¹U}E|��{�¯�Y�1r�~��E|Y�E��rF�b���3»E��z����Y����r4���¯� √

a
�Sr>���Yq�r>z

(1− y
√
a)(g(y)−

√
ag′(y)) + 4y

√
ag(2y) = g(y)

6�s M 8
´ynprF�{r

g′(y)
�¸z���npr »E��z����pr4����«�|��{�¯«YrÃ�Y©�©ª}p�E�������;�

g(y)
|��y�S�;���U���Y¼

EZ��q��p¬¯��©ª�U�¯�p�a´,r	�Y����|��¯��|3�pr4´-�p�ºÀRr4��r4�U�{�¸|�¬WrF¹U}E|��{�¯�Y� =

yg(y) + g′(y) = 4yg(2y)
6�s��:8

m�np�¸zyrF¹U}E|������;���¸z�r>|Yz{�a�{�az{�Y¬¯«YrÃ«Z�¸|�4\r4¬¯¬��¯�1�{��|��Ez�©ª�Y��q
g∗(s) =

∫∞
0

g(y)ys−1dy
=

g∗(s+ 1)− (s− 1)g∗(s− 1) = 21−sg∗(s+ 1)
6�s � 8

FWr��
p(s) =

∏

k≥0(1− 2−s−2k)
¼�m�npr4�c·p�U�C»p~��¯�p�

g∗(s) = v(s)p(s)2s/2Γ(s/2)
·p´,r �;r��

v(s) = v(s+ 2) .
6�s � 8

m�nprF�{r4©ª�Y��r
v(s)

�¯z |��Sr4�������p�¯��©ª}p�Á���{�¯�Y�i��©,�Sr4�������Æ�p·W��r�»E�pr>� r4«YrF�{�Z´ynprF�{r��¯� ��npr����;q��p¬�r4~B�p¬¯|Y�W¼
/¶�a�Y�{nprF�O´,�Y���pz

v(s) = f(eiπs)
·;©ª�Y�,z{�Yq�r�|Y�E|�¬¯�U�{�¸�4|Y¬�©ª}p�E�������;�W¼(/¶��©ß|;���>·

v(s)
q�}Ez��,�Sr(|����;�Ez���|��U�

©ª}p�E���{�¯�Y��r>¹;}Á|�¬R���az��;q�r
α
6ª�p���Z��©�z�³Z�¯�p�SrF�Q8�¼�m�npr4��r�©ª�;�{r

g∗(s) = α2s/2Γ(s/2)p(s)
6L��� 8

m�npr «�|�¬¯}pr ��©
α
�¸z�r4~Z�{��|Y����rF�b©ª�{�;q �{nEr	�¯��rF�;���º���

g∗(1) =
∫

w(y)dy = 1
¼


 �����¯�4r���nE|��,©ª}p�E���{�¯�Y�
g∗(s)

nÁ|YzO�p�3z��¯�p�Y}E¬¯|Y�{���¶��z{���E�4r(�S�Y¬¯rFzO�Y©
Γ(s/2)

|��
s = −2k · k �E|��{}p��|�¬�¯�;��r4�YrF�F·�|Y�{rbr4~�|;����¬��±�4|Y�E��rF¬�¬¯rF�Ç�U�È�SrF���E� ���Z�Y��z���©

1 − 4−k2−s
¼±m�npr4��r�©ª�Y��rC�{npr�©ª}p�E���{�¯�Y�

g(y)´y�¯¬�¬6nE|>«;r�|�¬¯¬��º��zu��r4���¯«�|����¯«YrFz�|��
y = 0

·R|��E�B��rF�F|>��zy©ß|;z���r4����nE|�� |Y�U�1�S�g´�r4��©ª}p�E���{�¯�Y� ��©
y
´ynEr4�

y →∞ ¼/d���4�Yq�rFz���nE|��y��npr�|>«YrF��|Y�Yru´y���Á���g´-z{��¿Fr �¸z

�
[W ] =

g∗(2)√
a

=
2√
2πa

∏

k≥0

1− 4−k−1

1− 4−k2−1

6@��s38

|Y�E�@6�s>� 8,�SrF�4�Yq�rFz
µ

λ
=

1−
∫∞
0

e−ayw(y)dy

a
≈ �

[W ]
6L�Y� 8

´ynp�¸��n1¬¯rF|Y�Ez��{�
λ = µ

√
2πa

∏

k≥1
1−4−k2−1

1−4−k−1

¼
Â,�b�{rF«Yr4��z�r�4\rF¬�¬¯���1����|Y�Ez�©ª�;�{q*�º�(�4�Yq�rFz���nE|��

g(y) =

√

2

π

∏

k≥0

(1− 4−k2−1)−1
∑

n≥0

an exp(−4ny2/2) ,
6L�:) 8

´y���{n
an
z�|����¯z�©ª�Z���p�3�{npr�m6|g�Z¬��;���¸��rF�;�{����� = ∑

n≥n anx
n =

∏

k≥0(1− 4−kx)
¼
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 Ï £ Ï � �@¤�£ Ì � � �Q���
a→ 0

�H�Q� � �	���U� E � & � � � �:& '���� �0� '

�
[W ] =

2√
2πa

∏

k≥0

1− 4−k−1

1− 4−k2−1

6@��� 8

 !�5�@�$�3���U� E �
�Q� ��� ��� �U��� �U�	�Q'S
 � 'S'S� �:� �
[W ]λµ − 1 → 0


��:� � � �5� �$�3���U� E �I�D��
 �S���2� � �:�U��� �Q� �
�5� � � ��� 'B�5��� & � � � �	& 1

2 (
�
[W 2]× a)

� ���!�3'�� �
1
�

/¶� �{npr,�4|;z�rJ�Y©U��nprJ»p~�r>� �pr4¬¸|>�u�p¬¯}Ezcr�~��S�Y�prF�;�{�¸|Y¬��p������r>z{z{�¯�p���{�¯q�r�q�����rF¬Y´,r�nE|g«Yr���nprJ©ª�;¬�¬¯�g´y�¯�p�
��npr4�;�{r4q�¼
��� ËZÏ £ Ë � � � �Q���

T + 1/λ→∞ 


lim(λT + 1)w(y/
√
a)/
√
a = g(y)

6L�Y� 8
�:� �

√
a = (1 +O(

√
a))

λ

λT + 1

g∗(2)

µ

6@�:M 8
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J6�¯�Y}p��r�s = Fc��q����{�¯�p��©ª}p�E�������;�
g(x)

|Y�E���º��zy�p�{�¯q����{�¯«YrÃ©ª�Y��´y���E����´-z{��¿Fr	���¯z��{���¯�p}��{�¯�;�W¼

����� ��� �OÏ B Í @ Ï £ �Ç¤ �OÐ ?ß¡F¢4£ ?ª �	c¢�? Ï @ Ï =�¡
�Ç¤�� � Î ?A@�Ð ÏZÎ ¡
§ rbz�np��´$��nE|�����nprb���¸z����{�¯�p}������;�È�¸z
��� E$D ���	��

�	��©ª�Y�°z�qa|�¬¯¬�´y�¯�E����´�z4·��E|Yq�r4¬¯�B��nE|��

log
��� {W <

x} = −Θ(log2 x)
¼

��� ËZÏ £ Ë � � � � �H�Q� ���	�AE �9���U���5��E �:� � �:� � �����$# �S�	�!�	� � � �	�I&"� �5�$�3� − log
�O� {W < x} ∼ (log2 x)

2
&C�Q���

x→ 0
�

	 £ ÏWÏ =�¦ § r	}Ez{rÃ�{nErÃ©ß|;���y�{nE|��y©ª�Y��|Y�U�
c

g(x) =
α

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
x−s2s/2Γ(s/2)

∏

k≥0

(1− 2−s−2k)
6@�;� 8
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§ r z�r4�
∆(x) = mink{− log x− k log 2− 1

2 log k}
·�|Y�E�

k(x)
��nprÃ«�|Y¬�}pru��©

k
�{nE|���q��¯�p�¯q���¿FrFz,�{npr

�p��r4«Z�¯�Y}Ez������;n;�ynE|��E�1z{�¸��rY¼ § r	�Yr��
g(x) = α exp(2k(x) log x+ k(x)2 log 2− log k(x))G(∆(x))

·
´ynprF�{r

G(.)
�¸z����;�;�{�¯�U}E�Y}EzF¼Om�npr	©ß|Y�����{nE|��

k(x) ∼ log2 x
|��E����nE|��

∆(x)
�¯z��S�Y}p�E��r>��|��Á�b��r4�E�Ez

�����Sr �SrF�{�¯�����¸�Ã���
log x

���;q3�E¬�r4�{rFz��{npr	�p���Z�Y©�¼
/d��q�}Ez����Sra�E���{r>�Æ�{nE|����{npra¾E}E���{}E|��{�¯�Y�Ez

g(y) exp((log2 y)
2)
��r4�E�i���\�Sra�SrF�{�¯�����¸�3�¯�

log y
·

´y���{n��Sr4���¯���
log 2

¼
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J6���;}p�{r���= FW�¯q��º�����p��©ª}p�E���{�¯�Y�
log10 g(10

x)
|Y�E� −√log10 g(10

x)
|;z�©ª}p�E�����¯�Y����©

x
¼

�+*�� ��9 
 	��
� � 9 2�� 7 5�� 	 � � �
<�? � ! ��? � Ë Ð � 
 	

§ rbnE|g«Yrbz{��q�}E¬¯|��{rF�Çz��¯q��p¬¯�º»ÁrF�Çm(­,� ´y���{n¨����ÀSrF�{rF�;�°�Z}pq��Sr4��z��Y©��4�Y�p�pr>���{�¯�Y�Áz4·6�E}�ÀSrF�3z��¯¿4r>z
|Y�E�a��|��E�p�YqÅ��rF¬¯|g��z4¼JÂ,�az{�¯q3�E¬���»ErF��m(­,�¨´,ruq�rF|Y�a��nprÃ|Y�p�p���>~��¯q�|��{r>��«Yr4��z��¯�Y�C��©�m(­,�¨´,runE|g«Yr
|Y�E|�¬¯�Z¿4rF�b�¯���p�{rF«Z���;}Ez�z{rF�������;�EzF· ��� ���¯·

? ´y�¯�E����´�zy|���ru����|Y�Ez�q�������rF�1|Y�E�1|Y��³Z�p��´y¬�r>���Yr>�C�U�b�Á|�����nprFz �
? ´y�¯�E����´-z��¯¿4r>zy|���rÃ��rF|�¬Ñ�U}pq��SrF��zF¼
�O|Y��nÆ��©���npr��4�Y�p�pr>�������;�EzÃz���|��{��zÃ|�� |���|Y�E���Yq �{�¯q3ra|�©ë��r4�

t = 0
¼�m�npr����Y�E�prF���{�¯�Y�Æz���|��{��zu�¯�

z{¬���´�z���|Y���Oq����prY¼(C��4�Y�p�pr>�������;�a¬�r>|>«Yr>z���npruz{¬���´�z���|Y���Oq�����r(´ynpr4�C���,q�r4r���zO�º��z�»E��z������Y�E�YrFz��{�¯�Y�c¼
m�npra���Y�E�prF�������;�EzÃ�pr4«YrF� ���;q�r°�Á|Y��³1����z{¬���´$z���|��{�Ãq�����r�6@z��¯q�}p¬¸|������;� ��}p�Ez |Y�{r°¬¯�Y�p�1r4�p�;}p�Yniz��
��nE|��Ã�E���4�Y�p�pr>�������;�B�¯zu�¯�Æz{¬���´ z���|��{�uq�����r 8�¼H/¶�Æ|Y¬�¬�z{��q�}E¬¯|��{�¯�Y�Ezu��©,z��¯q��p¬���»Er>� m(­,��·S�{npr3�p}�ÀRr4�
z{r4��«Z�¯�4rÃ��|��{r

µ
�¯z
1
�E|;��³Yr4�y�Sr4������q�r	}p�p���F¼

��Ë ¤ � � 
 	
§ r�nE|g«Yr�|�¬¸z��Cz��¯q�}p¬¸|��{r>��m(­,� vyr4�E�a}Ez{���p�a�{npr��Ez���z��¯q�}p¬¸|������;�1�{�Z�;¬ , � .d¼�m�npr	¬¯�¯�p³b©ª�{�;q*��npr

�p}�ÀRr4�	�{����npra�4¬��¯r4�U��z �¸z � 4\�p�EzF¼3m�nEr3�E|;��³;r��	z{��¿Fr3�¸z3s��	ÂÃ¼ �,|Y��niz{r4��«Yr4�ÃnE|;z |��p���¯«�|���r°¬¯�¯�p³\�{�
��npr	�p}�ÀRr4�(|���s��Ã�p�EzF¼

J��¯�Y}E�{r>z ) 6ª¬¯r�©ë��8����¸z��p¬¸|g����npr��p}�ÀRr4�,���4�4}p�E|��E�4�°���¸z����{�¯�p}������;�W¼ § r�nE|g«Yr�z��¯q�}p¬¸|���rF�am(­,�Çvyr4�E�
6ª�{�Y�È¬�r4©ë�S8 |Y�E�iz��¯q��p¬¯�º»ÁrF�im(­,� 6ª�S�Y�����Yq ¬�r4©ë�S8 K �Ær>|Y��nÆ�p¬¯���	�{nprCz��4|�¬¯r3�¸z ¬¯�Y�U|����º��npq��¯�3|��E� ��npr
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z��{��|��¯�YnU�y¬��¯�pr�z�np��´�z��{npr	�{nEr4�Y��r����¯�F|�¬Wr�~��S�Y�prF�;�{�¸|�¬W��r4�E|Y�������{�¯�Y��©ª}p�E�������;�\´y�º��n1��npr���|��{r����Yq��p}���rF�
©ª���Yq ¬��¯q��º�����E�3©ª�;�{q�}p¬¸|�6@� M 8�¼

J��¯�Y}E�{r>z )06ª�����;n;��8Ñ���¯z{�p¬¸|>�(�{nEr�´y���Á���g´±���¯z��{���¯�p}��{�¯�Y�c·F©ª�Y��m(­,�Bvyr4�p� 6ë���Y�	�����;n;�S8Ñ|Y�E� z{��q��p¬¯��»ErF�
m(­,� 6ß�S���{�{�Yq �����;n;�S8�¼�m�npr����¯z��{���¯�p}��{�¯�;� �¸zÃ�Y����|��¯�prF�Æ|�©ë�{rF�u©ª��r4rF¿4�¯�p�b��npr�z{��q�}E¬¯|��{�¯�Y�Æ|�� |��Y�¯«Yr4�
����q�rY¼
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J6�¯�Y}p��r )Q=yvyrF�E|��{�{���{�¯�;��©ª}p�E���{�¯�Y� �Y©��p}�ÀRr4�Ã���F��}p�E|Y�E��� 6ß¬�r4©ë�S8�·Ñ´y�¯�E����´ z��¯¿4r3���¯z��{���¯�p}��{�¯�Y�16ª�����;n;��8�·
©ª�;�asF�Y�1�4�Y�p�pr>���{�¯�;�Ez4·c�p}�ÀRr4��z��¯¿4r )Y�Y�E·Ñ�p}pÀSrF��z�rF�{«Z�¸��r3��|���r

µ = 1
·�|g«Yr4��|��Yr°��|��E���;q �p�{�p��rFz�z��¯�p�

����q�rasF�E·�z{�¯q3�E¬���»ErF��m(­,�-6ª�S�Y�����Yq 8�·Ám(­,��v�r4�p� 6ª�{�;�D8�¼

� � ��)��O������� 
�� � �y��)

��*", � 9 � �!7 5"�'5 ; 9 � ��2�; � ��� � 	 � 587 �F9���5 �

�(r4��r1´,r��p�{r>z�rF�;�a|Èz��¯q��p¬�r 4B|Y�{³Y��«Èq�����rF¬��Y©Ã|Æq�}p¬��{��²¶���Y�E�prF�����¯�Y�&m(­,�Åz{��z���r4q �{nE|���©ª�Y¬¯¬���´�z
��npr°�4�Y�;���¯�U}p�Y}Áz�q����pr4¬��Y©"EZr>���{�¯�;�2)E¼ K �Ez{r4��«Yr ��nE|��>·S�¯�\�{npr3���¸z{�4�{r4�{r 4B|���³Y�g«�q�����r4¬6´y�º��nB¬¸|����Yr
�Z}pq��Sr4�

N
�Y©Ñ}Ez{r4��zF·;�º���¯z,rF|Yz{�¯r4���{�°��rF�{�¯«Yry��npru|;z��Zq��������{�¸�yr>¹U}E|������;�EzO|��Á�Ã��}Ez��{��©ª���{npruq�rF|��a»ErF¬¯�

|Y�p�p�{�U|Y��nC��nE|������1�{npr��4�Y�U�{�¯�U}p�;}Ezy�4|;z�r
6ë��np�Y}p�;n1´,r������p�Y�y�p��rFz{r4�U�ynpr4��r �{�¯�;�Y����}Ez��p���Z��©ßzS8�¼
§ r�z{}p�p�S�Uz�rO�E�g´È��nE|��6�{npr,�E}�ÀSrF��|��Á�	´y�¯�E����´Çz{��¿FrFz�|Y�{rO�¯�;�{rF�YrF��z 6ßrF|Y��n�z{�¯¿4rO}E�p�º���¸z6|Yz�z����4�¯|��{rF�

´y���{nC�Y�pr��E|Y��³Yr���8�¼ § ru|���ry���U�{r4��rFz��{r>�����a�{npru�4|;z�ry´ynprF�{ry�{npr(�U}Eq��Sr4�O�Y©R}Áz�rF��z
N
·;�{npr(qa|�~��¯q�}pq

z{��¿Frb�Y©y��npr1´y���E�p�g´
MW

|��E�±�{nEr1z{��¿Frb�Y©��{npr1�p}�ÀRr4�
MR

6
MR > MW

8°|���rC»E�p���{r1�p}���¬¸|����Yr
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 ����
�� �����Q����
������ ��� �	� ���:� '�
���������� �	���!� ���5'"� �$# �

|Y�E�Æ´�|��U� �{�\�4�Y�Ez{�¸��r4�Ã��nprC|Yz{�Zq3�p�{�����¯��z�����}E|������;�Æ´ynprF�{r
N → ∞, MW À 1, MR À 1

¼�/¶�
�E|Y�����¯�4}p¬¸|��>·U�{npr��F|Yz{r

MW = O(N)
·
MR = O(N)

�¸z��Y©6���U�{r4��rFz��F¼
C,�,q��;q3rF�;�

t
·U¬�r4�

Wn(t)
�Sr��{npruz{��¿Fr���©R��npr

n
²L�{nC´y���Á���g´	·

n = 1, 2, ..., N
·
r(t)

�Sry��npruz��¯¿4r(��©
��npr°|g«�|Y��¬¸|��E¬�rN6ª}p�E���4��}E�p��r>�Q8��E|Y���u��©J��npr��E}�ÀSrF�F¼Ã�(rF�p����r

Rj(t) = P (r(t) ≥ j)
·
wk(t)

��npr���|����¯�
�Y©�´y���E�p�g´-��©Jz{�¯¿4r

k
·Á|Y�E�

W (t) =
∑

k kwk(t)
�{nEr	q�r>|��\z{��¿Fr	��©6��npr�´y���E�p�g´µ|��y�{npr�q��;q3rF�;�

t
¼

Â��
w̄k(t)

´�r	��rF�p����rÃ�{nEr q�r>|��1«�|Y¬�}ErFz���©6��|��E���;q*«�|����¸|��p¬¯rFz
wk(t)

¼
m�npr }Áz�rF��zy|Y�{r	|Y�p����rFz�z{rF� 6ß|Y�E�1}p�p¬¯�;|Y�b��npr4�¯���E|Y��³Yr���z�8�|��y�{npr ����q�r	q��;q3rF�;��z

ti, i = 1, 2, ...,´ynprF�{ru��npr ���U�{rF�{«�|Y¬¯z
ti+1 − ti

|Y�{rÃ�@¼ �L¼ �Ñ¼�|Y�E�����¸z����{�¯�p}���rF��r�~��S�Y�Er4�;���¯|Y¬�¬¯�a´y���{n1�E|Y��|Yq3r4�{rF�
λ
·Z�{nU}Áz

��npr��{�¯q�r��S�;���U��z3��©(´y�¯�E����´ |Y�p����rFz�z{���p�B©ª�Y��q | ���Y�¸z�z��;�±¾E��´	¼ C��3�{nEr�q��;q3rF�;��z
ti
| }Ez�rF�3�¯z

z{r4¬¯rF����rF�b��|��E�p�Yq�¬��;·Z|Y¬�¬Ñ}Ez�rF��z�|���ru�L¼ �L¼ �Ñ¼�m�npr z{��¿Fr
Wn

��©6|°´y�¯�E����´ �{nE|����¸z�|;�p����rFz�z�r>�a�¸z���nE|��E�YrF�
|����{npr°z�|�q�r�q��Yq�r4�U�(´ynEr4�\���u�¸z(|Y�E���{r>z{z{rF�W¼�m�npr��p}�ÀSrF�u¬�rF�p����n

r
��nÁ|��p�Yr>z�|��(q��Yq�r4�U��z

ti
|Y�E�

|��Ã��npraq3�;q�r4�;��z
t′k, k = 1, 2, ...,

6ª´ynEr4�È|1�E|;��³Yr4� �¯�Æ�{nEr��p}pÀSr4���¸z �p�{�p��rFz�z{rF�Q8�¼3m�npr��¯�;��r4��«�|�¬¸z
t′k+1 − t′k

|Y�{r	�L¼ �L¼ �Ñ¼y|��E�\���¸z����{�¯�p}���rF��r4~Z�S�;�pr4�U�{�¸|�¬¯¬���´y���{n\�E|Y��|Yq�r��{rF�
µ
·S|��E�1��npr	����q�r��S�;���U��z��Y©

��nE|��p�;rÃ�Y©6�p}�ÀRr4�(z{��¿Fr	|�¬¸z��3©ë�;�{q5|3�6�;�¯z�z{�Y�b¾E��´	¼
m�npr ´y���E�p�g´ |Y�E�b�p}pÀSr4��¬�rF�p����n1��nE|��E�YrFz,©ª�Y¬¯¬¯�g´ �{nEr �{}p¬¯rFz 6ßz{r4r	|�¬¸z��
EZrF���{�¯�Y�Ez���¼Ù��¼¯sÃ|��Á� )p¼Ù� 8�=

Wn(ti + 0) =

{

min[MW ,Wn(ti − 0) + 1] if r(ti − 0) ≥Wn(ti − 0),
Wn(ti − 0)/2 if r(ti − 0) < Wn(ti − 0).

6@� � 8

r(ti + 0) = max{0, r(ti − 0)−Wn(ti − 0)}. 6L� � 8

r(t′k + 0) = min[r(t′k − 0) + 1,MR].
6 )Y� 8

�(r4��rY·Z���az{��q��p¬¯�º©ª���p����|������;�W·�´,r	�pr�»E�pr
(2k − 1)/2

|Yz
k
·
k = 1, 2, ...

¼
Jp�Y�y»E�p���{r

N
·
MW

|��E�
MR

�{npr�z{��z���r4q �SrF��©ª�;�{qa|��E�4rÃ�¸zy�Y}p�¸��rF�1�U�1|�4B|Y�{³Y��«a�E�{���4rFz�z�´y���{n
»E�p����r	�U}pq��SrF�y�Y©�z���|���rFzF¼

K }p��|��¯q*�¸z����az{np�g´��{nÁ|��(|°�{nprF�Y��r4q z{�¯q3�¯¬¸|����{�3��npr4�;�{rFq s �¸z�«�|�¬¯�¯�

��� ËZÏ £ Ë ��� � �
N

� ' ���:�AE � 

N > N0


H�H�Q��� ∀t, t < T � T → ∞ �3'
N0 → ∞ � 
H�H�Q� �	�	���Q��'

w̄k(t), Rj(t)
�:�U� ��� �3'�� � �
�H�Q� '��	� ��� � �	� � �N�:�I� �Q� � � �	�C�3�:� �Q��� �U� ������
-���	�0� �:�Q� � �����:��� ���

dw̄k(t)

dt
=

λ

N

(

w̄k−1(t)Rk−1(t)− w̄k(t)

+ w̄2k(t)(1−R2k(t)) + w̄2k−1(t)(1−R2k−1(t))
)

, 0 < k ≤ N,
6�)ps 8

w̄1(t)

dt
=

λ

N

(

− w̄1(t)R1(t) + w̄2(t)(1−R2(t))
)

,

dw̄N (t)

dt
=

λ

N

(

w̄N−1(t)RN−1(t)− w̄N (t)(1−RN )
)

,

wk(t) = 0, k > N.

dRj(t)

dt
= µ

(

Rj−1(t)−Rj(t)
)

− λRj(t)− λ
∑

k=0

(

Rj(t)−Rj+k(t)
)

w̄k(t),

åHG6ãWåHI



���������	��

�	������������������� ������ "!#�%$"���	&(' s>�

0 < j ≤MR,
6 );� 8

R0 ≡ 1, Rj = 0, j ≥MR,

wk(0) = w
(0)
k ,

∑

k

w
(0)
k = 1,

6�) ) 8

Rj(0) = R
(0)
j , R

(0)
0 = 1, R

(0)
j ≥ R

(0)
j+1, j ≥ 0.

6�)�� 8
$ ����� �5����
 �3'

N →∞ ���	� �	� #
T <∞ �:� � ∀t, t < T, w̄k(t)

�	� �
Rj(t)

� ���!��� �
� �5�0'��:� ��� � �	� � �
�����Q�:��� �:�5'

(31), (33)
�	� � �����Q�:��� �:�

µ
(

Rj−1(t)−Rj(t)
)

− λRj(t)− λ
∑

k=0

(

Rj(t)−Rj+k(t)
)

w̄k(t) = 0, 0 < j < MR,
6 );� 8

R0 = 1, Rj+1 ≥ Rj , 0 < j ≤MR.

§ r�}Ez{rC�{nprb©ª�;¬�¬¯�g´y�¯�p� �p����|��{�¯�Y�±©ª�Y����npr�z{rF¹U}prF�E��r>z�=
w̄ = {w̄k}MW

k=1

·
W̄ =

∑

k kw̄k
·
R =

{Rj}MR

j=0

¼ÈÂ,�±���;�U«YrF�{�;r4�E�4ra��©u| z�r>¹U}pr4�E�4rb´,r�q3r>|��±��npr1���;�U«YrF�{�;r4�E�4ra��©(�º��z3���Z�;�����¯�E|��{rFzN6ßz{r4r
�Sr4¬¯��´ 8�¼

C,�b»E��z��F·y´,rBnE|g«Yr\�{�Ç³Z�p��´5��npr �Y¬¯�Y�E|Y¬�r�~��¸z���r4�E��r |Y�E�&�{nErB�p���Y�SrF������r>za��© �{nEr z{�Y¬¯}������;�&�{�
6�)ps 8�· 6�);� 8�· 6 ) ) 8�· 6 )Y� 8b|Y�E���{�-6�)ps38�· 6 ) ) 8�· 6 )U� 8�|��E����npr±r�~��¯z��{rF�E��rÈ�Y©���nprÇz���|������;�E|���� z{�Y¬¯}������;���{�
6�)ps 8�· 6�);� 8�¼JÂ�r4¬¯�g´	·�´,r	�S�Y�¯�;���Y}p���{nEr	�p�{�;�p¬�rFqaz�´�r q�r4r4��npr4��r	|��E��¬¯�¸z��y�{npr	�Er4rF��r>�1z���|��{rFq3rF�;��z4¼

� ��� ��� � ?�� Ë £ Ë @R¢�?ß¤�� Ë�� 	6¤�¢�? Ï @6¡ Î ?ª¢ � ¡
�Ç¤�� � ! ¤�£�¤�� Ë ¢ Ë £
/¶����np�¸zOz{}p�Ez{rF���{�¯�Y�a´,r(��r>|�¬E´y���{nb����ÀSrF�{rF�;�{�¸|�¬ÁrF¹U}E|��{�¯�Y�Ez��Y�p¬¯� 6ë��npru���;�p�pr>���{�¯�Y�ÁzJ´y���{na�{npr 4B|Y�{³Y��«
�p������r>z{z°|���rb�p�����4�Y�Ez{�¯�pr4�{r>�±npr4��r 8�¼ § r����Y�Á��r4�U�{��|���rC�;�±��npr1�F|Yz{rb´ynpr4��r

MW À 1, MR À
1
¼ Cuz

N → ∞ ·W��nprCz{��z���r4qaz
6 )Es 8�· 6�);� 8�· 6�) ) 8�· 6 )Y� 8(�SrF���;q3ra�p�Y�U�{��|Y�����{�¯�Y�E|Y¬Jz{��z���r4qaz ´y���{n±z{qa|�¬¯¬�E|Y��|Yq�r��{rF�F·y�SrF�4|Y}Ez{r\��nprÆ�U}pq��Sr4�
N
��©�r>¹U}E|������;�EzI6�)ps 8a�¸zb�;�{��´y�¯�p�±´y���{n �{npri��r>��¬¯���Er ��©	��npr

z{qa|�¬¯¬c�Á|���|�q�r���r4�
1/N

¼um��b���Z«YrFz��{�¯�;|��{r	��np�¯zÃz{��z���r4q�·Á´�r��p���Y�S�;z{r �������Y�Áz��¸��r4�(»E��z��(�{npr3z{�Zz���r4qaz
´y���{na�¯��»E�p���{r(�U}pq��Sr4�O�Y©RrF¹U}E|������;�EzJ��©S��npr(z{|Yq3r����Z�Sr�|;z 6 )ps38�· 6 )U� 8�· 6�) ) 8�· 6�)�� 8�·Y|��E��6�)ps38�· 6 ) ) 8�· 6 )U� 8�·
�¯��»E�p���{r �Z}pq��Sr4�y��©�«�|����¯|Y�p¬¯rFz

w̄k, Rj , k, j <∞
·
MW , MR =∞ ·p|��E�b´y���{n�|°z{q�|Y¬¯¬S�E|Y��|Yq�r��{rF�

1/N = ε
¼am�nprCz��;¬�}������;� ���1�{npr>z�rCz���z��{rFq�z �¸z	��rF�p����rF�Æ�Z�

ŵ = {ŵk}∞k=1

·
R̂ = {R̂j}∞j=0

·�|�¬¸z{�
Ŵ = Ekŵk

¼\m�nprb�Y¬¯�Y�E|Y¬�r�~��¯z��{rF�E��rC�Y©y|Bz{�Y¬¯}������;�i�{� z{}E��n±�¯��»E�p���{rb�p�;�p¬¯���pr>|���z{��z���r4qaz��4|Y�È�Sr
z{np��´y�Ä�Z�Ç�{npr\}Ez{}E|�¬�´�|g�Y¼ m��È�Y�i©ª}p����npr4�>·�´,r��E�{r>z�rF�;����nprB���Y�Á���º�����;�Ez3©ª�;���{npr\}p�E�º©ª�;�{q �¯�

εr>z�����qa|���rFz°©ª�;�3�{npr\��r>����rF|Yz{r���©
ŵk

|Y�E�
R̂j

|Yz
k, j→ ∞ ¼&Â,rF¬���´*´,r\��rFz������¯�Ár1�¯��©ª�Y��qa|�¬¯¬��È��npr

��nE|���|Y���{r4����©6�{npr�z{�Y¬¯}��{�¯�Y�Ez����3�{nEr	|Y�S�g«Yr K ��� z{��z���r4qaz�´y�º��np�Y}p���Y�¯«U�¯�p�3�{npr	�p���Z��©ßzF¼
§ r�z���|Y����´y���{n��{nEr	�¯�p���{�¸|�¬c«�|�¬¯}pr	�p�{�;�p¬¯r4q 6�)ps 8�· 6 );� 8�· 6 ) ) 8�· 6�)�� 8�·

N,MW ,MR =∞ ¼y­,�Y�Áz��¸��r4�»E��z��J��´,��|�}�~��¯¬��¸|Y�{�°z���z��{r4qazF¼G/¶����npry»Á��z��O�Y�pr
Rj

|���r�»p~�rF���¯�26 )ps38�|Y�E�
ŵ(t;R)

©ª�Y��qaz�|�z��;¬�}p�{�¯�Y�
��� 6 )ps38�· 6 ) ) 8�¼;/¶�3�{npr(z�r>���;�E�°�Y�Er

wk
|���r,»E~Zr>�3���26 );� 8�|��E�

R̂(t;w)
©ª�Y��q�z�|	z��;¬�}����¯�Y�°��� 6 );� 8�· 6 )Y� 8

6@���Yq��E|Y�{r ´y�º��n E�rF�������;�Ez�)E¼ �p·�)E¼ ) 8�¼

ã�ã5ç:OEè>ì�é��SR�P�í�T�î��



s M !����������	��
 ����
�� �����Q����
������ ��� �	� ���:� '�
���������� �	���!� ���5'"� �$# �

�,Ë � �±¤ ��� ���
R = {Rj}



j = 1, 2, ...


 �S� � 
 ��� 

1 = R0 ≥ R1 ≥ ...



limj→∞Rj = 0

�2 !�Q���
� �5���U�N� 
 � 'S�H� E ��� ���	� '��	� ��� � �	�

ŵ(t;R)
� �

(31), (33)
�	�!�2�����D�����Q��'�� �:��� �:� �:� # '��	� ��� � �	�

ŵst(R)� �
(31)



limt→∞ ŵ(t;R) → ŵst(R)

�
 �Q� �S�	� �	���AE ��� �S� �U�	� �0� ' ���	� ���3'�� ���0�H�Q�	�
O
(

1
N

) �
� ��� �5���U� �:�U� ��&"��'������Q��� �S��'

R
(i)
J , i = 1, 2


9�	� �
R

(1)
j ≥ R

(2)
j

�H�Q���
Ŵ st(R(1)) ≤ Ŵ st(R(2)).

�,Ë � �±¤ ��� ���
w̄ = w̄k



k = 1, 2, ...


 �S� � 
 ��� 

W̄ > µ

λ

�  !�5���L� �5���U� � 
 � '���� E ��� �S�	�"'��:� ����� �:�

R̂(t; w̄)
� �

(32), (34)
�	�!�2�����Q�����Q� '�� �	� � �	���	� # '��	������� �	�

R̂st(w̄)
� �

(32)



limt→∞ R̂(t; w̄) =

R̂st(w̄)


R̂st
j = e−aj

&C�Q���U�
a = a(w̄)

� ' ��'��:� ����� �:�I� �N� ���Q�	� � �	�

µ(ea − 1) = λ(1−
∑

k

e−akw̄k).
6 ) M 8

� �
Rj > e−a1j , a1 > a

�	�
Rj < e−a1j , a1 < a


9� �5���
Rj(t)

�S�	� �3���AE ��� �
Rst
j

& � �H� � �U�	� � �H�Q�	�
� '
O
(

|a− a1|
) �

� ��� �5���U� �:�U� ��&"��'������Q��� �S��'
w̄

(i)
k , i = 1, 2,

�:� �
W̄ (1) > W̄ (2) � �5��� a(w̄(1)) < a(w̄(2)).

vyr���}p�{���{����npr��p���Y�p¬¯r4q 6�)ps38�· 6 )U� 8�· 6 ) ) 8�· 6�)�� 8,´y���{n
N,MW ,MR =∞ · ε > 0

¼,�(r4��r�|Yz
ε→ 0´,r�nE|g«Yr ��´,�a�{�¯q�r�z��4|�¬¯rFz�|Y�E����´,�a���U�Sr>z���©J«�|����¸|��p¬¯rFz>=�� ©ß|Yz�� �

R̂j(t)
|��Á���Ùz�¬¯��´ �

ŵk
¼�C z���|��Á�p|����

|;z��Zq����{�Y�{�¸�u|��p�p���;|;��na�{�3���Z«YrFz��{�¯�;|��{r(�{npr z{�Y¬¯}������;�C�¸z,�{�3z{r4�E|Y��|��{r���npru©ß|Yz���|Y�E�bz{¬���´ «�|����¯|Y�p¬¯rFzO���
��npr ©ª�Y¬¯¬���´y�¯�p�3´�|g�I6@���Yq��E|Y�{r ´y�º��n���npr »E��z��(|��E�1z{rF�4�Y�E�1|�}�~��¯¬��¸|����Cz{�Zz��{rFqaz�8�¼

J��¯��z��Ã�{npraz�¬¯��´ «�|����¯|Y�p¬�r>z
ŵ(t0)

|���r�»p~�r>� |Y�E�\©ß|;z�� «�|����¯|Y�p¬�r>z�©ª�Y¬¯¬���´ 6 )U� 8�· 6 )Y� 8(��}E�{�¯�p�1z{�Yq�r
����q�r ���U�{r4��«�|Y¬

(t0, t0 + Tw)
·�´ynpr4��r

Tw
·
1¿ Tw ¿ N

·��¸z���nE�;z{r4��z{���{nÁ|��F·p��}E�{�¯�p�°�{�¯q3r
Tw
·
R̂(t)�SrF�4�Yq�rFz��4¬��Uz�r �{�

R̂st(ŵ(t0))
¼ C�©ë�{rF���{nE|��y��npr�z�¬¯��´ «�|Y�{�¸|��p¬¯rFz

ŵ(t)
©ª�Y¬¯¬���´ 6�)ps 8�· 6 ) ) 8,´y���{n�»p~�rF�

«�|Y¬¯}prFz
R̂st(ŵ(t0 + Tw))

��}E�{�¯�p�Æz��;q�ra����q�r����U�{rF�{«�|�¬
(t0 + Tw, t0 + Tw + TR)

·Jr4��� 6ë�{nZ}Ez���npr
z{�Y¬¯}��{�¯�Y�Áz6�{��|�}�~��¯¬��¸|Y�{��z���z��{r4qaz�|���r��4�Y�Ez{�¯�pr4��rF�Q8�¼ § r�´y��¬¯¬p��r�©ªrF���{� �{nE�¯z��p�{�p��rFz�z�|;z6�{nEr�'�� �Q�	�U�	� � �	�
�p������r>z{zF¼\vyrFz��4|Y¬��¯�p�

t
=
t(N) = t/N

�;�prCnE|;z	�{� �p���g«Yra�{nE|��F·J|;z
N = 1

ε → ∞
·6�{nEr�z�r>¹U}pr4�E�4rFz

ŵ(t(N)), R̂(t(N))
�{r4�Á�b���az{�Y¬¯}��{�¯�Y���{�26 )Es 8�· 6�);� 8�· 6�) ) 8 ∀T |��Á�

t < T
¼

Jp�Y����npr	�p���Z��©��;�pr nE|Yz����az{np��´ �{nÁ|��y�{npr ©ª�;¬�¬¯��´y���p�az���|���r4q�r4�U��z�|���rÃ«�|Y¬��¸�Ñ¼

�,Ë � �±¤ ��� ���
N,MW ,MR = ∞ 
 � �5�@� �D� ��� �:� �3�:� �Q��'

ŵ
(0)
k R̂

(0)
j

� �����U���	'��L� 
��5�	�����D��� �:� � # �3'

k, j → ∞ � � �
R̂j(t) < e−a0j , a0 > 0, t < T



� �5��� �H�Q�I� ����
 '
ŵk(t)

���2�H�Q�I'��:� ����� �:� � �

(31)− (34)
� �����U���	'����:� ���S�3'�����
��5�:� ���Q� � �	� � # �3'

k →∞ 

t < T

�

/d�u©ª�;¬�¬¯�g´�z(©ª�{�;q0�{nE�¯zÃ¬¯r4q�qa|C�{nE|��u©ª�;�
N ≥ N0 À 1

·
MW À 1

·
MR À 1

|��E�
t < T, T =

T (N0)
�{nprÆz{�Y¬¯}������;�&���±��nprB»E�p���{rÆz{��z���r4q

(31) − (34)
´y����n���nprFz{r ¬¯|Y�{�;r

N, MW , MR
|Y�E�

� �{��}p�E�F|��{r>�����¯�p���{�¸|�¬W«�|�¬¯}prFz��¯z���¬¯�;z{ru���3��npr�z��;¬�}p�{�¯�Y���{�3��npr�z���z��{rFq*´y���{n
N,MW ,MR =∞ ¼

�,Ë � �±¤ � � �
Ŵ (0) > µ

λ



N,MW ,MR =∞ � �5���

R̂j(t) < e−a0j , a0 > 0
�

� Ð Ë ¤ Ï = ! £ ÏWÏ = ©ª�Y����npr�z�rF�E|���|���rF�bz{��z���r4qazF¼(/d��©ª�;¬�¬¯��´�z,©ª���Yq*¬¯r4q�qa|Yz��3|Y�E� )°�{nE|���©ª�;���;��«YrF�
a
·

R̂j = e−aj
·Y�{nEryq�rF|Y�3«�|�¬¯}pr

Ŵ st(R̂) = Ŵ st(a)
�Y©Rz{�Y¬¯}��{�¯�Y�°��� 6 )Es 8���rF�4�{r>|Yz{rFz6´ynprF�

a
�¯�E����rF|;z�r>z

|Y�E�Ñ·Y�Y�°�{npr��4�Y�;����|Y�{�;·g©ª�Y��»p~�rF�
ŵ
��npry«�|�¬¯}pr���©

a = a(ŵ)
6ß´y�º��n

R̂st
j (ŵ) = e−aj

86�¯�E����rF|;z�r>z�|Yz
Ŵ

åHG6ãWåHI
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�	������������������� ������ "!#�%$"���	&(' sg�

�¯�E����rF|;z�r>z4¼Jm�nZ}Ezy´,r	nE|g«Yr �;����npr
(Ŵ , a)

�p¬¸|��¯��|a��rF�4�{r>|Yz{���p�3�¯�
a
�4}p�{«Yr

Ŵ st(a)
|��Á���¯�E����rF|;z��¯�p�

�¯�
Ŵ
�4}p��«Yr

a(Ŵ )
¼

C(z
R̂
�¸zy|3z�r>¹U}pr4�E�4rÃ��©c©ß|;z��y«�|Y�{�¸|��E¬�r>z4·Z��}E�{�¯�p�°��npr	z�rF�E|���|���rF�C�p������r>z{zF·;��npr	���¸z���|��E�4rÃ�Sr4�¶´,rFr4�

��npr��S�;���U�
a = a(t)

|��E�1��npr��S�Y�¯�;�
a(ŵ(t))

�¯z(��©J�Y����r4�
O(N−ν), 0 < ν < 1,

6
ν
�pr4�Sr4�Á�����p�b�Y�

TW
N

8�·Y|Y�E���Y���{npr��p¬¸|��¯�
(Ŵ , a)

�{npr��S�Y�¯�;�
(Ŵ (t), a(t))

q��g«Yr>z��¯���{nEr����¯��rF�������;���Y©p��npr����U�{r4��z{rF�������;�
�Y©���}p��«YrFz

Ŵ st(a)
|��E�

a(Ŵ )
·
a(t)

�SrF���E���S�Y}p�Á��rF��|>´�|g��©ª���Yq ¿4rF�{�Á¼

 ��´�´�r	�4|Y��z�}pq�qa|����¯¿4r =

�,Ë � �±¤�� � �
Ŵ (0) =

∑

k kŵ
(0)
k > µ

λ

�:� �
MW ,MR

�	�U� '���� ��� ���Q� � # ���:�AE ���H�Q��� �	'
N →∞ �H�Q�

'��	������� �	�
ŵ(t), R̂(t)

� �
(31), (32), (33), (34)

� ���!�3' � � '��	� ��� � �	� � �
(31), (33), (35)

���	�0�	���
t ≤ T



∀T <∞ �� !�5�����:� �	���AE ��� ��� � ' ���Q� ���	��
 �:�@�	� #
� �Q� ��� �	�	�

0 < t ≤ T
�

	 £ ÏWÏ = �Y©(FWrFq3qa|�M°©ª�;¬�¬¯��´�z,©ª���Yq FWrFq3qa|;z���²,��¼

� ��� ��� � Ë ¤ @ Í � Ë �ßÐ � Ë ¢ � Ï Ð Ï � Ï B Ì
vyr4�{}p���b���°�{npr 4B|Y�{³Y��«��p������rFz�zF¼6m�����r4q��;�Ez�����|��{ru�{npr q�rF|Y��²@»ErF¬¯��|Y�p�p���;|Y��nW·Z���;�Ez{�¯��rF��|Y��|Y}�~���¬�²
�¸|����°�E�{���4rFz�z 6@� � 8J´y���{nC»p~�rF�a�{��|��Ez{�º���¯�Y�E|�¬Á�p�{�;�E|��E��¬¯�º���¯rFz

Rj = P{r > j} 6@���;q3�Á|���r�´y�º��n EZrF���{�¯�Y�)E¼ � 8�¼ § r�´�|��;�(����z�np��´-�{nÁ|��Ã|;z
N → ∞ ��npr�q�r>|��B«�|�¬¯}prFz

Ew̄k(t)
��r4�E�B���\��npr�´�rF|�³�z�rF�Ez{r	�{�

��npr�z��;¬�}����¯�Y���{� 6�)ps 8�· 6�) ) 8�· 6@� � 8�· 6�)Y� 8�¼
­,�Y�Ez{�¯�pr4�°|Bz{r�� U ��©�z{rF¹U}prF�E��r>z

w = {wi}∞i=0

·
wi ≥ 0

· ∑
i wi = 1

¼ m�nprbq�r��{���¸�a�¯� U �¯z
��r4»E�prF�\�U�

ρ(w(1),w(2)) = sup
i

|w(1)
i − w

(2)
i |

i+ 1

¼ FWr4����npr°z�}p�Áz�r4� UN �Sr�|Cz{r��u��©
w, wi = ni/N

·
´ynprF�{r

ni = 0, 1, ..., N
¼

­,�Y�Ez{�¯�pr4�y|�z{�E|;��r ��©�z{q3�����{n����;�;�����Z}p�Y}Ez�©ª}E�E�������;�
f(w)

�Y� U ¼Jp�Y�
N À 1

|Y�E�1»p~�rF��«�|�¬¯}prFz
Rj
·E��npr��Yr4�Er4��|��{�¯�p�a�Y�Sr4��|����Y�y��©���npr 4 |���³Y�g«b�p������r>z{zynE|Yzy��npr

©ª�;�{q

ANf(w) =
λ

N

(

∑

k=1

∂f(w)

∂wk

(

wk−1Rk−1 + w2k(1−R2k) + w2k−1(1−R2k−1)− wk

)

+
1

N
O
( ∂2f(w)

∂wk1
∂wk2

))

.
6 )U� 8

m�nE|���qa|�³Yr>z������S�Uz{z{�¯�p¬�r��{�����;q��E|���r,��npry�;r4�prF��|��{�¯�p�Ã�;�Sr4��|��{�;�
ANf(w)

´y�º��n3��npr��p�ºÀRr4��r4�U�{�¸|�¬
�;�Sr4��|��{�;�

df(ŵ)

dt
=
∑

k=1

∂f(ŵ)

∂ŵk

(

ŵk−1Rk−1 + ŵ2k(1−R2k) + ŵ2k−1(1−R2k−1)− ŵk

)

.
6 ) � 8

�ur�»E�pr
f(ŵ(t))

|Yz��{npr�z{�Y¬¯}��{�¯�Y�1�{�26�) � 8�´y���{n��{npr��¯�p�º���¯|Y¬c�4�Y�E���������;�
ŵk(0) = Ew̄

(0)
k .

­,�;�Ez��¸��rF��|
z{r4q��¯�Y���Y}p�1|Y���{�¯�p���Y��©ª}p�E���{�¯�Y�Ez��pr�»E�pr>���;� UN =

TNf(w)(t) = E(f(w(t)) | w(0) = w(0)), w ∈ UN .

ã�ã5ç:OQPSRgìUT



s � !����������	��
 ����
�� �����Q����
������ ��� �	� ���:� '�
���������� �	���!� ���5'"� �$# �

½uz��¯�p�b��npr°��rF��np�p�¯¹U}pr���© , �	. 6ßz{r4r�|�¬¸z{�I,¯sF�3.�8(�Y�Er3�4|Y� �p�{��«Yr��{npr3´�rF|�³B���Y�Z«Yr4���YrF�E��r���©���npr3q�rF|Y�
«�|Y¬¯}prFz

w̄k
|Y�E����©

Rj
���3�{nEr	z{�Y¬¯}������;�Ez��{�3��npr�����ÀSrF�{rF�;�{�¸|�¬WrF¹U}E|��{�¯�Y� 6 ) � 8 =

�,Ë � �±¤�� $#�:� �:� #
0 < t < TR

lim
N→∞

sup
w∈UN

TNf(w)(t) = f(ŵ(t))

&C�Q���U�
w
� 'H�H�Q���U�	�!� �	
 '������Q��� �S��E ��� � � � � # � �5� �	� 
 � � � �	� # �I�	� � �$�����U�>�S��'S'0�	� �

ŵ
� ' � '��:� ����� �:�

� � ���:��� � �:� # �3�:� �Q��� �U� ������

(31), (35), (33)

�

§ r �����E�����Y�¯«Yr���npru�p���Z�Y©Ñ��©W�{npru�{nprF�Y��r4qÅ�p��rFz{r4�;��rF�b|��S��«Yr��E}���qa|Y³Yr(�Y�p¬¯�a|�z{np�;���,��r4qa|���³R¼
Cuz

N
�¸z�¬¸|����YrY·���nprb�{��|��Ez{���{�¯�Y�±�p���Y�E|Y�p�¯¬����{�¯rFz

Rj(t)
��©y�{nEr 4 |���³Y�g«Æ�p������r>z{zN6@� � 8�· 6L� � 8�· 6�)Y� 8 |Y�{r

�4¬��Uz�ry�{���{nprÃz�rFq3��²¶z���|��{�¯�Y�Á|��{��«�|Y¬�}ErFz
Rst
j (w)

6ß��©Ñ�{npru|Y}�~���¬¯�¸|������p������r>z{zS8�·Y´ynE�¯��nC���a��npr4�¯�O�{}p���C|Y�{r
�4¬��Uz�r°�{����npraz���|������;�E|����\z��;¬�}p�{�¯�Y�

R̂st(ŵ)
��� 6 )Es 8�· 6�);� 8�· 6�) M 8�¼�m�nE�¯z �Sr4��q3����zÃ}EzÃ�{�\���Yq��E|Y�{r���npr

z{�Y¬¯}��{�¯�Y���{� K ���-6�)ps 8 − 6�) M 8,´y���{n1�{npr04 |���³Y�g«a�p������r>z{z�6L� � 8 − 6�)Y� 8,|��Á�b�{���E�{��«Yr m�nprF�Y��r4q5� �

��* ) � 9���5�� �:2�� � ��7 2 � � � 9��:9 � 
 
 2���5��

/¶�C�{np�¸z�z{rF�������;�W·U´,rÃ��r4���¯«Yr(|°z��¯q��p¬���»Er>�aq����pr4¬S��©c|�z{�¯�p�Y¬¯rum(­,�Ä���Y�E�prF�������;�W·U�¯�C�;����rF�����°|��E|Y¬��Z¿Fr
��npr3|�}��������;�{��r4¬¯|������;�1©ª}p�E�������;� ��©Om(­,� ����|�Éa�Y¼ § r3|Yz�z�}pq�r��{nÁ|��u�{npr°�E|;��³;r��u¬¯�;z�z��p���Y�Á|��p�¯¬������1�¯z
�4�Y�Ez���|Y�;�J|Y�E�°rF¹U}E|�¬Z�{�

a
·Y|Y�E���{nE|����{nEr�¬¯�;z�z�r>z6|Y�{r��¯�E��r4�SrF�E��rF�;�F¼Jm�np�¸z��¸zS��}Ez����º»ÁrF�3�U���{npr����¸z{�4�{r���r

q�����rF¬Ñ��©���npr �E�{rF«U�¯�Y}Áz�z�r>���{�¯�Y� 6ß|Y�E���Z�bz{rF���{�¯�Y��)p¼ ) 8,´ynpr4��r
a
�¸zy���;�Ez���|��U�F¼ § r�|Yz�z�}pq�rÃ�{nE|��y´,r

�4�Y¬¯¬�r>���Ã|�¬¯¬��p}�ÀRr4� ��nE|Y�p�Yr>z�´y�º��np�¯�B�;�pr��{�;}p�E�1���{�¯�\�{�¯q�r 6@v�mym 8(|��E�Ñ·Á©ª�;�uz{�¯q3�E¬��¸�������Y·S´�r��{}p���\�{�
|\�p�¯z�����r���r��{�¯q3rbq3�p��r4¬L·�´ynEr4��r��{nprC}E�p�º�°�¸z ��nprbv�mym ¼��(r4�E��r;·6´,rb�4|��Èq����pr4¬��{nprC´y�¯�E����´Åz{��¿Fr
|;�p|�����|������;��´y�º��n\|�4B|���³Y�g«C��nE|��¯�W¼ C z��¯q���¬¸|��yq�����rF¬ÑnE|;z��Sr4r4�\z���}E���¯rF�1«Z�¸|3z{��q�}E¬¯|��{�¯�Y�1�¯�@,¯sYs�.L¼

§ r���r>��}E��r ��npr ©ª�Y¬¯¬���´y�¯�p�3�p���Y�Á|��p�¯¬����{�¯rFz�©ª�Y�
a¿ 1

=

Pr(
�p�a¬��Uz{z����\|3´y�¯�E����´

) = (1− a)W ≈ e−aW
6 ) � 8

Pr(
¬��Uz{z����\|3´y�¯�E����´

) = 1− (1− a)W ≈ 1− e−aW
6ª�;� 8

§ ra�p��´#��r�»E�pr���nprCm(­,� ���¯z�����r���r3�{�¯q�r
4 |���³Y�g«B��nE|��¯�W¼Cm�npraz���|��{r>z	|���r°�{nEr�´y�¯�E����´#z��¯¿4r>z
|Y�E�°��npr��{��|��Ez{�º���¯�Y���p���Y�E|Y�p��¬¯���{�¯rFz��F|��a�Sr(�4|Y¬¯�4}p¬¯|��{r>�°©ª�{�;q 6 ) � 8J|��E� 6ß�;� 8�¼;/¶�a�{r>|�¬¯�º���;·��{npr(��rF��rF��«YrF�
|Y�p�p�Y}p�Á��rFz |�qa|�~���q�}Eq ´y�¯�E����´®z��¯¿4r;·Ñ´ynp�¸��niq�rF|��Ezu��nE|�� ��npr�4 |���³Y�g«\��nE|��¯�Æ�¯zÃ»E�p���{rY¼ Cuzu��npr
��r4�E��rF�E�������°�{nprB/¶�;�{rF�{�Er����¸z��{��´�|����pz����Á���{r>|Yz{���E���{np�¸z�«�|�¬¯}prY·�´�r�´y��¬¯¬Z�¯�Y�p�;�{r,�º�J������npr�|Y�E|�¬¯��z��¸zF¼ § r
z{}p�p�S�;z{ry��nE|��,�����4�Y���{r>z��S�Y�E�pz�����|�«Yr4���°¬¸|����Yry´y�¯�E����´ z{��¿FrY·;´ynE�¯��nC�¯zO�prF«Yr4��|Y��nE��rF«YrF���¯�C�p��|;�����¯�4rY¼

FWr��
P
�Sra�{nprC�{��|��Ez{�º�����;�iqa|��{���º~i��©���nprbm(­,� 4B|Y�{³Y��« ��nE|��¯�W¼ /d���¯z�rF|;z��B���Bz{r4ra�{nE|��

P
�¸z

z��{����nE|;z����¯�Y·Z������rF��}E�4���p¬¯r |Y�E�1|��Sr4���¯�����¸��¼�m�nU}Áz4·E|Y�4�4�Y�����¯�p���{�3�{nEr ��r4�{���Y�p² JE�{�;�Sr4�p�¯}EzO�{nEr4�Y��r4q�·�����z
���;q����E|Y�;��r4�¯�Yr4�Z«�|�¬¯}pr��¸z

1
´y�º��nb�4�Y���{r>z��S�Y�E�p���p���{�¯�YnU�,r4�¯�Yr4�Z«YrF�����Y�

π

·U´ynE�¯��nC�;��«Yr>zJ��nprÃz���|������;�E|����
���¸z��{�����p}p�{�¯�Y�Æ��©O�{npr
4B|���³Y�g«\��nE|��¯�W¼ § r��4|Y�Æ|�¬¸z{���prF��}E�4r°�{nÁ|��

lim
n→∞

Pn = π · 1 ·Ñ´ynEr4��r 1
�¸z |

¬¯���Er «Yr>���{�;���Y©6�Y�pr>z4¼

åHG6ãWåHI
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m�npr qa|��{���º~
P
�¯zy��©���npr ©ª�Y¬¯¬���´y�¯�p�°©ª�;�{q�=

P =



















1− e−a 1− e−2a 1− e−3a 0 · · ·
e−a 0 0 1− e−4a

0 e−2a 0 0
0 e−3a 0

0 e−4a · · ·¼¼¼ ¼¼¼ ¼ ¼ ¼



















6ª�Es38

/d©Ñ��npru���p�����¯|Y¬S�p�¯z��{���¯�p}��{�¯�Y�b��©W´y�¯�E����´�zO�¯z
π(0)

·;��npr4��|�©ë��r4�
n
v�mym � z�=

π(n) = Pn
π(0)

¼ Jp���Yq
��npr�z��Sr>���{��|�¬W��r>���Yq��S�;z{���{�¯�Y���Y©��{npr	qa|����{��~Ñ·�´,r	�Yr��y�{nE|�����npr����;�U«Yr4���YrF�E��rÃ��|��{r �¯zyr�~��S�Y�Er4�;���¯|Y¬�=

‖π(n)− π‖ = O(ρn)
6ª�U� 8

©ª�;�yr4«Yr4���
ρ
z{}E��n��{nÁ|�� |λ2| < ρ < 1

·p´ynpr4��r
λ2
�¸z���npr�z�r>���Y�Á�b¬¸|����YrFz���r4�¯�YrF�U«�|Y¬�}ErÃ��©

P
¼

� ������� � 	�¢ Ï ¥ Ï £g£ Ë �ß¤�¢�? Ï @ = 	 @�¥Y¢�? Ï @ Ï =y¤i¡�?�@ B � Ë � 
 	 ¥ Ï @C@ Ë ¥�¢�? Ï @
m�npr�����|�ÉC�3���U�{rF�Ez������

I(t)
|��	����q�r

t
�¸z�|�©ª}p�Á���{�¯�Y�±��©��{nprC�p�{r>z�rF�;��´y���Á���g´Åz��¯¿4r

W (t)
|��E�Æ�{nEr

���Y}p�E�b���{�¯������q�rY·E´ynp�¯��n�´,r	��rF�p����r	|;z
D
=

I(t) =
W (t)

D

�E|;��³Yr4��z�<�z{rF���;�E� 6ª� ) 8

§ r��4|Y¬¯�4}p¬¸|��{rÃ��npr �{��|�ÉC� |�}�����²¶����«�|��{�¸|��E��r(©ª}p�Á���{�¯�Y�
C(x)

|��y�{�¯q�r
t
=

C(x) = cov[I(t), I(t+ x)] = E[I(t)I(t+ x)]− (E[I(t)])2
6ª�Y� 8

EZ���Á��r°´,r3|���r���r>|�¬¯���E�C´y����nÆ|bz���|������;�E|������p������r>z{zF·
C(x)

���ZrFzu�p��� ��r4�SrF�E�B�Y�B�{�¯q3r
t
·Rz{�b´,r

�F|���»p~
t = 0

¼ § r�r�~��p��rFz�zy�{�¯q�r��¯� v�mymµq�}p¬º���¯�p¬�r>z
n
·R|Y�E�B���Yq��p}p�{r���npr�»Á��z��(�{r4��q0�Y© 6ß�Y� 8��Z�

z{}p�p�S�;z{�¯�p���{nE|��,�{nprÃ���E�º���¯|Y¬S´y�¯�E����´ z��¯¿4ru�¸z
k
|��Á�C|g«Yr4��|��Y�¯�p�	�;�b|�¬¯¬

k
¼ § ru´�|��U�,�{�3�4|Y¬¯�4}p¬¯|��{r���npr

|Y}��{�Y²d����«�|��{�¸|��E��r(�Y©6|°z{��z���r4q �{nE|���nE|;z��{rF|;��nErF�CrF¹U}p�¯¬¯���p���¯}pq�·�z{�°´�r �4|Y��|;z{z{}pq�r(��nE|����{npr �¯�p���{�¸|�¬
���¸z��{�����p}p�{�¯�Y�1�¸z���npr�z���|������;�E|����C���¸z����{�¯�p}������;�

π

=

�
[I(0)I(nD)] =

1

D2
E[W (0)W (nD)] =

1

D2

∑

k

kE(W (nD)|W (0) = k)πk

=
1

D2

∑

k

k
∑

l

l (Pn1k)lπk
6ª�U� 8

´ynprF�{r
1k
�¯z�|����;¬�}pq��1«Yr>�����Y��´y����n�|Y¬�¬Wr4�;���{�¯rFzy�Sr4�¯�p�a�3r�~p�4r4���y©ª�Y�yrF�;�{���

k
´ynp�¯��n��¯z	sY¼

/d©O´,r3��r�»E�Er
p
|;zu|b�4�Y¬¯}pq��B«Yr>�����Y�Ãz{}E��nB��nE|��

pi = iπi
·Ñ|��Á�

u
|;zu|b¬��¯�pr°«Yr>�����Y�Ãz�}Á��nB�{nÁ|��

ui = i
·��{nprF� =

E[I(0)I(nD)] =
1

D2

∑

l

l (Pnp)l =
1

D2
u(Pnp)

6ß� M 8
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Jp�Y�
n→∞ ´,r nÁ|>«Yr =

1

D2
u( lim

n→∞
Pnp) =

1

D2

∑

l

l (π · 1 · p)l = (E[I(0)])2
6ª�Z� 8

­,�Yq��p�¯�p�¯�p� 6ª�;� 8�· 6ª� M 8�|��Á�@6ª���:8�·p´,r �;r�����npr�|�}�����²¶����«�|��{�¸|��E��r(©ª}E�E�������;� =

C(nD) =
1

D2
u
(

Pnp− lim
n→∞

Pnp
) 6ª� � 8

Jp���Yq*�{npr�z��Sr>������|Y¬W��rF�4�Yq��S�;z{���{�¯�Y�1��©
P
·E|;z��¯� 6ª�Z� 8�·p´,r����;�E��¬¯}E��r �{nE|��y��npr�|Y}��{�Y²d����«�|����¯|��E�4r

©ª}p�E���{�¯�Y� ��r>����rF|Yz{rFz�r�~��S�;�pr4�U�{�¸|�¬¯¬��¨´y���{n ��|���r
O(ρn)

©ª�;�b|�¬¯¬
ρ
z�}E��n&��nE|�� |λ2| < ρ < 1

¼-Â��
�p�;�{qa|Y¬��¯¿4�¯�p�3´,r �;����|Y������npr�|�}��������;�{��r4¬¯|������;�C©ª}p�E�����¯�Y�W·E´ynp�¯��n1�¸z�|�¬¸z��

O(ρn)
¼

m�npr��pr�~Z��z���r4�a�¯�a�Y}p�,|��E|Y¬���z{�¯zJ�¸zJ�{���4|Y¬¯�4}p¬¯|��{r���npr(r4�¯�Yr4�Z«�|Y¬�}pr>z��Y©
P
©ª�;�O|	¬¸|����Yryz��4|Y¬�ry�Y©RrF�{���Y�

��|���rFzF¼Bm�npr1�4|Y¬¯�4}p¬¯|��{�¯�Y�Ez�|Y�{rCqa|Y�prb�U�i»p~����p�Æ|Bqa|�~��¯q�|Y¬O´y�¯�E����´*z��¯¿4rb��©�s>�Y�Y���E|;��³Yr4��zF·6�{nU}Áz
���{}p�Á�4|������E�°��npr	q�|��{���º~

P
¼�m�nEr �p���Y�E|Y�p��¬¯���¶�C��©6��rF|;��np�¯�p�°�{nEr qa|�~Z�¯q�}pq ´y�¯�E����´ z{�¯¿4r �¯z���¬¯�;z{ru�{�

0
©ª�Y�(��npr3r4�{���Y�(��|���rFz(´,r3�4�Y�Ez{�¯�pr4�F·Rz{�b�¯�Y�p�;�{�¯�p�C¬¸|����YrF��«�|�¬¯}prFzÃ���ZrFzu�p��� |�ÀSr>��� z{���;�p�º»S�4|��U�{¬¯�1�;}p�

��rFz{}p¬���zF¼
/¶�Æ�{nprarF¹U}p�¯«�|�¬¯r4�U�	�4�Y�;�����Z}p�Y}ÁzÃq����pr4¬J��©�m(­,��·W´,raz{�F|�¬¯rF� ´y�¯�E����´®z{��¿FrFz �U� |�©ß|Y���{�;� √

a
�{�

�;����|Y������npr(¬¯��q��������¸z����{�¯�p}������;�W¼ § r(r4~Z�Sr>���O�{��»E�E�C|�z{�¯q3�¯¬¸|���©ß|Y���{�Y�O�¯�a�{npru|Y}��{�Y²d�4�g«�|��{�¯|��E�4r�©ª}p�E��²
�����;�W¼(m�np�¯z(�;�Ez�rF�{«�|������Y��¬¯rF|Y�Ez�}Ez��{��|��E�p�{�g~���qa|��{r ��npr°z{�SrF������|Y¬c�;|��\�Y©��{npr3m(­,�%4B|Y�{³Y��«���nE|��¯�
�Z�br�~��p��rFz�z{���;�

C
√
a
·E´ynpr4��r

C
�¸z�|a���;�Ez���|��U�F¼ /¶�1»Á�Y}p��r �E·E´,r����;q3�Á|���ru��npr��F|�¬¸��}p¬¸|���rF�1z{�SrF���{��|�¬

�U|��a«�|Y¬�}ErFzF·Y©ª�Y������ÀSrF�{rF�;��r4�����Y����|���rFz
a
·Z|Y�E���{npru«�|Y¬�}ErFzO�4�Y���{r>z��S�Y�E�p���p� �����{nEr(�E�{�;�Á�Uz�r>��|Y�p�p���>~Z²

�¯qa|��{�¯�Y�1©ª�Y�
C = 1.6

¼"/¶�\|�¬¯¬W�;}p���F|�¬¸��}p¬¸|������;�Ez4·��{npr�z�r>���;�E��r4�¯�YrF�U«�|�¬¯}pr �¯z��{r>|�¬L·���©�q�}p¬��{�¯�p¬¯�¯�4�º���
1
·

´ynp�¸��n1q�rF|Y�Ez��{nÁ|��y�{npr�|Y}��{�Y²d�4�g«�|��{�¯|��E�4ru�¯z
O(λ2

n)
¼

4\�Y��rÃ�p��rF�4�¯z{r4¬¯�Y·�´,r	nE|>«;ru��npr ©ª�Y¬¯¬���´y�¯�p�°»Á��z��y�Y����rF�y|��p�p���g~Z�¯qa|������;� =

C(nD) =
A

D2
λ2

n ≈ A

D2
e−C

√
an 6ª� � 8

´ynprF�{r
A
�¸zy|Y�p����npr4�����Y�Áz���|��;�>¼

K �Ez�rF�{«Yr���nE|��	|b«Yr4����z{qa|�¬¯¬6r4���{�;�(��|���r���rFz{}p¬º��zu���i|�z�r>���Y�Á�\r4�¯�;r4�U«�|�¬¯}pr°��¬¯�;z{r����
1
·Rq�r>|��p�¯�p�

��nE|��y�{npr�|Y}��{�p���Y���{rF¬¯|������Y�C©ª}E�E�������;�\��rF����rF|;z�r>z�«Yr4���Cz{¬¯�g´y¬¯�I6ß|Y¬º��np�Y}p�;n1r�~��S�Y�prF�;�{�¸|�¬¯¬¯�58�¼

� ������� <�? � 	��ß¤�¢�? Ï @6¡ Ï =�¤i¡�?�@ B � Ë � 
 	 ¥ Ï @ @ Ë ¥Y¢�? Ï @
m��u«Yr4����©ª�Ã��nE|����;}p��z{��q��p¬¯��»ErF��q�����rF¬Z�F|����E�{r>���¯���6�{npr�|Y}��{�p���Y���{rF¬¯|��{�¯�Y����©Á|u�{r>|�¬Zm(­,�i�4�Y�p�pr>���{�¯�Y�c·
´,r(���Y�E�p}E����rF��| �U}Eq��Sr4�O��©Ñz��¯q�}p¬¸|������;�EzJ´y�º��n3��npr��pr���´,�Y��³°z��¯q�}p¬¸|����Y� 6ß�Ez�� 8�¼;/¶���{npr(z{��q�}E¬¯|��{�¯�Y�EzF·
��nprbv�mym®�¸z	qa|��¯�p¬¯�i�4|�}Áz�r>�Æ�Z� �{nprC¬¯�¯�p³i��rF¬¯|g��z�|��E�Æ��nprCr4�����Y�	��|��{ra�¯z����;�Ez���|��U��|��E�±��}pra�{� |
¬¯�;z�z�|��;r4�U�F¼ Â��iq�r>|Yz{}p�{�¯�p�\�{nErb�Z}pq��Sr4�3��©��E|Y��³Yr���z	����|��Ez{q3���{�{rF�Ç�p}p�{�¯�p�Æ|��Ç���U�{rF�{«�|�¬,rF¹U}E|�¬O�{�
��npr�v�mym ·Á´,r��Y�p��|��¯���{npr��{��|�ÉC� �¯�;��r4�Ez{���¶�

I(t)
¼ § r	��npr4� �4|Y¬¯�4}p¬¯|��{r ��npr°����«�|����¸|��E��r ��©

I(t)
|��E�

I(t+ x)
´ynpr4�

t
«�|Y�{�¯rFz�|Y�E��´,r	�p�Y��q�|Y¬¯��¿Fru�{���;����|Y������npr �{��|�ÉC� |�}��������;�{��r4¬¯|������;�W¼

§ ry�E�{rFz{r4�U����npry��rFz{}p¬º��z6©ª�;����´,� q����pr4¬¸z�´y���{na����ÀSrF�{rF�;�Or4���{�;�6��|���rFzF·Y���Yq��E|Y�{r>���{� �{npr(�4|�¬¸��}E¬¯|�²
�����;�Ez���©R��npr(�p��r4«Z���;}Ez�z{rF�����¯�Y�W¼�m�npru��}p��|��{�¯�Y�a��©R�{nErFz{r(z{��q�}p¬¸|��{�¯�Y�Ez��¸z�sF�;�Y� z{rF�4�Y�E�pz���©Wz{�¯q�}p¬¯|��{r>�
����q�rY·6|Y�E�Æ´,raz���|Y���	qa|�³Z�¯�p�1q�r>|Yz{}p�{rFq�r4�;��z |�©ë�{rF�	´�|����{�¯�p�1©ª�Y� ��nprCz{�Zz��{rFq ���\z���|��E��¬¯��¿Fr3©ª�Y�as>�Y�
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10
−4

10
−3

10
−2

10
−2

10
−1

a

1−lambda2
C*sqrt(a)

J6�¯�Y}p��rÃ�D= EZ�Sr>������|Y¬Ñ�;|��1��©���npr�m(­,� 4B|���³Y�g«C��nE|��¯��©ª�Y�(���ºÀRr4��r4�U��r4���{�;����|��{r>z
a
¼
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(a)

"correlation1.tr"
exp(-sqrt(2*0.05)*x)
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(b)

"correlation2.tr"
exp(-sqrt(2*0.005)*x)

J6�¯�Y}p��r	��=Jm(­,�Ä����|�Éa�Ã|Y}��{�p���Y���{rF¬¯|��{�¯�Y�Áz�©ª�Y�yr4���{�;�,��|���rFz�6ß| 8
a = 0.01

· 6ß�D8
a = 0.005

¼�m�nprÃ����q�r
}p�p�����¸z��{npr�v�mym ¼

z{rF���;�E�pzF¼G/¶��»E�Y}p��r(�Ã´,r(����|g´¨��npr(|�}p�{���4�Y���{r4¬¸|��{�¯�Y��©ª�;��r4���{�;����|���rFz
a = 0.01

|Y�E�
a = 0.005

¼�m�nEr
����q�r	}p�p�����¸z���npr	���Y}p�E�b�{���¯����r4¬¸|g�Y·�´ynE�¯��n1�¯�1�{np�¸z��4|;z�r �¯zyrF¹U}E|�¬Ñ�{��s>�Y�Yq�zF¼

m�npr �Uz{�4��¬¯¬¸|��{�¯�Y�Áz�|���r ��}pr �{���{npr »E�p����r���}p��|��{�¯�Y�1��©���npr�z��¯q�}p¬¸|������;�EzF¼

� � ��
�� ������
 � ���Æ�y
 � �y
1�����y)

/¶����np�¸zyz{rF���{�¯�Y�1´,r ´y�¯¬¯¬Wz{np��´ �{nE|��y¬¯�Y�E�°��r4�{q5��rF�Sr4�E��rF�E���¯rFz��4|Y�1|Y�{�¸z�ru©ª���Yq nprF|g«Z����|��¯¬�r>���{�;}p�E�
���{�¯���pr4¬¸|>��zF¼ K �pr��Y©Á�{npr�q�|Y�U��}p�Á��rFz{����|��p¬¯r�r�ÀRrF����zJ�Y©S¬¯�Y�p�Ã��r4��q®��r4�SrF�E��r4�E�4��r>z�z���|��Á�pz��¯�3�{npr�¬��Uz{z
��|���rFzO�¯�b�{nprÃ�p}pÀSrF��zF¼ FW�;�p����r4��q*��r4�SrF�E��r4�U������|�Éa�FzO�;r4�prF��|��{r(¬¯�;z�zO��|���rFzO�{nE|��y|���r(�¯�U«Yr4��z{r(�S��´,r4�
©ª}p�E���{�¯�Y�EzO�Y©S��npr��p}pÀSrF�,z{��¿FrY·U���;�;����|Y�{���{�	�{nEr�r�~��S�;�pr4�U�{�¸|�¬p©ª}p�E�������;�a�Y©S��npr��E}�ÀSrF�,z{�¯¿4r����a���Y�¸z�z��;�
q�����rF¬¯zF¼	­,�Y�Áz�r>¹;}Er4�;��¬��;·Á�{nEr°���Á����rF|Yz{r��¯� �p}�ÀRr4� z{��¿Fr��¸zu�p�{�;np�¯�p�º����«YrF¬���r�~��Sr4�Áz��¯«Yr��{�1z{���;�p�º»S�4|��U�{¬¯�
��rF��}E�4rÃ�{npr	�E|;��³;r��y¬¯�;z�z���|���rY¼
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vyrF��rF�;��¬��;·,���CnE|Yz��SrFr4�����¸z{�4�g«YrF�{r>�±��nE|��a�{nEr��¯�;��r4���pr��a�{�;�Á�;¬¯�Y�Y�Ç���;�;��|Y�¯�Ez3�Z}pq�r4���Y}Ez�nprF|g«Z�
��|��¯¬�r>��©ªr>|���}p�{r>z4¼ C(q3�;�p�¨�{nprFq |���rB�{npri�{�;}��{rF�1��r4�;�{rFrY·����Y}���r4����rF|Y��nE|��E��¬¯���¶����rF�Y��r4rÆ|��Á����npr
q�}p¬��{�¸�4|;z��b���{rFr z{��¿Fr ,¯s>)p·us>�Z·usF�	.d¼-/¶� ,¯s>� .u��npr4��rB�¸zbr4«Z�¸��r4�E�4r\��nE|��b��nprÆv�mym �p�¯z��{�����E}��{�¯�Y� �¯z
|Y¬¯z{��nprF|g«Z�1��|��¯¬�r>�Ñ· ��� ���¯·W��nprav�mym �4�Yq��p¬¯r4q�r4�U��|����B��}pq�}p¬¸|�����«Yr��pr4�Ez{�º���\©ª}p�E�������;�

P (RTT > x)�4�Y���{rFz{�S�Y�E�pz,�{�C|3�S�g´,rF��¬¸|g´�´y���{n�r�~��S�;�pr4�U��|��p�E�{�g~���qa|��{r4¬¯�
1.5
¼

/¶�	��nprO»E��z��6z{}p�Ez{rF���{�¯�Y��´,r�z�nE�g´È�{nE|���|�¬��¯�p³	z{nE|���rF� �Z�	z�rF«Yr4��|�¬;m(­,�Æ�4�Y�p�pr>���{�¯�Y�Ázc´y�º��n°vy�Y}p�E�
m��{�¯�1m���q�r>z�´y���{n�|°nprF|g«Z����|Y��¬¯rF���p�¯z��{�����E}��{�¯�Y���;r4�prF��|��{rFz,¬¯�Y�p�°�{rF�{q ��rF�Sr4�E��rF�E��r;¼(/¶���{npr	z{rF�4�Y�E�
z{}p�Ez{rF�������;�1´,r �p����«U�¸��r	z��¯q�}p¬¸|������;�Ez��{�a�4�Yq��E|Y�{rÃ´y���{n1�{nEr �{nprF�Y��r��{�¸�4|Y¬R��rFz{}p¬���zF¼

�+*", � 	 �'2��!2 7 7 5�� � �'9�2�� 2�� ��5�46587 � � - .10 �!2�� ��5�� � 9�2�� �/; 9 � � � 5 ��4 
 ����9 �:5��
7 2�	 ��� �'7 9 � ��5�� � 
��

§ rC�4�Y�Ez{�¯�pr4� �{nÁ|��	��nprC¬��¯�p³ �¸z�z{nE|���rF�Æ�U�iz{r4«Yr4��|�¬�m(­,� �4�Y�p�pr>�������;�Ez ´y���{nÇ���ºÀRr4��r4�U�����Y}p�Á� �{���¯�
��rF¬¯|g��z4·�z{�1�{nÁ|��	��npra���Y}p�E�Æ�{�����±��rF¬¯|g��z	���¸z����{�¯�p}������;�i�¸z	npr>|>«Z�\��|��¯¬¯rF�Ñ¼bm��\z{�¯q3�p¬¯��©ª�Y·6´,rC|Yz�z�}pq�r
��npr4��r��¯z�|��3����»Á�p�º��r�z{rF¹U}pr4�E�4r��Y©Rm(­,�È�4�Y�p�pr>�������;�Ez�|Y�E�3z�r>¹U}pr4�E�4r��Z}pq��Sr4�

i
nE|Yz����Y}p�Á���{���¯����r4¬¸|>�

Di = Diβ
©ª�Y�

β > 0
|��E�

D
»p~�rF�Ñ·E|Y�E�b�{nEr	r4�{���Y����|��{r

a
�{rFq�|Y���Áz,��npr�z{|Yq�rY¼

EZ���Á��ry��npr(m(­,�¨���;�p�pr>���{�¯�Y�Áz�|���r�|Yz�z{}pq3r>�°���	�Sr(���E�pr4�Sr4�Á��r4�;�>·;��npru|�}�����²d�4�g«�|��{�¸|��E�4r�©ª}p�E�������;�
�Y©p�{npr�|Y�Y�;�{r4�;|��{r>�Ã����|�ÉC�O�¯z6rF¹U}E|Y¬;�{�u�{npr�z{}pq �Y©p�{nEr�|�}�����²¶����«�|��{�¸|��E��rJ©ª}E�E�������;�Ez6��©E�{npr��¯�E���¯«Z�¯�p}E|�¬
�4�Y�p�pr>���{�¯�Y�Áz4¼

/d���4�Yq�rFz�©ª���Yq 6ª� � 8O�{nÁ|��>=

C(x) ≈ A

D2

∞
∑

i=1

i−2β exp(−C x

D
i−β)

6@��� 8

Jp}p�E���{�¯�Y�
C(x)

�¸zJ|ÃnE|Y�{q��Y�E�¯��z{}pq$�YrF�pr4��|���rF��©ª�{�;q ©ª}p�E���{�¯�Y�
exp(−C x

D )
¼�m�npr�4\rF¬�¬¯�¯�°����|Y�Ez�²

©ª�;�{q ��©�©ª}p�E���{�¯�Y�
C(x)

=
C∗(s) =

∫∞
0

xs−1C(x)dx
nE|;z��{npr	r4~��p�{r>z{z{�¯�Y� =

C∗(s) =
A

D2

(

C

D

)−s

ζ((2− s)β) Γ(s)
6@�ps 8

´ynprF�{r
ζ(s) =

∑∞
i=1 i

−s �¸z ��}p¬¯r4�
� z �>��� �	©ª}E�E���{�¯�;�b|��Á�
Γ(s)

�¸z ��}p¬¯r4�
� z � �:
 

��©ª}E�E�������;�I6
Γ(s) =

∫∞
0

xs−1e−xdx
8�¼

� }E|��U�{���¶�
ζ((2− s)β)

nE|Yz(|az��¯q��p¬¯r	�S�;¬�r�|��
s = 2− 1

β

¼�m�nEr4�{r4©ª�Y��r
C∗(s)

�¸z(��r�»E�ErF���Y�1��npr
z��{�����

0 < <(s) < 2− 1
β

¼Om�npr���¬¸|Yz�z��¸�4|Y¬R��rFz{}p¬º��z��;����npr04\rF¬�¬¯�¯�1�{��|��Ez�©ª�Y��q z���|���rÃ��nE|����{nprF�{r	r�~��¸z��

B
|��E�

ε > 0
z{}E��n ��nE|��

C(x) = Bx
1

β
−2(1 + O(x−ε))

´ynpr4�
x → ∞ ,¯s>M	.L¼3m�np�¸z ��q��p¬¯�¯rFzÃ�{nE|��

��npr3����|�ÉC�°nE|;zÃ¬¯�Y�p�1�{r4��q ��r4�Sr4�Á��r4�E�4��r>z ´ynprF� 1
2 ≤ β ≤ 1

¼a����´,rF«Yr4�>·Ñ��©,�{nEr��Z}pq��Sr4����©�m(­,�
�4�Y�p�pr>���{�¯�Y�Áz	�¯z	»E�p���{r;·6´,rCr�~��SrF���	���\�Y�Áz�rF�{«Yra|�npr>|>«Z�B��|��¯¬�r>�i�SrFnE|>«Z�¯�Y� ©ª�;��|1»E�p���{rC�{�¯q�rbz{�F|�¬¯rY·
´ynp�¸��n��¸z�|�q�}p¬��{�¯�p¬¯r���©6��npr�¬¯|Y�{�;rFz��yv�mym �¯�1��npr�z{�Zz��{rFq�¼"/¶�1��npr��pr�~Z�uz�rF���{�¯�Y�W·E´,r	´y�¯¬¯¬cz{r4r ��nE|��>·
rF«Yr4��©ª�Y��|�z{qa|�¬¯¬Ñ�U}Eq��Sr4����©��4�Y�p�pr>�������;�Ez4·Z��np�¯zy}E�p�Sr4���S�Y}p�E���4|Y���Sr�¹U}p���{r	¬¯|Y�{�;rY¼
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J6�¯�Y}p��r M5=Wm���|�ÉC��|Y}��{�p���Y���{r4¬¸|��{�¯�Y�EzR��©E���ym(­,�B���;�p�prF���{�¯�Y�EzW´y�º��n	nprF|g«Z����|��¯¬�r>� v�mymi�p�¯z��{�����E}��{�¯�Y�Ez
6@| 8

Di = 40i0.8
·#6ª� 8

Di = 40i
¼�m�npr �{�¯q�r	}p�p�����¸z��Y�Y��qazF¼

�+* ) ��9 
 	��
� � 9 2����&2�� ��5�46587 � � -/.10 �!2�� ��5�� � 9�2����
§ rCnE|>«YrCz{��q�}E¬¯|��{rF�È´y�º��n±�Ez�����nprb�4|;z�ra��©�qa|��Z�Æm(­,� ���;�p�prF���{�¯�Y�Ez	´y���{n±npr>|>«Z�B��|��¯¬�r>�Èv�mym � z
z{nE|����¯�p�a��npr3z�|�q�r°¬��¯�p³R¼	m�npr3z{��q�}E¬¯|��{�¯�Y�Bq����pr4¬¸zÃ�Y�b��¬¯��rF�;��zÃ����´y�p¬¯�;|;�����E�C«YrF�{��¬¯|Y�{�;r	»E¬¯rFz(©ª���Yq
����ÀRr4��r4�;��z{r4��«Yr4��z4¼6m�npr(�{��|�ÉC����©c|Y¬�¬S�4�Y�p�ErF�������;�Ez��{��|>«YrF��z{rFz�|�z{nE|Y�{r>��¬��¯�p³���©c�F|��E|;�����¶�1s>�Y�04\�p�EzF¼
�O|;��nb�4¬��¯r4�U�,�¸z,���Y�E�prF����rF���{����npruz{nE|���rF��¬��¯�p³�«U�¸|�|�z�¬¯��´&¬¯�¯�p³�|��(s>�04\�p�Ez�|��E�Ñ·Z|��O��npr(�Y�{nprF�Or4�Á�Ñ·
r>|Y��nbz{r4��«Yr4�,�¸z����Y�E�prF���{rF�b«U�¸|°|��p���¯«�|���r(¬¯�¯�p³C|�� s �Ã�p�EzF¼Jm�nEr(»p~�r>�C�p���Y�E|Y�;|������;�C��r4¬¸|g��zO�¯�b�{npr>z�r
�p���¯«�|���r�¬¯���p³�zÃ|Y�{r°��np�Uz�rF�\�{�b©ª�;¬�¬¯��´ |b�Á��´,rF�u¬¸|>´	¼	m�npr�����|�ÉC��q�rF|;z�}p��r4q�rF�;��zÃ|���r�qa|Y��r°�;�\��npr
z{nE|���rF� ¬¯�¯�p³ �¯�i�¯�;��r4��«�|�¬¸z ��©y���;��qaz4¼Cm�npra�E|;��³Yr4�	¬��Uz{z ��|���r3�¸z

a = 0.001
©ª�Y��rF|Y��nÈ���;�p�prF���{�¯�Y�W¼

m�npr	�E|Y��³Yr���z{�¯¿4r �¸z s��	Â |Y�E�b�{nEr	q�|�~���q�}pq ´y�¯�E����´-z��¯¿4r	�¯z	sF�;�Y���E|;��³Yr4��zF¼
/¶�a»E�Y}p��r M	´�ru����|g´&�{npru|Y}��{�p���Y���{rF¬¯|������Y�3©ª}p�E���{�¯�Y�Ez,���C¬¯�;��²L¬¯�;�	z��4|�¬¯rY¼�m�npru�p|;z�npr>��¬¯���Eruz�np��´�z

��nprÃ��npr4�;�{r4�{�¸�4|�¬Ñ�S�g´,rF��¬¸|>´ ��r>����rF|;z�r;¼�m�npr	v�mym��p�¯z��{���¯�p}��{�¯�Y�Áz�|Y�{rÃ�Y©c��nprÃ©ª�;�{q
Di = 40iβ

·p´y���{n
β = 0.8

���L6ß| 8y|��Á�
β = 1

���L6ª�D8�¼ Cy�4���;�����¯�p�����a�{nEr	��npr4�;�{r4�{�¸�4|�¬�|��E|Y¬���z{�¯zF·���npr�r�~��SrF���{rF�\�S�g´,rF�
¬¸|>´�r4~Z�S�;�pr4�U��z�©ª�Y����nprÃ����|�Éa�Ã|Y}��{�p���Y���{rF¬¯|��{�¯�Y�Ez�|���r 1

β − 2
·Z��nE|��y�¸z −0.75 |Y�E� −1 ·p�{r>z��Sr>���{�¯«YrF¬��;¼m�npr���}p��|������;�3��©S�{npr(z��¯q�}p¬¸|������;�Ez��¸zO���;�Y�Yz�|Y�E����npryq�r>|Yz{}p�{rFq�r4�;��zJz���|��{��|�©ë�{rF��|	z���|��p�¯¬¯��¿>|������;�

�Sr4���¯���b�Y©�sF�Y�;z4¼
m�npr�¾E}Á���{}Á|��{�¯�Y�ÁzO�¯�a»E�;}p��r M�|���r(�p}pr�������npr(»E�p���{rÃ��}E��|��{�¯�Y�a�Y©Ñ�{nprÃz{��q�}E¬¯|��{�¯�Y�Ez,|Y�E���{npr(©ß|;���

��nE|�����npr4��rb|Y�{rbv�mym � z�´ynp�¸��nÇ|Y�{rC¬¸|����Yr4�	��nE|��±�{nprb�{�¯q�rb}p�p���F¼Æm�nprbr�~p|Y���°��nÁ|���|Y����r4����¿>|��{�¯�Y�i�Y©
m(­,� |�}p�{���4�Y���{r4¬¸|��{�¯�Y�b�¯��|°»E�Er4������q�r�z��4|Y¬�r �¯z�|�z�}E�Z��r>�����Y©�©ª}p����npr4����rFz{rF|�����nc¼

�0�y�����6�y
1���y)

,¯s�. A�¼��U|Y�4�Y�Ez{�Y�W·S­,�;�p�Yr>z������;��|g«Y�Y�¸�p|��Á��r	|Y�E�\���;�;�{���Y¬L·��9�U�>�S�����	� �FE	'
� � C(­94 E / ��­ K 4I4 � � � ·
C�}E�Y}Ez��	s � � � ¼

,Ù�3.�m ¼��Á¼ K ���F·��Á¼Z��¼�ÂÃ¼ � r4q��Sr4��qa|��C|Y�E�N4±¼ 4B|��{np�¸zF·Zm�npr�EU��|������;�E|�����Â,rFnE|g«U�¯�Y�O�Y© /���r>|�¬Rm(­,�
­,�Y�p�;rFz��{�¯�Y� Cc«Y�;�¯�E|��E�4rY·D�9�U�>��� � �2/ � � � / 
 J K ­ K 4 � � �E· 
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