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ψi(~r1, ~r2) = e−ks/2

0,∞∑

l,m,n; n even
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j=1
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(2π)3/2
Γ(1 +

iz

kj
)eπz/2kj

1F1(
−iz
kj

, 1,−i(kjrj + ~kj .~rj))

.Γ(1 − iα3)e
−πα3
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' � ap�£{�q_�}³ )_aptvt��}qM� �¾�Ztvq���r��lu�apkO´nÁOÅ�Å .�¶"(Fª

����� ���
	����	������
������������������ �"!$#�!&%������&������%

��u���apq ��`§�)mv]�a;`§�)mou��p�}��¥r_q���mvu�{�q
f
«zmv]�a4�;{�totvaOk��A{�qM�lu£q��H��{�`J��rlmvapt9�;{l�la�uxk9{}¥Ùmoa;qÇ��{�q�knmotvrM��mvaO�

mo]_to{�r_��]4�%�lap�;{�`9�M{Dk�u£mvu�{�q¦{�¥
f
u�qDmv{%�_uÈÆ©a;toa;qDmZ����t�m�k;ª-\�]_aOk�a.�}toa
r�k�apt�³±�la;¸�q_ap�4�M�}tvmokp«Mkv�MaO��u£¸M�&mv{

mo]_a-�_to{�¢_��a;` {}¥©u£qDmoa;toapk�mp«}{�tK�_tvaO�la�¸Mq_ap�Jto{�rlmou£q_aOkz�lap��{}moap�!mv{
u�qDmva;��to�}mvu�{�qJ�_to{j�;apkok�aOk;«�)M��k�m )_{�r_tvu�a;t
\�t��}q�k�¥{�to`§k!{�t9kv{���rlmou£{�q�kJ{}¥���u�q_ap��t9kvilknmoa;`§k.¥{�t9a�º_��`J���£a�ª )�tv{�`5mv]_a¦��� �M{�u£qDm§{}¥��Du�a;¼
«�mv]_a
�_ap��{�`9�M{Dk�u£mvu�{�q�u�k��Aa;tv¥{�to`9ap��r_��mv{®��kvkvu£��q_`9a;qDm-knm��)mvap`9a;qDmok

fi
�;{�qDmo��u£q�u£q_�9{�q_a&{��Aa;t��)mv{�t�{�t�{�q_a

ap�£ap`9a;qDmo��tvi&¥r_qM��mvu�{�q9{�q_�£i�«��}qM�.�;{�qDmvto{��jknm��)moa;`9a;qDmok
cj
´E�l{}³U�£{j{���k�{�tK��{�q��lu£mvu�{�q����jk�mo�}mvap`JapqDmokp«_ª£ª�ªé¶�ª

\�]�a�¸Mtok�m�{�q_aOk�]��?��a�mv{9¢Aa��lu£ÆAaptvapq�mou��}mvaO�R«_`9ap��qD¼-]�u£��a�mv]_a�kvap�;{�q���{�q_aOk-�}toa�¯�a;�lm�r�q���]��}q���ap�¨ª
��u£ÆAaptvapq�mou��}mvu�{�q,{}¥�¢M{�mv],`9�}mv]_ap`§�)mvux�;����¥r_q���mvu�{�q�k���q���qDr�`Japtvux�;���K��{l�lapk�uxk&¢���kvap��{�q�mv]�a9��]M�}u�q
tor_��a�ªYbZa;��apt�mo]_a;��apkokp«�`§��qDrM�}���lu£Æ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q0{}¥Ùmoa;q0��{�`9�_rlmvaOk!�M�}tvmvux�}�¿�_a;tou£�)�)mou£��apk
¼-]�a;toap��k!���
�;{�`9�_rlmoapk ������{�¢�u���q�k��}qM�4a;�)�}��r��)moapk�mv]_ap` u�qH�lu�tvaO��mou£{�q�k�{�¥��Aa;tvmvr�tv¢��}mvu�{�q¨ª�\�]�u�k��luÈÆ©a;toa;qM��a!`§�?i
¢Aa&u£����r�knmoto�}mvaO�®r�kvu£q��.¥r�q���mou£{�q

f(x, y, z, w) = (x, y, xy, (xy)2)
¼-]_ux��]%uxk-����ap�}to��i9�_uÈÆ©a;toa;qDmvux�}¢��£a&u�q

u£mok¿mn¼�{.�)��tvux�}¢_��apk
x
�}q��

y
ªK~Um�k�`9��u£q%mn¼¿{J����t�mvux�}�©�laptvu��)�)mvu���aOk�ap�)�}��r��)moap�%�}m��A{�u�qDm

(x0, y0, z0, w0)��tva�Ã




∂f

∂x
(x0, y0, z0, w0) = (1, 0, y0, 2(x0y0)y0),

∂f

∂y
(x0, y0, z0, w0) = (0, 1, x0, 2(x0y0)x0).

´·��¶

~±q�mv]�a!moa;to`Ju�q_{��£{���i¦{}¥����.«Ru£q_��rlm��)�}tou���¢_�£aOk
x
��q��

y
��tva9kv��u�� � u�q��lap�Mapq��lapq�m �.¼-]_aptvaO��k�{�rlmo�_rlm

�)��tvux�}¢_��apk
z
��q��

w
��tva � �_a;�Aa;q��lapqDm �
{�q_aOk;ªK� �)�}tou���¢_��a�uxk�ko�}ux�®mo{J¢Aa � ����mou£��a���¼-]�a;q4uÈm�]M��k-�Jtv{��£a

u�q®mo]_a
�lu£ÆAaptvapq�mou��}mvu�{�q¨ª�~±q%mv]_a&�_toapkva;qDm��p��kva�«l�}���Amv]_a&�)�}toux�}¢_��apk¿�}toa�����mvu���a�{�q_aOk;Ã
x
�}q��

y
¢MaO�;�}rMk�a

¼�a
�lu£ÆAaptvapq�mou��}mva
f
¼-uÈmo]�toapkv�Aap��m�mo{.mo]_a;`4«

z
��q��

w
¢Aap�p�}r�kva�mv]_api��lap�Mapq���{�q�mv]�a�¸Mtok�m-mn¼¿{Mª

�Zrlmv{�`§�)mvu�q_�Hmv]_a��luÈÆ©a;toa;qDmou��}mvu�{�q¨«�¥r_q���mvu�{�q
f
u�k�¸�tok�m.¼-tou£m�mvapqÄ��k�mv]_a4��{�`9�M{�r_q��¬¥r_qM��mvu�{�q

hog¼-]�a;toa
g(x, y, z, w) = (x, y, xy, w)

�}qM�
h(x, y, z, w) = (x, y, z, z2)

ª*\�]_aµ�lu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�q u�k
�Aa;tv¥{�to`9ap�Ja;�)���£r��}mvu�q_�
mo]_a �D���;{�¢_ux�}q ∇f

{�¥
f
��kKmv]�a��_to{j�_r���m�{}¥ ������{�¢_u���q�k ∇g

��q�� ∇h
{�¥
g
�}qM�

h
u�q�mv]_a��_u£toap��mvu�{�q

∆ = (δx, δy, δz, δw)T Ã

∇f (x0, y0, z0, w0).∆ = ∇hog(x0, y0, z0, w0).∆,
= ∇h(g(x0, y0, z0, w0)).∇g(x0, y0, z0, w0).∆.

´�.}¶

g_w�rM�}toaK`9�}mvtou��;apk��}toaKtvaOw�r�u£toap��mv{Z�Mapt�¥{�tv` k�rM��]�����{�`J��rlmo�}mvu�{�q¨«Omv]M�)m�uxkRmo]_a�toap��k�{�q�¼-]ji�¥r_q���mvu�{�q�k
f
«
g
��q��

h
¼�a;toa��}tvmvu£¸M�;u����£��i�¼-tou£m�mvapqYr�kvu£q��§mv]_a!¥{�r_t��)�}tou���¢_�£aOk;ªZ»¿]_{j{Dk�u�q_�%�lu�toap��mou£{�q�k

(1, 0, 0, 0)��q��
(0, 1, 0, 0)

{�q_a&{�¢lm��}u�q�k�apwDr��}mvu�{�q�k
´E��¶�ª�\�]_uxk-`§�?i%�}���MaO�}t�mvtou£�jux�}�F«_q_ap��a;tvmv]�a;��apkok�mo]_a�kv�_u£tou£m�u�k
�;{�`9�_��a�moa;��iY�luÈÆ©a;toa;qDm
u�qHmoa;to`9k�{�¥���{l�lu�q_�Mª!\���¢_��a�ÁJ�_toapkva;qDmokZmv]�a§tvaOk�r_�£mvu�q_���la;tou£��ap��knm��)mvap`9a;qDmok
¼-tou£m�mvapq¦u£q4moa;to`§k�{}¥��Aa;tvmvr_to¢��)mou£{�q�k('*)©«+'*,©«-'�.%��q��/'10%mv]M�)m�k�mo��q���¥{�t��Mapt�mor_tv¢M�)mvu�{�qMk

δx
«
δy
«
δz��q��

δw
ª�~±q��_to����mou��;a�«Dmv]_a&�laptvu���aO�®��{l�la&�}�xk�{.��{�qDm��}u�q�k�{�tvu���u�q����Mk�mo�)moa;`9a;qDm�k;«lkvr���]���k2.43�)657,A«�mv{

×%+ / ×Ùñ
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\��}¢��£a§Á�Ã��Zu£Æ©a;toa;qDmvux�)moap�4knm��)moa;`9a;qDmokpÃ���� )���q������ ,®toa;�x�)moap��mv{§`§��qDrM�}�¨��{l�lu�q_�M«���� )*,§toa;�x�)moap��mv{
���!ª
��� ) ��� , ��� )*,
dz = y ∗ dx
dw = 2 ∗ z ∗ dz

dz = x ∗ dy
dw = 2 ∗ z ∗ dz

dz = y ∗ dx + x ∗ dy
dw = 2 ∗ z ∗ dz

\��}¢��£a��lÃ¿�-ap�;r_tvtoa;qM��a&tvap���}mvu�{�q�kv]_u���k�¥{�t�mo]_a��lu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�q4{�¥�mo]_a
`§�}u�q�{��Mapto�}mv{�tok��}qM��ap�£ap`9a;ql³
m��}toi�¥r_q���mou£{�q�kpª�ÀZa;toa�«?mvaptv`§k

x(k)

��q��
x̃(k)

toapkv�Aap��mou£��a;��i
knm��}q���¥{�t�mv]_a
k
³U{�t��la;t��la;tou��?�}mvu���a

x(k)/k!��q��
kx(k)/k!

ª
{��Mapto�}mvu�{�q toap��r�tvtoa;q��;a

(n ≥ 1)
{��Mapto�}mvu�{�q tvaO��r_totoa;q��;a

(n ≥ 1)

z = x+ αy z(n) = x(n) + αy(n) z = x/y z(n) =
1

y(0)

[
x(n) −

n−1∑

k=0

z(k)y(n−k)

]

z = xy z(n) =

n∑

k=0

x(k)y(n−k) z =
√
x z(n) =

1

2z(0)

[
x(n) −

n−1∑

k=1

z(n)z(n−k)

]

z = ex z̃(n) =
n∑

k=1

z(n−k)x̃(k) z = ln(x) z̃(n) =
1

x(0)

[
x̃(n) −

n−1∑

k=1

x(n−k)z̃(k)

]

apq��}¢��£a
�9��{�tvtoap��m�ap�?���£rM�)mvu�{�q�ª
��apq_a;t��}��u�¤;u�q_�¬mv]_a��_r_to�M{Dk�aYmv{Ä�µ�x�}to��aY�;{l�la��A«�mo]_aY`§�}qjr����Z`9a�mo]_{l�ÉtoapwDr_u�tvaOk9mv]_a�¼-tvu£mvu�q_�0{�¥
mn¼�{§�la;tou���ap����{l�laOk	��� )®��q������ ,%a;�)�}��r��)moap��u£`9�_��ux��u£mv��i%r�kvu£q��®�;�}q�{�q_ux�;���©�_u£toap��mvu�{�q�kp«l¼-]_a;toap��k�mv]_a
kvap�;{�q���{�q�a
�£aO���_k�mo{9mv]_a
¼-tou£mvu�q_�§{}¥K�9r_q_uxwDr_a���{l�la
��� )�� ,§ap�)�}��r��)moap��u£q¦�lu�toap��mou£{�q�k�kv�MaO��u£¸�ap��¢ji
mo]_a�r�kva;tOª��Z�Èmo]_{�r_��]¦qjr_`9a;tou��p�}�Rtoapkvr_�Èm�k��}toa&u��_a;qDmvux�;���E«�mv]_a�kvap�;{�q���`9a�mo]_{l�4¼���k�tva;mo�}u�q_aO��¢ji����
�_a;��ap�£{��Maptok.�}q��Ä`9{�k�mJ{�¥�kv�;u£apqDmvuxknm�k!mo]��)m9]���q��Ä�;{j�_ap�µmo]_a4�luÈÆ©a;toa;qDmou��}mvu�{�qÄ{�¥�mv]�a;u�t9�;{l�lapkpª 
�q
mo]_a��;{�qDmvt��}toi�«�mo]_a®¸�t�k�mJ�}���_tv{D����]0���_�_��u£aO�¬mv{�]_u£��]0{�t��lapt.��to{�kok!�_a;tou£�)�)mou£��a%��{�`9�_rlmo�}mvu�{�q�kp«K¼-u��£�
`.r_�£mvu��_�£i%mv]_a
�M�}tvmok�{}¥��la;tou���ap����{l�la�ª

��� � � ���� ��#+�(!$# � � �"!$#�! %2��� ����� �2%

��_mvu�`Juxkvap�®toap�;r_totvapq���a�tvap���}mvu�{�q�kv]_u���k�¼�a;toa��_ap�lr��;ap�®¥tv{�` mv]_a ��uÈÆ©a;toa;qDmvux�}��»������;r_�£rMk�mo]_a;{�tvi�ª )_{�t
a;º_�}`9�_��a�mo]_a � apu£¢�q_u£¤�¥{�tv`.r_���4´EÂ�¶�a;qM�}¢_��apk�mo]_a

n
³F{�to�_a;t��luÈÆ©a;toa;qDmou��}mvu�{�q�{}¥�mv]_a
`.r_�Èmou£���£ux�;�}mvu�{�q¨Ã

(xy)(n) =

n∑

k=0

x(k)y(n−k),
´·Â�¶

¼-]�a;toa
x(k)

�la;q_{�mvaOk®]_aptva¦mo]_a
k
³F{�to�lapt%�laptvu��)�)mvu���a

x(k)/k!
{�¥
x
ª �,tvu£m�moa;q u�q kvr���] �µ`§�}q�q_a;t

mo]_a;i¦��tva�{�¥zap��k�i�u£`9�_��a;`9a;qDm��)mvu�{�q�«AaOk��Aap�;u����£��i�¼-]_a;qH�_a;��ap�£{��_u�q_�%�}qY��� mv{j{���¢���kvap�4{�q¦mv]�a 
 

moap��]_q�u�wDr_a�ª�\�]_apkva!toa;�x�)mou£{�q�k�]�u£��kZ�l{®q_{�m��lap�Mapq��¦{�q4mo]_a!¯ju�q��¦{�¥K��tvu£mv]�`Ja;mvux�;kp«�mo]_a;i¦k�mvu��£���}�_���£u�apk
{�q��;{�`9�_��a�º%�)��tvux�}¢_��apkpª
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cZql¥{�tvmvr_qM�)mvap�£i�«�mv]_aptva¦�l{japk®q_{}m§a�ºluxknm%�¬kvu£`9�_��u£¸�ap�Ç{��lmvu�`9u�kvap� tvaO��r_totoa;q��;a�¥{�tv`.r_�x�Y¥{�t§mv]_a
]jij�Aa;to��a;{�`9a�mvtoux� �&��r�kok®k�aptvu�apkpª ¹¿t��}r�q_a;t � k®`Ja;mv]_{l�Ç`§�}¯�apk§rMk�a¦mo]_aY]jij�Maptv��a;{�`Ja;mvtou���¥r_qM��mvu�{�q
2F1

u�q�k�mvap���0{�¥�mv]_a
1F1

¥r_q���mvu�{�q ���_�Aap�}tou�q_�Hu�q ´·�D¶�ª \�]_u�k
2F1

¥r_q���mvu�{�q u�kJa;�)���£r��}mvaO�0{�qÄmv]_a
�;{�qj��aptv��a;q��;a��;u£t�����a
��kpÃ

2F1(α1, α2;α3; z) =

∞∑

n=0

(α1)n(α2)n

(α3)n
.
zn

n!
, z ∈ � , |z| < 1,

´·Å�¶

¼-]�a;toa�mo]_a
����to��`Ja;mvaptok
αi
´
i = 1, .., 3

¶��}toa
��{�`J��rlmvaO��¢ji%�Jtoap�;r_tvtoa;qM��a�¥{�to`!r_�x�9��kpÃ

(αi)0 = 1,
�}q��

(αi)n = αi(αi + 1)..(αi + n− 1) =
Γ(αi + n)

Γ(αi)
, ∀n ≥ 1.

´�Áp��¶

� ¥·��u£t!u£`9�_��a;`9a;qDm��)mvu�{�q¬{�¥
2F1

]���k&mv{4m��}¯�a.mo]_a®��{�qj��a;to��apq���aJ�_to{��Aa;tvmvu�apk&u�qDmv{¦���p��{�r�q�mOª �É]_a;q
kva;tou�apk�´EÅ�¶Kuxk�����{�qD��a;to��apq�mz{�q_a�«j�
toap�;r_tvtoa;qM��a�¥{�to`!r��������£��{)¼�k�¥{�t¿u£mok��lu£ÆAaptvapq�mou��}mvu�{�q§¼-u£mv]®toapkv�Aap��m
mo{
z
Ã

dn

dzn
(2F1(α1, α2;α3; z)) =

(α1)n(α2)n

(α3)n
.2F1(α1 + n, α2 + n;α3 + n; z).

´�Á�ÁO¶

»¿{�q�kvapwDr_a;qDmo�£i�«�¥r_q���mou£{�q
2F1

�l{japk®q�{}m�q�a;ap�Émv{0¢Aa,�_uÈÆ©a;toa;qDmvux�)moap�Ça;ºj���£ux��u£mv��i©ÃµtvaO��r_t�k�u���aY�p�}����k
��tva§kvr �®��u�a;qDmpª¦��k
a�ºl�_�x�}u�q_ap�¬¢Aa�¥{�tva�«¨¥{�tv`.r_���µ´�Á�Áp¶
u�k!u£q��;{�`9�_��a�moa§¥tv{�` ��q¬�����A{�u�qDm!{}¥��ju£ap¼
¢Aap�p�}r�kva��)�}toux�}¢_��a

z
tvap�_tvaOk�apqDmokK`.r���]®`9{�toa-mv]M�}q%�!`9�}mv]_ap`§�)mvux�;���M�)��tvux�}¢_��a�ª�~Um¿]M��kKmo{!¢Aa�kva;apq%��k

�!¥r_q���mvu�{�q
z(x)

«��la;�Aa;qM�lu£q��J{�q�kv{�`9a&����mvu���a��?��tvux�}¢��£a
x
{}¥�mv]_a
��{l�la�«jmv{9a;qM�}¢_��a
�J�;{�totvaO��m�r�k�a&{�¥

mo]_a���]���u£q�tvr��£a�ª�\�]jr�k-mv]_a�¸�t�knm�{�to�_a;t-�lu£ÆAaptvapq�mou��}mvu�{�q�¥{�to`!r_�x�J¼-tvu£mvaOk-��k�¥{��£��{)¼�k;Ã

d

dx
(2F1(α1, α2;α3; z(x))) =

α1α2

α3
.2F1(α1 + 1, α2 + 1;α3 + 1; z(x)).

dz(x)

dx
.

´�ÁO��¶

glu£q��;a�´�ÁO�}¶Zu£qj��{�����apk
2F1

¥r_qM��mvu�{�qMkZap�?���£rM�)mvaO�4¼-uÈmo]��lu£Æ©a;toa;qDm�����to��`9a�mvaptokp«�q�{%��]_ap���Ytoap��r�tvtoa;q��;a
¥{�tv`.r_�x��a�ºlu�k�mokpª�ÀZu£��]
{�t��la;t��la;tou£�)�}mvu���apk¨{}¥_��{�`J�A{�r�q��&]jiD�Aa;to��ap{�`9a�motvux��¥r_q���mvu�{�q

2F1(a, b; c; z(x))��tva&�;�����;r_�x�)mvaO�®¥to{�`*mv]_a&¥{�tv`.r_���J�_to{��A{�kvap�%¢ji ' )����9�lu�¹¿tor_q_{4´nÁOÂ�� .}¶�(UÃ

∂n
2F1(a, b; c; z(x))

∂xn
=

∑

γ1, .., γn

s.t. β = n

n!

γ1!..γn!

(a+ γ)n(b+ γ)n

(c+ γ)n
.(zγ1

(1)(x)..z
γn

(n)(x)).

.2F1(a+ γ, b+ γ; c+ γ; z(x)),

´�Áp��¶

¼-]�a;toa
γ =

∑

j=1,..,n

γj
«_��q��

β =
∑

j=1,..,n

jγj
ªK\�]_a&���}m�moa;t-toa;�_toapkva;qDmok�mv]�a�k�r_`�{)��a;t��}���©mv]�a�u�qDmvap��a;t

�M�}tvmvu£mvu�{�q�kZ{}¥
n
��q��¦��to{)¼�k-a;ºj�A{�q�a;qDmvux�}���£i�¼-u£mv]

n
Ã�mo]_a;toa!a;ºlu�k�m.Á�Á����}tvmvu£mvu�{�qMk�¥{�t

n = 6
��q��Y���

�M�}tvmvu£mvu�{�q�k�¥{�t
n = 9

ª

×%+ / ×Ùñ



���������
	����	���	��
�������	����
�
�����
���������� �!���"�#��$ Å

����� � ���� ��#+�(!$#  #���	�	�� !$#-������������!  �������(������� �2%

\�]�a
n
³U{�t��laptJ�laptvu��)�)mou£��a ∇n

f

{�¥��
n
³U�_uÈÆ©a;toa;qDmvux�}¢��£a�¥r_q���mvu�{�q

f(x, y)
¼-u£mv]2tvaOk��Aap��m.mo{

x
�}q��

yap�)�}��r��)moap��u£q¦�lu�tvaO��mou£{�q
(δx, δy)

`§�?i§¢Aa
¼-tvu£m�moa;q¦��kpÃ

1

n!
∇n

f (x, y).(δx, δy)n =
n∑

k=0

δk
x

k!
.
δn−k
y

(n− k)!
.

∂nf

∂xk∂yn−k
(x, y).

´�Á;�D¶

���2�_]_u��£{Dk�{��_]ji��laOk�u���q�k�mv]�a�]_u���]�{�to�_a;t��lu£Æ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q!��k����_to{l��apkok��_a;��{�mvaO��mv{�mo]_a¿�;{�`9�_rlm��)mou£{�q
{�¥ ∇n

f

¼-uÈmo]_{�r_m��;{�q�kvu��_a;tou£q_��¥{�to`!r_�x�®´nÁp�D¶�ª �É]�a;q%u�`9�_��a;`9a;qDmvu�q_�Jtvap���}mvu�{�q�kv]_u���kz��tvaOk�apq�moap�§u�q�\��)³
¢��£a
�j«Dmv]_a&��{�`9�_rlmo�}mvu�{�q®{�¥ ∇n

f .(δx, δy)n uxk��_{�q_a�tvaO��r_t�k�u���ap�£i©Ã�tvu���]Dm¿]M�}q��®kvux�laZmoa;to`§k ∂nf

∂xk∂yn−k��tva9q_{�m!�;�����;r_���}mvaO�Hu�q��lu��ju��lrM�}���£i,��k&u�q¬��`§�}qjr������lu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�q�ª®À�{)¼�a;��aptp«©mo]_a®¯jq_{)¼-��ap�l��a.{�¥
kvr���]Y�;tv{Dkvk��_a;tou£�)�)mou£��apk���tva!tvaOw�r�u£toap��¼-]_apqYr�kvu£q_��¹¿t��}r�q_a;t � k�`Ja;mv]_{l�4¥{�t�mo]_a.k�mvr��_i�{�¥Kmv]_a�u�{�q�uÈ³
ko�)mou£{�q¨ª�\�]_apkva���tva�q_{�m��;{�`9�_rlm��}¢_��a�u�q4�.k�mvt��}u���]Dm�¥{�tv¼��}t��J`§�}q_q_apt�¥tv{�`*��� �A{�u�q�m�{}¥��Du�a;¼
ªz¹�rlm
{�q_a®`§�?i,a�ºl�_��{�u£m�mv]_a���u£q_aO�}touÈmni��_to{��Aa;tvmni�{�¥�mo]_a��_uÈÆ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q0u�q0{�t��la;t�mv{Ya;ºDmoto����m�mo]_a��;tv{Dkvk
�_a;tou£�)�)mou£��apk
{�¥-u£qDmvaptvaOknmOª )_{�t!u�q�knm��}q��;a%�laptvu��)�)mvu���a ∂2f

∂x∂y

`§�?i�¢Aa%�laO�lr��;ap�µr�kvu�q_�¦¥{�to`!r����µ´�Á;�D¶

´·¼-uÈmo]
n = 2

¶z��k (∇2
f .(1, 1)2 −∇2

f .(1, 0)2 −∇2
f .(0, 1)2

)
/2
{�t¿��k (∇2

f .(1, 1)2 −∇2
f .(1,−1)2

)
/2
ª

��k��_to{)��aO��¢Map�£{)¼
«©�}qji
n
³F{�to�lapt���to{�kok��laptvu��)�)mvu���a!{}¥

f
�la;�Aa;q��_u£q_�%{�q¦mn¼�{§�)�}tou���¢_�£aOk-`§�?i�¢Aa.�_a�³

�_r���aO�Y¥to{�` ����u£q_aO�}t
��{�`!¢_u�q��}mvu�{�qH{�¥
n + 1

moa;to`9k ∇n
f

a;�)�}��r��}mvap�Hu£q¬¼�a;���È³±��]_{Dk�apqH�lu�tvaO��mvu�{�qMk�{�¥
�Aa;tvmvr�tv¢��}mvu�{�q¨ª

� � Ï !�Ï �� �� Ï)! ¡	��
�
n ���������������������	������� �"!$#����%� ∂nf

∂xk∂yn−k & 0 ≤ k ≤ n &(' ! �*) �+�"� '-,/. #��0�
. �1�


$2 !$# ' �%��# n+ 1

 � 
 �����%3435� 
 �"!��6��4�"�0�0#7�8� 
 �9�%: , �;�0# . �

) !$#��<� 
>=
� � Ï¨Ï)( ¡ �Z�Èmo]_{�r���]�mv]_a®��tv{j{}¥�u�k�motvu��ju�����´{�q_a§r�kvapk�mv]�a§�£u�q_ap��tvu£mniY�_to{��Aa;tvmni¦{}¥�mv]�a®�luÈÆ©a;toa;qDmouÈ³

�}mvu�{�qM¶�«�¼¿a®��tvaOk�apq�m.uÈm.mv{H�A{�u�qDm!{�r_m!mv]�a%q_apap�µ{�¥-��q0a�º_����m.kv{���rlmvu�{�q¬¥{�t�mo]_a%r_qM�la;to�£iju�q_�Y��u£q�ap�}t
kvilknmoa;`4ª

)�{�t¨mo]_a¿ko�}¯�az{}¥�kvu�`J���£ux��u£mni�u�q
mo]_a�¼-touÈmou£q���{}¥lmo]_a;{�tva;mvux�;�}�D�la;��a;��{��_`9apq�m�k;«O¼�a¿�laO��ux�lap��mo{Ztoa;�_�x���;a
´�Á;��¶�¢ji§mo]_a
�A{���iDq�{�`9u����©¥{�to`!r_�x�_Ã

1

n!
(x+ y)n.(δx, δy)

n =
n∑

k=0

δk
x

k!
.
δn−k
y

(n− k)!
.xkyn−k,

´�ÁO��¶

ux�lapq�mouÈ¥iju�q_�Y¥{�tv`§���£��i ∂nf

∂xk∂yn−k
(x, y)

mv{
xkyn−k ª'
�q_a�{�¢lm��}u�q�k!mv]_a�¢_u�q_{�`9ux�}�¿¥{�to`!r_�x�¦¼-]_apq

��]�{D{Dk�u�q_�.mv]_a��_u£toap��mvu�{�q�{}¥��Aa;tvmvr�tv¢��}mvu�{�q
(δx, δy) = (1, 1)

ª
� a�m {∆p}p=0,..,n = {(1, δp)}p=0,..,n

¢Aa®��kva�m
{�¥
n + 1

q_{�ql³U�;{����£u�q_aO�}t
�lu�tvaO��mvu�{�qMk�{�¥¿�Aa;tvmvr_tv³
¢M�)mvu�{�q�ª �,tvu£mvu�q_�,¥{�to`!r����2´nÁ?�}¶!¥{�t§ap����] �lu�toap��mou£{�q

δp
{�q_a�{�¢_mo�}u�q�k§�,��u£q_aO�}t§kvijk�mvap`�{}¥

n + 1

/0/ æ
1�Ý�Ý�ã�2
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aOwDr��)mou£{�q�k��la;�Aa;q��_u£q_�§{�q
n+ 1

r�q_¯jq_{)¼-q�kpª �,touÈmvmva;q4r_qM�la;tZ�J`§�)motvu£º®¥{�tv`4«l{�q�a�]M��kpÃ




(x+ y)n.(1, δ0)
n

:
(x+ y)n.(1, δn−p)

n

:
(x+ y)n.(1, δn)n




=




1 .. δn−p
0 .. δn

0

: :: : :: :

1 .. δn−p
n−p :: δn

p

: :: : :: :
1 .. δn−p

n :: δn
n



.




x0yn

:
xpyn−p

:
xnyn−n



,

´�Áp��¶

¼-]�a;toa.mo]_a§��{�q��la;qMk�aO�Hq_{�mo�}mvu�{�q
xk
knm��}q���k�¥{�t

xk/k!
mv{4��a�m�tou���{}¥¿¥·����mo{�tou����K��{ja��®��u�a;qDm�k;ª�
�q_a

toap�;{���q_u£¤papk��&°z�}q9�la;t¿d¦{�q��_a�`§�}mvtouÈº
V
¼-]_u���]§�la;mvaptv`9u�q��}qDmKu�kz�M{Dk�u£mvu���a-kvu£q��;a

∆i
�}q��

∆j
´
j 6= i

¶
��tva�q_{�ql³U�;{����£u�q_aO�}tOª
~±q2�_t�����mvux��a�«�`J{�q_{�`9ux�}�xk

xn �}q��
yn «zmv]M�)m®knm��}q��Ä¥{�t9����t�mou����-�la;tou£�)�}mvu���apk ∂nf

∂xn

��q�� ∂nf

∂yn

«��}toa
{�¢lmo��u£q�ap�0rMk�u�q_�¬�lu£toap��mvu�{�q�kJ{�¥Z�Mapt�mor_to¢��)mou£{�q

(1, 0)
�}qM�

(0, 1)
ªÄ\�aptv`§k

xkyn−k (k = 1, .., n −
1)
�;��q_q_{�m�¢Aa,�;{�`9�_rlmoap� u�q � knmoto��u£��]Dm�¥{�to¼��}t��Ä`§�}q�q_a;tOª \�]�apkvaH`§�?iÇ¢Ma¬�lap�_r���aO� ��k���u£q_aO�}t

�;{�`.¢_u£qM�)mvu�{�qMk�{�¥��A{���ijq_{�`9ux�}�xk
(x + y)n.(1, δp)

n ´
p = 0, .., n

¶Zmv]M�)m�toa;�_toapkva;qDm����Z³U�;{�`9�_rlm��}¢_��a
�_a;tou£�)�)mou£��apk ∇n(f).(1, δp)

n ª 
�q_a
kv{�����apk��_to{�¢��£ap`9k-kvr���]4��kpÃ

Find Υk = (ε0, .., εn) s.t.
n∑

p=0

εp(x+ y)n.(1, δp)
n = xkyn−k, ∀x, y. ´�Á .}¶

»¿]�{D{Dk�u�q_�
x = y = 1

«M{�q_a.�laO�lr��;apkZmv]��}m
Υk

u�k�kv{���rlmvu�{�qY{�¥��®��u£q�ap�}t�k�ilk�mvap` u�qj��{��£�ju�q_�®°z�}q��la;t
dY{�q��la%`9�}mvtouÈº

V
«z�}q��0¼-]_u���]Ätvu���]Dm!]���q��0kvu��_a§mvaptv`5uxk.��]_{Dk�apq0��k�mv]_a

k + 1th ��aO��mo{�t!{�¥-mv]_a
�p�}q_{�q_ux�;�}�©¢���k�uxk�{}¥�� n+1 ª
 $ � ��� � �  � 	������

yzto{�¢��£ap` ´nÁ .�¶�]M��k.mv{,¢Ma4kv{�����ap�0a�º_����mv��i¬mv{,��a�mJa�º_����m9�_a;tou£�)�)mou£��apk.¢MaO�;��r�k�a�mv]�a�r�kva�{}¥���q
u£mvapto�}mvu���a®ko��]_a;`9a§¼-u£mv]Ä�4��tvaO��uxk�u�{�q¬{}¥

10−6 ¥{�t�a�º_��`J���£a®¼-u�������u£`9u£m.�la;tou��?�}mvu���a®�p�}�x��r_�x�)mou£{�q�k&mv{
mo]_a!ko�}`9a��_toap�;u�kvu�{�q¨ª�\�]_uxk�uxk�q_{�m�a;q�{�r_��]�¼-]�a;qYk�mvr��liju�q_�®ap�£aO��mvto{�q_³U�}mv{�` ��{��£��u�kvu�{�q¨ª�~±qY�_t�����mvux��a�«
�9�;{�qj��apq_u£apqDm-kva�m�{�¥��_u£toap��mvu�{�q�k�{�¥��Aa;tvmvr_to¢��}mvu�{�q4u�k

S = {(1, 0), (1, 1), (1,−1), (1, 2), (1,−2), ...}kvu�q���a&u£m�ap��kvapk�`§��qDrM�}�Rk�{��£r_mvu�{�q�k�{�¥�´�Á .)¶�ª
\��}¢��£a§���_toapkva;qDmok�mv]�a9kva�m�{�¥��lu�toap��mou£{�q�k�{}¥��Mapt�mor_to¢��)mou£{�qH¼�aJrMk�aJ¥{�t&mo]_a§��{�`J��rlmo�}mvu�{�q,{}¥��;tv{Dkvk
�_a;tou£�)�)mou£��apk��}���MaO�}tou£q_�.mv]�a - u£q_{Dk�]�uÈm��.¼��?��a;¥r_q���mvu�{�q

ψK
u£qj��{��£�ju�q_��ÁpÂJ���}t��}`9a;mva;t�kpÃ

ψK(s, u, t) = [ c0,0,0 + c1,0,0s+ c1,1,0u+ c2,0,0s
2 + c2,1,0su+ c2,2,0u

2+
+c2,2,2t

2 + c3,0,0s
3 + c3,3,0u

3 + c3,2,2st
2 + c3,3,2ut

2+
+c4,0,0s

4 + c4,4,0u
4 + c4,2,2s

2t2 + c4,4,2u
2t2 + c5,5,0u

5+
+c5,5,2u

3t2 + c6,6,2u
4t2]e−ks/2.

´�ÁpÂ�¶

~Um�¼���kZ��]_{�kva;q�¢MaO�;��r�k�a
u£m�]���k-q_{§q_ap���)mou£��a�³U�M{)¼�a;t¿mvaptv`§kpª �¬�?��a�¥r_q���mvu�{�q
ψK

�_a;�Aa;q��_kZ{�q4�)�}touÈ³
��¢_��apk

s
«
t
«_��q��

u
«j¢_rlm-ap����]%`9{�q�{�`9u����A�_a;�Aa;q��_k�{�q��J��{�r_�_��a�{�¥��)�}tou���¢_��apk¿{�q_��i�ªK\�]_a�mv]�a;{�toa�mou��p�}�

toapkvr_�£mokK`§�?i.¢Ma��}�_�_��u�ap�Rª�\�]_aZ�lu�toap��mou£{�q�kK{�¥©�Aa;tvmvr�tv¢��}mvu�{�q�k��}toa�mvtou£�_��a�m�k;Ã
δs = (1, 1, 0)

u�k�apwDr��}�_mv{
mo]_a�kvr_`�{�¥

δa = (1, 0, 0)
�}qM�

δb = (0, 1, 0)
«
δt = (1,−1, 0) = δa − δb

«��}qM�
δu = δλ = (0, 0, 1)

ª

×%+ / ×Ùñ
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{�q_a
¼-u��£����]_{j{�kva�mo]_a�`9{�toa
��{�qD��a;q_u�a;qDmZkva�m�{�¥��)��tvux�}¢_��apk�� {a, b, λ} {�t {s, t, u} �®¥{�t-mv]�a���{�`9�_r_³m��)mou£{�q�¼-u£mv]¦�J��u���apq�¼��?��a;¥r_q���mou£{�q¨ª
)�tv{�`�\��}¢_��a
�.u£mZ�;��q�¢Aa�kva;a;q�mo]��)m-mo]_a
���}tvmvux�}�R�laptvu��)�)mou£��a ∂6D

∂t2∂u4

`§�?i®¢Ma��;{�`9�_rlmoap����kpÃ

∂6D

∂t2∂u4
=

1

360

[
96∇6

D.δ
6
t − 30∇6

D.δ
6
u + 16∇6

D.δ
6
t+u+

+16∇6
D.δ

6
t−u −∇6

D.δ
6
2t+u −∇6

D .δ
6
2t−u

]
.

´�ÁpÅ�¶

\�]�a - u�q_{Dk�]_u£mo�J¼��?��a;¥r_q���mou£{�q%uxk���{�`9�_rlmo��¢_��a�rMk�u�q_�4Áp�9�lu�tvaO��mou£{�q�k�{�q_��i�ª 
�q_a&{�¢�k�aptv��apk¿mv]M�)mZ�}qji
k
³F{�to�lapt
���}tvmvux�}�¿�la;tou£�)�}mvu���apk§´

k = 1
�}qM�

k ≥ 3
¶
��tva®�p�}�x��r_�x�}¢��£a§r�kvu�q_�

k
�lu£toap��mvu�{�q�k�{}¥��Mapt�mor_t�³

¢M�)mvu�{�q�«Kmv]��}mJuxk
k
ap�?���£rM�)mvu�{�qMk!{�¥�mv]_a4{)��a;to�£{D���laO�,�;{l�la�ª0\�]_uxkJtvap`§�}u�q�k!motvr�a%¥{�t

k = 2
¼-]_a;q

��]�{D{Dk�u�q_�¦�lu�tvaO��mou£{�q�k
δs+u

�}q��
δs−u

«�¢_rlm!mo]_uxk!��]_{�u��;a®u£`9�_��u�apk�{�q_a%�lu�toap��mou£{�q¬`J{�tva�´
δs−u

¶
�}qM�
�;{�q�kvapwDr_apqDmv��i®�.��{�kok�{}¥�Áp�j½ u�q%mo]_a
a��®��u�a;qM��i%{�¥�mo]_a���{l�la�ª

»¿to{�kok��la;tou£�)�}mvu���a&u£qj��{����Du�q_�
m
�)�}tou���¢_�£aOk�`9�?i��}�xk�{J¢Ma&m�����¯j��ap�Rª 
�q_a&r�kvapk�mo]_a
��apq_a;t��}�©`!r��ÈmouÈ³

q�{�`9u����©¥{�to`!r_�x�_Ã

(δx1x1 + ..+ δxmxm)n =
∑

n1+..+nm=n

n!

n1!..nm!
(δn1

x1 ..δ
nm

xm)x1
n1 ..xm

nm ,
´F�}��¶

mo]��)m!k�mo��q��_k&¥{�t
mv]�a®��apq_a;t��}��u£¤pap�
n
³F{�to�_a;t
�la;tou��?�}mvu���a§{�¥

f(x1, .., xm)
a;�)�}��r��}mvap�,¼-u£mv]µ�lu�tvaO��mou£{�q

(δx1, .., δxm)
Ã

∇n
f (x1, .., xm).(δx1, .., δxm)n =

∑

n1+..+nm=n

n!

n1!..nm!
(δn1

x1 ..δ
nm

xm).

.
∂nf

∂xn1

1 ..∂xnm
m

(x1, .., xm).

´F�lÁO¶

\�]�aYqjr_`!¢Aa;t�{}¥�q_{�ql³U�;{����£u�q_aO�}t®�lu�tvaO��mou£{�q�k®{�¥&�Aa;tvmvr�tv¢��}mvu�{�qÉtoapwDr_u�tvaO� mv{0ux�la;qDmouÈ¥iÇap����]É���}tvmvux�}�
�_a;tou£�)�)mou£��a�uxk�apwDr����Amv{Jmv]_a&qjr_`.¢Mapt N (m,n)

{}¥��;{�`.¢_u£qM�)mvu�{�qMk�´
n1, .., nm

¶�{}¥�u£qDmvap��aptok�kvr���]%mo]��)m
n1 + ..+ nm = n

´
0 ≤ ni ≤ n

¶�ª���k�`§���£�¨��tv{���t��}`*kvr �®��apk�mo{§a;�)�}��r��}mva N ª 
�q_a
{�¢�kva;to��apk¿mo]��)mmo]_a���{�`9�_�£a;ºluÈmni®{�¥ N (m,n)
uxk-{�¥

O(nm−1 ª�glapwDr_a;qM��apk-��tva&��u£��a;q�u£q ' gl�£{D�}q_aD´E�}�����D¶"(Fª
~±qHmv]_aJ���}tvmvux��r�����t��p��kva�{}¥zmo]_toa;a!�)��tvux�}¢_��apkp«©{�q_a.]���k N (3, n) = (n + 1)(n + 2)/2

¥{�t
n ≥ 3´mvtou���q_��r�����t�qjr_`.¢Mapt�kvapwDr_apq���a?¶�«?mo]��)mKuxk N (3, 3) = 10

« N (3, 6) = 28
« N (3, 9) = 55

«lª�ª�ªK»¿]_{j{Dk�u�q_�
¥{��£��{)¼-u�q_�.q�{�ql³±��{��£��u£q�ap�}t-�lu�toap��mou£{�q�kp«l{�q_a&`§�?i%��{�`9�_rlmva ∂3f

∂a∂b∂λ

¥tv{�`��la;tou��?�}mvu���aOk ∇3 ��k;Ã

6
∂3f

∂a∂b∂λ
= ∇3

f .(1, 1, 1)3 −∇3
f .(1, 1, 0)3 −∇3

f .(1, 0, 1)3 −∇3
f .(0, 1, 1)3+

+∇3
f .(1, 0, 0)3 + ∇3

f .(0, 1, 0)3 + ∇3
f .(0, 0, 1)3.

´F����¶
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δs δt δu δs+u δt+s δt−s δt+u δt−u δ2t+u δ2t−u(
1
1
0

) (
−1

1
0

) (
0
0
1

) (
1
1
1

) (
0
2
0

) (
−2

0
0

) (
−1

1
1

) (
−1

1
−1

) (
−2

2
1

) (
−2

2
−1

)

� � � � � � � � � � � �

s

� � � � � � � � � � �

s2

� � � � � � � � � � �

s3

� � � � � � � � � � �

s4

� � � � � � � � � � �

t2

� � � � � � � � � � �

u

� � � � � � � � � � �

u2 � � � � � � � � � � �

u3 � � � � � � � � � � �

u4 � � � � � � � � � � �

u5 � � � � � � � � � � �

su

� �� � � � � � � � � � � � �

st2

� � �� � � � � � � � � � �

s2t2

� � �� �� �� � � � � � � � �

t2u

� � � � �� � � � � � � � �

t2u2 � � �� � �� �� � � � � � � �

t2u3 � �� ! � � � � � � � � � � � � � � �

t2u4 � � � � � " � � � � � � � � � � � �
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n
ª ��u���apq®�
�)�}tou���¢_�£a�.!{}¥Rmnij�Aa '�,���«

mo]_a®��u£¢�to��tvi2´Ù¥{�t
n = 2

¶���{�qMk�ux�la;t�k&mo]��)m/.�0�'�1M«2.�0�'3�§�}q��4.�0�'�5¦toapkv�MaO��mou£��a;��iH]_{Dknm�mo]_a6�������-5��
�)���£r_a�{}¥��?��tvux�}¢��£a7.¬�;{�`9�_rlmoap� ��k.u£q mv]_a�{�tou���u�q��}����{l�la�«¿�}q��0mv]_a8�������+5��Y�)���£r_aOkJ{}¥-¸�t�knm§�}qM�
kvap�;{�q��Y{�t��la;t��la;tou£�)�}mvu���apkpª&¹¿i4`9ap��q�k�{}¥¿��k�a;m�{}¥9$:&*'�(*)�+�kp«_mo]_aJ�£u�¢_t��}toi�{)��a;to�£{D���_k�mo]_aJ�;����kvkvux�;�}�
{��Mapto�}mv{�tok§´<;>=@?A= 5B=DCH�}q�� 5�5�¶&�}q��,mo]_a®ap�£ap`JapqDmo�}toiY¥r�q���mou£{�q�k%´mvtou£��{�q_{�`Ja;mvtou���«�a;ºl�M{�q_a;qDmvux�}�
��q����£{����}tou£mv]_`9ux�!{�q_apk�¶Z¥{�t
¢A{}mv],mnij�Aapk '�,��¦�}q�� '*-��E Mª®»¿{l�lapk&`§�?iH����kv{��;{�qDmo��u£q,r�kva;tv³U�_a�¸�q_aO�
`§�}mv]_ap`9�}mvux�;���©¥r_q���mou£{�q�k�mo]��)m�q_apap�%mv{§¢Aa � {)��a;to�£{D���laO�#�Z��k�¼�a;���Eª
\�]�a&�_uÈÆ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q�{�¥���qji�$�&%')(*',+"-���{l�la�mv]�tv{�r_��]�mv]_a�
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D
u£q�mv]_a��_u£toap��mvu�{�q

δa
ª 
�q_��i®mo]_a&¸�t�knm
ÁO�J�lu���u£mok-��tva&�_tou�q�moap�Rª

10−ω νRe
ω νIm

ω 10−ω νRe
ω νIm

ω� ��ª .�������.}�������)� ��ª ���}�_ÁOÅ���Å�Â���� Â Á�ª �����������������_Á Á�ª ����������������� .
Á ��ª Å���� .)�����}Å .jÁ ��ª Å�����Å����MÁO�lÁ
. Å Á�ª �����������_Áp� .?� Á�ª ���������}�D� .}�_Á
� ��ª Å�Å��D�}���D���}��� ��ª Å�Å��}Â������}Å���Á Áp� Á�ª ��������� .}����Â�� Á�ª �������}������Â .)Å
� ��ª Å�Å�Å����)�DÂ���Å_Á ��ª Å�Å�Å�� . .��}����� Á�Á Á�ª ������� .}Â_Áp��Å�� Á�ª ��������Â�Â�� .lÁpÂ
� ��ª Å�Å�Å�Å����}� .)��� ��ª Å�Å�Å�ÅD��.}��Å���� ÁO� Á�ª ������Á .}Å}���D�}� Á�ª ������Â .)��� .����
� ��ª Å�Å�Å�Å�Å��D�)� . . ��ª Å�Å�Å�Å�Å�� .)��Å�� Áp� Á�ª ������Â�Â���Â��D�}Â Á�ª �D�����}���MÁO��Å��
� ��ª Å�Å�Å�Å�Å�Å�������� ��ª Å�Å�Å�Å�Å�ÅD��.)��� Á;� Á�ª �}��� . .�.)Å}�j�}� Á�ª£ÁOÅ .����lÁ�Áp��Â��
. ��ª Å�Å�Å�Å�Å�Å�Å���ÁpÂ ��ª Å�Å�Å�Å�Å�Å�Å����D� ÁO� Á�ª �_Áp���_ÁO��Å_Á�ÁpÅ �_ª Å�Â������}����Â . .
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\�]�aZ�lu£ÆAaptvapq�mou��}mvu�{�q§�_to{��A{�kvap�J¢jiJmv]_aZ�£u�¢_t��}toi!`§�?i.¢AaZ��a;touÈ¸Map�Ju£q®mn¼¿{!k�mvap��kpÃ�� � \��?iD��{�t�moapk�m �Z�}qM�
�Jtoap�;r_tokvu���a��?���£ux�_�}mvu�{�q�{}¥�kvr��p��apkokvu£��a��laptvu��)�)mou£��apkpª
\�]�a.r�kvr���� � \��?ij�£{�t�mvaOknm �J��{�q�kvu�k�mok�u�q,�%¸�t�knm&{�t��la;t&��{�`9���}tou�kv{�qH{}¥�mo]_a§�la;tou��?�}mvu���aOkZ{�¢lmo��u£q_aO�Y¢ji
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f(x)
«

mo]_a&¥{�����{)¼-u£q_�.mn¼�{Jt��)mou£{Dk�`9�?i%¢Ma��;{�`9�_rlmoap�RÃ

νRe
ω =

|Re(f(x+ ωδx) − f(x))|
ω|Re(∇f (x).δx)| ,

��q��
νIm

ω =
|Im(f(x+ ωδx) − f(x))|

ω|Im(∇f (x).δx)| ,
´F�}��¶

¼-]�a;toa
x
uxk�mv]_a®����mou£��a.�)�}toux�}¢_��a�´·tvaO�}�K{�t&�;{�`9�_��a�º�¶�{}¥��luÈÆ©a;toa;qDmou��}mvu�{�q¨«

δx
u�k
��toap�}�K�lu�toap��mou£{�q�{�¥

�Aa;tvmvr�tv¢��}mvu�{�q¨«
ω
u�k�mo]_a§knmoa;�,{}¥¿�luxko��toa�mvuxko�)mvu�{�q�{}¥zmo]_a9¸�q_u£mva§�lu£Æ©a;toa;q��;a.`9a�mo]_{l�R«���q�� ∇f

uxk�mv]_a
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ω
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�_«Ak�`§���£��k�mvap��k

ω
�}toa
q_ap�;apkokv��tvi

mo{H`9u�q_u£`9u�¤;a�a;totv{�tok��;{�`9u�q_�¦¥to{�`�mv]_a%mvtor_q��p�)mvu�{�qµ{�¥-mv]_a4\��?iD��{�t!a�ºl���}qMk�u�{�q¨«
ω = 10−8 ¢Mapu£q_�

mo]_a¦{��_mvu�`9���-�)�}��r_a�ªÉ\�]_apq¨«�mo]_aYkvr_¢lmvt�����mvu�{�q2{}¥�mv{j{µ����{�kva��M{��)mou£q��}³U�M{�u£qDm9qDr�`!¢Aa;t�k9�£aO���_kJmo{¬�
�p�}q��;a;�����}mvu�{�q9a;toto{�tz�x�}to��a-apq_{�r_��]9mv{J�l{�`9u�q��)moa-mv]_aZmvtor_q��p�)mvu�{�q§aptvto{�tOª�~Um�u�k�¼¿ap�£�£³U¯Dq�{)¼-q.mo]��)m�k�rM��]
��a;touÈ¸A�;�)mou£{�q�k��£{j{Dk�a�mv]_apu£t����;�;r_t�����i9¥{�t-]_u���]_apt�{�to�_a;t��laptvu��)�)mvu���aOk;ª
)�{�tvmvr_qM�)mvap�£i�«�]�u£��]®{�t��la;t��la;tou��?�}mvu���aOkz`§�?i.¢Aa���a;tou£¸�ap�9toap�;r_tokvu���a;��i�ª�\�]_a��£u�¢_t��}toi!uxk¿���_�_��u£aO�§mv{!mv]_a
�;{�`9�_rlm��)mou£{�q�k

D
�}qM�®u£mok�`§�}qjr��}�R�laptvu��)�)mou£��a

Da
ªz�Zk��J��{�qMk�aOw�r�a;q��;a�«j{�q_a���{�`J�M�}toapk��la;tou£�)�}mvu���apk

∂nD

∂an

¼-uÈmo]J�laptvu��)�)mou£��apk ∂n−1Da

∂an−1

¥{�t�u£qM��toap��kvu�q_�
n ≥ 1

ª��-aO�}�j���}tvmok�{}¥Mmv]_aOk�a¿mn¼�{Zmoa;to`9k���tva�k�]�{)¼-q
u�qH\��}¢_��a.�_«�mo]_a;i¦�}toa!kvu£`9u�����tZr_�Ymv{HÁp�%�lu���u£mokp«�mo]��)m&��{�tvtoapkv�M{�q��_k�mo{§mv]�a!qjr_`9a;tou��p�}���_tvaO��uxk�u�{�q¦{�¥
mo]_a���{�`9�_rlmvaptpª�~±`§�}��u£qM�}toi§���}tvmok-��tva&�}�xk�{§�;{�`9�_rlmoap���}q��4kvu£`9u�����t-tvaOk�r_�£mok-�;{�r_�x��¢Ma
toa;�A{�tvmvaO�Rª

y�a;tv¥{�to`§�}q��;apk9�}toa4a;�)�}��r��}mvap�2���p��{�to�lu�q_��mv{¬mo]_aY��{�`J��rlmo�}mvu�{�q����-`Ja;mv]_{l�_k®u£qj��{��£��ap�Äu£q2mv]�u�k
k�mvrM�li�ª
Á�ª��  ��� Ë � Ï)(!Ï !�Ë �)�l�# Ï ! ��* �É]��}mva;��a;t
uxk&mv]�a%�lu�tvaO��mvu�{�q,{}¥��Aa;tvmvr_to¢��)mou£{�q¨«��

n
³U{�t��lapt&�_uÈ¥Ù³

¥a;toa;qDmvux�)mou£{�q��Aa;tv¥{�to`9ap�Hmv]_to{�r���]Htoap�;r_totvapq���aJtvap���}mvu�{�q�kv]_u���kJ´·\��}¢_��a%�}¶�]��?��aJ�4��{�`9�_�£a;ºluÈmni
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\��}¢_��a��lÃK�-ap���¨����t�m�k¿{�¥�kvr��p��apkokvu£��a��laptvu��)�)mou£��apk�{}¥
D =

∂0D

∂a0

�}qM�
Da =

∂0Da

∂a0

ª

q
Re

(
∂nD

∂an
)

)
Re

(
∂n−1Da

∂an−1

)

� Á�ª �������D��.?� .}��������Å}����� �K³±�
Á ³±�_ª �D�_Áp���_Áp���}�j�lÁpÅ����jÁ#�K³F� ³±�_ª �D�_Áp����Áp���}�D�_Á;Å���� �K³U�
� ��ª Â_ÁOÅ .}�_Á;�j��.}�����}�����}���K³U� ��ª Â_ÁOÅ .)��Á;�j��.)�D���?�D�}���z³F�
� ³n�lª �_ÁO����Â���� .}�}��Å .)��ÂlÁ#�K³F� ³n�lª �_Áp����Â�����.��)�DÅ .?��Â}���K³U�
� ��ª �D����.}��ÂD���lÁOÂ�� .)Â�.�� �K³U� �_ª ������.)��Â����lÁpÂD��.?Â .�. �z³F�
� ³�Á�ª �}� .)�D�}������Â�Å .)Å�Å�Å}Å��K³U� ³oÁ�ª ��� .}���}�D�}��Â�Å .}Å}Å�Å�Å�� �K³±�
� Á�ª Å�� .)�D�}����� .}����Â���.)Å�� �K³±� Á�ª Å�� .)��������� .)����Â}��Â}���z³U�

u£q
n2

' ��tou£ap¼���q_¯R´E�}�����D¶ (Uª�¹�rlmO«lmv]_a.��{�����u�kvu£{�q��;{l�la&u£q��;�£rM�lapk-]jij�Aa;to��a;{�`9a�mvtoux��¥r_qM��mvu�{�qMk�¥{�t
¼-]_ux��]Äq_{,��]_ap���0tvaO��r_totoa;q��;a9¥{�to`!r_�x�Ya;ºjuxk�mokpª,�Z�Èmo]_{�r_��]µmv]�a�a;ºj�A{�q�a;qDmvux�}����to{)¼�mv]µ{�¥�mv]_a
qjr_`!¢Aa;t�{�¥�����t�mouÈmou£{�q�k�uxk-k���{)¼
«jmv]_a��;{�`9�_��a�ºlu£mni®u�k-k�mvto{�q���a;t�mo]��}q¦�9wDr����lt��)mou���{�q�a�ª
�É]_a;q��lap���£u�q_�.¼-uÈmo]%¼��?��a�¥r�q���mou£{�qY´nÁpÂ�¶�«_�!�}³F{�to�_a;t��lu£Æ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q®{}¥

D
u£qj��{��£��apk-Á�ÁZ����t�mouÈ³

mvu�{�q�kp«�¼-]�a;toa���kz�
9
³U{�t��la;tK�lu£Æ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q.{�¥Mmo]_a�knm��}tvm�����{l�la-¼�{�r����.u£qj��{�����a-��������t�mouÈmou£{�q�k;ª

dY�}qM�}��u�q_�9��{�`J��rlmo�}mvu�{�q�k�¥to{�`
D
toap�lrM��apk�u�q4�.u�`9�M{�t�m��}qDm-`§�}q_q_apt�mv]_a��;{�k�m-{}¥K��{�`9�_r_mo�)³

mvu�{�q4{}¥�mv]_a��_a;tou£�)�)mou£��apk�{�¥
2F1

ª
�lª��  ��� Ë � Ï ( Ð  � Ë  }�� Ï)! � Ï ( !�Ë �?����?���_�# Ï)! * \�]_a-��{�`J���£a;ºju£mni�uxk��£u�q_aO�}t-´toapkv�¨ª�w�rM���lt��)mou��O¶
¼-]_a;q¦�9��{l�la
uxk-�lu£ÆAaptvapqDmvux�)mvaO��¼-uÈmo]�toapkv�Aap��m�mo{.mn¼�{¦´toapkv�¨ª�mv]�tvapaO¶¿�)�}tou���¢_�£aOk;ª
��{�tv¯ju�q_�
¼-u£mv]

D
«�¼��?��a�¥r_q���mvu�{�q4´nÁOÂ�¶�toapwDr_u�tvaOk�Áp�&�lu�tvaO��mvu�{�qMk�´·\��}¢_��a���¶K¢MaO�;�}rMk�a�mv]�aZ�lu£ÆAapt�³

a;qDmvux�)mou£{�q®uxk��Aa;tv¥{�to`9ap�9¼-u£mv]®toapkv�MaO��m¿mv{.�!��{�r��_�£aOk�{�¥¨u£qM�la;�Aa;q��_a;qDm¿�)�}toux�}¢_��apkpª�
�q�a�q_{}mou��;apk
mv]��}m&�;tv{Dkvk��la;tou��?�}mvu���aOkZ{�¥Kmv]_a9knm��}tvm��;{j�_a ��u�qD��{�����aOkZ�®u�q��lap�Mapq��lapq�m&�)�}tou���¢_��apkpª&gjrM��]��;���È³
��r_�x�)mou£{�q¦]���kZ�®��{�`J���£a;ºju£mni�u£q

n2 Ã¿a;ºDmoto����mou£q_�®�§Å}³F{�to�_a;t��laptvu��)�)mvu���a
toapwDr_u�toapk-`9{�toa
{�tZ�£aOkvk
N (3, 9) = 55

�lu£toap��mvu�{�q�kpª
�_ª��  ��� Ë � Ï)(  ! � Ë &��)� $E��* ¹�to��r_q_apt�� k�`9a�mv]�{j�4u�qj��{��£��apk-�§�l{�r_¢_��a�u£qDmoa;��t��}�F«lmo]_a

2F1
¥r�q���³

mvu�{�q ��q��É�0�;a;tvmo�}u�qÉqjr_`!¢Aa;t�{}¥��laptvu��)�)mvu���a���{�`9�_r_mo�)mou£{�qÉ¼-]_a;toap��k9mv]�aY`9a�mv]�{j� r�k�aO�Éu�q
' ��{�q�apk��¾dH���luxk�{�q�´E��������¶"(Zq_apap�_k%�,�}³U�_u£`9a;qMk�u�{�q�����wDr����lt��)mor_toa�¼-u£mv] �¬�;���£�xk9mo{¬mv]_a

1F1¥r_q���mvu�{�q¨ª®\�]_uxk��}³U�lu�`9a;q�kvu�{�q�����u�qDmvap��t��}��¼���k&knmor��lu�ap�,u£q ' ����ko��]�a;mZ�}�Fª�´�ÁpÅ�Å�Â�¶"(Uª®\�]_a%»¿y�c
mvu�`9aJ¼���k��}to{�r�q��Y��������k�aO��{�qM�_kZ{�q����%q_{l�laOk�{�¥zmv]�a9ÀZuÈm�����]_uKkvr_�Aa;t���{�`9�_r_mva;t�gl�����}��Á!�)m
»��}`.¢_tvux�l��a�´F���}�Zq_{l�lapkp«_Á?�}��dHÀ�¤ �)q_{l�laO¶¨¼-]_u��£a-¹�to��r_q_apt�� k�`9a;mv]_{l��´¼-u£mv]9���}³F{�to�lapt��_a;tou£�)�)³
mvu���a®{�¥

D
�}q��µ���?³±�lu£`9apq�k�u�{�qM�}�zu�qDmva;��to���x¶�q�a;ap��k���apkok
mv]M�}q0�¦]_{�r_t�k
{�qµ{�q_a®q_{l�la®{�¥-mv]_a

~n¹�d y�
�� ��� �J{}¥�»¿~nb ��g�´�Áp�Jq_{l�laOk;«�� .}��dYÀ�¤ �?q_{l�la?¶�ª

�¢j�ju�{�r�kv�£i�«?mv]_a��;{�`9�_rlm��)mou£{�q�k�tvaO�}��u£¤pap�!¥tv{�`

D
´nÁO���jÁ�Á��)�

2F1
��{�`9�_rlmo�}mvu�{�q�k�¢Aap�p�}r�kva

D
�}��tvaO���li

u�qj��{��£��apk&�
2F1

¶&u�k�`!r���]0��]_aO�}�Aa;t&mo{H����]_u�a;��aJmv]���q0�¦��{�`9�_r_mo�)mou£{�q¬�Mapt�¥{�tv`9ap��¥to{�` mv]_a�knm��}tvm
�;{l�la �Y´·�����}���

2F1
�;{�`9�_rlm��)mou£{�q�ko¶�ª
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2uxkK���_tvaO��u�{�r�k�moap��]_q_uxwDr_a�¥{�t�mo]_a-��{�`9�_r_mo�)mou£{�q.{�¥M]_u���]J{�t��lapt��_a;tou£�)�)³
mou£��apkpª�~UmZtoa;`§��u£q�k-mvtor_a
¼-]_a;qY�;tv{Dkvk-�_a;tou£�)�)mou£��apk�¼-u£mv]¦toapkv�MaO��m-mo{§mn¼¿{9u�q��lap�Mapq��la;qDm��?��tvux�}¢��£aOk-�}toa
�;{�q�kvux�la;toap�Rª�\�]_a��£u�¢_t��}toi!`§�?i9¢Ma��}�_�_��u�ap�9mo{.�}qji9�lu£ÆAaptvapq�mou���¢_��a�¼��?��a�¥r_qM��mvu�{�q�«�mo]_aZ�Aa;tv¥{�to`§�}q��;a
�_a;�Aa;q��lu�q_�§{�q%mo]_a
{�t��la;t�{�¥��lu£Æ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q���q��®mo]_a
qjr_`!¢Aa;t-{�¥�u�q��lap�Mapq��lapq�m��)��tvux�}¢_��apkpª
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\�]�a�apq_a;to��iJ{}¥¨mo]_a���to{�r_q��%knm��)mva�{}¥¨]�a;��u£r_`�u�k ���Z³n�lª Å���� .}�}���_ª r¨ª£ª )�u���r_toapk�Á���q����!��{�`9����tvaZmv]_a
¸M��a�³F¥{��x�J�luÈÆ©a;toa;qDmou����_��to{�kok�kvap��mvu�{�q¦´#) �
»�g_¶K�p�}�x��r_�x�)moap�!¥{�t�mv]�tvapa��luÈÆ©a;toa;qDmKu�q_uÈmou����_¼��?��a�¥r�q���mou£{�q�k;Ã
Á�ª�mv]_a - u�q_{Dk�]_u£mo�J¼��?��a;¥r_q���mou£{�q�´

EK = −2.903715a.u.
¶�¼-touÈmvmva;q4u�qµ´�ÁpÂ�¶�«

�lª�mv]_a ' gDmoa;¼��}tvm�� ��ap¢_¢�´�ÁpÅ�����¶�(�¼��?��a�¥r_q���mvu�{�q¬´
ESW = −2.90332a.u.

¶�Ã

ψSW (s, u, t) = e−ks/2(c0 + c1u+ c2t
2 + c3s+ c4s

2 + c5u
2),

´F�)�D¶

�_ª�mv]_a ' ¹�{�q_]M�}` � - {�]_�F´�ÁpÅ�����¶"(�¼��?��a�¥r_q���mvu�{�q,´
EBK = −2.903115a.u.

¶�Ã

ψBK(r1, r2, r12) = e−a1r1−a2r2 + e−a2r1−a1r2

+(e−a3r1−a4r2 + e−a4r1−a3r2)b2e
−r12 .

´F����¶


�qJmo]_aZ{�q_a-]��}qM�R«D�;r_to��apk��}toa�wDr_u£mva�u��_a;qDmvux�;���_¼-]��)moa;��a;tzuxkKmo]_aZ���p��r_t����;i�{}¥©mo]_a�u�q_uÈmou�����¼��?��a;¥r_q���³
mou£{�q¨ª�~±q���toap��k�u�q_��mv]_a-qjr_`.¢Maptz{}¥R�laptvu��)�)mvu���aOk�]���kzq_{&a�Æ©ap��m¿{�qJmv]_a�) �
»�g©Ã�¹�t��}r_q�a;t � k�`9a�mo]_{l�Ju�kz�
�;{�qj��aptv��a;qDm {�q_a�ª 
�q mv]�a {�mv]_apt ]��}q��¨« mv]_a ����toa;a;`9apq�m ¼-uÈmo] mo]_a �_�)m�� {�¥
' � ��]_`§�}`J³±¹¿apq_q���q_u©a�mZ�}�Fªx´nÁpÅ�Å�ÅD¶"(&uxk4q_{�m4�;{�`9�_��a�mva¬kvu£q��;a,�;{�`9�_rlm��)mou£{�q�k%toa;��tv{l�lr��;aHmo]_a¬k�]����Ma
{�q_��iAÃ®mv]_aptva4knmou£���-a�ºluxknm�k9�¦¥·����mv{�t§�Y¢Ma;mn¼¿apa;q a�ºl�Maptvu�`9a;qDmok9��q��µmo]_a;{�tvi�ª »¿r_tvu�{�rMk���i�«K¼��?��a;¥r_q���³
mou£{�q

ψi = e−a(r1+r2)(1 + .25r12e
r12/4)

¼-u£mv]��%¢����Ya;q_aptv��i��)���£r_a
E = 2.8766a.u.

¼���k��}¢_��a�mo{
toa;��tv{l�lr��;aZmo]_a
`§�}��q_uÈmor��la
{�¥�mv]�a
a�ºl�Maptvu�`9a;qDmo���RtvaOk�r��Èm�k ' �Zq��;��to��q_uRa�mZ���Eªx´E�����}�j¶"(Fª

dY��qji&wDr_aOknmou£{�q�k���tva¿knmou£���j{��Aa;q
¥{�t�mo]_a�u�qDmva;to�_toa�m��)mvu�{�q
{�¥lmv]_a
(e, 3e)

`9ap��kvr_toa;`9a;qDm�k¨{�q
]�a;��u£r_`
�}m��lª �¬¯�a±°fu£q��;u��_a;qDm%a;q�a;to��iÄ¢Aap�p�}r�kva¦mo]_aH`9{l�la;�xk®��tv{��M{Dk�aO� u�qÇmv]�aH��uÈmoa;t��)mvr�tvaY��tva¦r_qM�}¢_��a¦mv{
toa;��tv{l�lr��;a4mv]_aH`9����q_u£mvrM�laY{}¥&mo]_apkva¦a�ºl�Aa;tou£`9a;qDm�k;ª ~±q��lapap�R«-q�{�q_aY{�¥�mo]_aH`9{l�lap��k%�_tv{��M{Dk�a¦��q
���;�;r_to�}mva.mvtoap�}mv`9a;qDm�{}¥�mv]�a®\�g©Á9`JaO��]��}q�u�kv` mo]��)m�`§�?iY{l�;�;r_t
u�q¬�4�l{�r_¢_��a§u£{�q_uxkv�}mvu�{�q¨ª§~±q,mv]�u�k
`9aO��]��}q_uxkv`�«©mo]_a9u£qDmoa;t�����mou£{�qH¢Aa�mn¼�a;apqYmv]�aJu�q��;{�`9u£q���ap�£aO��mvto{�q,�}q��H{�q_a9{�¥zmv]_aJm��}to��a�m&a;��ap��mvto{�q�k
��ap���_k©mo{���¸�t�knm¨a�|nap��moap�&ap�£aO��mvto{�q�ª�\�]jr�k;«?u£mok�u£qDmvapto����mou£{�q�¼-u£mv]
mo]_az{�mv]_aptRmo��tv��a�mRa;��ap��mvto{�q
k�{�`9a�mvu�`9apk
u�q��lrM��apk�uÈm�kza�|nap��mou£{�q¨ª�\�]_aZkvap��{�q��§¹�{�toqJ���_�_to{?ºlu£`§�)mou£{�q.uxk���¢_��a-mv{��laOkv�;tvu�¢Aa-mv]_a�mn¼¿{
u�qDmva;t�����mvu�{�q�k
{�¥zmv]�aJ\�g©ÁJ`9ap��]���q_uxk�` kvu£qM��a.mn¼¿{�u£qDmvapto����mou£{�q�k���tva.u£qj��{�����ap�¨ª&bZa;��a;tvmv]_ap�£aOkvkp«Amv]_uxk&k�aO��{�qM�H¹�{�toq
���_�_to{?ºlu£`§�)mou£{�q4tvaOw�r�u£toapk��%�)³±�lu�`9a;q�kvu£{�q��}��wDr����lt��)mor_toa�¼-]_a;q,�}�_���£iju�q_��¹�t��}r_q_apt�� k-`9a�mo]_{l�R«¨�}qM�
�,ÁO�)³±�lu£`9apq�k�u�{�qM�}��w�rM���lt��)mor_tvaJu£¥¿mo]_a9`Ja;mv]_{l�,{}¥���{�q_apk
��q��,dY���luxkv{�qHuxk
r�kvap�¨ª 
�¢j�ju�{�r�kv�£i�«R{�r_t
`9a;mv]_{l�J��{�r����!¢Ma�r�kvap�.¼-]_u£��a¿mv]_a�`9a�mo]_{l��{}¥��{�q_apk��}qM�!dY���lu�kv{�q�«?mv]��}m�toapwDr_u�tvaOk����x�}to��a;t��}`9{�r�q�m
{�¥K»¿y�c�mvu�`Ja�«_¼�{�r_�x�%toap����]®mo]_a
�£u�`9uÈm�k-{}¥�`9{�k�m-{}¥Kk�r_�Aa;t���{�`9�_rlmvaptokpª
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]_ap�£u�r_`���tv{�r_q���knm��)mva�«���k��.¥r_q���mvu�{�q4{}¥�mv]�a��}q_���£a
θ2
ª�\�]_a
{}mo]_a;t-a�|nap��mvap��ap�£aO��mvto{�q�uxk��la�moap��mvap�4�}m

θ1 = 319
{ ªz°Kapt�mou��p�}�R¢���tokpÃK�}¢�kv{���rlmoa�a;ºl�Maptvu�`9a;ql³

m��}�K�_�}mo� ' � ��]_`§�}`J³±¹¿apq_q���q_uRa�m��}�Fªx´nÁpÅ�Å�ÅD¶�(Fª!gl{���u��H�£u�q_a�Ã - u£q�{�kv]_uÈm��®¼��?��a;¥r_q���mou£{�q¨ª ����k�]�ap�Y��u�q_a�Ã
gjmva;¼��}tvm�³ �,a;¢_¢�¼��?��a�¥r_qM��mvu�{�q�ª���{}mvmvap�4��u�q_a�Ãz¹�{�q�]��}`J³ - {�]_�M¼��?��a;¥r_q���mvu�{�q¨ª
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]_ap�£u�r_`���tv{�r_q���knm��)mva�«���k��.¥r_q���mvu�{�q4{}¥�mv]�a��}q_���£a
θ2
ª�\�]_a
{}mo]_a;t-a�|nap��mvap��ap�£aO��mvto{�q�uxk��la�moap��mvap�4�}m

θ1 = 139
{ ªz°Kapt�mou��p�}�R¢���tokpÃK�}¢�kv{���rlmoa�a;ºl�Maptvu�`9a;ql³

m��}�K�_�}mo� ' � ��]_`§�}`J³±¹¿apq_q���q_uRa�m��}�Fªx´nÁpÅ�Å�ÅD¶�(Fª!gl{���u��H�£u�q_a�Ã - u£q�{�kv]_uÈm��®¼��?��a;¥r_q���mou£{�q¨ª ����k�]�ap�Y��u�q_a�Ã
gjmva;¼��}tvm�³ �,a;¢_¢�¼��?��a�¥r_qM��mvu�{�q�ª���{}mvmvap�4��u�q_a�Ãz¹�{�q�]��}`J³ - {�]_�M¼��?��a;¥r_q���mvu�{�q¨ª
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µ{�ÆAaptok��-�_toap��u�{�rMk¨k�{��£r_mvu�{�q�mv{Z����]_u�a;��aK]�u£��]
{�t��la;t¨�lu£Æ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q¨«)��to{�kokR�la;tou£�)�}mvu���apk¨¢Mapu£q_�
�_ap�lr��;ap�Rª�\�]_uxkZaOk��Aap�;u����£��i�mvtor_a�¥{�t��lu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�qH¼-uÈmo]YtvaOk��Aap��mZmo{®mn¼�{®u£qM�la;�Aa;q��_a;qDm��)��tvux�}¢_��apk
��k��_to{)��aO�¬¢ji�mo]_a )��
»�g0�p�}�x��r_�x�)mou£{�q ´Ù¸���r_toa��}¶!u£qj��{����Du�q_�Yr��µmv{,�H�)³U{�t��lapt!�lu£ÆAaptvapq�mou��}mvu�{�q0{�¥
mo]_a®��a;q_aptvux�.mva;to`

D
ª¦»¿{�`9�_�£a;ºluÈmni,�;�}�x��r����}mvu�{�q�k
��u£��a9u£ql¥{�tv`§�}mvu�{�q¬{�q¬mo]_a%����mvr����K¥ap��k�u�¢_u��£u£mniH{�¥

�;tv{Dkvk��laptvu��)�)mvu���a§�;{�`9�_rlm��)mvu�{�q,��kok�aOkvkvu�q_�%]_{)¼¾mv]_a9{�to�lapt&{}¥��_uÈÆ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q,��q��Hmv]_a9qjr_`!¢Aa;t
{�¥
u�q��lap�Mapq��lapq�m��)��tvux�}¢_��a
��{�r_������u£`9u£m-mv]_a
�Aa;tv¥{�to`§�}q��;a�ª

\�]_a��£u�¢_t��}toi�¼�a��;{�q�k�mvtor���mvap�¬u�q $3&"' (*',+"- 7 9�¥{�tJ{�r�t.��{��£��uxk�u�{�q0���_�_��u��p�)mvu�{�q�«�u�q��;�£r��_apk.mv]_a
�_uÈÆ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q {}¥!mv]_a,]jiD�Aa;to��ap{�`9a�motvux�4¥r_qM��mvu�{�q

2F1
ª*\�¼�{Ä`9{�toa��;����kvkvu��p�}����a;t�kvu£{�q ´·�laO�}��u£q_�

¼-u£mv]4{��Mapto�}mv{�t�k��}q���a;��a;`9apq�m��}toi§¥r_q���mvu�{�q�k�{�q_��i_¶��}toa�r_qM�la;tZ�_a;��ap�£{��_`9a;qDm-u£q $3&"' (*',+"- 7 9��}qM�
�5464®ªK\�]_api®�}���£{)¼2¥{�t�kv{�`9a���rlmv{�`§�)mvux��{��lmvu�`9u£¤pap����{�`9�_r_mo�)mou£{�q®{}¥���to{�kok��laptvu��)�)mvu���aOkzu�qj��{����ju£q��
mn¼�{®u�q��lap�Mapq��la;qDm��?��tvux�}¢��£aOk�mv]_to{�r���]4mv]�a!`§�}q�����ap`JapqDm�{}¥z��u£q_aO�}tZ�;{�`.¢_u£qM�)mvu�{�qMk�{}¥z�lu�toap��mou£{�q�k�{�¥
S
ª�\�]�a;i%¼-u����¨¢Ma��_{j�;r_`9a;qDmvaO�%u�q¦�Jq_a�ºjm-¥rlmor_tva�ª
\�]_a�`9{j�_a;��{}¥
¸�t�knm4¹�{�toqÇ���_�_to{?ºlu£`§�)mou£{�qÇ�_tvaOk�apqDmvap�Çu�q mo]_uxk%�����Mapt��laOkv�;tvu�¢Aapk®{�q_aH{�¥
mv]_a

`9aO��]��}q_uxkv`9kZ{}¥Kmo]_a.�l{�r_¢_��a!u�{�q_uxko�)mvu�{�q�«Mq���`9a;��i%mo]_a.kv]��}¯�a�³U{}Æ,`JaO��]��}q�u�kv`4ªZ\�]_a!�x�)mvmvapt��;{�q�kvu�k�mok
{�¥��9��{��£��uxk�u�{�q�¢Ma;mn¼¿apa;q�mv]_a
u�q���{�`9u£q_�9ap�£aO��mvto{�q��}q��%mv]�a&mo�}to��a;mpªK\�]_uxk�¸�t�knm-u�{�q_uxkv�}mvu�{�q�u�k�¥{��£��{)¼¿aO�
¢jiÇ�µtoa;�x�)º_�)mou£{�q2��tv{l��aOkvk��lr_aHmv{µmo]_a�kvr��_�lapq ��]���q_��aY{�¥
�M{�mva;qDmou����Zmo]��)m�u�k%tvaOk��A{�q�kvu�¢_�£aY¥{�t��
kvap�;{�q��Han|naO��mvu�{�q�ª�»��}�x��r_�x�)mou£{�q�k&�}toa.toap���£u�¤;aO�H¼-u£mv]µ�}q¬���p��r_t��)moaJ�_apko��tou£�lmou£{�q�{�¥�mo]_a§u£q�uÈmou����zknm��)mva
{�¥
mv]_aHmo��tv��a�mpª ¹���k�aO�Ç{�q � �?³±�lu£`9apq�k�u�{�qM�}�Zu�qDmvap��t��}�Z��q�� ��{�`9�_rlmo�}mvu�{�q�k%{}¥�]_u���] {�t��la;t%�;tv{Dkvk
�_a;tou£�)�)mou£��apkp«�{�r_t
`9a�mv]�{j�¬��u£��apk�mo]_a%ko�}`9a§tvaOk�r��Èm�k&mv]���q¬mv]_a§`9a;mv]_{l� ' ��{�q_apk�� dY���luxkv{�q�´F�}������¶"(
mo]��)m-�laO�}�xk�¼-u£mv]4����a;toiJa;ºl�Mapq�k�u���a&�)³±�lu�`9a;q�kvu£{�q��}�Mu£qDmoa;��t��}�Fª )_r_tvmv]_aptv`9{�tva�«�qjr_`9a;toux�;�}�©toapkvr_�£mok��}toa
�;{�`9����tvaO�¦¼-uÈmo],mv]_a9toap��apqDm�a;ºj�Aa;tou�`JapqDmok&{}¥ ' � �}]_`§��`.³±¹�a;q_qM�}q_u©a�mZ���Eªx´nÁOÅ�Å�Å�¶"(Uª.~Um��}���MaO�}t�kZmo]��)m
mo]_a
���p��r_t��)moa - u�q_{�kv]_u£mo�.¼��?��a�¥r_q���mvu�{�q%�_{DaOk�q_{}m-u�`J��tv{)��a�mv]�a�toapkvr_�£mok�{�¢_mo�}u�q_aO�%¼-u£mv]�mv]_a&��u£��]Dmva;t
¹�{�q_]��}`J³ - {�]_��¼��?��a;¥r_q���mvu�{�q¨ÃZmv]_a9`9{l�la;�zk�mvu��£�Ktoa;��tv{l�lr��;apkZmv]_a§kv]��}�AaJ¢_rlm
q_{}m&mo]_a9`9����q_u£mvrM�la�ª
\�]�a�k�aO��{�qM��`9aO��]��}q_uxkv`f´·\�g©Á?¶-��{�r_�x��¢Aa
m�����¯j�£aO�%u�qY�9q_a;ºDm-¥r_mvr_toa�¼-u£mv]4{�r_tZ`Ja;mv]_{l�4r�kvu�q_�9mv]_a
ko�}`9a
�laOkv�;tvu��lmvu�{�q�{}¥�mv]_a
u�q_u£mvux�}��k�mo�}mva
�}qM��{�¥�mo]_a&¸�q�����knm��)moa�ª

�9 �� !�ÏjÎ $ Ë Ð & � Ë"! �p��¡ \�]�a&��rlmv]�{�t�kzmo]��}q_¯®mv]_a�»¿a;qDmvtoa�~±ql¥{�to`§�)mvuxwDr_a&bZ�)mou£{�q��}�R�la���� �zqMk�apu£��q_a�³
`9apq�m.glr_�Msptvu�a;r�t®´F»¿~nb ��g_¶�¥{�t
��tv{)�jux�lu£q��%¥toa;a®�;{�`9�_rlmoa;t&mvu�`9a�ª®\�]_a§]�a;����¥to{�` �Jª��Aa;qDmoa;q_{¦�)m
~±qMknmouÈmorlmv{®�la���ap{���{����x�_«lc�bZ�Zd0«�uxk-�}�xk�{9��t��)moa�¥r_����i%����¯jq_{)¼-��ap�l��ap�Rª
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' ��qM�;�}t��}q�uAa;mZ�}�Fª�´F�}���}�D¶ (&�Zq��;��to��q_uF« � ª c�ª�«AdY{�qDmo����q_aOk�a�«_\&ª£«� ���}�K»��}�_�Aa;����{�«©»�ª�«A��������«��-{��£a
{�¥
mv]_a
]�a;��u£r_` ��to{�r_qM��k�mo�}mva&u£q

(e, 3e)
��tv{l��aOkvkvapkp«jyz]jilk;ª���a;�©ª_��«�����«RÁ �AÁO�_ª

' ¹�a;t��}¯l�_��t¿a;mZ�}�Fª�´F�}������¶ (&¹�a;t��}¯l�_��tp«"�Mª£« � �}]_`§�}`J³±¹�a;q_q���q_uF« �!ªA« �����}��»��}���Map�£��{�«M»�ª�«��}�����_«l\�]_a
a;��ap��mvto{�q u�`9������m4�_{�r_¢_��a,u£{�q_u£¤O�)mou£{�q {}¥.�}mv{�`9k�Ã ��q u�q�kvu£��]�m�u£qDmo{Ämo]_aH¥{�r_tv³F¢A{l�li »¿{�r_��{�`.¢
kv�p�)mvmva;tou�q_�§�lijq��}`9ux�;kp«lyz]jijkpª_�-ap�¨ª£«�������«_Å�Á �©Áp�}�Mª

' ¹�u�ko��]_{�¥�a�m����Eªx´nÁOÅ�Å}�j¶!(
¹�u�ko��]_{}¥n«�»�ª�«-»���tv��a�«���ª�« - ]M���lap`JuF«�y�ª�«�� dY��r_a;tO«¿�!ª£«&ÁOÅ�Å}�M«�\�]_aY����³
~ ) 
��Z�_ª �0glijk�mvap`#¥{�t§mo]_a��Zrlmv{�`9�}mvaO� �Zu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�qÉ{�¥�)_{�tvmvt��}q .�.,yzto{���t��}`§kp«��Ztv��{�q_q�a
yztoa;�_tou£qDmZ��b � ³±d�»�gD³Uyz�DÂ_Á�³�Á�ÁOÅ}�!��q��¦»��-y�» \�aO��]_q_ux�;�}�¨��a;�A{�tvm�»��-y�»�³±\-��Å}����Å_Á�ª

' ¹�{�q_]M�}` � - {�]_�F´�ÁpÅ�����¶ (�¹�{�q�]��}`4«��
ª ��ª�« � - {�]_�F« �.ª �!ª£«�ÁpÅ����_«�glu£`9�_��a®��{�tvtoa;�x�)moap�¦¼��?��a;¥r_q���³
mvu�{�q�k-¥{�t�mv]�a
��to{�r_q���knm��)moa
{}¥�]�a;��u£r_` �£u�¯�a
�}mv{�`§kp« ��ª©»¿]_a;`4ªlyz]jilk;ª�«_�j�l«��)� .jÁ �l�)� .)��ª

' ¹�to��r_q_apt�a;mZ�}�Fª�´�ÁpÅ�Â�Å�¶ (�¹�t��}r_q_aptp«zd0ª£«�¹¿tou�����kp«���ª�« � - �x�}tO«zÀ�ª�«ZÁOÅ�Â�Å_«K\�tou��_�£iD³±�lu£ÆAaptvapq�mou������;tv{Dkvk
k�aO��mou£{�q�kz¥{�t�u�{�q_uxko�)mvu�{�q§{�¥¨]jij�_tv{���a;q§�}mv{�`§k�¢Di9ap�£aO��mvto{�qMkz�}q��®�M{Dk�u£mvto{�q�kp«"��ª�yz]jijkpªj¹�Ãj��mpªjd¦{��Eª
yz]jilk;ª�«����R«����}��� �l���}Â .lª

' »¿]���tv�Aa;qDmvu�a;t�a;mZ�}�Fª�´F�}���D��¶ (�»¿]���tv�Aa;qDmou£aptp«�~�ª£« �D�}¯lkva�«&b�ª�« � °Ka;aptokvs�« )�ª£«��}�����_«�gjaO��{�qM� 
�t��la;t
�Kº_����m ��a;tou��?�}mvu���aOk�mo{�y�a;tv¥{�to` 
��lmou£`9u�¤p�)mou£{�qH{�q,gjap�È¥Ù³�»¿{�q�kvuxknmoa;qDm�~±qDmoa;��t��}� ��wDr��}mvu�{�q�k�yzto{�¢l³
�£ap`§k;«jyzto{l��a;aO�lu�q_��k¿{}¥��Zrlmv{�`§�)mvux��a ��uÈÆ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q��}���_Á�Ã0)_to{�`*gju�`!r����}mvu�{�q®mo{ 
��lmou£`9u�¤p�}mvu�{�q¨«
gj�_tou£q���a;tv³U°Ka;to������«AÁpÂ�Å �AÁOÅ .jª

' )�� �9�lu�¹�tvr�q_{�´�ÁpÂD��.}¶ ( )M���®�_u�¹�tvr�q_{�« )¿ª�«�ÁpÂ�� .j«_bZ{}mva.k�r_t�r_q_a�q�{�r_��a;���£a&¥{�tv`.r_�£a.�la!�;�����;r_���_uÈ¥Ù³
¥a;toa;qDmvu�a;�F«�	�r���t�mOª ��ªly�r_tva��Z�_�_�Fª�dY�}mv]¨ª�«�
A«_���}Å �j�����_ª

' )���r_toa �¾yK�}�Aa;���?iR´�ÁpÅ�Å�Â�¶ ( )���r_toa�«�»�ª�« �fy����Map���?i�«�.ª�«ZÁOÅ�Å�Â�« 
��lilkvkvs;a4cZkva;t � k.��r_ux�la�ªK°Kaptokvu£{�q
Á�ª .j«_\�ap��]_q�u��p�}�¨�-ap�M{�t�m-~nbZ��~n� ��\�³±�_Á�Á�ª

' ��u�a;tou£q_�A´nÁOÅ�Å�ÅD¶!( ��u£aptvu�q_��«D�
ª�«MÁOÅ�Å�Å�«�\��}q_��a;qDmz�£u�q_aO�}t���q��§�-�?|n{�u�qDm¿d¦{l�lap�A»¿{�`9�_u��£aptZ«DcZkva;t�kK`§�}ql³
r��}��Á�ª ��ª

' ��tou£ap¼���q_¯§a�mZ���Eªx´nÁOÅ�Å��D¶!(���tvu�a;¼��}q�¯A«j��ª�« ��r_ap�_apkp« �.ª�«�gjtvu�q_u��)��ko�}q¨« �Mª£« � \¿ijq_a;tO«�»�ª£«_��� 
 � ³n»�«_�
yK����¯)�}��a
¥{�tZmv]_aJ��rlmo{�`§�)mou�� �Zu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�q¦{�¥�������{�tvu£mv]_`§k ��touÈmvmvapqYu£q¬»���»����.«M�Z�£��{�tOª .����_«
�Z»�d5\�t��}q�ko����mvu�{�q�k�{�q�dY�}mv]_ap`§�)mvux�;����gj{}¥Ùmn¼��}toa�«����R«RÁO�_Á �AÁp� .jª

' ��tou£ap¼���q_¯R´E�}�����D¶!( ��tou�a;¼��}q_¯©«_��ª�«A�������_«�� �"!%3 . ! #7� 
$2 ������� �"!$#7� ���"����� ��� 
 ��� , 38��� ! 
 � #������ 
 ��� . ���6�%:
!%3 2 �%��� #�� ' ��� � ��� �;�"� 
 #�� ! #7�8� 
 « )�tv{�q�mou£aptok�u�q¦���_�_�Fª�dY�}mv]¨ªMb�r_`.¢Mapt�ÁpÅ�«lgl~n�Zd ´y�a;q�q¨ª£«©�}������¶�ª

' ��tou£ap¼���q_¯§a�mZ���Eªx´E�������D¶!(���tvu�a;¼��}q�¯A«A��ª�«Ac�mv¯�a�« ��ªA�}q�� �,���Èmo]_a;tO«A�!ª£«)�z�)�}��r��}mvu�q_�%]_u���]�a;t��_a;tou£�)�)³
mvu���aZmva;qMk�{�tok�¢DiJ¥{�tv¼��}t��J�_tv{����}�D�)mou£{�q.{�¥¨r_q_u��?��tvux�)moa�\��?ij�£{�t�k�aptvu�apkp«�dH�)mv]�a;`§�)mou��pk�{�¥���{�`9�_r_mo�)³
mvu�{�q¨«�����«RÁ�Á�Á . �©Á�ÁO���_ª

' ��{�q_aOk � dY���lu�kv{�q�´E�}�����D¶!( ��{�q�apkp«�g©ª�«�� dY���lu�kv{�q�« �.ª À�ª�«��}�����_«Kgju�q_����a���q��µ�l{�r�¢_�£a�u£{�q_u�¤p�)mou£{�q
{}¥K�)mo{�`§k�¢ji®�_]_{�mv{�qMk;«_ap�£aO��motv{�q�k;«_��q���u£{�q�k;«_�Z~±y »¿{�ql¥aptvapq���a&�_to{l��apap�lu�q_��k���Å .j«_À��}q_q�a�« �Jª )¿ª�«
dY�}��a;�D�)mO« � ª�« � gl��]�`Jux�jmv³U¹ +l��¯ju£q_�M«lÀ�ª�´ ���_k�¶�«�.}� � .)�_ª

/0/ æ
1�Ý�Ý�ã�2



��� � � �
	�� �$ �"�# 	���� ����� �,� � ��	� �

' ��{�r_�x�}¯jux�}q%a;mZ�}�Fª�´�ÁpÅ�Å���¶ ( ��{�r_�x�}¯jux�}q¨«_¹�ª�« ���}��»����_�Aa;���£{M«A»�ª£« � ¹�t��}r_q_aptp«_d0ª£«�ÁpÅ�ÅD�l« ��{�r_¢_��a�u�{�ql³
u£¤O�)mou£{�q%{}¥�]_a;��u£r�`*¢ji.¥·��knm�a;��ap��mvto{�q�kpÃ�r�k�a�{}¥���{�totoa;�x�)mvaO�9mn¼�{!a;��ap��mvto{�q®¼��?��a;¥r_q���mvu�{�q�kp« �Mªjyz]jilk;ª
¹�Ã���mpª�dY{��Fªlyz]jijkpª�«����¨«��}Â���� �l�}Â .jÁ�ª

' - ]_apuÈ¥a;mok�a�mZ���Eªx´E�����D��¶!( - ]_apuÈ¥a;mokp«���ª�«�¹�to�?i�«l~�ª£«M¹¿apto��¯l�_�}tO« ��ª�« � ���}��»��}�_�Aa;���£{M«M»�ª£«A�}���D�l«M»¿{�`.³
���}t��)mou£��a�mv]_ap{�toa�mvux�;����k�mvr��li�{}¥

(e, 3e)
{�q4]_a;��u£r�`�Ã-»¿{�r_��{�`.¢l³U¼��?��apk���aptokvr�k-����{�kva�³±��{�r_�_��u£q��9���l³

�_to{�����]�«"�Mª_yz]jilkpª_¹�ÃM��mpª�d¦{��Eªly�]Dilkpª£«����¨« � Á?� � � �lÁ�ª
' - u�q_{�kv]_u£mo��´�ÁpÅD��.}¶ ( - u�q_{�kv]_u£mo�§«l\&ª�«MÁOÅ�� .j« ��to{�r�q��®k�mo�)moa�{}¥Rmo]_a�]_a;��u£r�`�«jyz]jilkpªD�-ap�©ª£«�
 ���¨«MÁp��Å�� �
ÁO�����lª

' � ��]_`§�}`J³±¹¿apq_q���q_u©a�mZ�}�Fªx´nÁpÅ�Å�ÅD¶!( � �}]�`9��`J³U¹�a;q�q��}q_uF«¿�!ª£«-\��}{�r_u£�F«�~�ª£«��Zr���r_a;mp«-��ª�« � ap�p��kp«�d0ª£«
���)�����luF« � ª�« � ¹�apto��¯j���}tO« �Mª£«�ÁpÅ�Å�Å_« 
�tvu���u�q4{}¥��lu���k��}q��Y�MaO�}¯lkZu�q¦mo]_a.��¢�k�{��£r_mva
¥r_����i¦tvaOk�{��£��ap�
��to{�kok%kvap��mvu�{�q�k%¥{�t�mv]_a,a;��ap��mvto{�ql³Uu�`J�M����m��l{�r_¢��£a,u£{�q_uxkv�}mvu�{�qÉ{}¥�]�a;��u£r_`4«�yz]jilk;ª��-a;�©ª���«����¨«
���}��Â �l�������lª

' � ap�£{�q_�}³ )_aptvt��}qM� �¾�Ztvq���r��lu�apkO´nÁOÅ�Å .�¶!( � ap�£{�q_�}³ )_aptvt��}q��¨«��Mª£« � ��toq���r��lu�apkp«���ª dµª�«_ÁpÅ�Å .j«�»¿{�r_tok��la
dY�)mo]_s;`§�}mvuxw�r�apkp«�\�{�`9a
�_ÃK��q����£ilkva�« ��r_q_{l�R«M����Â��¨ª

' dY��k�`9{�rM�lu � ��r_u�������r_`9a�´nÁOÅ�Å���¶!(
dY��k�`9{�rM�luE«}d0ª�� ��r_u�������r_`9a�«}y�ª�«lÁpÅ�Å��_«}»¿{�`9�_rlm��)mou£{�q!{}¥_]�u£��]
{�t��la;t��_a;tou£�)�)mou£��apk�u�q�{��lmvu�`§�}�¨kv]��}�Aa
�lapkvu���q¨«�bZr_`9a;tou�kv]_a
dY�}mv]_ap`9�}mvu�¯©«����¨«�Â���Á �lÂ�����ª

' ����kv��]�a�m��}�Fªx´nÁpÅ�Å�ÂD¶!(
����ko��]¨«���ª�«��É]_a;�x�}q¨«�»�ª \&ª£« � rM��a;i�«�g©ª y�ª�« �����&»��}���Map�£��{�«�»�ª£«�� �,���Èmoa;t�k;«
À�ª �
ª ��ª�«jÁpÅ�Å�Â_«O�)³±�lu£`9apq�k�u�{�qM�}�}u�qDmva;��to����kR��q��
kvr_�Mapto�;{�`9�_rlmoa;t�k;«}»¿{�`9�_r_mpª;y�]Dilkpª?»¿{�`J`.r_q¨ª�« 
�
 ��«
� .}Â �j��Â}�Mª

' gDmoa;¼��}tvm�� ��ap¢_¢�´�ÁpÅ�����¶ (�gjmva;¼��}tvm � �,a;¢_¢�«!ÁpÅ�����«�y�]_{}mo{}³Uu£{�q_u�ko�)mou£{�qÉ{}¥�]_ap�£u�r_` �}qM�Éu£{�q_uxk�aO�
�£u£mv]�u£r_`4«Myztv{l��ªlyz]jijkpªMgj{l��ª£«�� �¨«��}��� �l�����_ª

' gj��{���q_a�´F�}������¶ (&gj��{���q_a�«¦b�ª �Mª �!ª£«Y�}������«�\�]_a 
�ql³ � u�q_a �zqM��il����{��Aap�lux� {�¥Y~±qDmva;��a;tÇgjapwDr_apq���aOk;«
]Dm�mv��Ã � �?¼-¼-¼
ª tvaOk�aO�}t���]¨ª �}m�mOª �;{�`���q)|���k �}k�aOw�r�a;q��;apk �jª

×%+ / ×Ùñ



���������
	����	���	��
�������	����
�
�����
���������� �!���"�#��$ ���

� �!'!��-'!���


���Ë �;�# ! & Ï)( � ��Ë ! � Ï � $ Ë �0� �

� 	  & �ÇÏ �?Ð Ë �% }� Ï �p�§Ð Ë �  �
_�l�� �
 Ë   Ï � ! ��p�_�# Ï)! �
�_ª£Á ¹���k�ux�;k�{�¥��}r_mv{�`§�}mvux���_uÈÆ©a;toa;qDmvux�)mou£{�q ª&ª
ª&ª
ª
ª&ª
ª&ª
ª�ª
ª&ª
ª
ª&ª
ª&ª
ª&ª
ª
ª�ª
ª �
�_ª � ÀZu£��]4{�t��la;t-�lu£ÆAaptvapqDmvux�)mvu�{�q ª&ª
ª
ª�ª
ª&ª
ª&ª
ª
ª&ª
ª&ª
ª�ª
ª&ª
ª
ª&ª
ª&ª
ª&ª
ª
ª�ª
ª .
�_ª � ÀZu£��]4{�t��la;t-��to{�kok��la;tou��?�}mvu���a
��{�`9�_rlmo�}mvu�{�q5ª
ª
ª&ª
ª&ª
ª�ª
ª&ª
ª
ª&ª
ª&ª
ª&ª
ª
ª�ª
ª Å

���6!�Ë �?�_� Ï � Ï 
 Ë � $ Ï �_Ð  ! & $  ���)�l� Ì 
 �

� � �� Ë �  · �� $z� Ë ���$�O� 
 �

����Ï)!  ·�O�l�# Ï ! � Ë ���$�O� 
 �

� �.Ï)!   $ ��# Ï ! � ���

/0/ æ
1�Ý�Ý�ã�2



Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes
655, avenue de l’Europe - 38334 Montbonnot Saint-Ismier (France)

Unité de recherche INRIA Futurs : Parc Club Orsay Université - ZAC des Vignes
4, rue Jacques Monod - 91893 ORSAY Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique
615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rocquencourt : Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis : 2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)��������� �	��
�

���������� ��� ���

ISSN 0249-6399


	Setting of the problems
	High order cross derivative computation
	Basics of automatic differentiation
	High order differentiation
	High order cross derivative computation

	Operator overloading library
	Numerical results
	Ionisation results
	Conclusions

