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∗ ÛÁÜzÝ=ÜzÞ%ß=àAáSÝGâVãµã�äåß¿æ=Ü�ç�èÏé�ã(Þ%ß­æ�ê�ëªæGáVÜ�ì6âVß=äåã�ÜzÞ%é�ãVß=ä%í¿Ü�à¼æ�î¿ïEðÄñ�ì6ðÄòóÛ#ìCïµòÁòÁôöõ²à�äåé�æ=ß=Þ%à�æ?éµäµ÷�î¿ïEðóø­ùåúåúVû¼øüåü û üåý�þ¼ÿ æGáVÜ�ÛÁä{ë�Þ��~ïEä�à�èÏÜ�æ ë���ßGÞ%é�æÁì\ïEì��Sû��åù��	� ÿ ì
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!�áµè%�ÏÜCìÁ÷�&�Þ%ß'#åäåâ ÿ ðY÷�Û#Þ%ç)(zè%#KÞ%éVç�ñó÷%ïVÞ%ß¿ßGÞ%à�à�ä
!óÜ�ß=Ü$*EèÏÝGè æ=èÏé�+4æ=áµÜ,&-
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¨ïEäåãµáVè Þ0
�é�æGèÏã�ä	�ÏèÏÝ{÷
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$��2#éµè *�Ü�ß¿ÝGè æ�3#çµÜ4.�èÏàzÜ¼ø¿ï�äåãµáµè Þ5
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7 �98 üVÿ ñhø ú	�	8åúåù�ïEäåãµáµè Þ0
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¶ ��èÏãµÞ%ß¿æ=è%��Ü�é�æ=ä çµè î é) ©äåß'��Þ�æ=èÏà{Þ Ü�ïEèÏÝ=æ=Ü<��èÏÝ=æ=èÏàzÞ ÿ 2�éµè *�Ü�ß=Ý=è æed çµè ÛÁä	��Þgf�6xÞ ïEÞ%ãµèÏÜ�é�(zÞ�h ÿ Ü<��Þ%è%�
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¬­��}�i ���%���he
Ḡ
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G′
¶

�

î�.�ÛÁî/




���������
	��
�����
���������������������������! "	��
#%$&���('����*)+$,��-
.��/��$,	10�	
����-
2!���3�*��4����������65/7/	��98:����.;� c�c

��j�iªi8��wZ��¶ �������@��¶ �8���{}(³~j?y�e��(yp���%���he
G
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G
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(x, y)
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{v1 = y, e1, v2, . . . , en−1, vn = x, en, v1 = y}
¥6j^w{��|%e ¸Z��iª�²¦²y{}~�h�©���Ä|�ux|�¦©j��©�

G
¶

l¾}~��w{�©�xjE�4y{ehj�j�ºv��¦²}~����y{�©}���w�|%ehjEikj
E∗G′,s

�xj�Ñ��hjE��¥vu�y�ehj�¬­}�¦©¦²}(±��©�h�ªwzj �Q�hj���|�j�}�¬��he���w{jEwS�
c�¶ � Ö ����* R¿ 

(s, sF , y)
¹h±�ehjE�{j

sF
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s
#

�x¶ ¢ Ö ����* R­ 
(s, z1, z2, y)

¹�±�ehj���j
z1
�����

z2
���{jpy�ehj�y�±��²���h}x�xjVw�}�¬#y{ehj�jV�x��j

(s, y)
#

�h¶4¬­}���jV��|%e��h}x�xj
vi
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i = 1, . . . , n− 1

Ì]�
Ë¿�QÌS¦©j�y

vj

¥CjSy�ehj�y{eh�©���b�hj��©��ev¥C}��k}�¬
vi

¹K}�y{ehjE�¯y�e����
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�����
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y�ehj�� � Ö
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¹h±�ehjE�{j
z1
���6�
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#
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F
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¹h±�ehjE�{j
vF

i
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vi

#
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¹Q±�e�j���j
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#

d�¶ ¢ Ö ����* R­ 
(x, z1, z2, s)

¹x±�ehjE�{j
z1
�����
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���{j?y{ehj�y�±��©�À�h}x�xjEwf}�¬#y�ehj�jE�h��j

(x, s)
¶

��j�y���w�|�}�iª�h�hy{jmy{ehjª¦©j��h��y{e^}�¬
E∗G′,s

¶¯sv�©��|�j3� ( ����$ ���p����� 4�( ���
$ ���p�he��~wzjVwZe��µ³~j¯¦©j��h��y{e
2
���6�

�©��|��{jV��w{j�y{e�jmj�ºv��¦²}~�{jV�@y{jE�{���²y{}���u�¥Qu
2
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������ehjE��|�j

E∗G′,s

e���w�¦²jE�h��y�e
5n + 2
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E∗G′,s

¹h�©��y�ehj�|��~wzj
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s
¶
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��wpy{ehjªÑ��%wzy�ikjEj�y��²�h�À�C}��©�Qy¯�(¬ y{jE��y{e��©w
j�ºx�h¦²}~����y{�©}��Á¶bsx�²��|�jÀ±¾jÀ����jSj�ºv��¦²}~�{�©�h�®��y{��j�j~¹�±4j�im��wzyªe6�µ³�j

uq = w1
¹¾���6�Æy�eh�©wk�h}x�xjÀim��w�y

¥Cj^y�ehj��6����j��QyS}�¬���}v�hj
v
¶ �Áj�y

Y′
¥6j�y{ehj¨wzj �~��j���|�j

Y
±��´y�e w{�h¥�w{j	�Q�hj��6|�j

β
�{jE�h¦©�~|�jV�°±��²y{e

(u1, . . . , uq , uq, w1, . . . , wr)
¶mdfe6�(y��©wE¹Á¥C}�y{e«���~j��Qy�w?±f��¦©§�y�}��~j�y{e�j��p¬­�{}~i½y{ehjªiªj�j�y{�©�h���6}~�²�Qy

u1y�}�y{ehjZ������j��QyK}�¬\�h}x�xj
v
¹~y{ehjE� � � 	��r�_(

2
±f���²y�w�±�eh�©¦²jk� � 	��r�_(

1
��wKj�ºv��¦²}~�{�©�h�

v
¹Q�����ky�ehj��ªy�ehj�uk¥6}�y{e

±f��¦©§ªy{}~��j�y{ehjE�fy{}8�h}x�xj
wr

¶
dfehj������©�ó}�¬hw{j	�Q�hj��6|�jEw

E ′T,s = (X, Y′)
��wÁ�4¬­jV��w{�²¥h¦©jYj�ºx�h¦©}��%�(y��²}~�pw�|%ehjEikj�¬­}~�

T
�����

cost(E ′T,s) =

cost(E◦T,s)
¶ bh�h�{y{e�j���ik}~�{j~¹

cost(E ′T,s)
��w���y�¦²jV��wzy�e���¦²¬�}�¬#y�ehj��v�hi¯¥Cj��Z}�¬�jE�x�~j�y{�%�µ³�j��%w���¦�w��©�

E ′T,s��¦²��w?e���¦´¬�}�¬Yy{ehjk�v�hi¯¥Cj��?}�¬�±f���²y�wZ�²�
E ′T,s

¶�dfehj�¬­}~�{iªj��p��w?��y?¦©jE��wzy?e6��¦²¬K}�¬Ky�ehj¯³(��¦©�hj�Ë=��ÌZ±�eh�©¦²j
y�ehj�¦��(y{y{j��?�©w?�(yZ¦©jE�~w�y1c�Ë y{e�j���j¯����j��(yZ¦©jE�~w�yZy�±¾}8±f���²y�wZ�²�

Y′
Ìå¶�¸Zj���|�j�y{ehjm¥6}~�h���ÂË=�~Ìfeh}~¦©��wZ��¦�w{}

�©��y{ehj�|E��w{j?±�e�j��
x1 + x3 + x4

�©wf}x�h�Á¶
�

���~|%eÀ�h}x�xj�}�¬N�95o�Q	�(
3′
}�����5o�L	�(

4′
e6��w��ª�x��w�y��²��|�y?|%eh�©¦©��}�¬N��5o�L	�(

1
¹hw{}

x′

3 + x′

4 ≤ x1.
Ë dQÌ

b��h�{y{ehjE�{iª}���j�¹~�´¬
T
�©w��h}�yf������y{e�±��²y{eS����j��6�8�6}~�²�Qy

s
¹~y{ehjE�SjV��|%e8�h}x�xj?}�¬@��5o�L	�(

4′
e���w4���x��wzy{�©��|åy

����|�jVw�y�}��f�h}x�xj�}�¬N��5o�L	�(
3′′
¹�wz}

x′

4 ≤ x′′

3 .
Ë=��Ì

��� ÔvØ ¡ Ô 
 � ��� � 	��
T
4
	 ���

n
(i�
� ��	�����	
	�8(��� 2D��� ���

s
� $,	��

ET,s

4
	�� 2L	 	o���
$,������������� ��-
2L	���	���	�(
��#%�6�
	
�14�5/��$ �����6����2%� 0�	
����-
2�( �L��	
	

(T, s)
�q������$,	��

E∗T,s

4
	*��� �o���9������$�	�����$,�������9����� ��-
2L	���	q'���� �9��	
	
T
� ��2L	��

-
���
�
(ET,s)-
���
�
(E∗T,s)

≤

{
4
3 + O

(
1
n

)
,

10
7 .

� ¡ ØÁØ
	 � »A¬
T
�©wK���6�(y{eª±��²y{e����kjE���k�6}~�²�Qy

s
¹�y�ehj��ª�²y���wYjE�~wzu�y�}�wze�}(±by�e��(yK}~�h����¦©��}~�{�²y{e�i �{j�y{�h����w

����}~�xy{�©i8��¦ój�ºv��¦²}~����y{�©}���w�|%ehjEikj~¹hwz}ª±4j�j�ºh|�¦©���xjpy�eh�©wZ|���w{jp¬­�{}~i
y{e�j�¬­�h�zy�ehj���������¦©uxwz��wE¶
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�~�  ����/$p�;�6�������	�
���[����.���#
�����m "�������,.��	��� 0m���6����-o-
�

� wz�©�h� �ÁjEiki8�~wNd�¶Ï�¯����� d6¶ �m������y%��§v�©�h�
α
�����

β
wz��|%e�y{e6�(y

x′
3 + x′

4 = αx1
¹
x′

4 = βx′′
3

¹h���6�
0 ≤ α, β ≤ 1

Ë¿w{j�j8Ë dvÌf�����¨Ë=�~ÌzÌ�¹h±¾j�e��µ³~j

cost(ET,s)

cost(E∗T,s)
≤

x1 + 3x′
3 + 4x′

4 + 3x′′
3 + 4x′′

4 + odd(x1 + x3)

x1 + 2x′
3 + 2x′

4 + 3x′′
3 + 3x′′

4 + odd(x1 + x3 + x4)

=
(x1 + 3(x′

3 + x′
4)) + (x′

4 + 3x′′
3) + 4x′′

4 + odd(x1 + x3)

(x1 + 2(x′
3 + x′

4)) + 3x′′
3 + 3x′′

4 + odd(x1 + x3 + x4)

=
(1 + 3α)x1 + (β + 3)x′′

3 + 4x′′
4 + odd(x1 + x3)

(1 + 2α)x1 + 3x′′
3 + 3x′′

4 + odd(x1 + x3 + x4)

≤





4

3
+ O

(
1

n

)
,
¬­}~�����vu8y{��j�j

T
#

4

3
,

�²¬
odd(x1 + x3) ≤ odd(x1 + x3 + x4).

b�}��fy�ehj�¦©�~w�y��©�hj	�Q����¦²�²y�u�¹x}~¥�w{j���³�j?y{e���y
(1 + 3α)/(1 + 2α)

�����
(β + 3)/3

���{jp¥6}�y{e@�(y�iª}Qw�y 4
3

¶
»AyZ��j�i8���²��w�y{}�w{eh}(± y�e��(y�y�ehj��%�(y��²}8}�¬#y�ehj¯|�}Qw�y%w���w��(y�iª}~wzy 10

7

±�ehjE�
odd(x1 + x3) = 1

�����
odd(x1 +x3 +x4) = 0

¶�»¼�ªy{e��©w¾|���w{j��(y¾¦²jV��wzyK}��hj�}�¬\y{ehj�»¼��j	�Q����¦©�²y{�©jEw�Ë�dQÌY�����@Ë=�~Ì�i¯��wzy�¥CjZwzy{���©|�yE¹
y�e��(y���w

x′
3 + x′

4 ≤ x1 − 1
}~�

x′
4 ≤ x′′

3 − 1
¶�nZy{ehjE�{±���w{j�¹Á�²¬

x′
3 + x′

4 = x1
�����

x′
4 = x′′

3

¹Áy�ehj��
x3 = x′

3 + x′′
3 = x′

3 + x′
4 = x1

�����
odd(x1 + x3)

±¾}~�h¦��S¥Cj�j	�Q����¦\y{}
0
¶

»A¬
x′

4 ≤ x′′
3 − 1
¹Ky{e�j��Äy���§Q�©�h�

α
�����

β
w{��|%e°y{e���y

x′
3 + x′

4 = αx1
¹

x′
4 = βx′′

3 − 1
¹4�����

0 ≤ α, β ≤ 1
¹h±4j�e��µ³�j

-o���6�
(ET,s)-o���6�
(E∗T,s)

≤
x1 + 3x′

3 + 4x′
4 + 3x′′

3 + 4x′′
4 + 1

x1 + 2x′
3 + 2x′

4 + 3x′′
3 + 3x′′

4

=
(1 + 3α)x1 + (β + 3)x′′

3 + 4x′′
4

(1 + 2α)x1 + 3x′′
3 + 3x′′

4
≤

4

3
.

»A¬
x′

4 = x′′
3

�����
x′

3 + x′
4 ≤ x1 − 1

¹Qy{ehjE�
x3 = x′

3 + x′′
3 = x′

3 + x′
4 ≤ x1− 1

¶Yd���§v�©�h�
α
w{��|%e�y�e��(y

x3 = αx1 − 1
���6�

0 ≤ α ≤ 1
¹x±¾j�e��µ³~j

cost(ET,s)

cost(E∗T,s)
≤

x1 + 3x3 + 4x4 + 1

x1 + 2(x′
3 + x′′

3 ) + (2x′
4 + x′′

3 ) + 3x′′
4

=
x1 + 3x3 + 4x4 + 1

x1 + 2x3 + 3x4
=

(1 + 3α)x1 + 4x4 − 2

(1 + 2α)x1 + 3x4 − 2

≤
4(x1 + x4)− 2

3(x1 + x4)− 2
.

Ë¿�~Ì

b�}��
x1 + x4 ≥ 1

¹vy�ehj�j�ºx�h��jEw�wz�©}��^Ë=�~Ì4�xjV|���jE��w{jEw¾±�ehjE�
x1 + x4

�²�6|���jE��w{jEwE¶�Ã®j�e��µ³~j
x1 ≥ 2

w{�©��|�j
T
�©w��h}�y������(y�eÁ¹#�����

x4 ≥ 1
wz�©��|�j

odd(x1 + x3 + x4) 6= odd(x1 + x3)
¶�dfev��w

x1 + x4 ≥ 3
¹

w{}@Ë¿�QÌ���w���yfiª}Qw�y 10
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�"?�� � EaS"ElOLHqW�
AS+M H�� PNP T ��""H(S*S 
AS"M B�OQElE P  H�� OLH	"*C
Ã¨j?�hjEw�|����²¥Cj��h}(±Ä}��h�¾ehj����{��w�y��©|Z��¦©��}����²y{ehi � 	��
	������ 	�( �%�o	o	

(G, s)
¬­}��4|�}�iª�h�hy{�©�h�m��w{�����h�h�©�h��y{��j�j

TG

}�¬¯�Æ���%����e
G = (V, E)

�{}v}�y{jE� ��y��Â��}v�hj
s ∈ V

±�eh�©|%e y{���²jVw8y{}Ä��|%eh�©j�³~j��Â��j�¦��(y��²³~j�¦©u
w{i8��¦©¦�³µ��¦²��jm¬­}~��y{ehjk¬­}~�{im�h¦©�¨Ë_cµÌå¶kÃ®j8¥Cj�¦©�©j�³�jmy{e6�(y¯|�}~iª�h�xy{�©�h�À���{}v}�y�jE�®wz�����h�h�©�h��y{��j�jª±�eh��|%e
iª�©�h�©ik�©Ç�jVw4y{eh��wf¬­}~�{im�h¦©�m��w�É��YÊAe����%�ó¹hw{�²�6|�jpy{ehj���j�¦��(y�jE���h��}�¥h¦©j�i
}�¬�|�}�iª�h�xy��²�h�8�ªw{�����h���²�h�my{��j�j
±�e��©|%eÄi8�(ºx�²iª�©Ç�jVwky{ehjÀ�v�hi¯¥Cj��8}�¬p¦©jE�µ³~jEwm�©wSÉ��YÊAe����%� Î �EÐA¶Ú»¼� svjE|�y{�©}�� d�¶ d¨±4j@wze�}(±
y{e���y8y{ehj
j�ºx�h¦²}~����y{�©}��«w{|%e�j�iªj�|�}~��w�y��{�6|åy{jV�¨¥Qu«��¦©��}~�{�²y{e�i 0�	
���o-o2W( �%��	
	

(TG, s)
¬­}~��y{e�jSwz�6���h�h�©�h�Ày��{jEj

TG|�}�iª�h�xy�jE�S¥Qu8��¦²�~}����´y�ehi � 	��
	������ 	�( �%�o	o	
(G, s)
uv�²jE¦©��w4�k·f¸?s�±��´y�e�|�}Qw�y��(y4iª}~wzy

3 3
8

y��²iªjVwf±¾}~��w{j
y�e����ªy�ehjZ|�}~wzy�}�¬ó���8}~�xy{�©i8��¦6·f¸psm¬­}��K�~�����he

G
¶�»A¬

G
��w�������y{e8±��²y{e

s
��w����ªj����ª�h}x�xj~¹�y�ehj���y{ehj

}~�xy{�©i8��¦�j�ºx�h¦©}��%�(y��²}~�®w�|%ehj�iªjk�©w�}~¥v³Q�©}��6w�¶kdfehj���j�¬­}~�{jm±¾j8��w�w{�hiªj¯y�eh�{}~�h��e�}��xypy{eh��w�w{jE|åy��²}~��y�e��(y
�~�����he

G
��w��h}�y�}�¬#y�eh�©w�¬­}���i�¶

�Z¦²�~}����´y�ehi �+	��
	������i	�( �L��	
	
(G, s)
y��{�©jEw4y�}8}�¥xy%���©�À�8w{�����h�h�©�h�ky{��j�j�±��²y{e^�8w{iª��¦²¦ó³(��¦²�hj�}�¬�y{ehj

¬­}~�{im�h¦���Ë_cµÌY¥vuky{��uQ�©�h��y�}m�µ³~}����8|���jE�(y��²}~�ª}�¬:��5o�L	�(
4
�h}x�xjVw�¶Yo@}~�{jZ�h�{jV|���wzjE¦²u~¹�y�ehj?��¦²�~}����´y�ehi ����}(±�w

�©�«�S�~�{jEjE�xuÀi8���h��j�����w{�����h�h�©�h�Sy��{jEj
T
¹Áw�y%���{y{�©�h��¬­��}�iÈ�h}x�xj

s
¹Á�µ³�}~�©�x�©�h��|���jE�(y��²}~�^}�¬4�²�Qy�j�������¦

��}v�hjEw8±��²y{e }~�h¦²u°}��hj^|%e��²¦��ó¶ö�rwz�©�h�~¦²j^|%eh�©¦��Ú�©w�� ��5o�Q	�(
4
��}v�hj�¹f�h�h¦©jEw�w8�²yS�©w��«¦²jV�(¬�¶nbh}~�8y{ehj

|�}�iª�h�xy%�(y��²}~�^}�¬Yy�ehjk��¦²�~}����´y�ehiÀ¹6¦©j�y
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�xjE�h}�y�jk��¦²±f�µuxwfy{e�jkw{j�y�}�¬K�h}x�xjVwZ�©�^y�ehjª|��h���{jE�QyZy{��j�j
T�����À¦©j�y

V T = V \ VT

#\�©�h�²y{����¦©¦²u
VT = {s}

¶�Ã �´y�e^��jEw{�6jV|åyZy�}8y{��j�j
T
¹�jV��|%e@�h}x�xj¯�²�

V
�©wZj��²y{ehjE�

��� ���r� 	��6�
��$q���e��	�¹�}����[$,	
�A' #Á�´y���w���� 	o��� 	��6�
��$q���e��	p�´¬4�´y�¥Cj�¦©}��h�QwZy�}Sy�ehjªwzj�y
V T

¶��Z� 	o��� 	��6�
��$
��	�� �;2L4
���m}�¬��k�h}x�xj

u ∈ V
�©w��k�hjE�²�~ev¥6}~��}�¬

u
�©�À���%���he

G
±�eh��|%eÀ¥6jE¦²}~�h�~w4y�}

V T

¶
dfehj8�6wzjE���x}x|�}x�xjª}�¬���¦©��}~�{�²y{e�i �+	���	������ 	�( �L��	
	p�©w��~�²³~j��¨¥6jE¦²}(±�¶�dfe�j���¦©��}����²y{ehir|�}���w{�©wzy�w�}�¬

y�±4}������zy%w�¶ �?�h�{�©�h�������{y�c~¹�y�ehjk��¦²�~}����´y�ehi��´y�j��%�(y{�©³�jE¦²u�j�ºvy�j����hw?y�ehjm|��h�{��j��Qy?y{��j�j
T
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T
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����4�$,	�$,	
�A'«�²��y{��j�j
T
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	o���L���
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��$(�
� ��	8Ë¿±�¶ �V¶ yE¶
T
Ì?��w�����}v�hjk�©�

V T

±�eh��|%e®e6��w��(y�¦©jE�~w�y�}��hjª�hjE�²�~ev¥6}~�p�©�
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T
¹~y{e�j���jZ��w��h}

jV�x��jp�©�
G
¥Cj�y�±4j�jE�����S�©�Qy{j�������¦C��}v�hjp�����S����j�ºQy�j�������¦C�h}x�xj~¶Kdfe��(yf�©wE¹xjE�~|%e�jE�h��jp�²�

G
¥Cj�y�±4j�j��

y�ehj�w{j�y�w
VT

���6�
V T

�©w��~�µ�z��|�j��Qyfy{}��k¦©jE�(¬�}�¬
T
¶

»A¬Áy�ehj���jp�©w4����j�ºx����������¥h¦©jZ¦©jE��¬��²�Sy{��j�j
T
¹�y�ehj���j�ºvy{jE���

T
¥Qu8w{j�¦©jE|�y{�©�h�m���S����¥h�²y{�%����umj�ºv�6�����vÊ

��¥h¦©j�¦²jV�(¬
u
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T
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T�©�^y�ehj�¬­}~¦²¦©}(±��©�h�S±f�µu�¶��Áj�y
P = (u1, u2, . . . , uk)

¥Cjk�S���(y�e��©�
G
|�}~��wz��wzy{�©�h�S}�¬�j�ºvy{jE�{�6��¦���}v�hjEw

w{��|%e�y{e���y��h}x�xj
u1
��w4y{ehj�}~�h¦²uS�h}x�xj�}��

P
�~�µ�z��|�j��Qy¾y�}

T
�����S��}v�hj

uk

�©w4y�ehj�}��h¦©u�j�ºv�6�����h��¥h¦©j
j�ºvy{j�������¦Y�h}x�xj�}��

P
¶ �Áj�y

u0
¥CjS�À�h}x�xjS�²�

T
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