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Résumé : La stabilité des détonations monophasiques est connue depuis plus d’un
siécle. En revanche, les conditions de stabilité des ondes de détonation multiphasiques
et leur structure interne sont restées inconnues, par manque de modele d’écoulement
plausible et en raison de I’absence de relations de saut au choc. Sur la base d’un modéle
d’écoulement a une seule vitesse et une seule pression (mais plusieurs températures),
et de relations de saut appropriées, la détermination de cette structure est désormais
possible. Dans ce rapport, on se propose de mettre en place une méthodologie d’ana-
lyse et de résolution, en rappelant les deux principaux modéles existant pour le calcul
de la structure interne des ondes de détonation monophasiques. Dans le cas particulier
ou le fluide obéit a une loi des gaz parfaits, on explicite sa solution analytique, et I’on
propose un algorithme numérique donnant une solution approchée. Cette méthode sert
de base a I’élaboration de celui que I’on utilise pour un fluide multiphasique. Dans ce
rapport, nous proposons une détermination de la structure interne des ondes de déto-
nations multiphasiques. Des tests numériques sont effectués pour valider et évaluer a
la fois le modeéle et le solveur proposés.
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Stability conditions of multiphase detonations and resolution
of their internal structure.

Abstract: The stability conditions and the structure of single phase detonation waves
are known for more than one century. Nevertheless, those of multiphase detonation
waves are still unknown. The main reasons lie in the lack of knowledge of appropri-
ate flow model and shock jump conditions. On the basis of a single pressure-single
velocity flow model, but with different temperatures, and appropriate jump conditions,
the determination of the multiphase detonation wave structure is now possible. In this
report, we propose a methodology for analysing and resolving this structure by first
recalling the two main models existing for single phase detonation waves. In the par-
ticular case of a fluid that obeys the equation of state of an ideal gas, we give the
explicit expression of the analytic solution and we propose a numerical algorithm for
the approximate solution. This algorithm is the basis for elaborating the algorithm
that we use for a multiphase model. In this report, we propose the determination of
the internal structure of multiphase detonation waves. Numerical tests are performed,
allowing the validation and the evaluation of both our model and solver.

Key-words: detonation waves, monophase and multiphase flows, real gases, hetero-
geneous explosives
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Stabilité et calcul de la structure interne des détonations multiphasiques 5

1 Introduction

Les conditions de stabilité des détonations monophasiques sont connues depuis
plus d’un siécle. Leur structure interne a par la suite été déterminée, il y a environ 60
ans. Toutefois, les conditions de stabilité et la structure interne des ondes de détonation
multiphasiques sont restées inconnues. |l fallait en effet disposer d’un modéle d’écou-
lement plausible ainsi que de ses relations de choc. Sur la base du modele d’écoule-
ment a une seule vitesse et une seule pression (mais plusieurs températures), qui a été
proposé récemment, la détermination de cette structure est désormais possible. Dans
le présent document on propose d’en effectuer la détermination et de mettre a profit
ces informations pour déterminer la cinétique réactionnelle des explosifs hétérogénes.

Le rapport est organisé de la fagon suivante. On rappelle tout d’abord le modéle de
Zeldovich, Neumann et Doering (ZND) [14, 11, 3], utilisé pour le calcul de la struc-
ture interne des ondes de détonation monophasiques. Cette partie sert a structurer les
calculs analytiques dans I’optique d’appliquer la méme méthodologie aux équations
plus complexes du modele multiphasique. Dans le méme esprit, on rappelle ensuite le
modele de Wood et Kirkwood (WK) [13], pour les détonations monophasiques a front
courbé. Enfin, on établi le modele multiphasique en considérant le cas particulier de
deux fluides.

On prend soin tout d’abord a sa fermeture en présence de transfert de masse. Il
est en effet nécessaire de déterminer une densité moyenne a I’interface qui devra as-
surer une formulation symétrique du modele en garantissant I’inégalité d’entropie. On
formule ensuite ce modele en un jeu de variables agréables pour I’analyse autant que
pour la résolution numérique. Enfin, on réalise la résolution du modéle en établissant
un algorithme adapté.

2 Rappels dans le cas monophasique

2.1 Cas monophasique 1-D plan: le modele ZND

Ce modele, utilisé dans le cas monophasique 1-D plan, correspond au systeme
d’équations aux dérivées partielles suivant, valables en tout point, y compris au choc

(9(pY,) | O(puY,) -
o o PV
9p | pu) _ 0,
) ot or )
Opu)  O(pw+P)
ot ozx ’
O E)  OlpE+P)ul
\ Ot Oz '

Les notations sont classiques : u, P et E désignent respectivement la vitesse, la pres-
sion thermodynamique et I’énergie totale du melange, a I’exception de Y, qui désigne
la fraction massique des produits générés par la combustion (situés dans une zone
amont au choc); p est la masse volumique du mélange qui contient deux espéeces, de
fractions massiques Y, et Y, = 1 — Y, puisque la réaction de combustion peut se
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6 M.-H. Lallemand & R. Saurel

résumer schématiquement par
réactifs — produits .

Yp désigne le taux d’apparition de ces produits.
Ce systéme est fermé par une loi d’état, qui pour I’instant va étre considérée sous
sa forme la plus simple :
P=(y-1)p€.

L’énergie totale du mélange peut s’écrire en effet sous la forme
1 2
E = G(P,p,Yk) + Eu )

ou
e(PapaYk) = E(Pap) + Z Yy 62 ’ (2)
k=p,r

et e} désigne Iénergie de formation de I’espéce k. L’énergie interne &(P,p) est donc
déduite de I’énergie totale par:

1
E(Pp) =E — (" + 5u%),

avec ¥ = > Ve, désignant I’énergie de formation du mélange. Le calcul de la
k=p,r
structure interne de I’onde de détonation nécessite les trois ingrédients suivants :

— les relations de passage au travers de I’onde de choc,
— les conditions sur la surface sonique,

— les equations de I’écoulement établies sous une formulation pratique pour per-
mettre leur résolution entre le front de choc et la surface sonique.

Décrivons ces ingrédients.

2.1.1 Les relations de choc

Au travers du choc, les réactions chimiques sont supposées absentes. Les équations
de I’écoulement au travers du choc se raménent alors &

((9(pY,) | O(puY,)

ot oz =0,
@Jra(pU) 0,
8(pu)+8(pu2+P) _ 0
ot oz -
0(pF) , DB +P)Y]
N Ot oz o

Ce systéme s’écrit sous la forme conservative

8_U n OF(U)
ot ox

=0,

INRIA



Stabilité et calcul de la structure interne des détonations multiphasiques 7

pour laquelle les relations de choc s’écrivent [F(U) — DU] = 0,00 [f] = fr — fL
désigne le saut de la variable f, fr (resp. fr) représentant la valeur de la variable a
droite (resp. a gauche) du choc et D désigne la vitesse du choc. On en déduit que

[YP] =Y,
[0 (u - D)] 0,
pu(u—D)+P] =0, )
PWE(u—D)+Pu] =0

2.1.2 Formulation en variables primitives

La résolution de la structure interne de I’onde est facilitée par I’écriture du systéme
(1) dans le jeu de variables suivant : fraction massique Y,,, masse volumique p, vitesse
u et pression P qui sont communément appelées variables primitives.

Le systeme (1) devient, apres quelques transformations :

( 0Y, oy, .
o U T
op op ou
< E+u%+p%—0,
ou, ou 10P_
ot or p Ox ’
o, 0e Pou_
l Ot ox p Oz ’

dans lequel on a noté e = e(P, p, Yy ), avec la définition (2). En introduisant la dérivée
lagrangienne

bW _ 9 .0
dt ot oz’
ce systéeme s’écrit
=Y,
dup Bu
=0
P o ’
d u 10P 0
dt = por
due P Ou_,
l dt p or
Compte tenu de la définition précédente, la variation d’énergie s’écrit
Oe Oe
de = — dP + —‘ dp + dy; .
BP p,Yk 8p P7Yk: Z 8Yk apaY/
Ainsi, I’équation d’énergie devient
Oe d,P L Oe Oe dup Oe d,Yy P Ou 0
oP .Yz dt 8p PY;, dt & 8Yk; P’p’Yk' dt P oz ’
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c’est a dire
P_, o De Y,
du P 47 P 9|py, Ou B 2k Bvy Pp,Y, g
dt de or de
op p>Yg op P>y
Vérifions a ce stade quelques propriétés du modeéle.
1. La vitesse du son figée est définie par
oP
= -— .
ap $, Yy
L’identité de Gibbs s’écrit
de=Tds— Pdv+ dy; .
Z 8Yk P, Y ’

En travaillant a entropie et fractions massiques constantes elle se réduit a

de=—-Pdv,

c’est a dire 5 5 P

= dr+ | dp=dp.

or 0,Y dp PY;, P
La vitesse du son s’écrit alors

Eo b
2 P P1PY;
¢’ = o .
oP ,O,Yk

L’équation sur la pression devient ainsi

de Y
duP . o 0u 2k 9 PoY,
¢ — =-
dt p or Qe
oP Yk

. Le terme de droite de cette équation doit étre positif lorsque la réaction se pro-

duit. En vertu de la contrainte Y, +Y, = 1,0na Y Y Par ailleurs,
0
Do) _g.
oYy |p

Ainsi

Z aYk (62 — ef?) Y, .

La réaction réactifs — produns, est nécessairement exothermique, donc

avec ¢ > 0. L’équation en pression devient alors

d, P 2 Ou qY,

at " PC BT o
opP

p:Yg

INRIA



Stabilité et calcul de la structure interne des détonations multiphasiques 9

Pour des raisons de stabilité thermodynamique, g—; v 0 . Pour I’équation
Py Y
32 \ 86 _ 1 - -
d’état modele 55 oy, — PO Comme par ailleurs, Y, > 0, on en conclut

gue I’évolution de la pression est nécessairement positive.
Le systéme d’équations en variables primitives s’écrit ainsi

rdu)/p .
=Y,
dt i
dyp ou
Sup %0
dt +p8x ’
| duw, 10P
dt  pox
dP  ,0u . OP
M _gv, &
| dt tpe oz 17" Be o.Yi

2.1.3 Conditions sur la surface sonique

Ces équations sont invariantes par translation Galiléenne. Ainsi, dans le repere du
choc, elles s’écrivent

rdﬂYp .
=Y,

dt P

dap 08 _,

a " Poer
| dum, 10P _

dt  pozx

dﬂp 2311 . 8P
ZupP U Vel

| dt PC 8z =1 e oY

avec @ = D — u. L’opérateur lagrangien est devenu

dg 0 v 0

dt ot ox
En considérant I’onde stationnaire pour I’écoulement attaché a son repere, ce systéme
devient un systeme différentiel ordinaire

(_dY, .
b
_dp du
- — =0
“ dz te dz ’
| ad, 1dP g
dz  pdz
adP iy 4P
| “dz TP a T ey
En combinant les deux derniéres éguations on obtient
du - dP
2 %) —=qY, — .
p (C u) az 17 e 7

RR n° 5729
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On peut alors présenter le systéme différentiel précédent sous la forme

( du . dP
p(CQ—’U?)@:qY; @p’Yka
dpo  pdu
ap ®
dz ~ PMan’
dvy, _Y,
( dz @

Dans ce systeme, tous les membres de droite sont des termes sources, puisque que la
divergence de la vitesse évolue elle méme au moyen d’un terme source, comme nous
I’indique la premiére équation.

Ce sont ces équations, sous la forme (5) qu’il faut résoudre entre le front de choc
et la surface sonique. D’aprés la premiere équation, lorsque z = ¢, la seule possibi-
lité physique est que I’on soit en fin de réaction ¥, = 0, inversement, si le taux de
réaction est nul, i.e. si le membre de droite est nul, alors, nécessairement, #? = ¢? est
la seule possibilité physique. On en déduit que la condition sur la surface sonique est
précisément que

Y, =0 (6)
lorsque ¢? = w?. Ces conditions correspondent précisément aux conditions de Chap-
man Jouguet [1, 8] qui sont ici retrouvées. Nous renvoyons & I’annexe A pour I’expli-
citation de la solution analytique dans le cas particulier de I’équation d’état des gaz
parfait.

2.2 Cas monophasique 2-D en cartouche cylindrique suivant I’axe de sy-
meétrie : modele de Wood et Kirkwood (WK)

Le systéme de départ est dans ce cas

((0(pY,) | O(puY,)  O(pwY,)  (pwY,) -
ot + Oz + or + r =rY,
dp  O(pu)  9d(pw)  (pw) _
ot + oz + or + r =0,
d(pu)  O(pu*+P)  Id(puw)  (puw) _ 7
< ot + or + or + r =0, )
d(pw) , d(puw)  d(pw’+P)  (pw?) _
ot + oz + or + r =0,
0(pE) , lpB+P)u] OB +P)ul  (pE+P)w_
\ Ot ox or T

L’énergie totale est maintenant définie par

E=E(P,p)+ Z Ykeg—ké (u2+w2).
k=p,r

En se placant le long de I’axe de symétrie de la cartouche, ces équations se simplifient.
En effet, la vitesse radiale le long de I’axe est nulle w(r = 0) = 0 et le rapport de cette

INRIA
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vitesse sur le rayon le long de I’axe se raméne a sa divergence (régle de I’Hospital),
que I’on notera par la suite .

w(r) —w(0) _ dw -

Tl gm0
(20%) | OWLN) gy, = o,
%4—6(836)4—2 wo =0,
< a(gtu)ﬁLa(mgm—'_P)—i-Zpuﬁlo:Oa
k 3(gtE)+a[(ﬂEa‘;P)u]+2(pE+P) Wy =0.

Comme précédemment, le calcul de la structure interne de I’onde de détonation néces-
site trois ingrédients:

— les relations de passage au travers de I’onde de choc,

— les conditions sur la surface sonique,

— les équations de I’écoulement sous une forme pratique pour leur résolution entre
le front de choc et la surface sonique.

Une information supplémentaire est nécessaire. Elle concerne la détermination de
la divergence de la vitesse wy = %—’;j) o Sur I’axe de symétrie.
- - 7 - T=
Examinons ces ingrédients.

2.2.1 Relations de choc et divergence de I’écoulement

L’onde de choc se propage suivant la normale a son front, qui sur I’axe de symétrie
correspond & cet axe. Avant le passage de I’onde, I’écoulement n’a aucune vitesse. La
projection des relations de saut sur I’axe de symétrie conduit aux relations

Y,]=

w

(

] =
(u— )]20,
u(u—D)+P]=0,

[
[
q [p
[p
[pE (u—D)+Pu]=0.

\

La deuxiéme relation permet de confirmer que w (r = 0) = 0 aprés le passage immé-
diat de I’onde. Par la suite, cette vitesse reste nulle pour des raisons de symétrie.

La divergence de I’écoulement est par contre non nulle puisque les détonations
considérées sont supposées cylindriques et faiblement divergentes. On considére un
front de détonation se propageant a la vitesse D possédant un rayon de courbure R,
comme représenté sur la figure 1.

RR n° 5729



12 M.-H. Lallemand & R. Saurel

D cos @
o 9
(™ uyy

T R—-z

F1G. 1 - Représentation du diagramme des vitesses pour un point d’écoulement proche
de I’axe de symétrie dans le contexte d’un front d’onde courbé.

Dans ces conditions, les vitesses normales et tangentielles de I’écoulement au front
de choc s’expriment

Up, = |Up| (cos@i—sinf k) ,
{ i) = |a//\ (sinf i+ cosO k) |,
donc
U= (‘ﬁ//‘ Sin 6 + |y, COSH) i+ (‘ﬁ//‘ cos 0 — |iiy,| sin0) k,
et ainsi
w= ‘ﬂ'//‘ cos O — |iy,| sinf = % (D cos@ — |dy]|) -

|iy,| est fonction de la vitesse initiale D cos 6, perpendiculaire au choc par I’intermé-
diaire des relations d’Hugoniot. En écrivant un développement en série de Taylor de la
vitesse normale |, |, autour de |@,| (D) ona

U, 2 2\,
d 09 =l 0) - (UB1) 045 (GE2) 0+
H

On injecte cette expression dans I’expression de w, puis on élimine cos @ a I’aide de
son développement en série

1 2\ 3 2 4
cos@z(l—sin29)2:<1—<}%>> :1—%(}%) —é(%) 4.

On obtient

w=(5) @-lmiw=0p- 50 (%) [+ (420 T4

En se limitant au terme d’ordre 1 pour w, on obtient pour 7

o = (DIl 2 =0) ©

Cette démonstration peut étre trouvée dans Fickett et Davis (1979, [5], pp. 208-210).

INRIA
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2.2.2 Formulation en variables primitives
Le systeme (7) devient, apres quelques transformations

/ qu; B

a7
dyp ou
&t P oz
dyu 10P

d—t+p3$
due | P Ou
( dt p Oz p

= —2p’lIJO,

0,

La derniére équation peut aussi s’écrire

d,e dyv
dt dt

avec v = 1/p, le volume spécifique.

Compte tenu de la définition précédente de I’énergie interne, I’équation en pression

s’ecrit )
d,P du Sk avi | Py, Tk
2 _ _2p62 wo _ k
dt or Oe
oP p,Yk
Lorsque la réaction se réduit a un processus simple
réactifs — produits ,
on obtient, avec les notations du modele ZND
dup 2 ou qu 2 A
dt+ 0r  de —Zpciio.
op payk
Le systéme d’équations en variables primitives s’écrit alors
¢ qu; B
dt - tp>
dp Ju
— 4+ p—=-—2py,
dt paw pto
\ dyu 10P
4+ -—=—=0,
dt  p Ox
d,P 5 Ou . 0P 9
—=qY, — -2
[ dt PE 8z ~ 177 Be Vi pe o

RR n° 5729



14 M.-H. Lallemand & R. Saurel

2.2.3 Conditions sur la surface sonique

Ces equations sont invariantes par translation Galiléenne. Ainsi, dans le repére du
choc elles s’écrivent

¢ dﬁY;_
a7
dﬂp 8’& N
Ul T 9
dgu 1 0P
Lu+_a_:()’
dt  p Oz
dg P 9 O . OP 9 .
— =qY, — -2
[ dt tpe or 177 e p.Yi pe o,

avec u = D — u. L’opérateur lagrangien est devenu

En considérant I’onde stationnaire pour I’écoulement attaché a son repeére, ce systéme

devient .
_ P _y
ud.’E P
_dp du
Yar P
RUSRY
T pdz
dP ' ,da . P \
bl gy, L —2pctay.
\ udx+pc az 77" Be pYi pe o

En combinant les deux dernieres équations on obtient

= _2pﬁ}07

—2pc

- 9P
dz p (2 —u?)
On peut alors présenter le systéme différentiel précédent sous la forme

' du QY; %_Sp,yk_2p62w0
dz = p(@-w)
@: _g (d_u+2’lf]0) y

! dz u \dz 9)
dP _da
E = —pu a )
dv, _ Y,

( dz @

Les conditions sur la surface sonique sont alors

qY, %—]; - —2pctip =0,

lorsque ¢? = @? . Ces conditions correspondent précisément aux conditions de Wood
et Kirkwood.

INRIA



Stabilité et calcul de la structure interne des détonations multiphasiques 15

3 Extension au cas multiphasique

Les détonations multiphasiques ont fait I’objet de nombreuses études. La plupart
considérent la phase solide comme incompressible [4]. Dans la présente approche, la
compressibilité de toutes les phases est prise en compte, ce qui est nécessaire en raison
des niveaux de pression extrémes atteints dans les régimes de détonation des matériaux
considérés.

Dans ce qui suit, on se restreint au cas diphasique, pour des raisons de simplicité
dans la présentation et la compréhension du modeéle.

3.1 Fermeture du modéle d’écoulement

En absence de transfert de masse, mais en présence de transfert de chaleur, un mo-
déle d’écoulement diphasique homocinétique et a une seule pression peut étre obtenu.
Sa détermination a été réalisée par analyse asymptotique dans la limite de grands co-
efficients de relaxation (vitesse et pression) d’un modele diphasique hors d’équilibre a
sept équations [2]. La méthode de réduction asymptotique est détaillée par Guillard et
al. [7]. Ce systéme s’écrit

( Oay

W—I—ﬂ'-grad(al):
a1 ag 2 N\ e g Iy Pz)]
— H(T—T) [~ + =2
azplc%—i-alpzcg [(pQCQ p161) div (@) + H (T, ) (a1+a2
2P 4 giv (p), ) =0,
{
2020)s | giv((ap), @) =0,
ot
B(gtu) +div (pid ® @) + grad (P) =0,
E
\ %+div(ﬂ(pE+P)):0.

Le paramétre positif H controle la vitesse a laquelle les températures relaxent vers
I’équilibre. Ce modeéle est apte au traitement des problémes a interfaces (entre diffé-
rents fluides) et a la propagation d’ondes dans les mélanges. Il constitue le point de
départ de I’analyse qui suit.

L’ajout de termes de transfert de masse va venir modifier les équations de masse

QL | giv ((ap)y @) = 1
2OP: 4 div ((@p)y ) = 1,

oll vy = pYi. En vertu de I’équation de masse du mélange, ces deux équations
peuvent étre mises sous la forme

da¥r _ Vi

dt (10)
dzYs - _V

dt - 1,
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16 M.-H. Lallemand & R. Saurel

ou

dz 0
— = — +4-grad.
at o e
L’équation d’évolution de la fraction volumique devient
dg (1)
dt
a1 oo 2 2\ 4o g Iy PQ)]
c5—prcy) div(u)+ H (1y — T (—+— +
T (23— pr ) div @)+ 1 (12— 71) (2
Y,
L
Pr

(11)
avec la densité d’interface p; qu’il va falloir préciser.

L’analyse qui suit porte précisément sur la détermination de cette densité a I’in-
terface, lieu ou le transfert de masse s’opére. Cette difficulté avait déja été répertoriée
dans Chinnayya et al. [2] dans le cadre du modéle a 7 équations, et le choix qui avait
été retenu, de facon un peu arbitraire, était p; = ps oU p, représente la densité de la
phase la moins compressible.

On propose ci-aprés d’améliorer la précision de cette estimation a I’aide d’une
analyse basée sur le second principe de la thermodynamique.

3.1.1 Second principe

L’inégalité d’entropie s’écrit

ou s designe I’entropie du melange définie par
s=Y1s1+Yas2.

L’inégalité précédente peut s’écrire

d,,;S
>
Par =0

qui devient, compte tenu de la définition de s

dg S]_ d,“jSQ .
Y; Y- — Y, >0. 12
-y +Y, T +(s1—52) Y1 >0 (12)

Pour utiliser cette inegalité, il nous faut exprimer les deux fonctions 93% et 95% a

I’aide de variables déterminées par le modéle. Pour ce faire, nous allons utiliser
— la conservation de I’énergie du mélange,
— la condition d’égalité des pressions entre phases.
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Stabilité et calcul de la structure interne des détonations multiphasiques 17

3.1.2 Conservation de I’énergie

La combinaison de I’équation d’énergie
9(pE)
ot

avec I’équation du mouvement

9(pu)
ot

conduit a une forme plus pratique de I’équation d’énergie

+div(@ (pE+P)) =0,

+div(pd @ @) + grad (P) =0,

d:e d.v
U P U
ETR T

avec I’énergie interne de mélange definie par

=0, (13)

e=Yier+Yoen,
et le volume spécifique de mélange, défini par
v=Yir+Yu.

L’équation (13) devient alors

dﬁ €1 d'ﬁ 141 ) (da €2 da V2> .
Y; P Y- P hi—hy) Y1 =0.
1<dt+ ) tTelg P g + (h1 —hg) Y1 =0

L’utilisation de I’identité de Gibbs pour chaque phase permet d’écrire (k = 1, 2)

dﬁSk dﬁek dil/k
T = p .
R a
La conservation de I’énergie devient alors
d 81 d 82 .
WT Y, T hi—hg) Y1 =0. 14
1T =t —g + (h1 —h2) Y1 =0 (14)

Cette derniére équation fait intervenir les deux fonctions Jﬂ et —uﬂ que nous cher-
chons a déterminer. Leur détermination néecessite une deuxmme equatlon qui porte sur
I’équilibre des pressions entre phases.

3.1.3 Egalité des pressions

Le mélange évolue en équilibre des pressions. Les lois d’état peuvent étre écrites
comme fonction de la masse volumique et de I’entropie. Ainsi, la condition d’équi-
libre mécanique s’écrit

Py (p1,51) = P2 (p2, 52) - (15)

L’écriture différentielle de cette condition, le long d’une trajectoire fluide s’écrit

oP;
dp1

dzp1 0P,
dt¢ 881 p1

daSl _ 8P2

dzp2 0P,
d  Op +

d,—,:SQ
dt 882 P2 ’

dit

S1 52
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18 M.-H. Lallemand & R. Saurel

Or
P, \
- — ck s
8pk Sk
et oP
%
e | TP Ly Tk
Sk lpg

On obtient ainsi une deuxiéme équation faisant intervenir les deux fonctions ( 9z S et
dzs2) 3 déterminer :

dup]. d;s o dy d; s
I\ T -
ar Terih dt ¢ dt dt

Les équations (14) et (16) forment alors un systéme de deux équations & deux incon-
nues

Pz p2 2 Th (16)

d S1 d .
Y| T Y, T hi1 —he) Y1 =
1T —- teT— 2 4+ (hi—hy) Y1 =0,
dﬁpl d-Sl d-p2 d-82
2 U 2 g q
I\ T, = Iy, —=
ST +op Ty it 2" + p2 o1 ar

dont la résolution conduit a

%T (Zi Z_z) dzfl _v, (cg df _a d“:itpl) — oDy (b —ho) Vi,

(aﬂ)lp( @p)y Ty (21 + Z—i) dz.l:Q =-Y" (Cg dan — dzlfl) —piT1 (b —h2) V7.

(17)

Afin d’éliminer les variations upl et du P2 pour faire apparaitre des fonctions de la

fraction volumique (faisant mtervenlr I’ mconnue p1), on va utiliser les deux équations
de masse sous la forme

KO div (o), ) = Vi
3(gtp)2 +div((ap)y @) = —pY; .

Ces equations se transforment comme suit

dapt  p1 dzoy . pYi
dt¢ N (03] dt p1 dIV( ) + a1 ’

d;z p2 _ P2 dz o — oo div ('[j) _ P_Yl
dt¢ a9 dt p2 a9 '
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Les deux équations de (17) deviennent alors

{0 (0pla gy (D1, To) ety _

a1 (83

P101 p2cy ) dzan 2
( a2> 7 <P2C2 101) div (@)

2
—+—2> Vi —p2 T (b1 — ho) V1,
(03] a9

(ap); (ap) r, T da32_
e, (T 2) S -

2
pici | p2¢3\ dzag
Ly 2) 5T (p2 i 101) div (@)

o a3

2 2\ . .
—+—> Y1 —p1T1 (b1 — ho) Y1,
a1 (&%)

\

Comme I’équation sur la fraction volumique (11) s’écrit

dﬁ a1 a1 09 |: (Fl PQ
= d H(Ty —T; — 4+ =
& w2+ arpn 2 (9202 P1c1) iv(d) + H (Ty — T1) p +a2
on déduit
2 2
pici  p2c5\ dzon _ 2
( a1 * (%3 > dit (p202 101) div (@) =
r r - c? c?
H (T, - Th) (—1+ 2)—!— Y: <M+—p2 2>.
a1 Q9 PI o1 a2

Ainsi, les équations d’entropie deviennent

(o @y, (T o) o _
P a1 Qo dt

(5] a9 PI (5] a9

c% C% . .
—pYs <—+ —) Y1 —p2Ty (h1 —he) V3

a1 oo
(ap) (aP)QT (Fl FQ) dz so
2 -2
a1 a9 dt
r T . c? c
-Y (H(Ta—Tl) (—1+—2) +27 (”l Ly 2%
(%1 a9 PI (631 Q2

+pY: <a—11 + —) Y1 T (h1 hg) Yl .

RR n° 5729
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Elles peuvent s’écrire sous une forme plus utile pour la suite

2 2
. piel | pac
d; s1 _ H(T, —T) Yi a—ll + a—22 c% c% Ty
Y1 = + —-|—+—=|—-—(hi—h2) ],
dt¢ pT1 T1 (E_i + %) PI a7 a9 a9
2 2
y pLC p2c
dasy _ H(Th-T) Y ot (4, 8\ T
Y; =- + - +l—=+=]—— (hi—ha)|.
dt pT T, (% + 5—;) pr ap oo o

On est maintenant en mesure d’injecter ces résultats dans I’inégalité d’entropie (12)

. 2 2
H(T, - T)) (-1 2 Wt (4,48 (L-4)
p T T (% + %) pr ar Qg T T

Yy ( I'y I'y
Gi+lé) Ty T

ai asz

)(hl—h2)+(31—32) le().

La différence d’enthalpie peut étre écrite comme une différence d’enthalpie libre
hi —hy =91 —go+T181 —Tpsy.
En arrangeant quelque peu la derniere inégalité, on obtient

H(T> — T, )2 LT | TeTy .
T~ 1) + 5 (e —h) V1 +
p or T o

prc2 | pach 2 2

-1 [t c c
Ve [ - [ 2+ 2] |+ T2 (51— 52) ¢ 2 0.

arta\ om o

Introduisons & ce stade une température d’interface moyenne

LTy Lo Ty

T _ (631 + a2

L VI Y
a1 s

L’inégalité d’entropie devient

H (T,

-1)? T, T

(s1 — 52)> T, Y +

I
prei 4 p2ch 2 2
. )T =T [ T cf, G
a1 a2

Introduisons maintenant la température 7'

T,
Ty

T =

La condition précédente devient alors

H (T, —Ty)?
(T 1)Jr

P (b2 =T 's9) — (1 =T 1)) T V2

prei | p2c 2 2
- T —T + =+
I R (i Bt S TR -V >0,
(h + &) PI (05} (6]
a1 a9
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ou encore, en introduisant les enthalpies libres
gi=h1—Ts1,
g2 =ho —Tsa,

ona

H(T,-T)* :

HT-T) +(G2—g1) Ti1h

prct | pacd
T, -1 ;114';—22_ G G >0

(h + &) PI -

a1 a2

+Y1

Dans cette formule, le premier terme relatif aux échanges de chaleur assure une pro-
duction d’entropie positive. Le deuxiéme terme en fera de méme si on suppose le taux
de transfert de masse comme proportionnel a I’écart des potentiels chimiques

Yi=8 (G (P,T»,T) - (P,T1,T)) ,

ol S est un paramétre positif (ou une fonction) de relaxation qui contréle la vitesse a
laquelle Iéquilibre des potentiels chimiques sera atteint. Ce paramétre contient en fait
la cinétique de réaction du matériau.

Le troisiéme terme n’a pas a priori de signe puisque Y; peut étre positif ou négatif
en fonction de I’ordre choisi pour numéroter les matériaux. Il en est de méme pour
I’écart de température.

Puisque les deux premiers termes assurent une production d’entropie positive, une
facon d’obtenir la satisfaction de la seconde loi de la thermodynamique est que le
troisiéme terme soit nul :

2 2
P1¢y p2¢y ) )
T-T (et e _<C_1 C_z> 0

(g—i + 5_3) pr o + o

Ceci donne une contrainte qui permet la détermination de la masse volumique p; a

I’interface , )
P1Cy P2 ¢y
a1 + a2

2 2
9449
o1 a9

pr =
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Le modéle devient alors parfaitement symétrique

) .
%%—u-grad(oq) =

a1 a2

r T
2 2 oo 1 2
— d H(Ty —T; — 4+ —
a2010%+a192cg [(p202 p161) 1v(u)+ ( 2 1) <041 +a2)]

2 2
b 4 &5

+pY1 aq a2

2 2
p1Cy 4 p2Cy
(5] (D)

\ a(gtp)l +div ((ap); @) = pY1,
8<‘;tf’>2 +div ((ap), @) = —p¥i,
K0T | div (pii & ) + grad (P) =0,

\ 8(§tE) +div (i@ (pE+P)) =0,

18
avec Y] = 3 (g2 — g1). Ce modéle assure 4o
— une relaxation du systéme vers I’équilibre total,
— une production d’entropie positive,
— la symétrie dans le traitement des différents constituants.
Il nous faut maintenant I’étudier pour la résolution de problémes de détonations.

3.2 Cas multiphasique 2-D en cartouche cylindrique suivant I’axe de sy-
métrie : modele de Wood et Kirkwood étendu.

3.2.1 Relations de choc et divergence de I’écoulement.

L’équation d’évolution sur la fraction volumique n’étant pas sous forme conser-
vative, des relations de choc ont du étre déterminées. Ceci a fait I’objet d’une étude
specifique [12] (Saurel et al. (2005)). Les relations correspondantes sont rappelées ci-
apres (ici o est la vitesse du front de détonation, u et w sont les composantes de la
vitesse du mélange dans le repere cylindrique)

( [Y;]:O’
[w] =0,
L lp(u—0)]=0, (19)
[pu (u—0)+P]=0,
{ ek—e,%%—m <I/k—V2):O.

Cette derniére relation, valide pour chaque phase, est en accord avec le saut d’énergie
totale du systéme
[pE (u—0)+Pu]=0.
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Par ailleurs, I’équation du mouvement étant inchangée par rapport au cas monopha-

. . )z . ow , i,

sique, la divergence de I’écoulement 1wy = o garde I’expression établie precé-
T lr=0

demment

wo = (0 — |iy| (z=0)) /R.

3.2.2 Formulation en variables primitives

Le calcul de la zone de réaction ainsi que la détermination des conditions sur la
surface sonique nécessite la formulation du systeme (18) en variables primitives. Apres
quelques transformations, le systéme exprimant la dynamique de I’écoulement suivant
I’axe de la cartouche s’écrit

( N ) . 2 2
day  (2E—pcd) (B+2i0) +H(@-T) (B+5)+o7 (Z+2)
dt p1c? pac2 ’
d.V; ot
vl
dt b

¢ dwp, Ou_
dt +p - pwo ,

d,u 10P
+-2—=0,
dt p O
due+P8u 2PA
— t—a-="2—wp.
\ dt p Oz p 0

Comme dans le cas monophasique, cette derniere équation peut aussi s’écrire
d.e d,v

uw + P u
dt dt
ou v = 1/p désigne le volume spécifique du mélange.

Il s’agit maintenant de déterminer I’équation d’évolution de la pression. Pour cela,
on utilise cette derniere équation, mise sous la forme

duel dul/l du€2 duVQ o
Yl(dt + P It >+Y2<dt + P L )+(h1 hz)Yl—O.

=0,

Les lois d’état de chaque phase & relient les énergies internes a la masse volumique et
la pression

ex = ek (P, px) -
L’équation d’énergie devient alors
861 duP 861 P) dup1 862 duP (862 P) dupz
Y: [ == — -= Yy [ — —| - =
! <6P o dt (ap1 p p2) di th | op , At Opalp p2) dt +

+ (h1 —hy) Y1 =0.
En utilisant les définitions des vitesses du son au carré pour chaque phase &

P _ Oep
Ipy

2 P
Cp. =

k dey, ’
oP

Pk
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et des coefficients de Griineisen I,

L _Oa
prTx  OP

?
Pk
I’équation d’énergie se simplifie comme suit

Yl (dup 2 dupl) YP? (dup 2 dup2
p1 T p2 Ty

a2 a

dz (& dt )+(h1—h2)Y1:0,

c’est a dire

(ﬂ %> d, P o c% d.p1 o c% d,p2
'y Ty dt I dt Ty dt

+p(h1—h2) Y1:O

On peut maintenant exprimer les variations de densité a I’aide des équations de masse

dupl P1 dual . le
= —— — d T A
dt a1 dt¢ pr e (u) + a1 ’
dup2 _ p2 dun div () — pY1
dt a9 dt p2 a9 ’

L’équation d’énergie devient alors

«a a\ d,P c? 2\ d,o aipict  aopacs .
(_1+ 2) +<p11_/)22> 1+<1p11+ 202% ) giv (@) +

I'n I dt Iy I's dt Iy I's
2 2
al ) y
Ay (hy - 2y) pyi =0,
+ ((hl Fl) (ho 1“2)> pY1 =0

On utilise alors I’équation d’évolution de la fraction volumique

. 2 2
dyay (265 —pre}) div(d) + H (T, - Ty) (E—i + 2—2) +pY1 (;—11 + c—"’)

Q2

dt pLes 4 2 <5 ’
a1 a2

et I’équation en pression devient

(ﬂ + %) d“P_|_
L Ty/ dt

2 2 apicf | azprcd 2 2

c5;—pic + c c

n P2¢ — pP1 1, 0 Iy pPLG P26y div (@) +
Iy I's

p1e Ty <3 prci _ p2ch
a1 a2 I 1)
Iy 4 Iy 2 2
2 2 - ( 2 1) +
pP1cy + p2 ¢ Pl PQ
aq (e]

plCQ p202 H . % 2 2
L_29) _a T 4Gy (- 2| p¥;=0.
* <F1 P2)01_C%+M+(1 r) " mg)) eh

a1 Qs
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Des simplifications apparaissent

I} Ty p1ct P23
4P Dol (g -nd
a5 —I—pc div (@) + (al a2) (Fl L2

)
H(T,—T)+
Cai o) (o)

C2 C .
" Pt p2cs a_11+ as (hl__Q)_(hQ_é) piyl:o
N ) ad,agt TR TR e 0
avec

1 (05} a9

S =5t —5,
pct  pici  p2ch

que I’on peut encore simplifier Iégerement sous la forme suivante

2 c?
d, P Ty G0 — G2
dt iv (@) = oy ay PLE | p2C3 H(T; - T)
) or e (20)
pP2e P14 2 2 2 2 y
T2 T (L9 2y - Ly P
+ (PIC%_I_PzC% <a1+a2>+( 2 P2) ( 1 P1)> +a2 )
aq a2

ou présenter sous une forme qui prévient les singularités dans la limite monophasique

d,P T E-T c?
( )_ 1P2 g 2 P1 éH(TQ—Tl)‘F
dt¢ ag p1ci + a1 pach

2 2 2

r r T .

n agcl—l-cucQ 1p202 2p1cl+ 119 (h2—02)—( 1—01) oYV
a1To+Tiag agpr @ +aipacs  aTa+T1ay

Le systéme d’équations en variables primitives qui traduit la dynamique de I’écoule-
ment suivant I’axe de la cartouche cylindrique s’écrit alors

( . 2 2
d,o1 (p2c3 —p1ci) (%JFQUAIO) + H (T — Th) (2—1+£—3) +pY1 (2—11+;—2)
dt plcl+p2§2 ’
d, Yi .
%
dt b
d.p ou
A
) dt+ 3 pwo ,
d,u 18P_0
dt  por
d,P 9 OU 9 P1p2c2 F2p101
+pct— =-2pc" Wy + H (T, —Ty)+
dt p oz p 0 a2p1cl+a1pgcz (T2 )
s +arck Tipyck —Topc? Ty c3 c .
1 2 P26 P 1+ h ——2)—(h1——1) pYi
a1y + T g a2p101+a1p202 a1y + T as T Iy
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3.2.3 Conditions sur la surface sonique

Ces equations sont invariantes par translation Galiléenne. Ainsi, dans le repére du
choc elles s’écrivent

) ) . 2 2
dgar (23— p1ci) (%+2w0) +H(T; —Th) (%+2_§) o (2_11+2_22)
dt prci | pach ’
d,Y; e
L1 Y
=Y;
dt 1,
dop | 00
= 904
at P or pros
{ d,a 10P
+-5-=0,
dt pax
d,P du b4 11P26 —Taprci
270~ 2p Pty + 22 2P s H(T—T1)+
dr or a2p101+0é1/)202
2T T INRA 5 i y
L [eed+aid Tipd-Topd 1T (ho = 2) = (h1 — =2 | | oY1,
a1y + Tz azpicf +arpacs  anTo+Ta P2 h

aveCuy =0 —u.

En considérant I’onde stationnaire pour I’écoulement attaché a son repére, ce sys-
téme se transforme en le sytéme d’équations différentielles suivant

( U A~ 2
,doq_(P?C%—PlC%) (g—g+2wo)+H(TQ—T1) (%4- )+pY1(a_1+2_22)
Yar T pe | opd ’
dv; .
u— =Y
dz Lo
dp du
_dp do _
udx+pdx PO
§ _da 1dP
__ i |
dz p dz
_dP 2 du 2 Tipacy —Tapict
dz = 2pcd H(T, - T
udx +pc dz pc w0+a2plc%+a1pgc% (T 1)+
azci+aicd Tippcs —Topict I Ty 3 c :
+ 2 7 (hg —==)—(hi— =) || pY1.
L aTe+Tias agprcf+arpacs arla+Tas T T,

En combinant les deux dernieres équations on obtient

du r 2-T c?

2 2 2 A 102 Cy 2P1 €y

— — =2 H (T, —T;

p(c u) dz pe w0+a2p161+a1p262 ( 2 1)+
arc?+aycd Tipacd —Topic? 1Ty L _cg)_(hl_c%) oV
a1 T+ T as a2plc%+a1p203 a1 's+ 11 as Iy I
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On peut finalement présenter le systéme différentiel précédent sous la forme suivante

( du r 2 -T c?
P(C2_ﬂ2)_:—2002w0+ L2 2P Ty — 1) + p Vi X
dx g p1ct 4 arpach
OtQC%‘i‘OélC% Flpgcg—f‘gplc% I‘1I‘2 (h, C%) (h c%)
2— =) — (1 — = ,
aTo+Tiaz aspicd+aipacd  aaTo+ T Iy Iy
dp ) <du A)
)
! dz U dx+ wo )
P _da
dz oz’
dY; Y:
dz T
_ . 2 2
dog (P2C%_Pl C%) (%"‘27110) H (T, —Tv) ( ;) +pY1 (Z—ll—i-;—zz)
d—_ — (p1cC p2c )
| v @ (%0 +22) o
1

Les conditions sur la surface sonique se déeduisent directement de la premiére équation

. r 3 —T c? ’
—2 pc? iy + 1P265 21 IH(TQ_T]_) +pY1 x
agplcl+a1p2cg
asc? +ar1c3 Tipec3—Top1c? T Ty (h2_é _—%
arTy+T1ag agprcf +arpac;  aTo+ T P2 P

lorsque

4 Analyse du modele

La condition (22) qui vient d’étre obtenue mérite quelques remarques et analyses
complémentaires.
Considérons plusieurs cas limites:

1. une des limites consiste a considérer que I’écoulement est unidimensionnel, sans
aucun effet de courbure (o = 0) ;

2. une autre limite consiste a considérer que les échanges de chaleur sont trés ra-
pides devant la décomposition chimique. Dans ce cas, les écarts de températures
sont absents et le modele devient isotherme;

3. une situation limite peut se rajouter a la précédente lorsque les deux fluides sont
régis par la méme loi d’état, avec les mémes paramétres. Dans ce cas, toutes les
propriétés thermodynamiques des deux fluides sont confondues.

Ceci conduit a plusieurs combinaisons possibles de modéles limites, que nous exami-
nons ci-apres.
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4.1 Ecoulement plan
4.1.1 Ecoulement plan hors d’équilibre thermique

La condition (22) devient

T T

10202 2,0101 H(

g p1 ¢+ a pa c3
azcl+alcg I‘1p202 szlcl_l_ ' Ty h c%)_( c%) —0
a1To+aely aeprd+arpacd a4 oy ! ’

TQ—T1)+pY1 X

lorsque
2 2

cC =u .
Cette condition est en contradiction avec la condition de Chapman Jouguet; elle affirme
que pour un écoulement plan, la réaction n’est pas nécessairement terminée au point
sonique et que I’équilibre thermodynamique n’est pas atteint : I’apport exothermique
des réactions peut en effet étre absorbé par les échanges de chaleur.

Une situation analogue avait été prédite par Neumann [10] pour des systémes chi-
miques gazeux composes de réactions exothermiques et d’autres réactions endother-
miques. Les détonations correspondantes avaient alors été qualifiée de pathologiques
[6].

Pour nos applications, cette remarque peut avoir de I’importance : des réactions
retardées se produiront en dehors du plan sonique, méme dans le cas unidimensionnel
plan, et pourront donc avoir des effets propulsifs intéressants.

4.1.2 Ecoulement plan en équilibre thermique

Ajoutons a la situation précédente I’hypothése 2. La condition de stabilité (22) de
la détonation devient -
Y1=0,

lorsque

02:112.

La condition classique de Chapman Jouguet est alors retrouvée.
L’ajout de I’hypothése 3 n’apportera rien de plus. Ces conclusions ne s’appliquent
plus exactement lorsque les effets de divergence de I’écoulement sont & considérer.

4.2 Ecoulement faiblement divergent

4.2.1 Ecoulement faiblement divergent hors équilibre thermique

La condition (22) s’applique alors et montre que sur la surface sonique, les effets
hors équilibre thermique et les effets de divergence de I’écoulement viennent compen-
ser les apports exothermiques de la réaction. C’est le cas qui sera vraisemblablement
le plus fréquent pour nos applications.
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4.2.2 Ecoulement faiblement divergent en équilibre thermique

Les conditions sur la surface sonique sont alors

—2p02 Wy + le X

s +arck Tipacz —Topr &2 I'h Iy (h _é)_( _ﬁ) _0
a1 o+ as Ty agplc% + aq pQC% a1y +ag Ty T ! 'y ’
lorsque
A=ua.

Cette condition montre que méme lorsque I’équilibre thermique est atteint, les diffeé-
rences de comportement thermodynamique des différents constituants viennent modi-
fier sensiblement la condition bien connue de Wood et Kirkwood. Pour retrouver cette
condition, il faut utiliser I’hypothese supplémentaire 3. de la section 4.

4.2.3 Ecoulement faiblement divergent en équilibre thermique pour des fluides
de méme comportement thermodynamique

Une telle situation pourrait se produire si les deux fluides, réactif et produit, étaient
régis par la méme équation d’état avec les mémes parameétres. Ceci peut se concevoir
pour les gaz, si les deux constituants ont le méme rapport des chaleurs spécifiques, ou
si I’équation d’état est vue comme une équation d’état isobare-isotherme. La condition
sur la surface sonique devient alors

—2/)02’@04-1—‘ (hg—hl) le =0,

lorsque
A =u?.

Afin de retrouver la condition de Wood et Kirkwood obtenue dans la section 2.2, utili-
sons de nouveau la définition du coefficient de Griineisen
oP
Be|, =P
p
et développons la différence d’enthalpie

P
ho—hi=es+——e1 — —.
P2 P1
Puisque les fluides ont le méme comportement thermodynamique, cette différence se
réduit a
ho —hi=ey—e1.

En utilisant les définitions des énergies internes, on obtient

ho —h1 =ey—e1,
=& (P,p2) + €3 — &1 (P,p1) — €],
— -,
—q.
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On retrouve alors la condition établie dans la section 2.2, a savoir

oP

qu% —2pc iy =0,

,O,Yk

lorsque

5 Résolution numérique

La résolution numérique du systéme (21), accompagnée des conditions (22) sur
la frontiere sonique, et des conditions (19) au choc est plutét délicate. C’est pourquoi
nous avons opté pour une mise au point graduelle de I’outil de résolution, en com-
mencant par le modele ZND, puis le modéle WK (monophasique), et enfin le modéle
diphasique. C’est ce qui va étre décrit ci-apres.

5.1 Résolution du modele ZND

Ce modele a été obtenu précédemment. 11 comprend
1. les relations de choc

¥ =0,
[p (u—D)]=0,

[pu (u—D)+P]=0,
[PE (u—D)+ Pu]=0;

2. les équations de I’écoulement (5) entre le front de choc et la frontiére sonique

( du - OP
2 _ 22\ 22 Y, —/—
p(cf—u%) = Y B,y
dp_ _pdu
dzr adz’
ap_ "
dz .p dz’
dy, _ Y,
Cde a@ ]

3. la condition CJ sur la frontiére sonique

Y, =0, lorsque ¢ = 42 .
A I’approche du point sonique, lors de la résolution numérique, la premiére équation
du systeme (5) va présenter une singularité. Cette difficulté peut étre contournée en
effectuant un changement de variables. On pose

dr c—u

dr ¢
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On peut alors écrire
d ddr
dz ~ dr dz’
o d e
T drc—a
Le systéme différentiel (5) devient alors
(dz  c—u
dr ¢
du qY;’ %_1: 0, Y
dr ~ pcle+a)
¢ dpu _ (23)
dr ’
dP _ da
= PuTL,
dy, Y, c— 1@
\ F B E C

Il contient ainsi une équation supplémentaire, mais aucune division par zéro ne peut
subvenir.
L algorithme de résolution suit la séquence suivante

a)

b)

d)
€)

RR n°

on se donne un intervalle de pression [Pis , Psyp] dans lequel la pression au choc
P~ est supposée appartenir. Cette pression de choc doit satisfaire a I’ensemble
des équations (5), les conditions soniques et les conditions de choc;

on fixe arbitrairement une pression P* dans cet intervalle; par exemple

Pins + Psup .

P = ;
2

on calcule I’état derriére le choc: p* et 4*, masse volumique et vitesse dans le
repére de I’onde du milieu choqué. Les conditions initiales du systéme (23) sont
alors déterminées;

on calcule les termes sources de ce systéme;

on calcule les pas de pseudo-temps assurant la positivité de la solution.

En effet, durant I’intégration, la fraction massique des produits doit rester infé-
rieure & 1 dans la zone de réaction et atteindre finalement 1 au point sonique.

Ainsi, Y, < 1.
Dans le cadre d’une méthode d’intégration d’ordre 1, la fraction massique va
évoluer suivant I’algorithme (itération 5 = 1,2,..., 7% = 20 = 0, A7/l =

TItl 73, 23+ = z(79+1) pour toute variable z = z,7,Y,,Y,,p, 4, c, ...):
, . I oJ—ul
p P + T /a‘] C]

L’inégalité précédente devient alors
Yo —ad

7
J Jj+1 " »
Y]+ AT —

<1.
U cl
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Ceci donne un critere sur le pas d’intégration

, 1-YJ ;
ATl < — 2 — A
Y] ci—ai p

De la méme facon, en tout point de I’écoulement, la vitesse mateérielle doit rester
inférieure a la vitesse du son

w <.
Pour une méthode d’intégration d’ordre 1, la vitesse va donc évoluer suivant le

schéma _
- J
j OP
1 . 1 1/p Oe v
@ =@+ AT ——— Pk
Pl cd (cd +ad)

L’inégalité précedente devient alors
i P
I
'l_l/] + AT‘]+1 —‘07Yk < C‘]
plcd (e +ul) =

Ceci donne un second critére sur le pas d’intégration

At < P () = (@)°) _ ATIHL

Yy

Afin que le pas de temps global satisfasse les deux critéres précédents, il faut
donc que
A7/ < min (A'rg,jl ,ATgH) .

La satisfaction de ce critére assure que la solution ne produira jamais de Mach
négatif ou strictement supérieur a 1, ou de fractions massiques négatives ou
strictement supérieures a 1. Ainsi, la recherche de la vitesse de la détonation
stable se fera pour un jeu de variables admissibles.

Enfin, le pas de pseudo temps choisi doit étre tel que la précision de la solution

soit garantie. Pour cela, il faut qu’un nombre suffisant de points d’intégration
soit utilisé dans la zone de réaction. En effectuant le choix suivant

A7/t = CFL min (ATJ—:I ,ATg_H) ,

avec CFL = 102 par exemple, on est assuré qu’environ 1 000 points d’intégra-
tion seront utilisés dans la zone de réaction;

on fait alors progresser la solution sur un pas de temps. Pour ce faire, on construit
le vecteur des inconnues et le vecteur des termes sources

Wj:(xj’ﬂj,piﬂj’pj’nj)T,
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et

Wi = 0

_pi ) —— Y
_pJ cJ (c] +a1)

i .
YP, o —ul
ul cJ

La solution évolue alors suivant le schéma
- . i
Wit = Wi AP W,

g) on effectue alors une série de tests pour déterminer la pression P* correspondant
a la détonation stable, c’est a dire celle qui vérifie a la fois les conditions de choc
et les conditions de sonicité. Cette recherche est effectuée ainsi: pour ¢ donné,
aussi petit qu’on veut :

o d -
Si ——— >¢ alors
cJ
.. OPJ
7 Be
Si — Yk 5 o alors
Pl c (cd + ud)

la solution peut alors évoluer d’un pas de temps supplémentaire
j—j+1
et I’on retourne alors en d) ;

Sinon

la combustion est pratiqguement terminée alors que la condition de so-
nicité n’a pas été atteinte. La pression P* initialement choisie est donc
trop grande. On change alors une borne du domaine d’existence de la
pression solution, c’est a dire

Psup = P* )
puis on retourne en b) ;
Sinon
.. 0P}
qY) e
e

Si ———— 2% 5 o alors

picl (¢ +ud)
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la condition de sonicité a été pratiquement atteinte alors que la com-
bustion n’est pas terminée. La pression P* initialement choisie est donc
trop faible. On change alors une borne du domaine d’existence de la
pression solution, c’est a dire

Pinf = P* )
puis on retourne en b) ;

Sinon

la vitesse matérielle est pratiquement égale a la vitesse du son et la com-
bustion est pratiquement atteinte. Le choix initial de la pression P* cor-
respond & la solution stable. On arréte alors le calcul.

Cette méthode a été testé sur un écoulement hypothétique possédant une solution
exacte, qui servira a valider les simulations.
En retenant les paramétres suivants

v=3,

q = 4.5156 MJ /kg ,
E=2100s"1,
Y,=ky1-Y,,

po = 1600 kg/m? |
on doit obtenir une vitesse de détonation stable D = 8500 m/s et des profils de va-

riables d’écoulements qui sont représentés sur la Figure 5.1.

5.2 Résolution du modéle WK

Ce modele est une extension du modele ZND. Il comprend
1. les relations de choc

([V,]=0,
[w] =0,
 lp(u=-D)]=0,

lpu (u— D)+ P] =0,
| [PE (u—D)+Pu]=0;

2. les équations de I’écoulement (9) entre le front de choc et la frontiére sonique

(qa 9% 5|, —2p¢ W0
dz p(c? —u?) ’
dp p (dﬂ A)
bl o Bk R
{ dz U dm+ o)
P da
dz .pudx’
v, ¥,
\de a INRIA
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Fi1G. 2 - Comparaison des variables de I’écoulement entre le front de choc et la surface
sonique pour une détonation stable. La solution numérique est représentée en traits
continus et la solution exacte, donnée dans Fickett et Davis (1979), est représentée en
symboles.
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3. I’expression de la divergence radiale de I’écoulement, qui est supposée constante
et égale a sa valeur au front de choc

_ou
- Or

A~

Wo

B U
=0 R R’
ou R représente le rayon de courbure de I’onde;
4. les conditions WK sur la frontiére sonique

. OP 9
qY, — —2pctwy =0,
’ ae p,Yk

lorsque ¢ = @?;

Comme précédemment, a I’approche du point sonique, la premiére équation du sys-
téme (9) va présenter une singularité. Pour lever cette difficulté on effectue le méme
changement de variables que précédemment et on obtient le systéme étendu suivant

( d_w_c—u
dr ¢ ’
oP 2
da 1Y Bel,, —2pc o
dr pclc+u) ’
) dpﬂ:_2pwoc—ﬂ, (24)
dr
dP _du
—_— = —U —
dr .p dr’
dYPZEC—u
\ dT u C

L’algorithme de résolution est inchangé par rapport au précédent, a I’exception de
quelques détails :

a0) tout d’abord, on se donne le rayon de courbure du front R. Suivent alors les
séquences a) , b) et ¢) qui ne subissent aucune modification;

d0) on calcule la divergence radiale de I’écoulement

suit alors la séquence d) sans aucune modification; la séquence e) est la plus
importante :
e0) calcul du pseudo-pas de temps assurant la positivité de la solution :
durant I’intégration, la fraction massique des produits ne doit pas dépasser une
certaine limite Y.« < 1. En effet, les termes de courbure assurent que la com-
bustion ne sera pas totale au point sonique. Cette fraction massique limite est
obtenue en annulant le numérateur de I’équation d’évolution de la vitesse. On
obtient
2 P 02 ’lf]()
P " op

q %=
Oe p’Yk
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9)

RR n°

Dans I’exemple utilisé ici la cinétique de décomposition est supposée du type

Y, =k/1-Y,.

On obtient alors, a une itération 7 donnée
2
2 p7 (Cj)2 ’lf]()

op|’
Oe

erla.le_

p,Yk

Néanmoins, I’estimation de cette fraction massique limite est erronée par rapport
a la fraction massique limite réelle, lorsque I’état du fluide évolue loin du point
sonique. Il faut alors limiter cette estimation a 1si Y7, < YJ.

L’application des critéres de positivité décrits précédemment conduisent au choix
du pas de temps suivant

A7/t = CFL min (ATXJ,.:I ,A’rg+1) ,

o w ¢ (1 -YJ
AT = uypj (ij _ u;))
At = PO (@ @)
V] 55|, 20 ()2

on fait alors progresser la solution sur un pas de temps 5 — 5 + 1. Pour ce faire,
on construit le vecteur des inconnues et le vecteur des termes sources

o —id
cJ
i op o
; 4Y3 ge |y, ~2" ()% o
= FriCE)
u ) .
. . . . . ;A J —qgd
Wi=| plal et W’ = =2 p7 o S5
Pj . qY] %—fi,yk_QpJ(cg)zwo
Y; —pu 7 I (T
Y] ci_gi
al

La solution évolue comme précédemment, par le schéma d’intégration du pre-
mier ordre suivant
WItl = Wi + Aritl Wi,

on effectue alors une série de tests pour determiner la pression P* correspondant
a la détonation stable, c’est a dire a celle qui vérifie a la fois les conditions de
choc et les conditions de sonicité. Cette recherche est effectuée comme suit :
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Si =% > ¢ alors

cJ

i 9P |J i (52 47
Sj Yy B¢ ,;,Yk72p] (¢/)" wo

EACES)) > ¢ alors

la solution peut alors évoluer d’un pas de temps supplémentaire
j—i+1
et I’on retourne alors en d) ;

Sinon

la combustion a pratiquement atteint son maximum admissible alors que
la condition de sonicité n’a pas été atteinte. La pression P* initialement
choisie est donc trop grande. On change alors une borne du domaine
d’existence de la pression solution, c’est a dire

Psup = P* ’
puis on retourne en b) ;

Sinon

j OP|J i (G )2 o
Y5 e p,Yk_Zp](c]) wo

2 o () > ¢ alors

la condition de sonicité a été pratiquement atteinte alors que la combus-
tion n’a pas atteint son maximum admissible. La pression P* initiale-
ment choisie est donc trop faible. On change alors une borne du domaine
d’existence de la pression solution, c’est a dire

I)inf = P* )
puis on retourne en b) ;

Sinon

la vitesse matérielle est pratiquement égale a la vitesse du son et la com-
bustion a pratiquement atteint son maximum admissible. Le choix initial
de la pression P* correspond a la solution stable. On arréte alors le cal-

cul.

La validation de cette méthode par rapport a une solution exacte n’étant pas pos-
sible, nous allons étudier le comportement qualitatif de la solution en faisant varier le
rayon de courbure du front de détonation. Plus précisément, on reprend les parametres
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du probleme précédent

v=3,

g = 4.5156 MJ/kg ,
kE=2.100g"",
Y,=ky1-Y,,

po = 1600 kg/m? |

et on cherche a déterminer la vitesse de détonation stable pour un rayon de courbure
donné, ainsi que les profils des variables de I’écoulement. Lorsque la solution stable
est obtenue, on cherche a résoudre le méme probléme pour un autre rayon de courbure.

Dans la premiere série de calculs, dont les résultats sont représentés sur la figure
3, on a fait varier le rayon de courbure du choc entre 0.1 m et 1 m, par pas de 0.1 m.
Pour mémoire, on a laissé figurer le profil exact de la détonation idéale, correspondant
a un rayon de courbure infini.

Ces simulations sont poursuivies pour des rayons de courbure variant maintenant
entre 0.01 m et 0.1 m par pas de 0.01 m. Les résultats sont représentés sur la figure 4.

Il apparait que

— la surface sonique est chaque fois atteinte en méme temps que la fraction mas-
sique des produits atteint son maximum. Ce maximum est d’autant plus petit
que le rayon de courbure est petit;

— la distance entre le front de choc et la surface sonique diminue lorsque le rayon
de courbure diminue aussi;

— I’intensité de I’onde de choc diminue lorsque le rayon de courbure diminue
aussi.

Ces résultats sont en accord avec le comportement qualitatif bien connu des détona-
tions non idéales.

Ces simulations sont associées a un résultat complémentaire, relatif a la relation
célérité-courbure de I’explosif, comme représenté sur la figure 5.

Cette relation célérité-courbure théorique pourrait étre comparee ala relation célérité-
courbure expérimentale qui est caractéristique d’un explosif donné. Si la thermodyna-
mique des produits de détonation (ou de leur mélange) est connue sans ambiguité,
cette relation peut &tre mise a profit pour déterminer la cinétique de décomposition de
I’explosif.

Le modéle multiphasique a justement été mis au point pour que la thermodyna-
mique du mélange ne comporte pas d’ambiguité. C’est dans ce contexte qu’il est
maintenant nécessaire de résoudre le modele multiphasique pour déterminer la rela-
tion célérité-courbure et la comparer avec I’expérience afin d’en déduire la cinétique
de decomposition.
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FIG. 3 — Evolutions des variables de I’écoulement entre le front de choc et la surface
sonique pour des détonations a front courbé. Le rayon de courbure varie entre 0.1 m
et 1 m par pas de 0.1 m. Les solutions numériques sont représentées en traits conti-
nus et la solution exacte dans le cas d’un rayon de courbure infini est représentée en

symboles.
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FI1G. 4 — Evolutions des variables de I’écoulement entre le front de choc et la surface
sonique pour des détonations a front courbé. Le rayon de courbure varie entre 0.1 m
et 1 m par pas de 0.1 m. Les solutions numériques sont représentées en traits conti-
nus et la solution exacte dans le cas d’un rayon de courbure infini est représentée en
symboles.
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FiG. 5 — Relation célérité - courbure théorique de I’explosif étudié.

5.3 Résolution du modéle multiphasique

Ce modeéle a été établi dans le présent document pour la premiere fois. Il comprend

1. les relations de choc

[Y,] =0,

[w] =0,

[p(u—0)]=0, (25)
pu (u—0o)+P]=0,

ek—eg—l—P—;P (Vg —vp) =0;
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2. les équations de I’écoulement (21) entre le front de choc et la frontiere sonique

( du
2 _ -2y dU
ple— )dx
2 - I1p2ci-T3p1c?
—2pctg + —a2p1c§+a1pzc% H(T, - T)) +
azc2tai 2 TqpacZ—Taprcl INEA c2 c? y
+ I:Oél F;‘FQZ le a2 p1 c§+a1 P2 c% + a1 F21+o?2 T ((h2 - F_22) - (hl - I‘_ll))] PYI )
dp p (dﬂ )
L __rFr = 2%
) dz u \dz tato)
dP _du
= = pu—,
dzx p dzx
dv; Y,
dz 4’
_ . 2 2
day  (p265 —prcf) (S—Z +2wo) +H (T, - T) (5—; + g—;) +pY; (;—11 + ;_22) .
dz Y ’
\ u ( (111 + 0{22)

3. I’expression de la divergence radiale de I’écoulement, qui est supposée constante
et égale a sa valeur au front de choc

ow

=22 = (o—lal@=0)/R=

wo

nv S]]

r=0

ou R représente le rayon de courbure de I’onde;
4. les conditions (22) sur la frontiére sonique

2 2
_ 2 A T1p2¢5-T2p1c7 i
2pct gy + crpCTarmd (T, —Th) +

2 2

2 2 2 2 .
azcitarcy Tipacs—Tapiey Ty _ Sy _ g _
+ [Ocl TatasT1 azp1ci+alpac) + a1 Ta+as T (h2 Fz) (hl Pl) pY1=0,

lorsque ¢ = w2 .

Comme précédemment, a I’approche du point sonique, la premiére équation du sys-
téme (21) va présenter une singularité. Pour lever cette difficulté, on effectue le méme
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changement de variables que précédemment et on obtient le systéme étendu suivant

(dzx c—1u
dr c
da 1
_— = X
dr  pc(ec+a)
9 Flpgcg—rzplc% g
—2pcfiyg+ ——3F3—"A H(Ty, —T1)+ pY1 X

s p1 c3+a1 pa 3

i d Ded tnd | nn (- 4) - u - D))
aiPataaT1 azprcital pach a1 Tatas Ty Ta Ty ’
\ d(pa) . Cc— 1T
d = _2pw0 7
T C

dP _du

— = —DUu —

dr p dr’

dY; . Yic—a

dr o c 2, 2y ( da ry , Isy . (2 2

@ o -

doy e (p2 3—p1 c3) ($2+24i0)+H(To—T1) (a-l—@)ﬂzYl (E"’@)

dr T @ ﬂ10%+/720§
\ al a2

Afin d’éviter les singularités sur cette derniere équation, on la réécrit de la fagon sui-
vante

day e @102 (p2ci—p1c?) (S+240)+H(To—T1) (as 1401 Ta)+p Y1 (a2 c+ay c3)

dr c (a2 p1 c%—{—al P2 c%)

Une modification supplémentaire sur cette équation est nécessaire. Elle fait en effet
intervenir la divergence longitudinale de vitesse g—g alors que la résolution du systéme
porte maintenant sur 3—1;‘ .Or

du dudr du c

dz  drdz drc-a’

En raison du numérateur qui peut tendre vers zéro, on introduira ce terme dans I’équa-
tion sur la fraction volumique de la fagon suivante

da; _ @1a2(p2 2—p1c?) (%4—2 C:ﬁ 11?10)-!-0_ﬁ [H(T2 —T1) (a2 T14a1 T2)+p Y1 (e Ztax C%)]

c
dr @ (a2 p1 c3+a1 p2 €3)

Une derniére remarque est nécessaire. Tout d’abord, I’équation d’évolution de la vi-
tesse peut étre ecrite sous une forme plus concise; plus particulierement, la somme des
deux termes en facteur du terme de transfert de masse p ¥; dans le second membre de
I’équation portant sur @ se récrit

pzc%_plc% agc%+a1c% n (hg—é)—(hl—ﬁ) ' Ty
Iy I'y ag p1 €2 + ay pa Iy Iy arTo+agTy
Nous allons analyser les deux termes formant la somme ayantI'; 'y /(a1 T'a + a2 T'1)
comme facteur commun. Examinons tout d’abord la différence

2 2
_ %y 4
(P2 F2) (h1 F1)
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dans le cas de I’équation d’état des gaz raides; les différentes fonctions thermodyna-
miques d’une phase quelconque s’écrivent alors dans ce cas

([ P=(y—1)p(e—ey) — 7 Px,

>
Il

@

_l’_
|

Pour le présent propos, les seules définitions de I’enthalpie et de la vitesse du son
suffisent. Pour cette équation d’état, le coefficient de Grineisen se réduita I’ = v — 1,
de sorte que h — CF—2 = ep. Ainsi, un des deux termes en facteur du transfert de masse
s’écrit, du moins pour I’équation des gaz raides

C% C% 0 0
(h2—r—2)—(h1—r—1):€2—e1-

I n’est en rien surprenant que ce terme soit présent. Mais il est plus étonnant qu’une
autre énergie vienne s’ajouter a cette différence. 1l s’agit du second terme

2 2 2 2
p2cy  p1cy Qg cy + a1 ¢
B 2 2
Ty Ty Qg p1c] + a1 p2C

que nous allons examiner a présent. En se souvenant de la définition de la masse volu-
migque moyenne aux interfaces

2 2
pP1cq 4 P2 Coy
a1 a2

Pr = ﬁ 4 ﬁ 3
[a31 Qo
ce terme se réduit a
p2e5 _ prc}

I's I't
pr
Dans le cas de I’équation des gaz raides, ce terme s’écrit

pacy  picd
T _ 1 {( Y2 o m ) P (7213002 _71Pool>}
pI pr (\2—-1 m-1 2-1 m-1
Supposons, comme nous I’avons fait depuis le début, que la phase 1 corresponde aux
produits gazeux (y1 = 3, Pso1 = 0) et que la phase 2 corresponde a la phase solide

réactive (2 = 3 par exemple, et P,» > 0). Dans ce cas, le terme précédent se réduit
a

2 2
p2cy _ prEY
i . 72 P2

PI Cpr(r-1)7
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ce qui correspond & une énergie nullement négligeable puisque typiquement P9 est
de I’ordre de 10° Pa. Ainsi, I’énergie contenue dans le terme que nous venons d’exa—

miner, est du méme ordre que I’énergie contenue dans le terme (ho — —) (h1— —) .
La premiére de ces deux énergies correspond aux liaisons crlstalllnes ou mtermole—
culaires qui font qu’une phase condensée reste dans un état condensé. La deuxieme
énergie correspond aux liaisons moléculaires. Ces deux énergies sont en effet libérées
lors de la décomposition du matériau. La signification de ces termes est maintenant
plus claire.

On peut donc maintenant entamer la résolution du systéme, que I’on considere
sous la forme suivante

(de _c—u
dr c ’
du 1
_— = X
dr  pclec+u)
{—2/)c27i10—I——Fl'ozc2 Lo p1cy H(Tp —T)) +—22  py

s p1 c1—|—a1 p2 c2 ai otaz 'y

2 2
p2cy;  p1 c1 a2 cl—|—a1 c2 A c1
[( T T ) as p1 3+ p2 2 + ((h Fz) (h Ty ))] } ’

d(pa) — 9pu c—1u
dr
P du
dr P dr’
v, _Yic-u
dr  a ¢
day _a1az2(p2 c2—p1c?) ( ) +&<= [ (T2—T1) (a2 T1+a1 T2)+p V1 (a2 2o c%)]
\ dr a(azplc +a1 p2 c2) )
(26)
Ce systéme peut s’écrire sous la forme
dw
=W W,7),
dr

avec W = (z,4,pa,P,Y:,a1)T , le vecteur d’inconnues & 6 variables et T (W) le
vecteur terme source a 6 composantes.

L’algorithme de résolution est proche des méthodes précédemment utilisées, avec les
mémes conventions de notations que celles utilisées dans les 2 algorithmes précédents
(itération j, 77 etc.), hormis les quelques détails que nous signalons ci-apres :

a) on se donne un intervalle de pression [Piy¢ , Psup) dans lequel la pression au choc
P~ est supposee appartenir;

b) on fixe arbitrairement une pression P* dans cet intervalle. Par exemple

Pins + Psup .

P =
2 7
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c) on calcule I’état derriére le choc: masses volumiques de chaque phase p7 , p5
desquelles on déduit la masse volumique du mélange p*, puis les fractions volu-
miques af, a5 = 1 — of et enfin la vitesse @* du milieu choque dans le repére
de I’onde. Les conditions initiales du systeme (26) sont alors déterminées;

d) on calcule toutes les fonctions thermodynamiques intervenant dans le calcul des
termes sources (eévaluées au temps 7;, pour un schéma d’intégration du premier
ordre);

e) on calcule alors les termes sources de ce systéme (le vecteur 17 (W9);

f) on calcule les pas de pseudo-temps assurant la positivité de la solution, de la
facon suivante : durant I’intégration, la fraction massique des produits doit rester
positive et inférieure & 1 dans la zone de réaction, c’est a dire

Y1 <1.

Dans le cas d’une méthode d’intégration d’ordre 1, la fraction massique va évo-
luer suivant le schéma

YT =Y + AP (5) .
L’inégalité précédente devient alors
Y] + AT TWI(B) < 1.
Ce qui nous donne le critére sur le pas d’intégration suivant

_vyJ .
At < ﬁ = AT;],+1 .
~ Wi(5) '
De la méme facon, en tout point de I’écoulement, la vitesse mateérielle doit rester
inférieure a la vitesse du son

@it <
Dans le cadre d’une méthode d’intégration d’ordre 1, la vitesse va évoluer sui-

vant le schéma
@ = + ATTTEWI(2)

de sorte que I’inégalité précédente devient
W+ ATTTTWI(2) < .
Ceci nous donne un second critere sur le pas d’intégration

. J _ gJ
At <

— = A7t
- Wi(2) “

L’application du méme raisonnement a la fraction volumique, qui doit elle aussi
rester inférieure a 1 ( a{“ < 1) conduit a la troisiéme condition supplémentaire
suivante du pas de pseudo-temps a I’itération j + 1

Aritt < 1200 i
— Wi(6) -
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9)

h)

Afin que le pas de temps global satisfasse aux trois criteres précédents, on pren-
dra ' . ' _
A7/l = CFL min (ATQLl ATt ,Argj'l) .

En prenant par exemple CFL = 1073, on sera assuré qu’environ 1000 points
d’intégration seront présents dans la zone de réaction;

on fait alors progresser la solution sur un pas de temps j — 5+ 1 dont le schéma
a I’ordre 1 s’écrit
With = Wi + AT Wi

on effectue alors une série de tests pour déterminer si la pression P* correspond
bien a la détonation stable, c’est a dire a celle qui vérifie a la fois les conditions
de choc et les conditions de sonicité. Cette recherche est effectuée ainsi

Si Witl(1) > ¢ alors
Si Witl(2) > ¢ alors
la solution peut alors évoluer d’un pas de temps supplémentaire
j—=j+1
puis on retourne alors en d) ;

Sinon

la combustion est pratiqguement terminée alors que la condition de so-
nicité n’a pas été atteinte. La pression P* initialement choisie est donc
trop grande. On change alors une borne du domaine d’existence de la
pression solution, c’est a dire

Psup = P* )
puis on retourne en b) ;

Sinon

Si Wit(2) > e alors

la condition de sonicité a été pratiquement atteinte alors que la com-
bustion n’est pas terminée. La pression P* initialement choisie est donc
trop faible. On change alors une borne du domaine d’existence de la
pression solution, c’est a dire

ljinf:P*a

puis on retourne en b) ;
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Sinon

la vitesse matérielle est pratiquement égale a la vitesse du son et la com-
bustion est pratiqguement atteinte. Le choix initial de la pression P* cor-
respond a la solution stable. On arréte alors le calcul.

La validation du code de calcul va maintenant étre réalisee sur une série de cas
tests, de difficulté croissante qui vont confirmer les propriétés du modéle, en particulier
les conditions de stabilité des détonations multiphasiques.

5.3.1 Test1: limite monophasique

Le modéle doit reproduire les résultats de référence du cas monophasique lorsque
les paramétres d’équation d’état des deux constituants sont les mémes. Ainsi, les para-
métres de la simulation ont été choisis avec les valeurs suivantes

m=3, Y2 =3,

Py1 =0Pa, Po2 =0Pa,

Cy, = 1000 Jkg/K Cy, = 1000 Jkg/K
po, = 1600 kg/m? , po, = 1600 kg/m? ,

eo, = —4.5156 MIkg,  eg, = 0 MI/kg .

Avec ce jeu de données, on peut s’assurer que I’énergie libérée aux produits correspond
bien a celle utilisée précédemment dans le cas monophasique

q = ep, — e, = 4.5156 MJI/Kg .

La cinétique réactionnelle est gardée identique

}./p:kvl_ypa

avec k = 2.10% s~ ; le coefficient d’échange de chaleur H est pris égal & zéro : cecin’a
aucune importance, de méme que le choix des capacités calorifiques a volume constant
car dans la présente limite, le terme d’échange de chaleur dans I’équation d’évolution
de la vitesse s’écrit

Typact —Topic? 1—=1)m—(r—1)y) P
P26 —T2p ;H(T2—T1)=((7 )72 (v )27) H(Ty—T) =0,
Qg p1c] + Q p2C5 Qg p1c] + a1 p2Ch

puisque y1 = 2.

On doit obtenir une vitesse de détonation stable ¢ = 8500 m/s. Les profils des
variables de I’écoulement sont comparés a la solution exacte de Fickett et Davis sur la
figure 6.

L’accord obtenu par la solution numérique est excellent.
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Fi1G. 6 — Comparaison des variables de I’écoulement entre le front de choc et la surface
sonique pour une détonation stable multiphasique dans la limite monophasique. La
solution numérique est représentée en traits continus et la solution exacte, donnée
dans Fickett et Davis (1979), est représentée en symboles.
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5.3.2 Test 2: limite monophasique avec échange de chaleur

Nous avons signalé precédemment que, dans la limite monophasique, les échanges
de chaleur n’allaient en rien venir modifier la dynamique de la détonation. Toutefois,
il est important de s’assurer que le terme d’échange de chaleur présent dans I’équation
sur la fraction volumique conduit bien a une relaxation des températures. C’est ce que
nous allons vérifier au travers de deux simulations.

Dans le premier cas, on reprend les paramétres de la simulation précédente en
changeant la capacité calorifique du réactif

=3, Yo =3,

P, =0Pa, Poo =0Pa,

Cyp, = 1000 J/kg/K , Cy, = 4000 J/kg/K ,
po, = 1600 kg/m? , po, = 1600 kg/m?

€0, = —4.5156 MJ/kg s ep, =0 MJ/kg .

La cinétique réactionnelle est gardée identique. Le coefficient d’échange de chaleur H
est pris égal a une valeur constante

H =102 WIK.

Les profils des variables de I’écoulement sont comparés a la solution exacte de Fickett
et Davis sur la figure 7 .

Il apparait clairement que les températures et les masses volumiques des phases
sont différentes en tout point, sauf a I’approche du point sonique ou les températures
deviennent égales. En effet, le coefficient d’échange est trop faible pour les faire relaxer
plus t6t dans I’écoulement. La relaxation se produit lorsque la masse d’une des deux
phases diminue, et donc son inertie thermique diminue.

Afin de confirmer cette interprétation, réalisons une nouvelle simulation avec un
coefficient d’échange plus grand ( H = 10'3 W/K ). Les variations étant plus vio-
lentes, il est nécessaire pour la convergence des calculs d’utiliser un pas d’espace plus
petit. Ceci est réalisé en prenant le coefficient CFL & 10~* au lieu de CFL = 1073.
Les résultats sont représentés sur la figure 8.

Il apparait maintenant une relaxation trés rapide des températures, ce qui a des
conséquences importantes sur les masses volumiques des phases ainsi que sur la frac-
tion volumique, mais nullement sur les autres variables de I’écoulement.

5.3.3 Test 3: mélange de deux gaz parfaits sans échange de chaleur

Considérons maintenant le cas d’un écoulement diphasique le plus simple : deux
gaz parfaits évoluent en déséquilibre de température sans échanger de la chaleur. On
reprend les parameétres de la simulation précédente en changeant le coefficient poly-
tropique du réactif

m=3, 72 =4,

Py1 =0Pa, P2 =0Pa,

Cyp, = 1000 J/kg/K , Cyp, = 4000 J/kg/K ,
po, = 1600 kg/m? | po, = 1600 kg/m?

eo, = —4.5156 MIkkg,  eo, = 0 MI/Kg .
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FIG. 7 — Comparaison des variables de I’écoulement entre le front de choc et la sur-
face sonique pour une détonation stable multiphasique dans la limite monophasique
avec un échange de chaleur pris égal & H = 10'2 W/K . La solution numérique est re-
présentée en traits continus et la solution exacte, donnée dans Fickett et Davis (1979),

est représentée en symboles.
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FiG. 8 — Comparaison des variables de I’écoulement entre le front de choc et la sur-
face sonique pour une détonation stable multiphasique dans la limite monophasique
avec un échange de chaleur pris égal 8 H = 10" W/K . La solution numérique est re-
présentée en traits continus et la solution exacte, donnée dans Fickett et Davis (1979),
est représentée en symboles.
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La cinétique réactionnelle est gardée identique et le coefficient d’échange de chaleur
H est pris constant et égal a zéro.

Les profils des variables de I’écoulement sont représentés sur la figure 9. La solu-
tion de référence de Fickett et Davis est aussi représentée pour évaluer les changements
de comportement par rapport aux cas précédents.

Signalons tout d’abord que la vitesse de détonation obtenue par la simulation nu-
mérique est de 8 500 m/s, comme dans le cas monophasique. Ceci est tout a fait normal
puisque I’équation d’état des produits n’a pas changé, ainsi que I’énergie de réaction.
Par contre, les variables de I’écoulement, en tout point ont changé, y compris la lon-
gueur de la zone de réaction. Ceci n’a rien de surprenant. Examinons maintenant les
effets des échanges de chaleur.

5.3.4 Test 4: mélange de deux gaz parfaits avec échange de chaleur

Par rapport au cas précédent, on ajoute maintenant les effets des échanges de cha-
leur. Les parametres de la simulation sont

7 =3, Y2 =4,

Py =0Pa, P,y =0Pa,

Cyp, = 1000 J/kg/K , Cy, = 4000 J/kg/K ,
po, = 1600 kg/m? , po, = 1600 kg/m? |

€y, = —4.5156 MJ/kg , ep, =0 MJ/kg .

La cinétique réactionnelle est gardée identique mais le coefficient d’échange de chaleur
H est maintenant non nul
H =10 WIK.

Les profils des variables de I’écoulement sont représentés sur les figures 10-11. La
solution de référence de Fickett et Davis est aussi représentée pour évaluer les change-
ments de comportement par rapport aux cas précédents. Pour faciliter la comparaison,
on a aussi conservé sur la colonne de gauche les résultats sans transfert de chaleur, et
ajouté sur la colonne de droite les présents résultats avec transfert de chaleur.

Signalons tout d’abord que la vitesse de détonation obtenue par la simulation nu-
mérique est maintenant de 8 913 m/s, c’est a dire supérieure a la vitesse de détonation
idéale!

Nous n’avons pour I’instant pas d’explication théorique a ce comportement. Une
explication pourrait étre liée au comportement non monotone de la vitesse du son par
rapport a la fraction volumique, mais ceci reste a confirmer.

On observe aussi que la pression et la vitesse ont des niveaux moyens supérieurs
a ceux du cas ou les échanges de chaleur sont absents. L’inverse est observé pour la
masse volumique du mélange. Les températures des phases n’atteignent pas I’équi-
libre, ce qui est normal, sinon la condition CJ serait retrouvée. Un comportement ana-
logue aux détonations non idéales est observé pour les autres variables : diminution de
la distance choc-surface sonique et diminution de la fraction massique sur la surface
sonique.

Afin de s’assurer de ces évolutions, et de s’approcher de situations plus réalistes, on
va maintenant considérer que le réactif est un matériau condensé, régi par une équation
d’état appropriée.
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FiG. 9 — Evolution des variables de I’écoulement entre le front de choc et la sur-
face sonique pour une détonation stable multiphasique dans le cas diphasique sans
échange de chaleur. La solution numérique est représentée en traits continus et la so-
lution exacte monophasique, donnée dans Fickett et Davis (1979), est représentée en
symboles.
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FiG. 10 — Comparaison de évolutions des variables de I’écoulement entre le front
de choc et la surface sonique pour une détonation stable multiphasique dans le cas
diphasique sans échange de chaleur (colonne de gauche) et dans le cas diphasique en
présence d’échange de chaleur (colonne de droite). La solution numérique (nombre
de Mach M = /¢, fraction massique des produits Y,, pression du mélange P et
masse volumique du mélange p) est représentée en traits continus et la solution exacte
monophasique, donnée dans Fickett et Davis (1979), est représentée en symboles.
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FiG. 11 — Comparaison de évolutions des variables de I’écoulement entre le front
de choc et la surface sonique pour une détonation stable multiphasique dans le cas
diphasique sans échange de chaleur (colonne de gauche) et dans le cas diphasique
en présence d’échange de chaleur (colonne de droite). La solution numérique (vitesse
du mélange @, température T}, masse volumique py, et fraction volumique Yy, pour
chacune des phases £ = 1,2) est représentée en traits continus et la solution exacte
monophasique, donnée dans Fickett et Davis (1979), est représentée en symboles.
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5.3.5 Test 6: mélange d’un gaz parfait et d’un matériau régi par I’équation
d’état des gaz raides. Simulations avec et sans échange de chaleur

Par rapport aux simulations précédentes, on rajoute maintenant un potentiel attrac-
tif dans I’équation d’état des réactifs. Les paramétres de la simulation sont les suivants

m=3, Y2 =4,

P, =0Pa, Pyo = 10° Pa,

Cy, = 1000 Jkg/K,  C,, =4000 Jkg/K ,
po, = 1600 kg/m? | po, = 1600 kg/m? .

A ce stade, il faut prendre garde a la définition des énergies de formation des réactifs et
des produits. En effet, on veut comparer I’importance des effets de gaz réel par rapport
aux simulations précédentes, a énergie de réaction constante. Par exemple, on tient a
retrouver le méme état CJ lorsque les échanges de chaleur sont absents.

Le point CJ est justement déterminé a partir de la conservation de I’énergie

P,+P,
2

€ — € + (Vp_’/r):oa
ou I’indice p désigne les produits en fin de réaction et I’indice r celui des réactifs avant

le passage du choc. En utilisant I’équation d’état des gaz raides, on obtient

(Poy + 71 Peot) Vos (Po + 72 Pxo2) 10 Po; + Py
+eg, — —eg, + 22
7m—1 v —1 2

(VCJ_VO) :O.

Comme P, est négligeable devant P et P2, cette relation se simplifie en

P, P, i
(Pos + 71 Poot) Ves 2 (voy — o) = eg, — €0, +

Y2 Poo2 10
-1 2 '

Y2 —1

Lorsque le réactif est aussi un gaz parfait, Po,o = 0, et I’équation précédente se résume
a

Pos + 71 Po1) v P,
(Feo 7?1_;01) CJ+%(UCJ—V0):q:eOQ—eol.

Mais lorsque le réactif est une phase condensée, I’énergie libérée ¢ correspond a la
somme suivante
Y2 Poo2 Vo
12 —1

qui représente la somme de I’énergie des liaisons moléculaires et des liaisons cristal-
lines.

Pour comparer les résultats par rapport aux simulations précédentes, nous voulons
conserver ¢ a la valeur

q = €eg, —€o1 + )

q = 4.5156 MJ/Kg .

On veut aussi, pour des raisons de simplicité garder I’énergie de référence du réactif a
zéro
€py = 0 MJ/kg .
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La valeur de P.,» dépend uniquement de la polaire de choc du réactif. Ceci nous
conduit a choisir alors I’énergie de référence des produits de la fagon suivante

Y2 Poo2 119

601:602—q+ 72_1

Par ailleurs, la cinétique réactionnelle est gardée identique et le coefficient d’échange
de chaleur H sera pris soit nul, soit & la valeur constante H = 10'3 W/K .

Les profils des variables de I’écoulement sont représentés sur les figures 12-13 . La
solution de référence de Fickett et Davis est aussi représentée pour évaluer les change-
ments de comportement par rapport aux cas précédents. Pour faciliter la comparaison,
on a représenté sur la colonne de gauche les résultats sans transfert de chaleur et ceux
avec transfert de chaleur sur la colonne de droite.

La vitesse de détonation obtenue par la simulation numérique en absence d’échange
de chaleur est égale & 8 500 m/s, comme précédemment. Avec échange de chaleur, elle
est maintenant de 8 705 m/s, c’est a dire toujours supérieure a la vitesse de détonation
idéale, mais de fagon moindre.

Quelques écarts mineurs apparaissent entre les présentes simulations et celles ou
les deux phases sont gouvernées par I’équation d’état du gaz parfait, mais les évolu-
tions qualitatives et les commentaires précédents demeurent.

5.3.6 Test 7: mélange d’un gaz parfait et d’un matériau régi par I’équation
d’état des gaz raides en présence d’effets de courbure du front et de trans-
ferts de chaleur

On reprend les mémes parameétres de simulation que précédemment, en présence
de transferts de chaleur et en faisant varier le varier le rayon de courbure du choc entre
1 cmet 1 m par pas de 1 cm. Pour mémoire, on a laissé figurer le profil exact de
la détonation idéale monophasique, correspondant a un rayon de courbure infini. Ces
résultats sont donnés dans la figure 14.

Ces simulations sont associées a un résultat complémentaire, relatifs a la relation
celérité-courbure de I’explosif, comme représenté sur la figure 15. Pour mémoire, on
a représenté a gauche la relation célérité courbure de I’explosif obtenue dans le cas
monophasique, tandis que celle obtenue dans le cas diphasique est représentée a droite.

Il est surprenant de remarquer que malgré les différences sensibles observées dans
la zone de réaction entre le modele monophasique et le modéle diphasique, peu de
différences sont observées sur la relation célérité - courbure. En particulier, I’allure est
la méme, a une translation pres.

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que la relation célérité—courbure de
I’explosif peut étre déterminée par la présente méthode. Ce résultat est obtenu a partir
d’une cinétique de décomposition donnee. On peut alors songer & déterminer cette
cinétique par une méthode inverse, a partir de la connaissance expérimentale de la
relation célérité—courbure [9].

RR n° 5729



60 M.-H. Lallemand & R. Saurel

1 1
095 095
< 4
09 09
4 4
085 085
4 4
L s 2 o
g & ° § ™ °
2 2
g o ° g o o
= =
0.7 ® 07 3
© ©
065 o 065 o
o6t © o6l ©
055 055
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X(mm) X(mm)
1 1
< <
4 4
< <
08 08
%] 4 %3 4
g 8
] S
o 06 S 06
£ £
5 ° 5 °®
c c
s S
8 04 g 04
E ° E °
= =
0.2 PS 0.2 o
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
x(mm) X(mm)
60 60
55F o 55f o
© o
50 50

Pressure (GPa)
Pressure (GPa)

25 25
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
x(mm) (mm)
3200 3200
° °
3000 3000
° °
2800 ° 2800 °

2600

Misture density (kg/m3)
<
Misture density (kg/m3)
2
j=]
S
°

2400

g

2200 2200

2000 2000
0 6 0

x(mm) x(mm)

FiG. 12 — Comparaison de I’évolution des variables de I’écoulement entre le front
de choc et la surface sonique pour une détonation stable multiphasique dans le cas
diphasique sans échange de chaleur (colonne de gauche) et dans le cas diphasique
en présence d’échange de chaleur (colonne de droite). Les produits sont régis par
I’équation d’état des gaz parfaits tandis que le réactif est régi par I’équation d’état des
gaz raides. La solution numérique (nombre de Mach M = @/e¢, fraction massique des
produits Y,,, pression du melange P et masse volumique du mélange p) est représentee
en traits continus et la solution exacte monophasique, donnée dans Fickett et Davis
(1979), est représentée en symboles.
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FiG. 13 — Comparaison de I’évolution des variables de I’écoulement entre le front
de choc et la surface sonique pour une détonation stable multiphasique dans le cas
diphasique sans échange de chaleur (colonne de gauche) et dans le cas diphasique
en présence d’échange de chaleur (colonne de droite). Les produits sont régis par
I’équation d’état des gaz parfaits tandis que le réactif est régi par I’équation d’état
des gaz raides. La solution numérique (vitesse matérielle du mélange u, température
T}, masse volumique pg, pour chaque phase k& = 1,2 et fraction volumique Y7 de la
phase 1) est représentée en traits continus et la solution exacte monophasique, donnée
dans Fickett et Davis (1979), est représentée en symboles.
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FIG. 14 — Evolution des variables de I’écoulement entre le front de choc et la surface
sonique pour des détonations multiphasiques a front courbé. Le rayon de courbure
varie entre 1 cm et 1 m par pas de 1 cm. Les solutions numériques (nombre de Mach
M = a/c, fraction massique des produits Y,, pression du mélange P, masse volu-
mique du mélange p, vitesse matérielle du mélange % et fraction volumique de la phase
1Y7) sont représentées en traits continus, et la solution exacte monophasique dans le
cas d’un rayon de courbure infini est représentée en symboles.
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F1G. 15 — Relation célérité - courbure théorique de I’explosif étudié. Cas monopha-
sique a gauche, cas diphasique a droite.

6 Conclusion

Le modéle semble fournir un comportement de solution correct, en accord avec
les nouvelles conditions de stabilité des détonations qui ont été obtenues. Le code de
calcul est stable, précis et rapide. Les calculs qui ont été effectués sur le test 7, pour
100 rayons de courbure successifs, ont été réalisés sur un PC en environ 5 mn.

Il reste a approfondir :

— I’introduction de lois d’état plus générales pour les produits de détonation, comme

pour les phases condensées;

— I’analyse des conditions de stabilité des détonations multiphasiques en présence
de transfert de chaleur. Nous avons vu que les simulations pouvaient prédire
des vitesses de détonation supérieures a la vitesse CJ, ce qui demande de plus
profondes investigations.
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A Deétermination de la solution analytique pour le cas 1-D
plan, monophasique

Cette détermination est effectuée ici dans le cas particulier ou le fluide obéit a la
loi des gaz parfaits. On rappelle que ce résultat est bien connu [10, 11] ou [5], mais
non explicité dans la forme que nous donnons ici. Les enseighements apportés lors de
cette détermination permettent d’améliorer I’algorithme numérique.

On rappelle que la détermination de I’onde s’effectue a I’aide de la donnée de I’état
du fluide en aval de cette onde (variables indexée en bas par "0"), des relations de saut
au travers du choc (4) et de la résolution du systéme différentiel, dans le repere de
I’onde (5).

On suppose I’état a droite du front (indexé par "0") connu, avec

(YP)O = Oa
Uug =0.

L’on en déduit les relations suivantes (I’état a gauche est indexé par "*")

(Ye)r = (Yp)o =0,

My = Ty = T = Py Usx = Po U ,
P, = Py + m (g — Gx) ,

m (Ey — Eo) + Py (ux —up) =0,

oum = pu,u =D —aetd = —u (ce qui revient a exprimer les relations dans le
repére fixe lié au chog avec I’axe de symeétrie dirigé vers I’amont du choc).

En utilisant le fait que (Yz). = (Y»)o = 0, la définition de I’énergie totale et
ug = 0, la relation de saut sur I’énergie se réécrit

(. — £0) + 7 (a0 — 1) + P (8, — ) =0.

La relation de saut sur la pression permet également d’écrire

7 Py - P,

5 (=)’ = 25 (1 — )
de sorte qu’on a

Po+P.
m (&, — &) + — 5 (@ — i) = 0.
Comme u = m v, avec v = 1/p, volume spécifique la relation sur I’énergie devient
P, + P
(& — &) + 5 0 (ve —19) =0. 27)

Comme le fluide est régi par la loi des gaz parfaits £ = P/[(y — 1) p], on obtient
I’expression suivante pour la pression P,

_+Dw-(-Duw
LA VS Py v PR (@8)

On a donc 4 équations pour 5 inconnues qui sont p,, ., a9 = D (vitesse du choc de
détonation), (Y5 ). et P. Il suffit donc a ce stade de connaitre par exemple la pression
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P* pour en déduire toutes les autres variables. En effet, si on suppose que P, est une
autre donnée du probléme, la relation (28) permet de déduire le volume spécifique v,

(Y +)P+(y-1) P

T DRt DR )

et la masse volumique p, = 1/v,. En utilisant le fait que u = m v et en remplagant
dans I’expression P, = Py + m (g — @), on obtient, apres calculs que
2 (DR +(-1DR  (+)P+(-1)H

m- = 20 = 2 Po - (30)

On en déduit la vitesse ((u)? = m? v2)

@y = 0TV @=DPF [0+ DR+G=DP] 4
Y 200 [V D P (-1 P)] 2 T

On va montrer que I’on peut en fait déterminer completement ces variables dans le cas
particulier ou I’équation d’état est celle des gaz parfaits, sans pour cela avoir d’autres
données que I’état aval du front.

Dans le repére lié au choc, ou la direction est prise en sens inverse du sens de
I’écoulement, et I’origine du repére au point du choc, les équations gardent la méme
structure (invariance) mais sont stationnaires, le systeme obtenu est alors un systeme
différentiel qui s’écrit

(v, Y
dz a
d(pa) _0
dz ’ 2
\ d@ +pa2) (32)
- {_ _O’
dz
gle Pdi
( dz  pdz
ou I’on a noté
€ :e(PapaYP)a

=E(Pp) +Yre) +(1-Y5) e},
:g(Pap)—I_e(I)%_qYPa

ollg = €% — el > 0, car la réaction est exothermique. On a montré que I’équation
portant sur I’énergie était équivalente a

du qY,
) _ P
(C —u) ﬁ_p Oe
aP P,YP
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Le systéme (32) se réecrit sous la forme équivalente suivante

,

v, Y
d(a_c) oa
d(m
¢ arr _ _mdu (33)
dz md_:?:’
_oy d@ qYp
2 =2y =27 _
(e u)dj _p@
\ 8P07YP

Nous pouvons dés lors faire quelques remarques sur ce systéme :

Remarque A.1 Pour des raisons de stabilité thermodynamique, g—f_., v 0, et dans
pYp
v 2 . 3 2 by - & _ 1 -
le cas de I’équation d’état modéle des gaz parfaits, 55 Ye = 0D On sait par

ailleurs que Y, > 0, et plus précisément que Y, > 0 partout sauf au point sonique,
point CJ (dit de Chapman-Jouguet), pour lequel Y, = 0. L’on sait aussi qu’en amont
du front de détonation, et dans le référentiel lié a cette onde, la vitesse du fluide est
subsonique @ < c et est positive u > 0. Par ces hypothéses et la forme des équations,
on en déduit que

— @ est une fonction croissante de Z, sa valeur minimale est obtenue au point
amont du front et maximale au point sonique ol 7 = c.

— P est une fonction décroissante de z, elle atteint son maximum en amont du
front et son minimum en fin de zone de réaction, i.e. au point sonique.

— Y5, est une fonction croissante de z, elle atteint son minimum en amont du front
Y» = 0 et son maximum au point sonique Y, = 1.

— 7n est constant dans toute la zone de réaction, y compris au passage de I’onde
de détonation, et est strictement positive, et comme p = m/u, p est une fonction
décroissante de Zz, atteint son maximum en amont du front et son minimum au
point sonique.

Remarque A.2 La condition ¢2 — a2 = 0 est équivalente & écrire que Y, = 0, elle
méme équivalente a écrire que Y, = 1. C’est la relation de Chapman-Jouguet : le
point de fin de réaction coincide avec le point sonique.

Gréce a ces hypothéses et ces remarques, on en déduit la proposition suivante :

Proposition A.3 Pour un état aval donné d’un fluide monophasique dont le mélange
obéit & une loi des gaz parfaits, il existe une et une seule solution du systéme (33), avec
comme donnée initiale, I"état aval du front de détonation. Si I’on note par I’indice "f"
les variables au point sonique, par "0" les variables au point aval du front et par "*"
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les variables au point amont du front, on a les relations suivantes

P, + P
Py = ;’ L
[+ ) Pt (v — 1) By
Py po )
_ Y (P + Ry)
’a :c :E
f P 1
_ + 1P+ (y—1)F, 2
o :[(7 ) 2(7 )Opo] ’ (34)
D :17,0:@,
P0
P. =R +2(y-1)pg+VAp,

que

et en utilisant d’une part la relation dp = —g du, d’autre part le fait que ¢? = %
on montre, aprés calculs, que
02

d(c?—a) = (5 - (7+2)ﬂ) da
et que

d(p (02 —'&2)) =—-m(y+1)da,
ce qui permet de déduire que

p(—u?) du=dlm (¢ -u?)] +(’y+1)mudu:md[02+7;1u] ,
et comme p (c? — u?) du = md[(y — 1) ¢ Y5, on en déduit que
d[c2+(7;1)u2—(7—1)qyp]:o. (35)

Cette relation étant vrai dans toute la zone de réaction, on a en particulier ((Y,); =1

e+ P @ - - na=e+ S @me.
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La troisiéme équation du systeme permet d’écrire que
Pr+mup = P, +muy .
Dans le cas particulier d’un gaz parfait, on observe que
— — \2 2 Y&y o ENi
up =cp & (U)° = (cf)" = S &y =

de sorte que
et donc

Comme on connait toutes les expressions de I’état amont du front en fonction de P,
cela permet d’écrire que

W+DR+ 1P

MUy = 5
En remplacant cette expression dans celle de Py, on déduit
P, + P
pp =110
2
et donc les autres variables # ¢ et py
_ _ P, — P,
U =1u S e—
f T Tom
—cr = T,
 Rp{(y+ )P+ (v - 1) R}]>
oy = +)P+(r-1) R
I v (P + Po)

Revenons de nouveau a la relation d’invariance (36). En remplacant les différentes ex-
pressions par celles données ci-dessus, on aboutit, aprés calculs, a la relation suivante
portant sur P,

4(y—1)°

P —2[P+2(v—1 P.+P |P— 1L
(RF =2 (B+26- D Pt 1o [r - L

qui est une équation du second degré en la variable P,, de discriminant réduit (apres
simplification) défini par

2y
Ap=4(y—1)pog [ﬁPO‘F(’Y—l)POQ] >0.

On a donc deux solutions positives possibles, mais la seule admissible est la plus
grande des deux racines et donc

Po=P+2(y—1)pog+ VAp. (38)

Les autres variables s’en déduisent alors aisément.

RR n° 5729



70 M.-H. Lallemand & R. Saurel

Nous pouvons faire les remarques suivantes sur ce résultat.

Remarque A.5 Dans la théorie de Chapman-Jouguet, on ne s’intéresse pas a ce qui
se passe dans la zone de réaction, de sorte que le front de détonation est réduit a un
simple choc (d’épaisseur nulle). Dans I’hypothése ou I’on néglige la pression aval Py,
on retrouve bien les valeurs CJ. En effet, si Py = 0, on obtient

Py =2(y—-1)gpo = Fey,
11
Pf :77 PO = Pcy »
v Pr y(y—1) 9
(cp)? = =2 q=(ccs)?,
/ o 1(37+1) !
w2 = OFVwP o oD,

2
D =[2(2-1)q)° =D,

On retrouve donc bien toutes les valeurs CJ bien connues.

Remarque A.6 |l s’agit de discuter sur I’unicité de cette solution. On a vu que, sous
les hypothéses de le proposition (A.3), la pression P, était solution d’une équation du
second degré, possédant pourtant deux solutions admissibles. En fait, il s’agit ici de
traiter des detonations dites fortes, i.e. pour lesquelles la pression, décroissante dans
la zone de réaction, atteint son maximum juste en amont du choc de détonation et pour
des ondes de détonations élevées (i.e. D >> c). L’on sait que pour ces ondes de choc,
le saut de pression entraine que la pression amont est supérieure a celle du fluide avant
le passage de I’onde, donc de Py. Or si I’on regarde I’expression de la seconde racine,
notée P, o, 0na
Poa=P+2(y—1)pog—VAr < PRy,
puisque
Ap>2(y—=1)pog.

Donc P, 2 n’est pas une pression admissible pour un choc, ce qui permet de prouver
I’unicité de la solution.

On vient de montrer qu’il était possible de déterminer a la fois I’état amont et au point
sonique (ici de fin de réaction), ainsi que la vitesse de I’onde de choc, sans autres
données que I’état du fluide en aval du front. Qu’en est-il dans la zone de réaction?
Dans la zone de réaction, on a montré que le systeme d’équations a résoudre, attaché
au repére de I’onde de détonation, était en fait équivalent au sytéme différentiel suivant

; .
Y,

de:TPdi‘,
u

din =0,

\ d[P+mda =0, (39)

—1
d 62+7T112—(7—1)qYP =0.

\

La derniére équation ayant été obtenue dans la preuve de la proposition précédente
(35). On a alors la deuxiéme proposition suivante :
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Proposition A.7 Sous les hypotheses de la proposition (A.3), et pour un taux de réac-
tion de la forme Y, = 7 ﬂl —Y5), avec 7 constante strictement positive, il existe
une et une seule solution analytique du sytéme différentiel (39).

Preuve A.8 Considérons le changement de variable suivant

dz _
-— =Uu.
dr
alors la premiére équation du sytéme s’écrit
dY, s d
——— = TodT,
vi-v, °
qui s’intégre facilement et dont la solution est
Yo(r) =1-(1—27)
2 (40)
—fyr(1—2r)
(N 4

En prenant zéro comme origine a la fois pour z et pour 7 au front de la détonation
et en designant respectivement par z; et 7y I’abcisse et le temps de fin de réaction
(coincidant avec le point sonique), on a

TE =,
"y (41)
Ty = /0 a(r)dr .

On a déja montré dans la proposition précédente qu’on savait déterminer la constante
7, ainsi que I’état initial du fluide (correspondant aux variables définies en amont
du front par les relations de choc et situées a I’origine, indicées par "*'") mais aussi
I’état final (correspondant aux variables définies au point sonique, fin de réaction,
indicées par "f"). La troisiéme équation du systéme différentiel s’intégre facilement et
la solution P = P(r) = P(z) s’écrit (on enléve la dépendance en T pour alléger
I’écriture, mais celle-ci est sous entendu dans tout ce qui suit)

P=P +m(a,—1). (42)
La derniére relation du syteme s’intégre comme suit

v 0w gongve— e+ aye. wy

En remarquant que

P P
E=2" Y= Y a P+ (a — )],
p m m
et en remplagant cette valeur dans la relation (43), on montre qu’on aboutit a I’équa-
tion suivante

P, -1
7_ _ il — @ (v )

(@2 = @)% = (r=1)qYe = 0. (44)
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En effectuant le changement de variable U = @ — @, > 0 (car @ est une fonction crois-
sante en T ou Z et u, est la valeur minimale de @ sur [0,7¢] ou sur [0,z f]), I’équation
précedente s’écrit, apres calculs,

[ 2 TP _ H (r—1
Ulo- =2 _a Y 42 Y, =0, 45
[ (v +1) { mo CEE R (43)
dont le discriminant réduit s’écrit A ! {VP* t }2 2(y* - 1)¢qY,
7= — Uy — - .
U7 (y+1)2 [l m 7 1%r

Compte tenu de la proposition (A.3), on peut montrer que Az > 0. En effet, en utili-
sant les expressions de m et u,, on montre que

AU:(R—RvQ_gv—%qn,

m (y+1

dont on voit que la dépendance en Y, est une dépendance décroissante quand Y5 croit
de 0 a 1. Donc Az (Yr) > Ag(1) = 0, par définition de Py, qui vérifie I’équation
(37). On en déduit que I’équation (45) possede deux solutions, de méme signe, notées
[7,1 et [7’2

_ 1 [P, — P,
U71 = 5 |: m s - AUv:| ?
1 [P, - P, (46)
2 =y |7 m o TVA)

Ces deux racines sont positives. La seule & retenir est I_],l. En effet, comme U = 4— 1.,
U est une fonction croissante de Y7 et seule la premiére racine garantit cette propriété.
En revenant aux notations initiales, on en déduit qu’il existe une et une seule solution
u=1u(r) = u(z) = u(Yp)

- 1 |P-P P,—P\? _(y-1)
= = Us + = — — — — Y, 47
u=Us+t =t +5 = \/( = ) 8(7_'_1)611: (47)
Ayant déterminé %, on en déduit la valeur de P
1
P.+Py m (P*—P())? (y-1) 2
P = — —8 Y, 48
et celle de p _
m
U

Pour 7 donné dans I’intervalle [0,7], on vient donc de montrer qu’il existe une unique
solution analytique du systéme différentiel (39). On sait aussi déterminer la valeur de
z = z(7) correspondante, qui est, apreés calculs

1
o R+%_[W—D]§<_@> _2
=t Tm T Parn e Tt e elbml =g
(50)
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Nous pouvons faire les remarques suivantes

Remarque A.9 Pour les valeurs limites Y, = 0 et Y, = 1, on retrouve bien les va-
leurs aux états limites correspondants, a savoir, la définition de I’état amont du front
(variables indicées "*") et celle au point sonique (variables indicées "f"). Plus préci-
sément, et indépendamment de I’intégrabilité de Y}, on sait déterminer exactement les
états limites des variables (i.e. en début et fin de la zone de réaction).

Remarque A.10 La dépendance en la variable 7, n’intervient qu’implicitement pour
toutes les autres variables autres que la variable Y,; en fait, toutes les variables,
hormi Y, dépendent explicitement de la variable Y. Cela signifie en particulier que,
lors de I’élaboration d’un algorithme de résolution, il suffit d’avoir un bon schéma
d’intégration pour la variable Y, pour en déduire toutes les autres variables, et plus
précisément que les conditions de stabilité sur le pas d’intégration ne portent que sur
la variable Y5.

Dans le cas ol Y, n’est pas directement intégrable, on va, dans ce qui suit proposer
un algorithme de résolution global dont la précision, compte tenu de la remarque preé-
cédente, sera celle du schéma d’intégration utilisé pour la résolution de Y. Il est bien
évident que cette démarche n’a pour but que de trouver une solution qui puisse étre
comparée a la solution approchée que I’on a proposé dans ce rapport, ce formalisme
ne pouvant se généraliser aisément au cas multiphasique.

Dans le cadre particulier du modele ZND, ou le front de détonation est plan, et
pour une équation d’état du mélange suposée étre une équation d’état de type gaz
parfait, on connait a priori les valeurs de Y, en début et fin de zone de réaction. Il
suffit donc de s’imposer a priori les variations sur Y, dans I’intervalle [0,1], en ayant
comme donnée initiale globale, I’état "*" déterminé indépendamment de la forme de
la fonction définissant le taux de réaction, pour d’une part trouver le pas (A7)*+1 =
rh+l _ 7k 70 —= 0, d’autre part en déduire toutes les autres variables z*+1, Pk+1,
Pkt et zE+1, En effet, donnons-nous un entier N >> 1, et définissons, pour k& =
0,...,N—1

1

(A = VI — Y = Yo (rH ) - () =

alors, I’intégration de I’équation différentielle portant sur Y, s’écrit
rk+1

Yo (rF ) — Y (rF) = / #(Yp)(r) dr ,

k

ol I’on a noté #(7) = Y,(r). Supposons qu’on choisisse le schéma d’intégration

suivant
7_k+1

X e k+1
/T o A(r)dr = <Yp>[Tk’Tk+l] (AT)kFL
ol <YP> est une valeur moyenne de Yy sur [7%,7%+1] s’exprimant en fonction
frk 1]

des valeurs limites de Y sur cet intervalle, alors, le schéma d’intégration pour Y et
la définition du pas d’intégration sont les suivants

1
N’ (51)
(AT)k+1 = [N <Yp>[,rk:’7—k+1]j|_

vt =Y+
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Il est facile de voir que ce schéma garantit immédiatement I’admissibilité de la solution
approchée Y51, ainsi que sa croissance en la variable 7, i.e.

0<YF<viti<t.

Dés lors, et compte tenu des remarques et de la preuve de la proposition (A.7), on sait
alors parfaitement déterminer toutes les autres variables en 7 = 7Fk+1

4 1
P,—Py 1[/P,—P\%? _(yv-1) 2
k1 _ - * o 1 * 0y o\ yk+1
“ vt 2[( m ) Shrn1Yr 1 ’
1
 ppp1 _PtPo m <P*—P0>2_ (v=1) kl® (52)
P _2 +2 — 8(7+1)QYP ?
k+1 m
\p 'U,k+1’

avec, comme donnée initiale, pour £ = 0, la valeur de I’état amont "*" au front de
détonation, et pour k =0,...,N — 1.

Reste maintenant a discuter de la précision du schéma et de la détermination du
pas d’espace pour définir notamment le point sonique correspondant dans ce modéle
ZND au point de fin de réaction. Ayant en vue d’obtenir un schéma qui soit a la fois
peu colteux et précis, un bon compromis consiste a utiliser la méthode des trapezes,
et donc d’utiliser la définition suivante de la moyenne de #(Y5) sur 7%, 75+1] (7% =

PYY
(¥#)) | R
(oo =7 )

Avec cette définition, on peut définir les valeurs approchées 77 et s

- 2
'Tf = =0’
P
lL'f = 'f‘o .

La premiére relation est déduite de la relation
dYP == TA(YP) dT ,

qu’ on integre a droite sur ]0,1[ et & gauche sur toute la zone ] 0,7 [, en utlisant
I’approximation précédente sur #(Y5); la deuxiéme relation est obtenue de la relation

dz = adr,

qu’on intégre a gauche sur ]0,z s [, et a droite sur |0, 7 [. En utilisant les défini-
tions des états limites "*" et "f" pour P et @, on peut montrer que, dans le cas ol
7(Yp) =7 (1 — Yp)%, avec 7 constante strictement positive, que I’on obtient les va-
leurs analytiques exactes de la proposition (A.7). Pour les valeurs intermédiaires, i.e.
pour une itération donnée &, on obtient

2 1
k+1 _ .k il
ST N AR

=k —k+1
_ LUt u
.'Ek 1 _—xk#(Ai)k 1,

T

(55)
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ot (A7)k+t = 7k+1 _ 7k On vient donc de définir une méthode de résolution dont
la précision n’est portée que sur les variables 7 et Z. Le schéma est de plus exact aux
points extrémes de la zone de réaction dans le cas particulier ot #(Yp) = 7o v/1 — Y5p.

Pour le modele WK monophasique, ou le fluide est régi par la loi des gaz parfaits,
on peut montrer que le systeme différentiel, écrit dans le repére de I’onde équivaut au
systeme suivant (en reprenant les notations précédentes)

dr
dm = -2mwydr,

:ﬂ,’

d(62+(7_1)ﬁ2—(7—1)qu) =0,

\

Dans le cas particulier ou #(Y,) = 79+/1 —Y,, on a vu qu’on sait déterminer Y,
analytiquement. Il est également facile de voir que

m(r) = m(0) exp(=2o ),

est la solution analytique de /m, ou 7 (0) = /m*. On peut déduire des expressions analy-
tiques pour chacune des variables de I’écoulement, en revanche, on ne peut déterminer
directement la valeur de P*.
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