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�{d3}*c-vwuy�0`:kl�8t�o~`{dImqdIm¢t[��oq`bdhc-d3oq}~v¤�¸°bdIu¤�º¹{mqzb�4`0²Jt[}~t[�{tXv8�{v¤�[�[}4��c(m��I���0rLd
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	³zb�{dÃ��	�°b�bv½o~vwtX� �nvymq�3}qa3oqd"�ndIm
�{v¤�[�[}4��c-c-dIm��{d�²JtX}qtX�{t
�h���{vympt[oq}~t[�8dIm ¡�� dImE�nv¤�[�[}4��c-c-dImsmptX�Xo-�b�[}~�[c�	3oq}�	Im��b��}Ez{�Q�4`L��c-�Q�nd
c�	3oq}~v¤x:z{dHm ¡ elt[zLmh�3d3}qo~�[vw�{dHmh`:kl�8t�o~`{aImqdIm�mqz{}���d(�4`b�[cE���nd-c�	�o~}qvyx:z{dImI¹»v¤u¤m
�8d3z{�Xd3�:o���o~}qd-}4���(��	Im
�{d�oqdIuwu¤dsmqt[}qoqdsxXzbd�uwdIz{}h�[}4���{`{d��{zb��u
�nd3�lv¤d3�{�bd�z{�{d�oq}~v¤�[�{�[zbu¤��oqv¤t[�³�ntX�Xo¸uwdHm�	Iu�	IcEdI�:o~m�mqt[�:o
��zbm~mpv
}�	3�Xz{u¤vwdI}~m*x:z{d
�Lt:mqmqv¤r{uwdX¹{��zÀmqd3�bm$�nzÀ�4`b�[c-�0�nd�c�	3oq}~v¤x:z{dHm$��t[�Lmpvy��	3}�	 ¡

��t[zbm¸�{}~t[�8tXmqt[�bm$zb�{ds�[znoq}~d�±Ó����t[�³�{ds��tX�bmpoq}~z{vw}~d��3dIm��{v¤�[�[}4��c-c-dImC�[vw�bmqv
xXz�Â z{�bd�����}~v¤�[�:oqd��nd
uRÂ ��u¤�[t[}~vwoq`{c-d��nd�c-�[vwu¤uy���[d��nd £ �[rLdIuwu¤d�d�oTel`{dI§¢�4`lz{¨ ¡�� d�oqoqdÀ����}~v¤�[�:oqd��3��uy��zbuwd0uwdHm(mptXc-cEd3o~m(�nd
²JtX}qtX�{t[vF�b�[}Cu¤d�r{v¤�[v¤m$�»Â z{�³�{v¤�[�[}4��c-c-dh�nd��bz{v¤m~m~���b�3d�d3���{u¤zbm$�[}4���L�nd��nvwc-dI�bmpv¤t[��¹{�{z{vym$}4���(�{d
uwd
�{v¤�[�[}4��c-c-d
o~���:o¸x:z{ds�ndIm�oq}~v¤�[�{�[u¤dIm�mpd��4`bd3����zb�4`bd3�:o ¡Cµ �{d�o~d3u¤uwd��[�{�{}~tn�4`{d��nt[vwo��3oq}~d�z{�³�b}qdIcEv¤d3}
�L�[m*�[dI}~m¢z{�À�[uw�Xt[}~v½o~`{c-dh�nd�c(�[vwu¤u¤�[�[d
���{vymqt�oq}~t[�8dhd3�À�nv¤cEdI�bmqvwtX��� ¡
�+Í �H� Ë �
� � ��� �nvy���X}~�[cEc-dHm��nd�²JtX}qtX�{t
�J�[�{v¤mqt�o~}qtX�LdHm3¹lc(��v¤u¤u¤�[�[dIm*�[�{v¤mqt�o~}qtX�LdHm
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% �{vympt[oq}~t[�{vy�¢cEdHmp`bdImJ��}~d¢oq}~v¤�[�{�[zbu¤��oqv¤t[�bm1t�±º�h�[v¤�[dI�E�ntXc(��v¤�sv¤�Eoq`{dC�bu¤�[�{d*t[}Jv¤�E`bvw�X`{d3}Z�nv¤c-d3�bmqv¤t[�»¹
§$vwoq`¼d3u¤d3c-d3�:o4m¸dIuwtX�{�X��oqdH�³��u¤t[�{�T�{}qdHmq�3}qv¤r8dI�³�nv¤}~dI�>o~vwtX�bm ¡ % �{vympt[oq}~t[�{vy��o~}qvy���b�[z{uy��o~vwtX�bmC`b�¬�Xd�r8d3dI�
mq`{t�§$�¦©Ûel`{dH�X�H«�o~tQr8d��b��}qoqvy��zbu¤�[}qu¤kQ§¢d3u¤u�mpzbv½o~dI�¯±×t[}�vw�:o~d3}~�LtXu¤��oqv¤t[� t[±�±×z{�b��oqv¤t[�bm�tX}��lz{c-d3}~vy�3��u
c-tn�ndIuwv¤�{� ¡ _*`{d3k"��u¤uwt�§UoqtÀc-v¤�{v¤cEv¤´3dÅoq`{dÅ�lz{csrLdI}�t�±¢oq}~vy���{�XuwdHm
vw��o~`{dÅc-dImq`�§$`{vwu¤dÅ}~d�o4��v¤�{vw�b���
�Xtltl�(�X�3�3z{}~�X��kEvw����t[c-�{z{o~��o~vwtX�bm ¡1� t[}*mpzb�4`����{�{u¤vy�3��o~vwtX�bmI¹[o~`{d�dIuwtX�{�X��oqv¤t[�Å�nv¤}qdH�>o~vwtX�bmO�[}qdCzLmpzb�[uwu¤k
�Xvw�Xd3�"�[m�x:zb�[�{}~��oqvy��±×tX}qc(m
��o�dI�X�4`¼�8t[v¤�:o ¡ _*`{dImqd(�nv¤}qdH�>oqv¤t[�Lm
c-�¬kÀr8d(}~d3uy��oqdH�Ào~t�o~`{dÅ��zb}q����o~z{}~d
t[±Zoq`bd�±×z{�L�>oqv¤t[�¾oqt0rLdEv¤�Xo~d3}~�LtXu¤��oqdH�º¹Ft[}¸oqt�mptXcEdEmp�8dI�3v½°8�s�nv¤}~dI�>o~vwtX�bm�o~��¨Xd3�³v¤�:oqt��[�I��t[zb�Xo¸vw�¼oq`{d
dHx:zb��o~vwtX�bm�oqt(r8d�mptXuw�XdI� ¡

²Z�[}qv¤t[zbmC`{d3z{}~vym�o~v¤��mqt[u¤znoqv¤t[�Lm*±×t[}C�Xd3�{dI}~��oqv¤�{�(���{vymqt�oq}~t[�bv¤�hc-dImq`{dImC`b�¬�[d
r8d3d3�À�b}qtX�Lt:mpdH� ¡�£ v�d�o
�[u ¡ © £ _'&)(*(¬«»���b�0el`{v¤c-�X�{��d3o*�[u ¡ ©Ûe:f�+,(l�H«ºzbmqd��b�X�4¨lvw�{�sc-d�oq`btl�bm ¡.- tXm~mqd3�Å���L�0/CdH�4¨lrLdI}po
© - /�(�1¬«
zLmpd��scEd3oq`{tn����tX�bmqv¤mpoqv¤�{�Evw����dI�Xo~}qtXv¤�b��uºmpc-tlt�o~`{v¤�{�b¹n}~d�o~}qvy���{�Xz{uy��oqv¤�{�E���b��vw�LmpdI}po~vw�{�Et[}$}~d3c-t��lv¤�{�
mqvwoqdIm ¡2- tX}qtXzb�4`b�[¨:vnd3o¢�[u ¡ © - �3/ + (:�I«º�[�{�[�noZo~`{d���uy�[m~mqv¤�I��u54¸d3uy��z{�L�¬k�}~d�°b�{dIc-d3�:o���u¤�[tX}qvwoq`bc¦oqt�oq`{d
�I�[mqd¸t[±
�[�0�[�{vympt[oq}~t[�{vy��c-d3oq}~v¤� ¡

�$dH��dI�Xo~uwkX¹ £ �[rLdIuwu¤d(���b��el`{dI§¢�4`lz{¨Ã© £ e{�[�¬«Z`b�¬�Xdsmqd�oqoqu¤dI�¼oq`{dE±×tXz{�b�{��oqv¤t[�bm¸±×t[}���}~vw�Xt[}~t[zbmh���n·
�b}qt:�[�4`�rL�[mqdI�st[�soq`{dCmqt�·÷�3�[uwu¤dI�s���{vympt[oq}~t[�{vy��²Jt[}~t[�{tXv{�nv¤�[�[}4��c(m ¡ ¿¼d$�b}qtX�Lt:mpd$���-��uwoqdI}q�L��oqv¤�[d¢�lvwdI§
t[±ºoq`{dh��tX�bm�o~}qzL�>oqv¤t[�(t[±ºoq`{dHmpdh�nvy���[}4��c(m����b�Å���¬�[}qvy���:oOt[±ºoq`{dhc-dImq`{v¤�{����u¤�[tX}qvwoq`bcUt[± £ ��r8d3u¤u¤d¸���L�
en`{d3§*�4`lz{¨ ¡ _*`bv¤m��¬�[}qvy���:o��3t[c-�{zno~dIm�o~`{dT²JtX}qtX�{t[vO�[d3}qoqvy��dHm�zbmqvw�b�¾�À`{v¤�[`{dI}s�nv¤c-d3�bmqv¤t[�b�[uZ�Lt�§¢d3}
�{v¤�[�[}4��c ���L�T}~d�°b�bdIm¢oq`bd��nv¤�[�[}4��c �Xm*uwtX�{�(�[m$�nzb�[uFoq}~v¤�[�{�[u¤dIm¢t��Xd3}~u¤�[� ¡

6 ���� ¼!$#�#3! ����5 %('0!*)+�
'E,�.87�� �����0�
�����
'

9':<; =?>�@<ACBEDGFHB.IJ@<KMLNBOFHBO>PBQ@�R�@,S2T.FHSEU R)VXWJ>�@ DH@,BO>
£ ��r8d3u¤uwd¼���b� el`bd3§*�4`:zb¨ © £ en�X�¬«¸`L�¬�[dÀ�{}~t[�8tXmqdI� �­�{v¤m~��}~d�o~d¾�nd�°L�{v½o~vwtX� t�±��[�{v¤mqt�o~}qtX�{vy��²JtX}qtX�{t[v
�{v¤�[�[}4��c(m ¡ _*`{vym(mpdH�>oqv¤t[�Á�{}~dImqd3�:o~mso~`{d�rb�[mqv¤m-t[±�o~`{d3v¤}(§�tX}q¨ ¡ _*`{d³�nvy���[}4��c vym(�nd�°L�{dI�Át��[dI}E�
�{t[c(��v¤�

Ω ⊂ R
d
¹L�[�b�ÀdI�X�4`��LtXvw�:o

p ∈ Ω
`b�[m����³�[m~mqtl�3v¤��oqdH��c-d3oq}~v¤� ¡ gÀt[}~d�mq�LdH��vw°L�3�[uwu¤k[¹8�(�LtXvw�:o

p
v¤m¸�[v¤�[dI�³�TmqklcEc-d3oq}~v¤���Lt:mpvwoqv¤�[dE�nd�°b�bv½o~dEx:zb�X�n}~��oqvy�
±×t[}~c�}qdI�{}~dImqd3�:oqdH��r:kÀ�

d × d
c(��oq}~vZY

Mp

¡
_*`bd ![����	\�[�]�"� r8d�o�§¢d3dI�To�§¢t-�LtXvw�:o4m

x
���b�

y
�^���_����`O��!ba�c

p
vymC�nd3°b�{dH�0�Xm

dp(x, y) =

√

(x − y)
t
Mp(x − y),

�[�b�Eoq`bd¸�nvym�o4���b�3dCr8d�o�§¢d3d3�
p
���b�

q
vymO�nd3°b�{dH�Å�[m

d(p, q) = min(dp(p, q), dq(p, q))
¡ ��t�o~dCoq`L��o

dpvymO���nv¤mpo~�[�b��dX¹X§$`bd3}~dI�[m
d
vymZ�{t[oI¹lmpv¤�b��d�v½o*�ntldImZ�bt�oO�{dH��dIm~m~��}~vwu¤k��Xd3}~v½°bdHm
oq`bdCoq}~vy���{�Xz{u¤�[}Jvw�bdIx:zb��u¤vwo�k ¡

+÷�À�-mpv¤c-vwuy��}$§*�¬k[¹:o~`{d �
�d�[ef�
∠xqy

�
�3�_����`O��!ba�c
p
vymC�nd3°b�{dI���Xm

∠pxqy = arccos
(x − q)tMp(y − q)

dp(x, q)dp(y, q)
.

+÷�(tX}~�ndI}Joqt��3t[c-�b�[}qd*o~`{dCc-d�o~}qvy�C��o��LtXvw�:o~m
p
���b�

q
¹:�
oq}4���bmp±×d3}����{�{u¤vy�3��o~vwtX�-v¤mJ�bd3dI�{dI� ¡ �hv¤�[d3�

o~`{d-xXzL�[�n}4��o~v¤�
±×tX}qc
Mp

t[±O�Å�8t[v¤�Xo
p
¹F§¢dE�{d3�{t[oqd�rlk

Fp

�Åc(��o~}qvfY³mpzb�4`³oq`b��o
det(Fp) > 0

���b�

ï�ï ô
g�	��~ü¬ý
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F t
pFp = Mp

¡ _*`bd3�
dp(x, y) = ‖Fp(x − y)‖2

�[�b�Åo~`{d
oq}4���Lm�±×dI}C���{�{u¤vy�3��o~vwtX�Å±×}~t[c
p
o~t

q
vym

Fp,q = FqF
−1
p .

_*`bv¤m1���{�buwvy�3��oqv¤t[�
Fp,q

v¤m�v¤��±Ó�[��o1����v¤mqt[c-d�o~}qkhr8d�o�§¢d3d3��oq`{d�cEd3oq}~v¤��mp�L�[��dHm
(Rd, Mp)

���L�
(Rd, Mq)

¡
_*`bd !
����	 �
��	����
� rLd3o�§�dId3�

p
�[�b�

q
vymJo~`{d3���nd�°b�bdI�(�[m

γ(p, q) = γ(q, p) = max{‖Fp,q‖2, ‖Fq,p‖2}
¡

� t[}C�[�:k(�8t[v¤�:o~m
x, y

¹{§¢dh`L�¬�[d
1/γ(p, q) dq(x, y) ≤ dp(x, y) ≤ γ(p, q) dq(x, y)
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�������
Σ
�.`>�H���
��	1�5� �5�
`O�����"� e�e

Pow(σ)�"� � ��� �H���
�
σ

���J	)�H��ef����#d�����O�H�[���5	 �J`E��	)� � ��� �
e�ef��� �5�
`O��� `E��	1�b�������5����	.	 �
σ

	1�5�
�8	 � �
��c �
	)�H���
��� �H���
�����

Σ 	
Pow(σ) = {x ∈ R

D, πσ(x) ≤ πτ (x), ∀τ ∈ Σ}.
� ��!*���O�]��	1�5� �5�
`O�����"� e�e ����� � �
� ��e c ��� � � �H���
� � {σi}i

�^�

Pow({σi}i) = ∩iPow(σi).

£ d�o
D = d(d+3)

2

¡ % mqmqtn��vy��o~d¸o~t-dI�[�4`0�8t[v¤�Xo
x = (x1, . . . , xd) ∈ R

d

4 oq`{d��8t[v¤�:o x̃ = (xrxs, 1 ≤ r ≤ s ≤ d) ∈ R
d(d+1)

2 5
4 oq`{d��8t[v¤�:o x̂ = (x, x̃) ∈ P ⊂ R

D
¡

§$`bd3}~d P �{d3�{t[oqdIm$oq`{d
d
·Rc(�[�{v½±×tXu¤��t[±

R
D

{

x̂ ∈ R
D, x ∈ R

d
} ¡*£ d�o

S = {p1, . . . , pn}
r8d��E°b�{vwoqd

mqd�oCt[±
mqvwoqdImCvw�
R

d
¡ _�t(dI�[�4`0�8t[v¤�Xo

pi

t�±
S
§�d���opo~�X�4`À�Emqklc-cEd3oq}~v¤�
�8tXmqvwoqv¤�[d��nd3°b�{vwoqd�c(��o~}qvfY

Mi�[�b��§�d��nd3°b�{d
4 oq`{d��8t[v¤�:o qi = (qr,s, 1 ≤ r ≤ s ≤ d) ∈ R

d(d+1)
2

�nd3°b�{dH�0�Xm


 qr,r = − 1
2Mr,r

¹n±×tX}
1 ≤ r ≤ d 5


 qr,s = −Mr,s
¹n±×tX}

1 ≤ r < s ≤ d
¡

4 oq`{d��8t[v¤�:o p̂i = (Mipi, qi) 5
4 oq`{d³mq�{`{dI}qd σ(pi)

t�±���d3�:o~d3}
p̂i

�[�b�Q}~�X�nvwzLm √

‖p̂i‖2 − pt
iMipi

¹¢§$`{d3}~d ‖ · ‖ �{d3�{t[oqdIm(oq`{dd3zb�3uwvy�ndH�����{t[}~c ¡
£ d�o

Π
rLd¢o~`{d$�{}~t���dI��oqv¤t[�

(x, x̃) ∈ R
D 7→ x ∈ R

d
¡1£ d�o

Σ
r8d¢oq`{dCmqd�oJt�±Fmp�b`{d3}~dIm {σ(p), p ∈ S} ¡
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�������0&��[�
�
���
�X!
�����[�
�[� �"�
S ⊂ R

d
���Q	)�H� ��� ���C�Pa�c

Π
�"�O	)�H�'�
����	������ 	����
�

�"�3	1�5�
D : �H�[`O� ��![�������
�
� �"�

Σ
	\� 	1�5�

d : � �[�5� � �
e ! P �
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� � Í»Í���¿"d�`b�¬�[d¸oq`{d
±×tXuwu¤t�§$v¤�{�-vw�{dHx:zb��u¤v½o~vwdHm��

dpi
(x, pi)

2
= xtMix − 2pt

iMix + pt
iMipi

= −2qt
i x̃ − 2pt

iMix + pt
iMipi

= −2p̂i
tx̂ + pt

iMipi

_*`bv¤m*v¤c-�{uwv¤dIm$oq`b��o
dpi

(x, pi) < dpj
(x, pj)

vw±
�[�b��t[�{u¤kÅvw±

‖x̂ − p̂i‖2 − (‖p̂i‖2 − pt
iMipi) < ‖x̂ − p̂j‖2 − (‖p̂j‖2 − pt

jMjpj)

+Ço*±×tXuwu¤t�§Cm¢oq`b��o
x
v¤m$�3uwt:mpdI}�o~t

pi

oq`L����oqt
pj

v½±
���b��t[�buwkÅvw±1oq`{d��8t�§�dI}*t�±
x̂
§$vwoq`�}~dImq�LdH�>o¢oqt

σi

v¤m
mqc(��u¤uwdI}¢oq`b�[��vwo~m$�8t�§¢d3}*§$v½o~`�}qdHmp�8dI��o�o~t

σj

¡ _*`{vym*�{}~t��[dImOoq`L��oI¹{±×t[}C�E�LtXvw�:o
z ∈ P ¹nrLdIvw�{�-v¤�0oq`{d�8t�§¢d3}$��dIuwu»t[±

σi

v¤m*dHx:z{vw���[uwdI�Xo$o~t
Π(z)

rLdIvw�b�(vw��oq`{d�²JtX}qtX�{t[vº�3d3u¤u»t�±
pi

¡
�_*`{d¾�{}qdI�lvwtXzbm(u¤d3c-c(�Ã�[v¤�[dHmÅ�­��tX�bmpoq}~zb�>o~vwtX�Át[±
oq`{d¾�[�{vympt[oq}~t[�{vy��²Jt[}~t[�{tXvC�nvy���[}4��c ¡ % mTv¤m

§¢d3u¤uw·R¨l�{t�§$�»¹:��tXcE�bznoqv¤�{�s���Lt�§¢d3}¢�nv¤�[�[}4��cªvw�
R

D }qdH�nzb��dHmJo~ts��tXc-�{znoqv¤�{�E��u¤t�§�dI}O��tX�:�Xd Y-`lz{uwu8v¤�
R

D+1 ¡ /CdI�b��dX¹�vw�soq`bd*o�§�t[·Ç�nv¤c-d3�bmqv¤t[�b�[u:�I�[mqd[¹¬oq`bd*�3t[c-�{zno4��o~vwtX�st[±L�
mpvfYl·Ç�nv¤c-d3�bmqv¤t[�b�[u:�3t[�l�[d�Y�`:zbuwu
vym¸�{d3dH�ndI� ¡ _�tÅ�[d3o�oq`bdE�[�{v¤mqt�o~}qtX�{vy�
²Jt[}~t[�{tXv��nvy���X}~�[c0¹Lv½o
}~d3c(��v¤�bm$o~t��3t[c-�{zno~d�oq`bdsv¤�:oqd3}4mqdI�>o~vwtX�
t[±*oq`{d��Lt�§¢d3}��{v¤�[�[}4��c�§$vwoq`­oq`{d�c-�[�{vw±×t[uy� P ¡ ¿¼d0�nd�o4��v¤uOo~`{dT��tXc-�{zno~��oqv¤t[�bm�}qdHx:z{vw}~dI��rlk"t[z{}�[uw�Xt[}~v½o~`{cÄv¤��o~`{d
±×t[u¤u¤t�§$vw�{�-mqdI�>o~vwtX�»¹

� � !��-,0�>�
!$5 �¢��� �0,T	��
	1�����0�

�):<; � BOU I
	'DGS DH@,BO>�A B�� L B.FHBO>)BO@�
QV FGDH@<K�V A
� tXc-�{znoqv¤�{��oq`{d-��tXc-�{uwd3oqd-���{vymqt�oq}~t[�bv¤��²Jt[}~t[�{tXv��nvy���X}~�[c d�Yn�{uwvy��vwoqu¤kÀvym¸�bt�o
dI�[mqk ¡ /�t�§�dI�[dI}I¹8t[z{}
c-dHmp`{v¤�{�Á��u¤�[t[}~vwoq`{c t[�{u¤k }qdHx:z{vw}~dImÅoqt ��tXcE�bznoqd¼²Jt[}~t[�{tXv��[dI}po~v¤�3dIm ¡ ¿"d¾�bt�§ d Yn�{uy��v¤� `{t�§�oqt
�3t[c-�{zno~d-oq`{dHmpd(�Xd3}qoqvy��dHm3¹»v¤��oq`bd-o�§�t[·Ç�nv¤c-d3�bmqv¤t[�b�[u
�I�[mqd ¡ �CdI�3�[uwuZoq`b��o��

0
·Ç²C±Ó�[�3d-t�±

R
2 c-�¬k¼rLdmqd3dI�Ã�[mhoq`bd(�{}qt[��dI��oqv¤t[�"t�±$�0°b�{vwoqdTmqz{rbmqd�o�t[±

R
5 ¡ _*`{vym�mpd3o�v¤m�t[rno4��v¤�{dI���[mho~`{dÅv¤�:oqd3}4mqdI�>o~vwtX�¼t[±�-u¤v¤�{dI�[}�mpzbrbmp�L�[��d�t�±J��tn�nv¤cEdI�bmqvwtX�¾�=6×t[r{o~��v¤�{dH�À�[m$o~`{d�v¤�:oqd3}4mqdI�>o~vwtX��t�±
oq`{}~d3d��3d3u¤u¤m�t�±
oq`bd��Lt�§¢d3}

�{v¤�[�[}4��cÄt�±
Σ
8¢§$v½o~`0oq`{d

2
·÷�nv¤c-d3�bmqvwtX�b��uFc(���bv½±×tXu¤� P 6@mpdId�uwdIc-c-�-� ¡ � 8 ¡

_*`{d��3t[c-�{zno4��oqv¤t[��t�±»o~`{d
²Jt[}~t[�{tXvL�Xd3}qoqvy��dHm�§$`btXmqd�uy��r8d3uºvym {a, b, c} ��tX�bmpvympo~m¢t�±»o~`{dh±×t[u¤uwt�§$v¤�{�mpoqdI�bm �
6p� 8 � t[�bmqvy�nd3}¢oq`b}qdId
mqvwoqdIm

a
¹
b
���b�

c
mqzb�4`�oq`b��o

σ(a), σ(b), σ(c)
�3t[}~}qdHmp�8t[�L�-oqt(�soq}~v¤�[�{�[u¤dhvw�0oq`bd

}qdI�[z{uy��}��3t[c-�{u¤d Y¼�nzL��uJo~t�o~`{d(�8t�§�dI}��nv¤�[�[}4��c�¹ºv ¡ d ¡ mpzb�4`¼oq`L��o�oq`bd3v¤}���dIuwuym
`b�¬�[d-�À��tXc-cEtX�
�{t[�{·RdIcE�{o�kÅvw�:o~d3}4mpdH�>oqv¤t[� ¡

6R� 8 � t[c-�{zno~d¢oq`{d*`lkl�LdI}q�{uy���bd
Hab

¹�§$`{vy�4`�vym1oq`bd¢rbv¤mqdI��oqt[}
t[±
σ(a)

���b�
σ(b)

¹X���L��o~`{d*`:kl�8d3}~�{uy���{d
Hbc

¹1§$`{vy�4`¼vym
oq`bd(r{v¤mqdI��oqtX}�t�±
σ(b)

���L�
σ(c)

¹
���b�¼o~`{d3�"oq`bd3v¤}�vw�:o~d3}4mpdH�>oqv¤t[�Lm
Dab

���L�
Dbc§$v½o~` P ¡ |Z}~�X�>o~v¤�I��u¤uwkX¹ Dab

���b�
Dbc

�[}qd�}qdI�{}~dImqd3�:oqdH�Ãrlk�oq`{dIvw}-�{}~t���dH�>oqv¤t[�Lm�rlk
Π
¹��b��c-dH�

ï�ï ô
g�	��~ü¬ý



� � �
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}qdHmp�8dI��oqv¤�[dIuwk
Cab

���L�
Cbc

¡ _*`bdh�3z{}q�XdIm
Cab

���b�
Cbc

��}~d¸��tX�{vy�3m�t�±
R

2 ¹{���b�Åoq`{d
dIx:zb��oqv¤t[�Åt[±
Cab

v¤�
R

2 vym �

(xtMax − 2atMax + atMaa) − (xtMbx − 2btMbx + btMbb) = 0

¿¼d��{d3�{t[oqd
oq`bv¤m$dHx:zb��o~vwtX��rlk
Cab(x) = 0

¡ _*`{d
dIx:zb��o~vwtX��t[±
Cbc

v¤m*tXrno~�[vw�{dH��mqv¤cEv¤uy��}~uwk ¡
6@�98 � t[c-�{zno~d
oq`{d�v¤�:oqdI}~mqdI��oqv¤t[�0�LtXvw�:o~m*t[±

Cab

���b�
Cbc

¡ _*`bv¤m*v¤�:oqd3}4mqdI�>o~vwtX��vym¢oq`bd�mpd3oCt�±�²JtX}qtX�{t[v
�[dI}po~v¤�3dIm*§$`{t:mpd
uy��r8d3uºvym {a, b, c} v¤��oq`{d�²JtX}qtX�{t[v»�nvy���X}~�[cÄt�± {a, b, c} ¡

6Ó��80+÷�"oq`{dÅ�nvy���X}~�[c�t�±
S
6Óv ¡ d ¡ �{t[o
tX�{u¤kÀoq`{}~d3d(mqv½o~dIm�8>¹1mptXcEd-t[±Ooq`bd(d3u¤d3c-d3�:o~m
t[±

Cab ∩ Cbc

��}~d
�{t�o-²Jt[}~t[�bt[vO�Xd3}qoqvy��dHm�r8dI�3�[zbmqdÅoq`bd3k�rLdIuwtX�{�³o~t¾o~`{d���d3u¤u¢t�±��¾�3uwt:mpdI}smqv½o~d ¡ % �3�3t[}4�nv¤�{�[u¤k[¹
v¤�
�nv¤cEdI�bmqvwtX�

D
¹Xoq`{dhu¤vw�{dH��}*mpzbrbmp�L�[��d

Hab ∩Hbc

c(�¬k-v¤�Xo~d3}4mpdH�>o�oq`{d¸�Lt�§¢d3}*��dIuwuymOt[±�mptXc-d�t�o~`{d3}
mp�b`{d3}~d

σ(x)
±×t[}

x ∈ S \ {a, b, c} ¡ _*`bd��{}~d�·Çvwc(�[�[d�rlk Π
t�±¢�(�LtXvw�:o

z
t[±

Cab ∩ Cbc

u¤vwdHm�tX�
Hab∩Hbc

v¤�
R

D
¡ +ÇoJrLdIuwtX�{�Xm1o~t�o~`{d$�8t�§�dI}1�3d3u¤u

Pow({σ(a), σ(b), σ(c)}) v½±º���b��t[�{u¤k�vw±LvwoZ`b�[m�-mpc(��u¤u¤d3}*�Lt�§¢d3}¢o~t
σ(a)

¹
σ(b)

�[�b�
σ(c)

oq`b�[�To~t(���lkÅt�o~`{d3}
σ(d)

v¤�
Σ
¡ ¿"d��ntE�{t�o$`b�¬�Xd�o~t

�4`{dI�4¨-o~`{vymO±Ó�X�>o¢±×t[}$��u¤u8oq`{dht�o~`{d3}$mq�{`{dI}qdHm
σ(d)

§$v½o~`
d ∈ S

¹lr{z{o*tX�{u¤ks±×tX}¢oq`{d
mp�b`{d3}~dIm¢§$`{t:mpd
��dIuwuºvym¢vw�b�3v¤�{d3�:o�o~t�o~`{d���dIuwuym¢t�±

σ(a)
¹
σ(b)

���b�
σ(c)

¹bmpv¤�b�3d�o~`{dh�3d3u¤u¤m¢t[±1���8t�§¢d3}*�nv¤�[�[}4��cÄ��}~d
��u¤§¢�¬knm$�3t[�{�{dH�>o~dI� ¡ ¿¼d�}~dI�[uwv¤´3d
o~`{vymC��tXcE�bzno~��oqv¤t[�À��±îo~d3}��b}qt[��dI�>o~vw�b�EtX�:oqt-oq`bd��{uy���{d9�O��c-t[�b�
oq`{d¸�LtXvw�:o4m

z
t�±

Cab ∩Cbc

¹l§¢dC¨[dId3�-o~`{d¸tX�{dIm�mpzL�4`-oq`b��oO±×t[}�dI�X�4`-oqd�o~}~�[`{dI�{}qtX�(t�±ºoq`bd�}~d3�[zbu¤�[}
��tXcE�buwd�Y �nd3°b�{dH� rlk

σ(a)σ(b)σ(c)σ(f)
¹�o~`{d¾v¤�{dHxXzL��u¤v½o~vwdHm

Caf (z) < 0
¹

Cbf (z) < 0
���b�

Ccf (z) < 0
��}~d��[dI}qvw°bdH�@6Óv½ohmp`{tXz{uy��r8d��{t[oqdH�0oq`b��oCoq`{t:mpd
o~`{}~d3d�v¤�{dIx:zb�[uwvwoqv¤dIm¸��}~dhdHx:z{vw���[uwdI�XoH¹

mpv¤�b�3d
z
`b�[m1o~`{dCmq�[c-d¢�8t�§¢d3}
§$v½o~`-}qdHmp�8dI��o1o~t����lk�t[±boq`bd*oq`{}~d3dCmq�{`{dI}qdHm

σ(a)
¹
σ(b)

���b�
σ(c)

8 ¡
_*`{d��8t[v¤�Xo4m¢oq`b��oC§�d
¨Xd3d3�À�[}qd¸oq`{d�²JtX}qtX�{t[vF�Xd3}qoqvy��dIm*uy��r8d3u¤dI��rlk {a, b, c} ¡

�): 9 � BOU I
	'DGS DH@,BO>�A B��0V >)K�FHB.SEK��)U V >QD
� zb}���u¤�[tX}qvwoq`{c�o~�[¨[dIm��Xm�v¤�{�{znoE�³mpd3o�t�±Cmqd3�XcEdI�:o~m�§$`{vy�4`Ã��}~d(}qdHx:z{vw}~dI�¼o~t¾���{�8dI�[}�v¤��oq`{d(°L�b��u
o~}qvy���b�[z{uy��o~vwtX� ¡ _*`bdImqd�mpdI�[c-d3�:o4m��[}qd��I��u¤uwdH� �"�
�5�"	��
�[���]�"!�������� � ��	�� ¡ _*`{d3k-c(�¬k-rLd¸}qd3°b�{dI�T�nz{}~vw�{�
o~`{d��[uw�Xt[}~v½o~`{c�¹{rlkÅoq`bd�vw�LmpdI}po~vwtX�0t[±ZmpvwoqdHm$uwtn�I��oqdH�0t[��oq`bd3c ¡ +÷�³mqzb�4`³�(�I�[mqd[¹no~`{d��nv��8dI}qdI�:o��b��}qo~m
�{d3u¤vwc-vwoqdI�
rlk�oq`{dOmqvwoqdIm�vw�LmpdI}po~dI�ht[�hoq`bdO��tX�bm�o~}~�[vw�bdI�
mpdI�[c-d3�:o»��}~dZ�3�[uwu¤dI� �"�
�5��	 �
�[���]�"!)�$#5a����\�[� ���5	 � ¡

gÀt:m�os�{t�o4��r{u¤k[¹J��c-tX�{�Àoq`bd3c ��}~d-oq`{d�rLtXz{�b�{�[}qv¤dIm�t�±$oq`bd��ntXc-�[vw�Ã§¢dÅ§*���:o�o~tÀoq}~v¤�[�{�[zbu¤��oqd ¡
¿"dÅ�{t�§Æ�{}~dImqd3�:o�`{t�§ªo~t¾��tXcE�bznoqd(o~`{dT�3u¤�Xmqmqv¤�I��uZ�b}qtX�LdI}po�k¼t�± � ��� �����*�.�G� ���5	 t[±$�¾��t[�Lm�o~}~�[vw�{dH�
mqz{rbmqd3�Xc-d3�:o ¡
	0É�

�
� � �ÓÍ�� � ��� � �"�
�5�"	��
�[���]�"!0��#5a ���\�[� � ��	

e = (a, b)
��� d3�L��}~tX�[�4`bdI� a�cb���5�
����	

p 6∈ {a, b} � �
Vor(p) ∩ [a, b] 6= ∅ ���N	)�H�+&��[�
�
���
�O!
�����[���
� ��� {a, b, p} �

4¸z{}~vw�{��oq`{d
��u¤�[tX}qvwoq`bc0¹X§�d¸�{d3dH�-oqtE��tXcE�bznoqd¸§$`{d�o~`{d3}*���3t[�bmpoq}4��v¤�{dI�(mqz{rbmqd3�Xc-d3�:o
e = (a, b)

¹
o~`b��oC§*�[m¢�{t[oC�{}~d3�lvwtXzbmquwk(dI�b��}~tX�X�4`{dI�º¹lvym*d3�b�3}qt:�[�4`{dH�ÅrlkT�E�8t[v¤�Xo

p
o~t-rLd�v¤�bmqd3}qoqdI� ¡

� v¤}~mpo��{t�o~dEoq`b��oI¹1§$`{d3��v¤�bmpdI}po~vw�b����mqv½o~d
p
¹�§�d-`b�¬�XdE�Àmqc(��u¤uZmpd3o�t�±��8t�o~d3�:oqvy��u¤u¤k¾d3�L��}~tX�[�4`bdI�
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h : (x, t) ∈ G 7→ x

rLdsoq`{dE°b}4mpo¸�{}~t���dH�>oqv¤t[��¹8c(�[�{�{v¤�{� G o~t Ω
¡ _*`{d-��tX}q}~dI��oq�{dHmqm�t�±Zo~`{d

o~}qvy���b�[z{uy��o~vwtX�¼vym�dIx:z{v¤����u¤d3�:o�oqt
h
rLdIvw�{�³��`bt[c-d3tXcEtX}q�b`{v¤mqc ¡Å£ d3o

Ωp

r8d(oq`{d(�bz{�b�>o~z{}~dI�Ãmq�b�[�3d
tXrno~�[vw�bdI��r:kT}qdIcEt��lv¤�{�s±×}qtXc

Ω
o~`{d��[dI}po~v¤�3dIm¢t�±1oq`bd
oq}~v¤�[�{�[u¤dIm¢t�±

T
¹n���L��u¤d�o Gp

r8d
h−1(Ωp)

¡
� }qtXc �[m~mpz{c-�no~vwtX�

(iii)
¹:oq`bdh}~dImpoq}~vy�>oqv¤t[�

hp

t[±
h
oqt Gp

v¤m*�suwtn�I��uF`{t[c-dIt[c-t[}~�{`{vympc ¡ _*`lzbm
hpvymC�Å�3t��[dI}$t�±

Ωp

¡ % mCoq`{ds�LtXvw�:o4mC��u¤tXmqd
oqt
∂Ω

`b�¬�[d�tX�{uwk�t[�{d��{}qd3·Rv¤c(���Xd[¹l±×}~t[c��[m~mpz{c-�no~vwtX�
(ii)

¹
hp : Gp → Ωp

`b�Xm*t[�{u¤kÅt[�bd
mq`{dId�o����L�Tvym$v¤��±Ó�X�>oC�-`{tXcEdIt[c-t[}~�{`{vymqc ¡
_*`{vymCmq`{t�§Cm¢oq`L��oCdI�X�4`0mqvwoqd

p
`b�[m$�-zb�{v¤x:z{d�zbc�r{}~d3u¤u¤�b¹n§$`{vy�4`0vym*§¢d3u¤u»d3csrLdH�{�ndI���[�b��oq`b��o

hpc(�¬kÅr8d�d Ylo~d3�b�ndH�Åo~t G �Xm$���0`{t[c-d3tXc-t[}~�{`{vympc ¡ _*`:zLm3¹ Ω v¤m$oq}~v¤�[�{�[z{uy��o~dI�Tr:k
T
¡

�

�': 9 �PB.F5U � F�@ DGV F5@<BO>
£ d�o

v
r8d¸��²JtX}qtX�{t[v{�Xd3}qoqd�Yst�±��[�Å���{vymqt�oq}~t[�bv¤�*²JtX}qtX�{t[vb�{v¤�[�[}4��c ¡ +Ço4mOuy��r8d3u8��t[�Lmpvym�o4mZt[±8o~`{}~d3d�mqv½o~dIm

o~`b��oh±×t[}~c �T�nzL��u�oq}~v¤�[�{�[u¤d
tv = abc

¡ _*`{d ����!
�1#d� t�±
v
vym

r(v) = da(a, v) = db(b, v) = dc(c, v)6Ó§�dh�nd�°L�{d�o~`{dh}~�X�nvwzLmOt[±»oq`{d
��dI�:oqd3}¢v¤�bm�o~dI�X�(t�±»o~`{dh}~�X�nvwzLmOt[±ºoq`{dhoq}~vy���{�XuwdX¹Xr8dI�I��zbmqdCo~`{d�o~}qvy���b�[u¤d
c(�¬kÅ`L�¬�[d
c�z{uwoqv¤�{u¤d���dI�Xo~d3}4m.8 ¡ _*`{d�u¤d3�{�[oq`�t�±J���0dI�n�Xd
v¤m*o~`{d��nvym�o4���b�3d�rLd3o�§�dId3��vwo~m$dI�b�n�8t[v¤�Xo4mC�[m
�{d�°b�{dH��vw�ÀmqdI��oqv¤t[�³� ¡ � ¡ ¿¼d��{d3�{t[oqd�o~`{d�mp`bt[}qoqdImpoCdI�{�[d�t�±

tv
rlk

δ(tv)
¡ _*`bd �
��![�1#d� : �"!��*���
�[	 ��� t[±

v
v¤m

β(v) = r(v)/δ(tv)
¡

� t[}C�E�[v¤�[dI� �<�H�"�H� a"� #G��!
B
¹b�E�[dI}po~d Y

v
vym$��tX�bmpvy�ndI}qdH�Åo~tEr8d a"��!deZc : �"�5���5�"! v½±

β(v) > B
¡

�':�� � VXW3>PV U V >QD = �<T.B.F5@,D �)U
+÷�¾oq`{vym
mpdH�>o~vwtX�»¹F§�dE�{}~dImqd3�:o¸tXz{}h�[uw�Xt[}~v½o~`{c�¹F§$`{v¤�4`¼}qd3°b�{dHm¸�[�¼���bv¤mqt�o~}qtX�{v¤��²Jt[}~t[�{tXv1�nvy���X}~�[c

Vzb�Xo~vwuFo~`{d�mqd�o$t�±1oq}~v¤�[�{�[u¤dIm*�nzL��uFoqtEo~`{d�²Jt[}~t[�{tXvF�[d3}qoqvy��dHm¢t�±�o~`{d�}~dImpoq}~v¤��oqv¤t[�
VΩ

t�±
V
oqt

Ω
`b�¬�Xdh�

�Xtltl�0mq`b���8d����b��m~��oqvymp±×kT��tX�b�nvwoqv¤t[�bm
(i)
¹
(ii)

���b�
(iii)

¹n§$`{vy�4`�d3�bmqz{}~dhoq`b��o$oq`{d
o~}qvy���{�XuwdHm¢±×t[}~c �
o~}qvy���b�[z{uy��o~vwtX�Tt�±

Ω
¡

� v¤}~mpo$}qdH�3��u¤uFoq`L��oI¹{oq`b�[�{¨nmOo~t-oq`{d
c-t[�bt�oqtX�{vy��vwo�kÅt�±�oq`{d��nvympo~���L��dh±×z{�b��oqv¤t[�À�[m~mptn�3v¤��oqdI�Åoqt-dI�X�4`
�8t[v¤�:oI¹8oq`bd3}~d�vymh�[uw§*�¬knmC�Åzb�{v¤x:z{dE�8t[v¤�Xoht[�"�Åu¤vw�{dEmpdI�[c-d3�:o¸oq`b��ohvym�dHx:z{v¤�{v¤mpo~�[�Xo¸±×}qtXc�rLt[oq`¾dI�b�l·
�8t[v¤�:o~m ¡

ï�ï ô
g�	��~ü¬ý
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� � �ÓÍ�� ����� �3���$#G� �P	)�H�[	.���"�
�5��	 �
�[���]�"!���#5a ���\�[� � ��	
e = (p, q)

����� ��� �
�_�����H�"!9�? ��H� r{}qdH��¨:·
�8t[v¤�:o ����	1�5���"!��C�

(p, q)
����!����.����! �^� 	)�H�'�H�[���5	'���

[p, q] \ (Vor(p) ∪ Vor(q))
	1�5�
	Q�����
��� ef�
����	 �

	)�H� ����!"�H�[���5	J�"�
[p, q]

�^���5�^�"����a ef� � � c c-v¤�n�8t[v¤�:o �P`O� � �"�
� 	)�H� ���5	 � �"���"� 	����
� �"�
[p, q]

`E��	)� 	1�5�
a������"� 	 �
���"�

p
�
��!

q
�O�,��� ��	1�5� �5�
����	

z
���

[p, q]
�$#5�.� 	1�5�
	

dp(p, z) = dq(q, z)
�

¿"d��bt�§ �{}~dImqd3�:ostXz{}s}~d�°L�{d3c-d3�:o-��u¤�[t[}~vwoq`{c ¡ ¿¼d���}~dT�Xvw�Xd3�W�¼mp`L���8d�r8t[z{�L�
B
¡ % o-dI�X�4`

mpoqdI��t[±�o~`{d���u¤�[tX}qvwoq`{c�¹l§¢dhc(�[vw�:o~�[vw�Toq`{d�mqd�o
T
t�±J�nzb��uFo~}qvy���b�[u¤dImI¹:tXrno~�[vw�bdI�T�Xm¢oq`{d�uy��r8d3uym¢t�±1oq`{d

�3t[c-�{zno~dI�0²Jt[}~t[�bt[vF�[dI}po~v¤�3dIm�oq`b��o���}~d
vw�bmqvy�nd
Ω
6@mpdId
mqdI��oqv¤t[�0� ¡ � 8 ¡

¿"ds�nd3°b�{dE�(�{}~tl�3dI�nzb}qd�t[±J�3t[�b�{v½o~vwtX�b��u�vw�bmqd3}qoqv¤t[��¹b�{dIdI�ndH��±×t[}�oq`{d��b}qdHmpdI�Xo4��o~vwtX�Àt�±
oq`{dE��u¤�[t[·
}~vwoq`{c=�

���������
	�������
�����������������	 6
x
8 �

4 v½± x
dI�b��}~tX�X�4`{dIm��{t(��tX�bm�o~}~�[vw�bdI�0mpz{rLmpdI�[c-d3�:oI¹nv¤�bmqd3}qo

x 5
4 v½± x

d3�b�3}qt:�[�4`{dHmhmqt[c-dÅ�3t[�bmpoq}4��v¤�{dI��mqz{rbmqd3�XcEdI�:o
e
¹�vw�LmpdI}pos�ÀmqvwoqdÅtX�¼o~`{dÅr{}~dI�[¨l�LtXvw�:o�t�±

evw�Lm�o~dI�[� ¡
_*`{d-��u¤�[tX}qvwoq`bc v¤�bmqd3}qo~m¸�LtXvw�:o4m¸vwoqdI}~��oqv¤�[dIuwkX¹F�[�{�{u¤klvw�{��oq`bd�±×tXuwu¤t�§$vw�b�T}~z{uwdHm ¡ �$zbuwd

i
v¤m
�[�{�{u¤vwdH�

tX�{u¤kÅv½±
�{t-}~z{uwd
j
§$v½o~`

j < i
�[�{�{u¤vwdHm��

�Cz{uwd!6p� 8Tv½±bmqt[c-dO�3t[�bmpoq}4��v¤�{dH��mpz{rLmpdI�[c-d3�:o
e ∈ C

�ntldIm��{t[o����{�8dI�[}��Xmºoq`bdOdI�{�[dZt[±b�C�nzb�[u[o~}qvy���{�Xuwd
rLdH�3�[zbmpd
vwoCv¤mCd3�b�3}qt:�[�4`{dH�º¹lvw�bmqd3}qoC�-mpvwoqd�u¤tn�3��o~dI�0��o*oq`bd�r{}qdH��¨l�8t[v¤�Xo$t[±�dI�{�[d

e 5
�Cz{uwd!6R� 8Tv½±�mqt[c-d¾�3t[�bmpoq}4��v¤�{dH�Ámqz{rbmqd3�Xc-d3�:o

e ∈ C
�ntldImT�{t�o��[�{�8dI��}0�[mÅoq`{d¼dI�n�Xd³t�±��­�nzL��u

oq}~v¤�[�{�[u¤d[¹:r8dI�3�[zbmqdCv½o4m��{zb��u8²C±Ó�X��d�vym¢����tXc-�{uwd3oqdCdIuwu¤v¤�bmpdX¹n�nd3�{t[oqd¸r:k
∆
oq`bd¸mqz{�{�8t[}qo�u¤vw�{d

t�±
e
¡ _*`{dI�À��t[�L�nv½o~vwtX�b��u¤u¤kTv¤�bmpdI}po��(mqvwoqd�u¤tn�3��o~dI����o$o~`{d�v¤�:oqd3}4mqdI�>o~vwtX��t[±

∆ \ e
§$v½o~`�oq`{d

d3u¤uwv¤�bmqd 5
�Cz{uwd!6@�98Tv½±¢�Å²Jt[}~t[�bt[v1�[d3}qoqd�Y

v
vymhrb�[�nu¤kÀmp`L���8dI� 6@mpdIdEmqdI��oqv¤t[�¼� ¡ �%8�¹»��tX�b�nvwoqv¤t[�b�[uwu¤k�v¤�bmqd3}qo
��mpvwoqd

uwtn�I��oqdH����o$oq`b��oC�[dI}po~d Y 5
�Cz{uwd!6Ó��8Tv½±¢�(oq}~vy���{�Xuwd

abc
vym¸oq`{dE�nzb�[u1t[±OmpdI�[dI}~�[u»²Jt[}~t[�{tXv��Xd3}qoqvy��dImI¹F��t[�L�nv½o~vwtX�b��u¤u¤k0v¤�bmqd3}qoh��mpvwoqd

uwtn�I��oqdH�³��ohoq`bds�Xd3}qoqd Y0oq`L��o
v¤m¸oq`bd�±×z{}qoq`bdImpo¸±×}~t[c
a
¹
b
���b�

c
6Ó�3t[�bmqvy�nd3}¸oq`{dEuy��}~�[dImpo�t[±

oq`{d
o~`{}~d3d��nvym�o4���b�3dIm�8 5
�Cz{uwd!6R� 8Tv½±
o�§¢t"oq}~v¤�[�{�[u¤dIm-mq`b��}~vw�b���[� dI�n�Xd0t��Xd3}~u¤�[�»¹��3t[�b�{v½o~vwtX�b��u¤uwkWvw�bmqd3}qoÅ�Ãmpvwoqd³��o(oq`{d³�{zb��u

²Jt[}~t[�{tXv»�[dI}po~d Y0t�±Jt[�{d�t[±
oq`{dIc �*�4`{tltXmqd
oq`bd�oq}~vy���{�Xuwd�§$`{vy�4`À��tX�Xo4��v¤�bm*o~`{d�dH�n�[d
(x, y)mpzL�4`To~`b��o

γ(x, y)
v¤m$c(�[Ylv¤c(��u ¡

¿"d³§$v¤uwuC�bt�§ �{}~t��[d0o~`b��oÅvw±
oq`{d³�[uw�Xt[}~v½o~`{c o~d3}~cEv¤�b��oqdImI¹ � t[�b�nvwoqv¤t[�Lm
(i)
¹

(ii)
���L�

(iii)
t�±

mqdI��oqv¤t[�­� ¡ �Å��}~d(�[dI}qvw°bdH� ¡b- k�_*`{d3tX}qdIc � ¡ �n¹�oq`bdT�[dIt[c-d�o~}qvy�-�nzb�[uOvym�oq`bd3}~d�±×t[}~dÅ�0oq}~vy���{�Xz{u¤��oqv¤t[�»¹
§$vwoq`bt[zno��[�:kTrb�[�nu¤k:·Çmq`b�[�LdH�Å�[dI}po~d Y ¡
��É � �­� �3��� � �5�
� 	 � ��� ���]�[	 ���[� �"� 	1�5�'�
e �C�
����	)�d�/� 	)�H�'! #5�[ed	 �����[�C��ef��� ���

T
� �[��� ��	 �����[�C� #Gef�
	����
�

�"�3	1�5��!*�
� �
���
Ω

�
��!0�
e�e 	1�5���"�[�H��	 ���
���]�"! ��#5a ���\�[� � ��	�� ���*�H�"�
�����N	)�d��� 	 �����[�C� #Gef�
	����
���
� � Í»Í�� � v¤}4m�oH¹Xu¤d�oOzLmZ�{}~t��[d*o~`b��oOdH�[�4`(��tX�bmpoq}4��v¤�{dI�-mqz{rbmqd3�[c-dI�XoZvymZv¤�b�3v¤�ndI�:oOoqt�uwdH�[mpoZt[�{d$o~}qvy���b�[u¤d
v¤�

T
¡ � t[�bmqvy�nd3}$mqt[c-d���t[�Lm�o~}~�[vw�{dH�Tmqz{rbmqd3�XcEdI�:o

s
§$v½o~`0dI�b�n�8t[v¤�:o~m

a
�[�b�

b
¡

ã×ù1ï»ãîÿ
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4 _*`b���b¨lm$oqtÅ�$z{u¤d 6p� 8>¹ s vym$�{t[o�d3�L��}~tX�[�4`bdI�T�[�b�0oq`bd3}~d�±×t[}~d
uwv¤dImCvw��o~`{d�z{�{v¤t[��t[±1o~`{d��3d3u¤u¤m$t[±v½o4m$d3�L�n�LtXvw�:o4m ¡
4 elv¤�b��dsdI�[�4`³mqvwoqd�u¤vwdHm�v¤�Àvwo~m¸t�§$�³��d3u¤uR¹ s �3�[�{�{t[o�rLdsvw�L��u¤zb�ndI�³vw�ÀtX�{ds�3d3u¤u�t[�buwk ¡ _*`{v¤m¸�{}~t��[dHmoq`b��o$oq`{d��{zb��u»dH�n�[d

Vor({a, b}) v¤m*�bt�oCd3c-�no�k����b�0v¤�Xo~d3}4mpdH�>o4m s
���b�Toq`{d��{t[c(��v¤�

Ω
¡

4 +Ç±{oq`bd�r{vymqdI�>o~t[}�t�±
a
���b�

b
v¤m1����d3u¤uwv¤�bmqd[¹��$z{u¤d 6R� 8»vwc-�{u¤vwdHm�oq`b��o�oq`bd�²JtX}qtX�{t[vXdI�n�Xd

Vor({a, b})`b�[m¸d3�L�n�LtXvw�:o4m¸§$vwoq`bvw�
Ω
¡ +÷�¼��u¤u
�3�[mqdImI¹8t[rbmqd3}~�[d�o~`b��oH¹ºt�§$vw�b�ÅoqtToq`{dEc-t[�{t[oqtX�{v¤�3v½o�k�t[±Zoq`{d

�nvym�o4���b�3d
da(a, x)

�[uwtX�{�
ab
¹
Vor({a, b}) v¤�:oqdI}~mqdI��o~m s

vw�À��oCc-t:m�oCtX�{d��LtXvw�:o ¡�� zb}po~`{d3}~c-t[}~d
Vor({a, b}) �3���b�{t�o�v¤�:oqd3}4mqdI�>o��[�:k¼t�o~`{d3}��3t[�bmpoq}4��v¤�{dI�"mqz{rbmqd3�[c-dI�Xo�r8dI�I��zbmqdEoq`{dIk"�[}qd-�{t[od3�b�3}qt:�[�4`{dH�ÅdIv½o~`{d3} ¡ _*`{d3}~d�±×tX}qd

Vor({a, b}) `b�[m$��oCuwdH�[mpo*tX�{d
d3�b�{�LtXvw�:oCv¤� Ω
¡

_*`bd3}~d�±×t[}~d�v¤�¾���lk��3�[mqd�o~`{ds�nzL��u�dH�n�[d
Vor({a, b}) `b�[m�d3�b�n�8t[v¤�:o~m¸vw� Ω

¹F���L��oq`{dE�nzb�[u»oq}~vy���{�XuwdHm
t[±�o~`{tXmqd
d3�b�n�8t[v¤�:o~mC�[}qd
v¤�b��vy�ndI�Xo$o~t

s
¡

¿"d(m�o~vwu¤u
`b�¬�[d�oqt�d3�bmqz{}~d�o~`b��o
oq`bd�o~`{}qdIds`lkl�8t�oq`bdImqv¤m
(i)
¹
(ii)

���L�
(iii)

t[±�_*`{d3tX}qdIc�� ¡ ����}~d
�Xd3}~v½°LdI� ¡

(i)
vym�tXr:�lv¤t[zbmqu¤k³�[dI}qvw°bdI�Ã�[�b�

(iii)
v¤m�vwc-�{u¤vwdH�Ãrlk"�Cz{uwd 6@� 8 ¡³£ d3o�zbm��bt�§ª�b}qt��Xd

(ii)
�

�3t[�bmqvy�nd3}C�(�3t[�bmpoq}4��v¤�{dI�0mqz{rbmqd3�[c-dI�Xo
s
t�±

∂Ω
¡�� }~t[c oq`{d�°L}~mpoC�b��}qoCt�±1oq`bd��{}~t:t[±�¹{§¢d�¨:�bt�§¯o~`b��o

o~`{d��nzb�[u»²Jt[}~t[�bt[vºdI�{�[d
e
t[±

s
vw�:oqdI}~mqdI��o

∂Ω
v¤�0tX�{d��8t[v¤�Xo��[�b��oq`{dI}qd3±×t[}~d
`b�[mC�[��tl�b���lz{csrLdI}Ct�±

dI�b�n�8t[v¤�:o~mC§$vwoq`bvw�
Ω
¡ +Ç±

e
`b�X��c-t[}~d
oq`b�[�Àt[�{d�dI�b�n�8t[v¤�XoH¹Lv ¡ d ¡ v½±

s
`b�[��c-tX}qd
o~`b���ÀtX�{d�v¤�b��vy�nd3�:o

o~}qvy���b�[u¤d[¹3vwo�§¢t[zbu¤�hv¤�
±Ó�[�>o�`b�¬�[dJ��o�uwdH�[mpoºoq`{}~d3dX¹¬�[�b�
s
§¢t[zbu¤�h`b�¬�XdZ��o»u¤dI�[mpo»o~`{}qdIdJvw�L��vy�nd3�:o»o~}qvy���{�XuwdHm3¹

�3t[�:oq}4�[�{v¤��oqv¤�{�E�Cz{uwd!6R� 8 ¡ _*`{vym$�{}~t��[dIm�o~`b��o
s
`L�[m$d�Yn�X�>o~uwkÅtX�{d
vw�L��vy�nd3�:o$oq}~vy���{�XuwdX¹{�[m*}~dIx:z{v¤}qdH�Trlk

`lkl�8t�oq`bdImqv¤m
(ii)

¡ % uwuboq`{}~d3d$`lkl�Lt[oq`{dHmpvymZ�[}qd$�Xd3}~v½°bdH� ¡ +÷�Å�I�[mqd$t�±8oqdI}qc-v¤�b��o~vwtX�»¹X_*`{dIt[}~d3cª� ¡ ��mp`{t�§Cm
o~`b��o$o~`{d�mqd�o

T
vym$�soq}~v¤�[�{�[zbu¤��oqv¤t[�0t�±

Ω
¡

���t�oqd¢o~`b��oO�$zbuwdC�h�3�[��r8d$t[c-v½oqoqdH��vw±8§¢d*�[m~mpz{c-d¢oq`L��o
oq`{d*�X}~�[�{`s�3t[�bmqv¤mpoqv¤�{�ht�±F��u¤u{��t[�Lm�o~}~�[vw�{dH�
mqd3�Xc-d3�:o~m�t�±

C
`b�[m1�{th�[dI}po~d Y�t�±8�nd3�X}qdId�� ¡ +÷�b�ndIdI�º¹�v¤�-mpzb�4`s�¸�I�[mqd[¹�vw±L�{t
��tX�bm�o~}~�[vw�bdI��mqz{rbmqd3�XcEdI�:o

vym*d3�L��}~tX�[�4`bdI�º¹l�{tX�{d
t�±1oq`{dIc �3�[��`L�¬�[d����0d3u¤uwv¤�bmqd��[m$�nzb�[u»²C±Ó�X��d ¡

� � !*�
���3���
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¿"d��bt�§��3t[�bmqvy�nd3}�oq`{dE��t[�L�nv½o~vwtX�bm¸�{d3dH�ndI��o~tTdI�bmpzb}qd�o~`{d�o~d3}~c-vw�b��oqv¤t[�³t[±
oq`{d-��u¤�[tX}qvwoq`{c ¡ _*`{dHmpd
�3t[�b�{v½o~vwtX�bm��ndI�LdI�b��tX��oq`bd�mq`b���8dOr8t[z{�L�

B
�[�b��tX��oq`{d��[dIt[c-d�o~}qkht�±no~`{d�v¤�{vwoqvy��ulmpd3o�t[±b��t[�Lm�o~}~�[vw�{dH�

mqd3�Xc-d3�:o~m
C
¡

�':<; � @<A*DGB.FGDH@,BO> SE>)R B 
OV F �<S I�I�@
>PT
+÷�soq`bv¤m
mqz{rbmqdI�>o~vwtX�»¹�§¢d��b}qt��XdZoq`L��o
o�§�t¸§�dIuwuw·÷mp`b�[�LdH���nzL��u:oq}~v¤�[�{�[u¤dIm
�I���{�{t[o1t��Xd3}~u¤�[��v½±Loq`{d*}~d3uy��o~vw�Xd
�{v¤mpoqtX}po~vwtX�­rLd3o�§�dId3�W�X�¬�p�[�3d3�:oEmqvwoqdImsvymEmqc(��u¤u�dI�{t[zb�[` ¡ +÷�Ãoq`bdT±×tXuwu¤t�§$vw�b�b¹

abc
���L�

abd
�[}qdTo�§�t

�X�¬�p�[�3d3�:o
oq}~v¤�[�{�[u¤dImho~`b��o��[}qd-}~dImq�LdH�>o~vw�Xd3u¤k¾�nzb�[u
oqtÀ²Jt[}~t[�bt[v
�[dI}po~v¤�3dIm
qc

���b�
qd

¡ _*`bd(�LtXvw�:o~m
qc�[�b�

qd

u¤v¤d�v¤�bmpvy�nd
Ω
6Ómqd3d � v¤�[z{}~ds�98>¹Ft�o~`{d3}~§$v¤mqd[¹boq`{dIvw}
�nzb�[u�o~}qvy���b�[u¤dImC§¢t[zbu¤�À�bt�o¸r8ds�3t[�bmqvy�nd3}~dI� ¡

¿"d-�nd�°b�bd
γ
�[m

max(γ(x, y))
6Ómqd3d-� ¡ � 8C§$`{dI}qd�oq`{dEc(�
Ynv¤c�z{c�vym�o4��¨Xd3�Àt��[dI}¸�[uwu1dI�n�XdIm

(x, y)
t[±

o~`{d
o�§¢tso~}qvy���b�[u¤dImI¹l�[�b�
δ = max(δ(abc), δ(abd))

¡
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a

b

c

d

qc

qd

� vw�Xz{}qd�� �Z_*`bd¸o�§¢t(�nzb�[uºoq}~v¤�[�{�[u¤dIm*�[�b�Åo~`{d3v¤}C²JtX}qtX�{t[vº��dI�:oqd3}4m

+Ç±
qc

���b�
qd

�[d3}~vw±×k
β(qc) ≤ B

���L�
β(qd) ≤ B

¹n§¢d�`b�¬�[d¸oq`bd
±×t[u¤uwt�§$v¤�{�Evw�{dHx:zb��u¤v½o~vwdHm��

dc(c, qd) ≤ dc(c, qc) + dc(qc, a) + dc(a, qd)
6×oq}~v¤�[�{�[z{uy��}*v¤�{dIx:zb�[uwvwo�k 8

≤ dc(c, qc) + γ(a, c)da(qc, a) + γ(a, c)da(a, qd)
6Ó�nvym�o~t[}qoqv¤t[�0rLd3o�§�dId3�

a
���L�

c)

≤ (1 + γ(a, c))Bδ(abc) + γ(a, c)Bδ(abd)

≤ (1 + 2γ)Bδ
_*`bd
m~��c-d
v¤�{dIx:zb�[uwvwo�kÅ`{tXu¤�{mC§$`{d3�

c
���b�

d
��}~d
d Y{�4`b���b�[dI� ¡

+÷�0oq`bd�mq�[cEd
§*�¬k[¹l§¢d�`b�¬�[d

dc(c, a) ≤ dc(c, qc) + dc(qc, a)

≤ dc(c, qc) + γ(a, c)da(a, qc)

≤ (1 + γ)Bδ(abc)

≤ (1 + γ)Bδ
�[�b�

dc(c, d) ≤ dc(c, qd) + dc(qd, d)

≤ (1 + 2γ)Bδ + γ(c, d)dd(d, qd)

≤ (1 + 3γ)Bδ
£ d�o

r = (1 + 4γ)Bδ
¡ ¿¼d(�3t[�bmqv¤�{d3}hoq`{d-´It[�{dHm

Z3 = B(a, r) ∩ B(b, r) ∩ B(c, r)
���b�

Z4 =
B(a, r) ∩ B(b, r) ∩ B(c, r) ∩ B(d, r)

¹�§$`{d3}~d
B(p, r) = {x ∈ R

2, dp(p, x) ≤ r} ¡ % m
mp`bt�§$�³rlk
o~`{d
�{}~d3�lvwtXzbm¢vw�bdIx:zb��u¤vwoqv¤dImI¹loq`{d
±×tXz{}CmpvwoqdHm

a
¹
b
¹
c
�[�b�

d
�[}qd
v¤�

Z4
¹{�[m*§¢d3u¤u»�[m¢oq`bd¸o�§¢t(��dI�Xo~d3}4m

qc�[�b�
qd

¡
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�d�[ef�

abc
���3���
	Qa"�*!de c �<�H�"�H�"! � �
��c)�5�
����	

q 6∈ Z3
�2��� � �[� �"�
�
� ���*�.�N���3	)�H�

	)�d����� ����	\� �
a
�
b

�[�]!
c
���N�[�
�P�]�
�"����� ��e c-� � �[���
��c

x ∈ {a, b, c} �2`O� �5�
�
�

dx(x, q) > 3Bδ(abc)
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� � Í»Í�� % m~mqz{c-d
oq`b��o
q 6∈ B(b, r)

±×t[}$d�Yn�[c-�{uwd ¡ ¿¼d
o~`{d3��`b�¬�Xd

da(a, q) ≥ db(a, q)/γ

≥ (db(b, q) − db(a, b))/γ

≥ (r − (1 + γ)Bδ(abc))/γ
6Ór:k 6��%8<8

≥ ((1 + 4γ)Bδ(abc) − (1 + γ)Bδ(abc))/γ

> 3Bδ(abc)

� £ d�o
VZ4

rLdsoq`bd�}~dImpoq}~v¤��oqv¤t[�³t[±Joq`{dE²Jt[}~t[�{tXv��nvy���X}~�[c o~t
Z4
¡ ¿¼dE�{t�§®dHm�o4��r{u¤v¤mq`¾��mpz��Å�3vwdI�Xo

�3t[�b�{v½o~vwtX�Tt[�Toq`{d
r8t[z{�L�
B
���b��t[�Toq`{d��nvympoqt[}qoqv¤t[�TrLtXz{�b�

γ
mqt�o~`b��o*o~`{d¸�Xd3}qoqvy��dHm¢�[�b�(o~`{d
dI�n�XdIm

t[±�o~`{d�²Jt[}~t[�{tXvº�nv¤�[�[}4��c
VZ4 ({a, b, c, d}) ��}~dh§¢dI�{�[dI� ¡

��É � �­� � � � � �'�[�
�.�����^���
B > 1

� *)�
B4(γ2−1)(1 + γ)

2
(1 + 4γ)

2 ≤ 1
� �
e�ed	)�H�

0
�[�]!

1 : &�� ���"� ��"�3	1�5� &]�
�
�[�]�
�O![�������
�
� �"� {a, b, c, d} �
����	������ 	 �"! 	 �
Z4

�[�
��`O��!��*�"!9�
� � Í»Í�� £ d3o

x, y ∈ {a, b, c} §$vwoq` x 6= y
¡J£ d�o

z
r8d¸���8t[v¤�:oOt�±

Z4
t[�-oq`bd�r{vympdH�>o~t[}Zr8d�o�§¢d3dI�

x
���L�

y
¡ ¿¼d¸§¢�[�:oJoqt�dI�bmpzb}qd$o~`b��o

dx(z, y)
2 ≤ dx(x, z)

2
+dx(x, y)

2 ¡ ¿¼d¸`b�¬�[d
dx(z, y)

2 ≤ γ2dy(y, z)
2

�[�b�0mpv¤�b��d
z
vym$t[��oq`bd�r{v¤mqdI��oqtX}$rLd3o�§�dId3�

x
���b�

y
¹
dx(x, z) = dy(y, z) † ¡��t�§�¹Lvw±

[x, y]
vym�oq`{dE��t[c-c-t[�ÀdH�n�[dst�±
oq`bd�o�§¢t(oq}~vy���{�XuwdHm3¹L§�d�`L�¬�[d

dx(x, y) ≥ δ
¡ +Ç±

[x, y]
vym

�bt�oCo~`{d���tXc-cEtX��dI�n�Xd[¹b§¢d�t[�buwk0`b�¬�[d
dx(x, y) ≥ δ(abc) ≥ d(a, b)/(B(1 + γ)) ≥ δ/(B(1 + γ))

‡ ¡ � v¤�b��u¤uwkX¹Lrlk0vw�bdIx:zb��u¤vwoqv¤dIm † ���b� ‡ ¹L§�d�`b�¬�[d dx(x, z)
2

+ dx(x, y)
2 ≥ dy(y, z)

2
+ δ2

B2(1+γ)2
¡ +Ç±

γ2dy(y, z)
2 ≤ dy(y, z)

2
+ δ2

B2(1+γ)2
¹{§¢dhoq`{dI��`b�¬�[d

dx(z, y)
2 ≤ dx(x, z)

2
+ dx(x, y)

2 ¡
_*`lzbmI¹$�"mqz��Å��v¤d3�:oT�3t[�b�nvwoqv¤t[�Á±×tX}

z
oqt�r8d³§�dH�n�[dH�Wvym

γ2dy(y, z)2 ≤ dy(y, z)2 + δ2

B2(1+γ)26@���b�Áo~`{d¾�3t[�b�nvwoqv¤t[� tXrno~�[vw�bdI� rlkQmq§¢�[�{v¤�{�
x
�[�b�

y
8 ¡ _*`{d¾�ntXc-�[vw�

Z4
§*�[mÅ�4`{t:mpdI� mptÃo~`b��o

dy(y, z) < r = (1 + 4γ)Bδ
¡ /�d3�b�3d[¹
�³mpz��(�3vwdI�:os��tX�b�nvwoqv¤t[�"±×t[}�o~`{dT�8t[v¤�:o

z
o~t³rLdT§�dH�n�[dH�¼vym

(γ2 − 1)(1 + γ)2(1 + 4γ)2B4 ≤ 1
¡

�

+÷�0oq`bd
±×t[u¤uwt�§$v¤�{�b¹lo~`{d���tX�b�nvwoqv¤t[�
B4(γ2 − 1)(1 + γ)

2
(1 + 4γ)

2 ≤ 1
§$v¤uwuºr8d��ndI�{t�o~dI�0rlk+6�/ 8 ¡

µ �b�nd3}1o~`{d¢�3t[�b�{v½o~vwtX�smpo~��o~dI��vw� £ d3c-c(�J1 ¡ �l¹¬oq`{d¢�{}~tlt�±bt[±noq`{dIt[}~d3c+� ¡ ��c(�¬k
r8d�dH�[mqvwu¤k��[�{�[�noqdH�
o~tEmq`{t�§ o~`b��o*d3�Xd3}~kE�3d3u¤u8vym*��tX�{�{dI��oqdH�Åv¤�

Z4
¹lr:kÅmq`{t�§$v¤�{��o~`b��o*v½o$vym*m�o4��}q·Çmq`b���8dI�(�[}qtXz{�b�(vwo~m*mqv½o~d �

o~`{d$mpdI�[c-d3�:o
[ay]

v¤m
dI�Xo~vw}~d3u¤k�v¤�b��u¤zb�ndH��v¤�
Z4
rLdH�3��zLmpd

Z4
vym1�3t[�l�[d�Yº¹��[m
���svw�:oqdI}~mqdI��oqv¤t[�st�±bdIuwu¤vw�LmpdHm ¡

+÷��tX}~�ndI}*oqtÅmq`{t�§ o~`b��oh�s�8t[v¤�:o
y
vym$�lvympv¤r{u¤d
±×}qtXc mpvwoqd

a
¹{§¢d�t[�buwkÅ�bd3dI�0o~tÅ��tX�bmpvy�ndI}*oq`{d�²JtX}qtX�{t[v

dH�n�[dHm(o~`b��oÀ��}~d³v¤�Xo~d3}4mpdH�>o~dI� rlkÁoq`{d�mpdI�[c-d3�:o
[ay]

6Ómqd3d¼�{}~t:t[±�t�±�o~`{d3tX}qdIc � © £ en�X�¬«18 ¡ _*`btXmqd
v¤�:oqdI}~mqdI��oqv¤t[�bm¢u¤vwd�v¤�bmqv¤�nd

Z4
¹b�[�b�0§�d��3�[��zLmpd £ dIc-c-� 1 ¡ � ¡
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	 �"! a�c A � B �
��! C ��� �?	)�H�Na"�%#G�]!��[��c ��� C ��`O� ���[�5���
	 �O�]!0� �%#G� �H�[���5	 �
α, β, α′, β′ ���N	)�d�����
�
!*� ����#5���b	)�H�[	

α, α′ ∈ ∂A �
�]!
β, β′ ∈ ∂B � � �"� � �Z�%#G�
��� �	��� �

� � Í»Í�� % m~mqz{c-dO±×tX}����3t[�:oq}4�[�{v¤��oqv¤t[�
oq`L��o
α, β, α′, β′ d Ynvym�o ¡ _*`{dI�»¹�mpv¤�b�3d C ���b� A ��}~dO��tX�{�{dH�>oqdH�º¹

o~`{d3}~d�vym*�smqv¤cE�buwdh�b��o~`
πC
v¤� C �[�b�Å�Empv¤c-�{u¤d¸�b��oq` πA

vw� A ��tXvw�{v¤�{�
α
�[�b�

α′ ¡ ¿¼d
��tX�b�3��oqdI�b��o~d
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o~`{tXmqd�o�§�t¼�b��o~`bm-vw�:o~t"�"��u¤tXmqdI�Q��z{}~�[d
π
¡ % m B vymE�3t[�{�bdI�>o~dI�º¹Ooq`{dI}qd0vymE�[u¤mqt¼�¼�b��oq`

πB
v¤� B��tXvw�bvw�{�

β
���b�

β′ ¡'- k0¥Xt[}4�{�[��o~`{d3tX}qdIc�¹
β
���L�

β′ mq`{tXz{u¤�0o~`{d3}~d�±×tX}qd�r8d�v¤��oq`bdsm~��c-d���tX�{�{dI��oqdH��3t[c-�8t[�{dI�XoC�ndIuwv¤c-v½o~dI��rlk
π
¡ /Ct�§¢d3�Xd3}H¹:vw±
§�d
±×tXuwu¤t�§ o~`{d�r8t[z{�b�b��}~kÅt�± C ±×}~t[c β

o~t
β′ ¹b§¢d
�3}qt:mqm

π
d�Y{�[�>o~uwkst[�b�3d ¡ elt

β
�[�b�

β′ �nt��bt�oOr8d3u¤t[�{��oqt�m~��c-d��3t[�{�{dH�>o~dI�(��tXc-�LtX�{d3�:oI¹:§$`{vy�4`Å��tX�Xo~}~�X�nvy�>o~mtXz{}$`lkl�Lt[oq`{dHmpvym ¡
�

Vor(c)

β′

Vor(b)
Vor(a)

α

β
Vor(b)

πA

Vor(a)

πB

α′

� v¤�[z{}~d�� �2+÷c-�Lt:mqmqv¤r{uwd��I�[mqdh�{dIm~��}~vwr8dI�0v¤� £ d3c-c(� 1 ¡ �
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VZ4({a, b, c, d}) �H�[�^� !
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� � Í»Í�� % mqmqz{c-d-±×t[}��À�3t[�:oq}4�[�{v¤��oqv¤t[�¼oq`b��o�o�§�t�²Jt[}~t[�bt[vJ�[dI}po~v¤�3dIm
t[±
VZ4({a, b, c, d}) `b�¬�[dEo~`{dm~��c-d¼u¤�[rLdIu {a, b, c} ¡ - k £ d3c-c(� � ¡ �l¹Co~`{dÃ��dIuwuym���}~t[z{�b� oq`{dIc `b�¬�[d¾oq`{dÃm~��c-d¾tX}qv¤d3�:o~��oqv¤t[� ¡

_*`bv¤m$�3t[c-c-t[�TtX}qv¤d3�:o4��oqv¤t[��mp`{t�§Cm�o~`b��o$§¢dh�I����°b�b�T±×t[z{}*�8t[v¤�Xo4m
α, β, α′, β′ tX�To~`{d
rLtXz{�b�{�[}qk(t[±

Vor(c) ∩ Z4
§$`{vy�4`À��t[�:o~}~�X�nv¤��o~m £ dIc-c-� 1 ¡ �=6Ómqd3d � v¤�[z{}~d�� 8 ¡
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�{}~tlt�±1�[�{�{u¤vwdHm¢oqtEoq`bd
±×t[u¤uwt�§$v¤�{�-uwdIc-c-� ¡
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B4(γ2 − 1)(1 + γ)2(1 + 4γ)2 ≤ 1
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VZ3({a, b, c}) �

_*`{d¢±×tXuwu¤t�§$vw�b��u¤d3c-c(�¸mpo~��oqdIm�o~`b��oJz{�b�{d3}
uwt�§­�{v¤mpoqtX}~mqvwtX��t[±{oq`{d*c-d�o~}qvy��¹¬o~`{d$��dIuwuym
��}~d���}~}4���{�XdI�
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dp(p, w) ≥ min

(

dmin√
G2 − 1

,
bdrmin

G3 + G

)

�[�b�
d(p, w) ≥ min

(

dmin

G
√

G2 − 1
,

bdrmin

G4 + G2

)

.
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+Ç±O�Cz{uwds�Å���{�buwv¤dImI¹

w
v¤m�uwtn�3��oqdH�À��o¸�(²JtX}qtX�{t[v��[d3}qoqd�Y0�nzL��u�oqt(o~`{d�o~}qvy���{�Xuwd

abc
�[�b�À��o¸�{v¤mpo~�[�b��d

dp(p, w) ≥ r = da(a, w) > Bδ(abc)
±×}~t[c ���lk�mqvwoqd

p
¡*£ d3c-c(�01 ¡ �[�
v¤cE�buwv¤dIm�oq`b��oC±×t[}�d3�[dI}qk0mpvwoqd

p
�[�b�����lkÅ��tld �Å�3vwdI�Xo

G
¹

d(p, w) ≥ min

(

B

G
dmin, bdrmin(G)

)

.
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w
vym¸tX�{dEt�±Oo~`{d-c�z{uwoqv¤�{u¤d-�[d3}qoqvy��dHm¸�{zb��u1oqt

o~}qvy���b�[u¤d
abc

¡2- dI�I��zbmqd
w
v¤mJu¤tn�3��oqdI�-��oJoq`{d$±×zb}po~`{dImpoZ�[dI}po~d Y�±×}~t[c

a
¹
b
�[�b�

c
¹ £ d3c-c(�31 ¡ �{¹[v¤cE�buwv¤dIm

o~`b��o¸d3vwoq`{dI}Coq`bd��nvym�o~t[}qoqv¤t[�Àr8d�o�§¢d3d3�0o~`{dsmqv½o~dIm
a
¹
b
���b�

c
vym$�[}~dI��oqdI}$oq`b�[�

G
¹LtX}

w
v¤m��{t�o¸vw�Ào~`{d

´It[�{d
Z3
¡

+Ç±1oq`{d��nvympoqt[}qoqv¤t[�0vym*�[}~dI��o~d3}�oq`b�[�
G
¹b§�d��3�[��zLmpd £ dIc-c-� 1 ¡ �I� ¡ +Ç±

w
v¤m*�bt�oCv¤�

Z3
¹loq`L���{¨nm¢oqt

£ d3c-c(� 1 ¡ ��¹n±×t[}$dI�[dI}qkÅmqv½o~d
p
¹

dp(p, w) ≥ Bδ(abc),
mqtEoq`b��oI¹{zLmpv¤�{� £ dIcEc(� 1 ¡ �[�[¹

d(p, w) ≥ min

(

B

G
δ(abc), bdrmin(G)

)

.

+÷�Àmqz{c-c(��}~k[¹lv½±
w
vym*vw�bmqd3}qoqdH�Tr8dI�I��zbmqd�t�±
�$z{u¤d��{¹n§¢d
`b�¬�[d

d(p, w) ≥ min

(

B

G
dmin,

bdrmin(G)

G3 + G

)

.
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w
v¤mOuwtn�3��oqdH�E��oZoq`bdC²Jt[}~t[�{tXvn�[dI}po~d Yst[±

abc
§$vwoq`

abc
���b�

abd
t��Xd3}~u¤�[�n·

�bvw�{�Tt[�{dE���{t[oq`{dI} ¡ �$zbuwd���vwc-�{u¤v¤dIm�oq`b��oCoq`{vym¸�Lt:mpvwoqv¤t[�³vymCzb�{v¤x:z{d ¡ _*`{d��{}qdI�lvwtXzbm�mqdI��oqv¤t[�À�{}~t��[dHm
o~`b��o�o~`{vym�v¤m�t[�{u¤k¾�8tXm~mpv¤r{u¤d-v½±*oq`bd(rLtXz{�b�

G
t[�¼oq`{dT�{v¤mpoqtX}po~vwtX�¼vym��{t[o�}qdImq�8dI�>o~dI�¼vw�

abc
t[}

abd
¹

mqv¤�b��d��bt[�{d�t[±1o~`{d3c�vymCrb�X�nu¤k�mq`b���8dI� ¡ ¿"d�c(�¬k0�Xmqmqz{c-d
oq`L��oCo~`{d�r8t[z{�L�
G
vymC�{t[o�}~dImq�LdH�>oqdH��vw�

abc
¹{mqtEoq`b��oC§�d
`b�¬�Xd�o~`{d�r8t[z{�b�0�Xvw�Xd3�0r:k £ d3c-c(� 1 ¡ �I� �

dp(p, w) ≥ bdrmin(G)

G3 + G�[�b�
dp(p, w) ≥ bdrmin(G)

G4 + G2
.
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`b�¬�[d¸�{}~t��[d3�Toq`b��oI¹nvw±�o~`{d
t[}~vw�Xvw�b�[uL}~d�°L�{d3c-d3�:o$�8t[v¤�Xo$vym¢vw�bmqd3}qoqdH�º¹loq`bdhc-v¤�{v¤c-�[u»�nvym�o4���b�3d

dw
min��±îoqdI}$vw�bmqd3}qoqv¤t[�0t�±

w
�[dI}qvw°bdIm

dw
min ≥ min

(

dmin

G
√

G2 − 1
,
B

G
dmin,

bdrmin(G)

G4 + G2

)

��t�o~d¸o~`b��o$§¢d
`b�¬�[dhvwc-�{u¤vy��vwoqu¤kTzbmqdI�Toq`{d�}~d3uy��o~vwtX�Tr8d�o�§¢d3dI�
B
�[�b�

G
m�o4��oqdH����o*oq`{d�r8d3�Xvw�{�bvw�{�-t[±

o~`{vymOmqdI�>o~vwtX�(§$`{d3�T§�d$`b�¬�Xd$zbmqdI�-o~`{dC�{}~t[�8d3}qo�k�t[±F´It[�{dHm
Z3
���b�

Z4
¹:§$`{v¤uwdh��t[�Lmpvy�nd3}~v¤�{�hoq`{dh�3�[mqdIm

t[±1�$zbuwdHm$�(���b��� ¡
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¿"dE�{t�§+��tX�bmqv¤�ndI}�o~`{d-�3�[mqd�§$`bd3�¼oq`{dEt[}~vw�Xvw�L��u�}~d�°L�{d3c-d3�:o
�LtXvw�:o
s
vym¸}~d���dH�>o~dI�À±×tX}¸dI�b��}~tX�X�4`{v¤�{�

mqt[c-d¢��t[�Lm�o~}~�[vw�{dH��mqz{rbmqd3�[c-dI�Xo
e = (a, b)

¡ +÷��oq`{vymJ�3�XmpdX¹�§�d�vw�bmqd3}qo1oq`{d$��tX}q}~dImq�8t[�b�nv¤�{�Crb}qdH��¨l�LtXvw�:o
w
tX�

e
¡Z� vw}4m�o$}~dI�I��u¤uFoq`{d
±×tXuwu¤t�§$vw�b��±Ó�X�>oI¹bd Yloq}4�[��oqdI�T±×}~t[cÄo~`{d��{}~t:t[±�t[± £ d3c-c(�-�[�Evw�"© £ en�X�¬« �

+Ç±
w
r8d3u¤t[�b�Xm�oqt

Vor(a)
���b�Tv½±1±×t[}$mqt[c-d

G > 1
¹n§�dh`b�¬�[d

ds(s, a) ≥ bdr(s, G)
¹no~`{d3��±×t[}C�[�lk

mqvwoqd
p
¹
d(p, w) ≥ bdrmin(G)/(G3 + G)

¡ � o~`{d3}~§$v¤mqd[¹
dp(w) ≥ da(a, s)/(G

√
G2 + 1)

¡
¿"d��3���0�{t�§ zLmpdhoq`bdhr8t[zb�b�{m¢dImpo~�[r{uwvymq`{dI�T±×t[}$�$z{u¤dImC�{¹n�E�[�b�Å� 6Ó§$`{d3}~d

w
vym¢}qdI�{u¤�X��dH�Årlk

s
8$�

dp(p, s) ≥ min

(

dmin√
G2 − 1

, Bdmin,
bdrmin(G)

G3 + G

)

.

_*`lzbmI¹

dp(p, w) ≥ min

(

dmin

G
√

G4 − 1
,

Bdmin

G
√

G2 + 1
,

bdrmin(G)

(G4 + G2)
√

G2 + 1

)

.

�[�b��§�d
`b�¬�Xd[¹nrlk £ dIc-c-� 1 ¡ �X�

d(p, w) ≥ min

(

dmin

G2
√

G4 − 1
,

Bdmin

G2
√

G2 + 1
,

bdrmin(G)

(G5 + G3)
√

G2 + 1

)

.
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t[±�u¤d3c-c(� 1 ¡ �l¹{u¤d�o

B > 1
�[�b�

G > 1
r8d�mpzL�4`To~`b��o

(G2 − 1)(1 + G)2(1 + 4G)2B4 ≤ 1
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G2
√

G4 − 1 ≤ 1

G2
√

G2 + 1 ≤ B.
��t�oqd�oq`L��o�±×tX}E�[�lk

B >
√

2
¹Z�¾mqz{vwo~�[r{uwd

G > 1
c(�¬k�r8dÅ±×t[zb�b�º¹Omqvw�L��dTdI�[dI}qk���tX�b�nvwoqv¤t[�­vym

�Xd3}~v½°LdI�-§$`{dI�
G → 1+ ¡ ¿"dh�[u¤mqt��ndIc-�[�b�-o~`b��o$���lkE�b��v¤}�t[±»vw�L��vy�nd3�:o*dI�n�XdImZt[± C ±×t[}~c(m��[�T���b�[u¤d

t[±C��osu¤dI�Xm�o
2 arcsin(G2/2)

¹JmqtÀoq`b��osvwoE�3t[c-�{u¤vwdHm�oqt³oq`{d�}qdHxXzbvw}~d3c-d3�:o4m�t�±Cu¤d3c-c(�81 ¡ �¬� ¡¾µ �L�nd3}
o~`{tXmqd$��tX�b�nvwoqv¤t[�bmI¹�o~`{d$c-vw�{v¤c(��u{v¤�:oqdI}p·÷�nvym�o4���b�3d

d′min

��±îoqdI}
oq`{d�vw�bmqd3}qoqv¤t[�Et�±º�
�{dI§Ámqv½o~d$v¤mZrLtXz{�b�ndH�
±×}~t[c rLdIuwt�§ �

dmin ≥ min

(

bdrmin(G)

(G5 + G3)
√

G2 + 1
,
lfsmin(C)

G

)

� v¤�b��u¤u¤k[¹ºvw±O§�d-�3�[�À°b�b�
G
m~��o~v¤mp±×klvw�{�Toq`{d-��tX�b�nvwoqv¤t[�bm
�[�b�¾mqzb�4`Ào~`b��o

bdrmin(G) > 0
oq`{d-��r8t��[d

r8t[zb�b�(vymO�{t[oOo~}qv¤�lv¤�[u@¹:���b�Å�[�ÅdI�XmpkEv¤�b�nzb��oqv¤t[�Tmq`{t�§CmJo~`b��o¢§�d�vw�b�{d3dI�Å`b�¬�[d���uwt�§¢d3}OrLtXz{�b�(tX�(oq`{d
c-v¤�{v¤c-�[u
vw�:oqdI}p·÷�nvym�o4���b�3d ¡ +Ço��{}~t��[dHm$o~`b��o
oq`bd-�[uw�Xt[}~v½o~`{c�§$vwu¤uJ�{t[ohv¤�bmqd3}qo�mqvwoqdImhv¤�b�nd3°b�{vwoqd3u¤k[¹�r:k³�
�3u¤�Xmqmqvy�3��uF�Xt[u¤z{c-d
�[}q�Xz{c-d3�:o ¡

gÀtX}qdIt��[dI}I¹:rLdH�3�[zbmpd
(G2 − 1)B2 < 1,

o~`{d�mq`b�[�LdT�3t[�b�{v½o~vwtX�Ã�b��}4��c-d�o~}qv¤´3dH�"r:k
B
c(�¬k"rLdToq}4���bmqu¤��oqdH�¼v¤�:oqt¾�¾��t[�L�nv½o~vwtX�Ãvw�­oqd3}~c(m�t[±$�

u¤t�§¢d3}Jr8t[z{�b�Åt[�-oq`bd����{�XuwdHmJt�±ºo~`{d$o~}qvy���{�XuwdHm3¹:�[mJc-dH�[mqz{}qdH�Er:k-���lkE�LtXvw�:oOv¤�bmqv¤�{d$oq`{d�oq}~v¤�[�{�[u¤d 6Ómqd3d
� tX}qtXuwuy��}~k��I�st�±*© £ en�[��«18 ¡
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√

2
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(G2 − 1)(1 + G)
2
(1 + 4G)

2
B4 ≤ 1

G2
√

G4 − 1 ≤ 1

G2
√

G2 + 1 ≤ B.
� ��	
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t[±�zbmqv¤�{�À��u¤t�§¢d3}
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g³t[}~d3t��[dI}I¹�§�dÅ�b}qdHmpdI�Xo�oq`{d0��u¤�[t[}~vwoq`{c�r:k¼±×tn��zbmqv¤�{�³t[��o~`{dTt��Xd3}~u¤�[�{�{v¤�{�À��tX�b�nvwoqv¤t[�»¹1oq`lzbmsc-vw�bv½·
c-v¤´3v¤�{�(o~`{d��ndI�LdI�b�nd3�L��d�t��Xd3}*o~`{d�²Jt[}~t[�bt[v��nvy���X}~�[c vwo~mqd3uw±�¹8�[�b��}qo$±×}~t[c o~`{ds�3t[c-�{zno4��o~vwtX�Àt�±
oq`{d
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Ω
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