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Résumé : Dans ce rapport, nous effectuons une présentation mathématique détaillée de
la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux. Nous regroupons les résultats déja
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A mathematical presentation of
the Cagniard-de Hoop method

Part I

In two dimensions

Abstract: In this report we present in details the Cagniard-de Hoop method in two di-
mensions. We bring together the already known results and we clarify some mathematical
difficulties which does not seem to have been treated from now on.

Key-words: Cagniard-de Hoop, analytical solutions, Green functions, waves equation,
acoustics, élastodynamics



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 3

Bien que la méthode de Cagniard-de Hoop cette méthode soit connue depuis longtemps
(les travaux de Cagniard remontent & 1930), il n’existe pas, & notre connaissance, d’ouvrages
synthétisant toutes les réponses aux problémes mathématiques soulevés par cette méthode.
Citons néanmoins le livre de van der Hijden [7] traitant le cas de milieux stratifiés isotropes
ou anisotropes mais sans réellement aborder les détails numériques. Nous avons donc voulu
regrouper dans ce rapport les résultats contenus dans la littérature et éclaircir certains points
qui ne semblent pas avoir été traités (ou du moins pas publiés) jusqu’a maintenant.

Apreés avoir rappelé le principe de la méthode en ’appliquant & un probléme trés simple, la
résolution de I’équation des ondes dans un milieu homogeéne infini, nous nous intéresserons
4 un milieu hétérogéne composé de deux demi-plans homogénes, d’abord en considérant une
source située sur 'interface, puis située a l'intérieur d’un des deux milieux. Nous étudierons
ensuite le probléme de l'interaction fluide-structure. Nous terminerons ce chapitre en don-
nant quelques détails techniques pour le calcul numérique des fonctions de Green.

Introduction

La méthode dite de Cagniard-de Hoop a été introduite par Cagniard en 1930 [2], pour
obtenir des solutions exactes de ’équation des ondes élastodynamiques en dimension 2. Son
extension aux problémes tridimensionnels a été proposée vers 1960 par de Hoop [3].

Bien que destinée a l'origine a la résolution de ’équation des ondes élastiques, cette méth-
ode peut étre appliquée & tout probléme de propagation d’onde transitoire (acoustique,
électromagnétisme) dans des milieux stratifiés. Elle établit un lien entre les solutions dans
le domaine temporel et les ondes planes et permet également de calculer séparément la
contribution de chaque type d’onde (onde P, onde S, onde de téte ...).

Nous nous limiterons dans cette partie & 'application de la méthode aux équations des
ondes acoustiques et élastiques isotropes en dimension 2 et nous nous intéresserons
a Dextension en dimension 3 dans la partie deux. Pour fixer les idées nous considérons
la fonction u(zx,y,t), solution fondamentale d’un probléme de propagation d’onde dans un
milieu stratifié composé de couches isotropes paralléles & un des axes du plan ((Oz) par
exemple). Les étapes de la méthode de Cagniard-de Hoop sont les suivantes :

1. On transforme 1’équation aux dérivées partielles vérifiée par v en une équation dif-
férentielle ordinaire suivant la variable d’espace y & coefficients constants dans chaque
couche qui pourra étre résolue explicitement. Pour cela on applique successivement &
u

e La transformation de Laplace en temps (s est la variable duale de ¢):

+oo
Uz, y, s) = / w(z,y,t) e dt, (L1)
0
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e La transformation de Fourier suivant la variable d’espace x (k est la variable
duale de z):

+oo
u(k,y,s) = / u(z,y,s) e*® da. (1.2)

— 00

2. On peut alors calculer explicitement u(k, y, s). Nous verrons dans les sections suivantes
que cette fonction peut se décomposer en une somme (éventuellement infinie dans le
cas de milieux stratifiés de plus de trois couches ou bornés dans la direction y) d’ondes
“glémentaires" :

N N
65) = Yl ,) = 3o A (12 ) A
1
=1 =1

ou ¢; représente la vitesse de propagation de 'onde I, ¢ = [¢;],_; , est le vecteur
contenant les vitesses de propagation de chaque onde i, A; est une fonction homogéne
en s/¢; de degré —1:

k2 2
Al k2a£ac :ﬂAl ivlac
a s 52

et F; une fonction affine en y, homogéne en s/c¢; de degré 1 :

A (k% i,y76> —aq (/& i,c) y+ b (k% ic)
C| C| C]

k2 2
Fi <k22y0) = cil]:l (S—gcllyC)

De plus F; est une fonction affine en y.

et

3. Pour tout ! € {1..N} on applique alors & u; la transformation de Fourier inverse
suivant z :

a( _ i +OOA k2 i ]:L(k2,c‘i,y70) —ikx dk 1
l$7y78)_2ﬂ_ l ,Cl,c € i e . (3)

—o00
4. En utilisant la propriété d’homogénéité de A; et de F; on pose k = ps/c; pour obtenir :

1

T2

par la suite nous ferons les abus de notation

A (PP, e) = A (p°,1,¢) et Fi(p*y,c) = Fi(p*, 1y, ¢).

+oo . .
w(z,y, s) / A (p°,1,¢) e (" Lvo—ine) g, (1.4)

— 00

Ce changement de variable nous permet de faire apparaitre la variable de Laplace, s,
en facteur dans l’exponentielle.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 5

5. Cette étape est la principale étape de la méthode de Cagniard-de Hoop, elle consiste &
transformer 1’intégrale précédente en une transformée de Laplace, c’est-a-dire & iden-
tifier le terme & lintérieur de ’exponentielle & st. Pour cela nous allons chercher un
chemin I dans le plan complexe, tel que, pour tout p de T, F;(p?,y, ¢) —ipx = —cit
avect € R et tel que

+oo ) . ‘
/ A (pQ,C) ea(ﬂ(zﬂ,y,c)—z;ﬂw) dp = /Al (p2,c) ea(ﬂ(zﬂ,y,c)—z;ﬂz) dp. (1.5)
r

— 00

Si un tel chemin existe, on pourra alors paramétrer I’ensemble des p de ' par une
fonction (¢, z,y), et, en utilisant le changement de variable p = (¢, z,y), on montrera
qu

+oo

= —ipx d —
/Al (p2,c) e (F1(#° y,0)—ipz) dp = / A, (72(t,z,y),c) d—Z(t,:c,y) e stdt.  (1.6)
r ¢

o1(z,y)

Par la suite, pour des raisons de lisibilité nous omettrons la dépendance en
espace des fonctions v et tg;.

6. La derniére étape est évidente : en utilisant ’injectivité de la transformée de Laplace
on montre que, puisque

u(x,y,s) = L /JFOOA (v*(t),¢) dl(t) e st dt (1.7)
ACERE) o0 o l ) dt ) .
alors
2 dy
ul(:cv Y, t) = Htoz (t)Al (’Y (t)v C) E (t) (18)
ou Hy,, représente la fonction de Heavyside, nulle pour ¢ < t(; et telle que Hy,, (t) =1
pour t > to;.

L’homogénéité des fonctions .4, et F; est capitale pour appliquer la méthode de Cagniard-
de Hoop, c’est pourquoi nous ne pouvons pas ’appliquer aux problémes dispersifs comme
I’équation des ondes amorties. Il n’est pas non plus possible de 'appliquer aux problémes
de couplage entre une plaque (ou une membrane) et un fluide ni aux problémes comportant
une symétrie de révolution.

Nous renvoyons le lecteur au livre de van der Hijden [7] pour plus de détails sur le formal-
isme de la méthode et son application aux problémes anisotropes (sur ce point précis on
pourra également se référer au cours d’0O. Poncelet [6]). L’application de cette méthode
aux interfaces courbes est détaillée dans la thése de Q. Grimal [4], les solutions sont alors

INous supposons ici que ’onde [ est une onde de volume, nous verrons comment calculer les ondes de
téte dans les sections suivantes.

RR n° 5824



6 Dioz & Joly

des solutions approchées obtenues en appliquant la méthode de Cagniard-de Hoop sur une
configuration plane approchant la configuration courbe.

1 Calcul de la fonction de Green de I’équation des ondes
scalaires dans un milieu homogéne infini

Nous illustrons dans cette section le principe de la méthode de Cagniard-de Hoop exposé
en introduction en I’appliquant & un cas trés simple dont le résultat est bien connu et peut
étre obtenu par bien d’autres méthodes : le calcul de la solution de ’équation des ondes 2D
dans un milieu homogeéne infini. L’équation aux dérivées partielles & résoudre est

1 02U 0*U  9°U

— — + =0(x)d t), 1.9

25 - |5 + 5| = @re) (1.9

ol ¢ représente la vitesse de propagation des ondes. Il est bien connu que la solution de cette
équation aux dérivées partielles peut étre obtenue en convoluant la fonction source avec u :

t
Uoyot) = [ ulwyr)(e =) dr (1.10)
0
ol u est la fonction de Green associée a ([LH), c’est dire la solution de

1 0%u 0%u  0%u

25— |75 T 55| =0(x)d(y)i(t). 1.11
S5 5+ 5oa] = 9@ (111)
La premiére étape de la méthode ne présente aucune difficulté : ’utilisation de la transformée
de Laplace en temps et de la transformée de Fourier suivant a8 sur (CII) nous permet
d’obtenir I’équation différentielle ordinaire suivante en y :

%4 5 S2Y\ .
dont la solution (deuxiéme étape de la méthode) est :
1 - 2)3
a(k7 y’ S) = 1€ |y|<k2+C2)2 Y (1'13)

1
2 (k2 + 5)°
ou la fonction g(p) = p2, est définie de maniére classique :

gp)?=p et Re[g(p)] > 0.

La coupure de g(p) dans le plan complexe sera donc la demi-droite définie par {p € R™}
(voir figure [).

On applique maintenant (troisiéme étape de la méthode) la transformée inverse de Fourier

2Le choix de la direction est ici arbitraire, il s’imposera plus naturellement lors de I’étude des milieux
stratifiés dans les prochaines sections.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 7

Figure 1: Définition de la fonction 2 — (z)2

en x i u, pour obtenir :

1
2

1 [t 1 iyl (2 4+2) ? —ika
w(z,y,8) = e bl (K +27) * =ik dk, (1.14)

E — 00 (k2+%)%

S
soit, en posant k = bs (quatriéme éta,pe)E
c

a(z,y, s)

1/+oo¥ ,g{\y\(wp?)%ﬂpx]dp (= /+m5(p)dp) (1.15)

:E oo (1+p2)%e — 0o

Comme nous ’avons vu en introduction, ce changement de variable nous permet de faire
apparaitre la variable de Laplace, s, en facteur dans ’exponentielle, le principe de la méth-
ode de Cagniard-de Hoop consistant justement & transformer l'intégrale précédente en une
transformée de Laplace. Pour cela (cinquiéme étape de la méthode) nous allons chercher un
chemin I" dans le plan complexe, tel que,

1
pour tout p de T', |y| (1 +p*)* +ipz = ct avec t € RT

et

1
Posons donc ct = [y| (1 + p?)? + ipz et

P={pec|(ly(1+*)" +ipr) eR*}

3Rappelons que = se lit xi majuscule.

RR n° 5824



8 Dioz & Joly

Le contour I’ que nous cherchons sera inclus dans T’ qui est donc I'ensemble des solutions p
de

1
ly| (L+p?)® +ipz=ct, teRT (1.16)

Lemme 1.1 L’ensemble T des solutions de [CIB) pour t positif est tel que
P=rfur-urtur A

avec
r* = {p=a%), - < t}

et

e sicosf >0

J
e sicosf <0
J

ol NOUS aVONS Posé

et

Démonstration :

Les solutions de ([CI6) sont aussi racines du polynéme de degré 2 :
t 2t2
Piro(p) =p* + 2i < cos Op + sin? 6 — 0—2, (1.17)
r r

avec v =rcosf et y = rsiné.

47 —upsilon majuscule.
59 =upsilon.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 9

Remarque 1.1 Si p est une racine de ce polynome, elle ne vérifie pas forcément (LI0).
En fait elle est solution de

lyl (1 +p2)% =ct —ipx
ou de .

ly| (1 +p*)? = —ct +ipz
et il faudra vérifier, aprés résolution du polynéme, que Re(ct — ipz) > 0.
On vérifie facilement que P; , ¢ admet 2 racines imaginaires pures,

t 22
vE(t) = —i (C— cosf + |sinf[y/1 — C—2> , pourt< z, (1.18)
r r c

et deux racines complexes,

242

1 t
yE() = —i< cosh + | sin 6| C—2 —1, pourt > L (1.19)
r r c

La remarque [T nous impose maintenant de vérifier que les racines de (LIZ) sont bien

solutions de (CIH).

T
e pour t < —:
c

ct —ivE(t)x = ctsin® O F cos 0| sin O] /r2 — c2t2

donc :
— sicosf >0 ,
Re(ct —iv™(t)z) >0 pour 0 <t < — ;
c
- | cos 0] r
Re(ct —iv™ (t)z) >0 r—— <t<—;
c
— sicosf <0 ,
Re(ct —ivT(t)x) >0 pour 0 <t < — ;
c
. r| cos 0| T
Re(ct —iv~(t)z) >0 pour <t< -
c

r
e pourt > —:
c

ct —iyE(t)x = ctsin® O F i cos ] sin O]\/12 — c2t2

donc : .
Re(ct —iyE(t)r) >0 pour o< t.

RR n° 5824



10 Diaz € Joly

Remarque 1.2 Sicosf =0 ona P UT™ = R.

Nous considérons uniquement, & partir de maintenant et dans les sections suivantes, le cas
cosf < 0, mais, les problémes étudiés étant symétriques par rapport a (Oy), les résultats
sont, évidemment identiques pour cos6 > 0.

Figure 2: Représentation de T

Soit p € I'", on note X = Re(p) et Y = Im(p), on a alors
2¢2 1
X = |sinf)| 0—2—120, Y = Zcosh >0
T T
et
X2 Y?

L. S
sin?@ cos2d

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 11

C’est I’équation d’une hyperbole : I'" est la partie de cette hyperbole située dans le quart
deplan X > 0,Y > 0 et I'” la partie située dans le quart de plan X < 0,Y > 0. T

intersecte ’axe imaginaire au point p = —icosf pour t =

C.
Remarque 1.3 Si cosf > 0 on montre de méme que TV UT™ est la branche de cette
hyperbole située dans le plan Y < 0.

Les contours ' =TT UT~ et T =TT UYT~ sont représentés sur la figure

Remarque 1.4 Nous n'utiliserons pas les contours T dans cette section, mais ils intervien-
dront dans le calcul des ondes de téte dans les sections suivantes.

D’aprés la définition de la fonction 2 — ()2 que nous avons choisie, les points de branche-
ments de = sont p = *17 et ses coupures sont les 2 demi-droites imaginaires

{ip | pe ]-oo;—1[ U J1;+oc}.

Nous notons de plus D la droite réelle et €2 la partie du plan complexe délimitée par D et
T (voir figure B). Il est évident que T" ne traverse pas les coupures.

Montrons maintenant que / E(p)dp=— / =(p) dp.
D r

Soit p un réel positif, destiné & tendre vers +oo, on pose :

D,={pe D||p| < p},
L,={pel|lp| <p},

Cpo=1{peQllp|l =p}.

C), est constitué de deux arcs-de-cercle reliant D, et I', de telle sorte que D, UC, UT,
soit une courbe fermée. Puisque = est analytique sur €2, son intégrale sur le contour fermé
D,JUC,UT, (Porientation du contour est choisie de telle sorte que le segment réel D, soit
parcouru dans le sens des valeurs croissantes — voir figure ) est nulle :

/Dpa(p)der/Fpa(p)der/cpE(p)dp:o, (1.20)

D’aprés la définition de la racine carrée que nous avons choisie et puisque = < 0 on vérifie
facilement que :

1
Re(ly| (1 +p*)? +ipr) >0 si Sm(p) >0et R(p) #0
et donc que, pour tout ¢ € [0; 7/2[U]n/2; 7]
lim Re™ Z(Re'™) = 0.
R—+oc0

Nous pouvons donc appliquer le lemme de Jordan [8, B :

RR n° 5824



12 Diaz € Joly

Figure 3: Représentation de I'" et I'~ dans le plan complexe

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 13

Lemme 1.2 (Second Lemme de Jordan) Soient zy un point de C et U un secteur
angulaire de C défini par

U={2€C | |z— 20| > Ro et 1 <arg(z — z9) < a2} (Rp > 0,91 et Y2 € IR).
Si f est une fonction continue dans U et si
lim (2 —2)f(2) =0,
|z—z0| =400
zeU

alors pour tout arc de cercle v de centre zy, de rayon R > Ry, contenu dans U on a

lim [ f(z)dz=0.

pr—00 y

Donc

lim E(p)dp = 0.
pr—00 c,

>
Re(p)
Figure 4: Contour d’intégration
Nous déduisons alors de (20):
_s 2\3
e o9t
/ 1 e c[|y|(+p) +p}dp:—/e 1 . (1.21)
—oo (14p?)? r (1+p%)®

Effectuons maintenant le changement de variable p = = (t) sur I'* pour ¢ > Z, par con-

struction

st

e—g[|y|(1+vi<t>2)%+mi<t>z] p—y

RR n° 5824



14 Diaz € Joly

donc

-2 [Iy|(1+p2)%+im]

e R 1 dy*(t) 1 dy~ () ot
J Tt [TG+W®%5dt [ESETOE N

c

1l ne reste plus qu’a évaluer la quantité
1 dy* (1)
R VR
pour cela on utilise d’abord (16 :

& iy (t) cos b

(1% (0)F == , (1.22)

| sin @]

soit, en utilisant I’expression (CI9) de v+ (¢) :

1 C2t2 ct sin 6
(1+7i(t)2)2 — \/; % Ficosh | . (1.23)

rz 1
Or, en dérivant (LI9), on montre que :
dyE(t < sinf
O e sl (1.24)
dt r 22 1
r2
11 est alors facile de montrer que
1 dy®(t 1
i O (1.25)
(14 y5(@2)E o
puis que :
1.
i)
/ — dp = / —— 1, (1.26)
2 r
r (1+p) c 27.”/152_%
C
soit :
+oo —st
itep.s) = | (1.27)

Finalement, en utilisant I’injectivité de la transformée de Laplace (sixiéme et derniére étape
de la méthode), nous déduisons le

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 15

Théoréme 1.1 La solution du probléme (LI s’écrit :

u(z,y,t) = 0, <=
C

1 r
t>—

u(x7y7t) = 27 c
T
2m\ /12 — —
™ 02

Définition 1.1 Pourt fiz€ la solution u est réguliére dans tout l’espace, sauf pour les points
vérifiant r(x) = . L’ensemble des singularités de u au temps t sera appelé le front d’onde
de u au temps t.

Pour le calcul numérique de U on pourra s’inspirer de I’algorithme présenté 4 la section ELTT]
(calcul de P*) page

2 Cas d’un milieu & deux couches planes homogeénes

Nous considérons maintenant un domaine infini composé de 2 fluides homogénes. Les 2
milieux sont respectivement associés aux demi-plans y > 0 et y < 0. Nous supposons que
la source est située dans le milieu 1 & une distance A > 0 de l'interface. L’équation aux
dérivées partielles modélisant ce probléme est :

1 0°U 1 {62U 0 ( 1 oU

ply) O ply) (027 T By ma_yﬂ = 0(x) 8y —h) £(1) (2.1)

wy) = p1, ply)=p1, y>0,
avec et c(y) = M

wy) = p2, ply) =p2, y<0 p(y)

Comme dans les sections précédentes on s’intéresse au calcul de la fonction de Green solution
de

1 0%u 1 0%u 0 1 Ou
w198 oy Loy () =00 80 =) 60 22

6 C’est-a-dire les points appartenant au cercle de centre (0,0) et de rayon ct.

RR n° 5824



16 Diaz € Joly
2.1 Résultats
2.1.1 Notations

Nous utiliserons par la suite les fonctions de la variable complexe z définies par :

et

1

=

2

pr (1423 =i (G +22)

R(Z) = > 1
1 2 3

p2 (1+22)% +p (é—i—z?)z

p2 (1 +2

T(z)= - 1 -
P2 (—% + z2) +p1 (14 22)2

2.1.2 Cas d’une source sur ’interface

Nous

supposons ici que h =0 et ¢; < ca.

a) Les fronts d’onde. Nous avons défini, & la section précédente, le front d’onde de la

solution comme étant I’ensemble des singularités de la solution. Dans le cas d’une
source située sur I'interface de deux milieux acoustiques, le front d’onde se décompose
en trois fronts d’onde secondaires : un front d’onde de volume et un front d’onde de
téte dans le milieu 1 et un front d’onde de volume dans le milieu 2. Ces ondes seront
définies plus précisément au §b. Nous utiliserons par la suite les coordonnées polaires
(r,0) de x vérifiant

x=rcosf et y=rsinb,

Front de ’onde de volume dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné, le front
de onde de volume dans le milieu 1 est un demi-cercle de centre O = (0,0) et de
rayon cit (en bleu sur la figure Bl). Nous appelons Qg(t) Uintérieur de ce demi-cercle.
Qr(t) peut également étre défini par :

QR(t)_{(a:,y)eIR2|y>0et CL<t}.
1

Front de 1’onde de volume dans le milieu 2. De méme le front de 'onde de
volume dans le milieu 2 est un cercle de centre O = (0,0) et de rayon cot (en rouge sur
la figure B) et nous appelons Qr(t) Uintérieur de ce demi-cercle. Q1 (¢) peut également
étre défini par :

QT(t)—{(:c,y)EIR2|y<Oet ci<t}.
2

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 17

Front de ’onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A(t) intersection du
front d’onde dans le milieu 2 avec 'axe * = 0 & droite et B(t) le point tel que le
segment, [A(t)B(t)] (en magenta sur la figure [) soit tangent & Qr(¢). Soit [C(¢)D(t)]
le symétrique de [A(t)B(t)] par rapport a 'axe (Oy). Il est bien connu qu’il se crée
une onde dite onde de téte dans le milieu le plus lent (ici le milieu 1) dont le front
d’onde est constitué du segment [A(t)B(t)] et du segment [C(¢)D(t)].

Lemme 2.1 L’angle 6. = arccos(c1/ca) est langle limite au-dessus duquel il n’existe

plus d’onde de téte. De plus les points du segment [A(t)B(t)] (resp. [C(t)D(t)]) véri-
fient équation :

) 1 1 rcoséd
t:rsm@”g—%—l— o 0el0;0.]; (2.3a)
1 1 0
(resp. t =rsinf, |5 — - — reos : 0elr—0.;m). (2.3b)
2 3 o

Démonstration :

Le triangle OA(t)B(t) est rectangle en B(t), de plus OA(t) = cat et OB(t) = ¢t :

. OB(t) - C1
cosf, = OA() = a

L’équation (Z34) (resp. (23H)) n’est rien d’autre que I’équation du segment joignant
le point A(t) de coordonnées (cot,0) au point B(¢) de coordonnées

(c1tcosf. ; citsinb,)
(resp. le point C(t) de coordonnées (—cot,0) au point D(t) de coordonnées
(—crtcosb.; ertsind,)).

Nous noterons Q. (t) ’ensemble constitué des triangles OA(t) B(t) et OC(t)D(t) privé
de Qr(t). Q.(t) peut également étre défini par :

1 1 s 6
(1) = {u,y) ER |y >0, [cost] > L et rsingy [ — &+ 10y L}'
C2 T G €2 2

Finalement nous notons Q(t) = Qg(¢t) U Qr(t) U Qs (t).

RR n° 5824
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\\\\}\\‘ A0

N
Qp(t)

Figure 5: Représentation du front d’onde quand h =0

b) Solutions analytiques. On notera

212

+ .t . cit
t) = —i— cosd O\ —— —1;

1 (t) i~ cos + | sin 4| =

2 42
cit

t
o (t) = —i (%cos@—k |sinf|4/1 — 7) :

cot c3t2
*y;r(t):—iicos0+|sin9| 2—2—1.
r r

Nous pouvons alors énoncer le

INRIA
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Théoréme 2.1 La solution causale du probléme Z2) avec h = 0 est donnée par :

stz g€ Q) :  ulzx,y,t)=0;

sizx € Qr(t) : ulzr,y,t)=

six€ Qe(t) : ulz,yt) = ————=r

sizeQr(t) : u(z,y,t)=

Pour le calcul numérique de U on pourra s’inspirer de ’algorithme présenté 4 la section
(calcul de P") page [[68

2.1.3 Cas d’une source en-dehors de l’'interface

a) Les fronts d’onde. Nous distinguerons deux cas: ¢; < ¢ et ¢; > co et nous utiliserons
les coordonnées polaires (r, ) de x vérifiant

r=rcosf et y+h=rsinb,

1. Si ¢1 < e3. Dans ce cas, 'onde dans le milieu 1 apparait comme la somme de
trois ondes : une onde incidente, une onde réfléchie et une onde de téte. L’onde
dans le milieu 2 est seulement constituée d’une onde transmise. La définition
précise de ces ondes sera donnée au §b.

Front de I’onde incidente dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné le
front de 'onde incidente (en vert sur la figure [l) est lintersection du cercle de
centre (0,h) et de rayon c;t avec le demi-plan supérieur. Nous appelons ()
Iintérieur de cet arc de cercle.

Front de ’onde réfléchie dans le milieu 1. Le front de 'onde réfléchie (en
bleu sur la figure [) est l'intersection du cercle de centre (0, —h) et de rayon ¢t

RR n° 5824
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avec le demi-plan supérieur. Nous appelons Qz(t) 'intérieur de cet arc de cercle.
Qr(t) peut également étre défini par :

QR(t)—{(:c,y)GRZ|y>0et Ci<t}.
2

Front de ’onde transmise dans le milieu 2. Le front de l'onde transmise a,
une forme plus compliquée. Pour le décrire il est nécessaire de calculer le temps
de parcours d’un rayon issu de la source et atteignant le point (z,y) :

Source
Milieu 1 (0,h)

(£,0)

Milieu 2

(z,9)

Figure 6: Trajet de ’onde transmise

la figure Bl représente le trajet d’un rayon émis par la source dans le milieu 1 et
atteignant le point (x,y) dans le milieu 2. Ce trajet se décompose en 2 parties,
une premiére partie dans le milieu 1 de la source (0, h) vers linterface (£,0) et
une deuxiéme partie dans le milieu 2 de Vinterface (£,0) vers le point (x,y). La

longueur du premier trajet est /&2 4+ h? et le temps de parcours est \/£2 + h2/cy.

INRIA
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La longueur du deuxiéme trajet est /(z — £)2 4+ y? et le temps de parcours est
V(T —&)% + y?/co. Le temps de parcours total est donc :

IR GER

C1 C2

t(&)

(2.4)

Le premier rayon arrivant en (z,y) est celui passant par £o2(z,y), minimisant la
fonction t. & = &pa(z, y) vérifie donc :

V() = — e b — 0
Ve +h? e/ (x =82+ 92

On montre facilement, en étudiant les variations de ¢'(&), que cette équation
n’admet qu’une seule racine réelle, que cette racine appartient a U'intervalle [0 ; z]
(ou [z ; 0] si z < 0) et qu'elle minimise ¢(§) (voir la démonstration ainsi que
les détails pratiques pour le calcul de &p2(x,y) page [[d). Finalement le temps
d’arrivée de l'onde est tg2(x,y) = t(&o2(x,y)) et le front de 'onde transmise est
I’ensemble des points tels que :

(2.5)

toz2(z,y) = t.

Ce front d’onde est représenté en rouge sur la figure[dl Nous définissons également
P’ensemble Qr(t) par :

Qr(t) ={(z,y) |y <0 et toa(z,y) < t}.

Remarque 2.1 On vérifie facilement que l’ensemble Qr(t) tend vers un demi-
disque de centre (0,0) et de rayon cat quand h tend vers 0.

Onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A(t) l'intersection du front
d’onde transmis avec ’axe z = 0 & droite et B(t) le point tel que le segment
[A(t)B(t)] (en magenta sur la figure B soit tangent & Qg (¢). Soit [C(¢)D(t)] le
symétrique de [A(t)B(t)] par rapport & 'axe (Oy). Comme dans le cas ou la
source est située sur l'interface, il se crée une onde dite onde de téte dans le
milieu le plus lent (ici le milieu 1) dont le front d’onde est constitué du segment
[A(t)B(t)] et du segment [C(t)D(t)].

Lemme 2.2 L’angle 0. = arccos(ci1/c2) est angle limite au-dessus duquel il
n’existe plus d’onde de téte, de plus pour t donné, ’ensemble des points du segment

[A(t)B(t)] (resp. [C(t)D(t)]) vérifie ’équation :

1 1 0 1 1 0
t=rsin91/—2——2+rcos ( resp. t:rsin91/—2——2—rcos ) (2.6)
c1 3 Cc2 ] Ccy C2

ot 1 et 0 sont les coordonnées polaires du point (x,y) dans le repére lié au point
O = (0,—h).
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La démonstration de ce lemme est moins évidente que dans le cas h = 0 et sera
faite en démontrant le théoréme ci-dessous. (voir page B9).

Nous noterons ;. (¢) 'ensemble constitué des triangles OA(t) B(t) et OC(¢t)D(t)
privé de Qg (t). Q.(t) peut également étre défini par :

1 1 0
Qie(t) = {(x,y) cR?|y >0, |cosf| > Lot rsinfy | — — —2—1-@ <t< L}.
c2 ST C2 ‘1

Figure 7: Représentation du front d’onde quand ¢; < ¢

2. Si ¢1 > c2. Dans ce cas le contour est beaucoup plus simple car il n’y a pas
d’onde de téte. Nous définissons les fronts d’onde incidente, réfléchie et transmise
ainsi que les ensembles Q;(t), Qg(t) et Qr(t) de la méme maniére que dans le
cas ¢1 < ¢g (voir figure B). Pour harmoniser les résultats dans les deux cas nous
notons Q. = 0.

b) Solutions analytiques. Nous décomposons la solution u en :

t

u=u’+u" y >0,
U=1u y < 0.
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Figure 8: Représentation du front d’onde quand ¢; > ¢

ol u! est I'onde incidente, c’est & dire la restriction au demi-plan y > 0 de la solution

qu’on aurait obtenue si ¢; = ¢

u'(z,y,t) = —

2my [ 12 — —
cf

six e Q[(t)

our* =/x2+ (y — h)%
Nous posons
h
r=+/2?+ (y+ h)?, COS@ZE, inﬁzi(y—i— )
T

T
(r et 6 sont les coordonnées polaires du point « dans le repére du point source image

situé en (0, —h)) et
242
'yf'(t)——icicos€+|sin9| 0;—2—1
) 2 2
vl (t) = —i L cosf + |sind| —;—2
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Pour définir v, (¢) nous utiliserons la fonction

1 2 2
Fp,t) = -y (1+p?)* +h<z_§+l’2) +ipr — cat = 0,
1

le temps d’arrivée de l’onde transmise au point (z,y), to2 = to2(z,y) et le lemme
suivant, vrai pour x < 0 :

Lemme 2.3 (Démonstration page [Z9). Soit m = min(1l,c1/c2), soit g la fonction
définie par

1
2

N 2
p € [—im;im] — g(p) = F(p,t) —cat = —y (1 +p*)* +h (Z—% +p2> +ipr. (2.8)
et soit h(q) = g(ip) la fonction définie par

i 2 3
q € [-m;m] — h(q) = —y (1 - q2) *+h (é - q2> — qz. (2.9)

Alors

e toz est lunique réel tel que F(p,toz) admette une racine double p = poa, cette
racine est imaginaire pure, de plus 0 < Sm(pg2) < m ;

e pour h(m)/ca <t < h(—m)/ca, F(p,t) admet une unique racine
p=v"(t) € [poz; im],

1maginaire pure ;

e pour h(—m)/ca <t <tp2, F(p,t) admet deux racines
p=wvy (t) €[po2;im] et p=w;(t) € [~im; poa,
imaginaires pures. De plus

dus (1)

/ 1
~ ((t)4]| 5———
dt t~>t072 C( ) t%2 _ t27
T+ to2
)= 2
o) 2¢29" (po2)

avec
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e pour tos < t, F(p,t) admet deuz racines complezes v5 (t) et v, (t) vérifiant
Sm 75 (1)] = Sm [rp ()] > 0 et Re [y (1)] = =Re [, ()] > 0.

De plus

dvy (t) — 1

dt e, 2 — 13,

Théoréme 2.2 L’onde réfléchie est donnée par :

si@ @ Qu)UQ(t) © u(wyt) =0

six e Qp(t) : u”(z,y,t) = ,
/ r2
2my (12 — —
i1
Sm [R(vi (t
six € Ne(t) : ur(:c,y,t):—\s [R(vi (1))]
2
2 T—Q —t2
551
et l'onde transmise est donnée par :
siz ¢ Qr(t) : u'(z,y,t) =0;
1 T(vy (t
sizeQr(t) : ul(e,y,t) = —Re 2T (75 (1))

™

(14550 508 (0.0

On pourra s’inspirer, pour le calcul numérique de U", de I’algorithme présenté a la
section (calcul de P") pagelf8 et, pour celui de U de I’algorithme présenté a la

section EEZ] (calcul de V1) page
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2.2 Démonstrations

Si nous décomposons u suivant ([Z7), les conditions de transmissions physiques imposant la

1 9u

continuité de u et de = £%,
p Oy

1 9%yt [BQui 9?u?

e o

1 9%u” " n %" —0
c? o2 ox2 oy | 7
1 9%ut %ut  9*ul

2 o2 st o5 =0
c; Ot Ox Oy

uz+ur :ut7

ou'owy _out
p2 ay ay _playv

I’équation (Z2) devient alors :

o | = 90 8y~ 1) 00

y>0

y>0

(2.10a)

(2.10Db)

(2.10¢)
(2.10d)

(2.10e)

L’utilisation des transformations de Laplace en temps et de Fourier en x nous permet

d’obtenir le systéme différentiel ordinaire suivant :

1

'+ u" =14,
out  ou” _ 6_1?
P2 By By P1 8y’

RK 5 82\
—a—y2+<k —|—c—2>u :5(y—h),

y >0,

y >0,

(2.11a)

(2.11b)

(2.11c)
(2.11d)

(2.11e)
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dont les solutions sont
1 —\y—h|<k2+—>%
= , (2.12a)
2(k2+3)°
1
1
_ 2,22
- R(k,s) . (y+h) (k +C%) , (2.12b)
2(k2+ %)
1
T (k, s) y<k2+ﬁ>%fh<k2+ﬁ)%
= ——"" ¢ <3 f (2.12¢)
2(k2+5)"
2
Avec R, le coefficient de réflexion, et 7, le coefficient de transmission, définis par
3 3
P2 (k2 + —2) - (k:2 + —2)
R(k,s) = 1 T (2.13)
p2 (k2 + %) 4 (k24 5)
2p2 (k2 + i—2) ’
T (k,s) = T (2.14)
(W2 +%) 4 (R2+ %)
2.2.1 Cas d’une source sur ’interface, démonstration du théoréme [2.7]
Dans le cas h = 0 la solution @ s’écrit
1
_ 2,22
a(k,y, s) = me Iy'(k +C%) (2.15)
2(5)
pour y > 0 et
1
_ 2,22
a(k,y,s) = _Tks) —e |y|<k +C%> (2.16)
2(k2+ %)
2
pour y < 0.
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Calcul de la solution dans le milieu 2. En utilisant la transformation de Fourier on
obtient :

[N

2

1 [t T(k “lyl( k242 ) ke

iz, y,5) = _/ _Tks) ()" e (2.17)
2 o 2(k2+52)

3

Comme précédemment on utilise le changement de variable k = i’—j

1 [T T(E.s)  —=|iy/(14p2)2 +ipa 400
i) = & [ et it (= / Er(p)dp). (2.18)
2 oo 2(14—]?2)7 — 0

Pour ne pas alourdir la présentation, nous faisons maintenant ’abus de notation

T -T2 - — 2Fp) (2.19)

“ (%+p2)§+(1+p2)%

(il n’y aura pas de risque de confusion par la suite car la premiére formulation de 7 ne sera
plus utilisée).

Nous cherchons maintenant le nouveau contour d’intégration : on pose

et =yl (1 +p2)% + ipx

et
1
r:{pe C |yl (1+p2)2+ipz€IR+}.

Comme 4 la section [[l on montre que
Fr=Y"uY UI'tUI'" avec

t 2t2
Fi—{p—%i(t)_—icicosﬁzusinﬂ “r Lgt},
r

7‘2 ’ Co
t 2 42
T+={p=v;<t>=—i(cicose+|sine| ——) ogtgi},
T r Co
t 2t2 9
T_Z{pZUQ(t)Z—i (20059—|sin9| —02—2>, _reos gtgi}.
T r Co Ca

" UT~ est une branche d’hyperbole située dans le plan Sm(p) > 0 si cos@ < 0. De plus I’
intersecte 'axe imaginaire au point p = —icost pour ¢t = - (toutes ces informations sont
résumeées sur la figure ).
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D’aprés la définition de la fonction = — (x)% que nous avons choisie, les points de branche-
c
ments de = sont p = +i, et p = +i-2 et ses coupures sont les deux demi-droites imaginaires
C1
{ip | pe€ ]-o00;—1[ U J1;+oc}.

Il est évident que I' ne traverse pas les coupures.

En utilisant le méme contour qu’a la section [[I on montre que, avec les sens de parcours

.C2

Figure 9: Représentation de I'" et I'~ dans le plan complexe

indiqués sur la figure [0 :

+oo
/ =r(p)dp = — / =1 (p)dp. (2.20)

—o00 r

De plus, aprés avoir effectué le changement de variable
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C,
Figure 10: Contour d’intégration
t |3 12
+ . : 2
= t) = —i—cosf &£ |sinf -1,
p=" (1) r | | r2
on obtient :

= — oo 1 d’yét + e—st
| === / perpwe UL (221)

Or on a vu 4 la section [ que

1 dvi 1
+/\2\ 3 dt2 (1) =+
(1+72(t))2 tQ—ﬁ
3
donc
T T (v (4)) + T (v, (t
[ortar ~ - [T LTOW) oy, (2.2
r - / r2
2 471' t2 )
=5

De plus, en utilisant le fait que v, (£)? = v ()2 et que Z% = 22, on montre que :

T(vy (1)) =T (v (1)

et donc que
T (s (1) + T (72 (1) = 2Re[T (73 (1))]-
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On a alors

+oo Re (T + t

(@, y, s) :/ Re (TOZ W) -ty
= 72
2 27T t2 - 5
155
Finalement :
u(z,y,t) = 0, t< CL
2
Re [T (v5 (1))] r

u(x7y,t) = — > —
r2 C2
27'(' t2 )
2

Calcul de la solution dans le milieu 1. On s’intéresse maintenant
solution dans le milieu ou la vitesse est la plus lente et on étudie :

1
oo q k (k2422 ) % —ika
o) = 5 [ TR (%) ke gy

=5 .

= 2k +3)
1
Utilisons le changement de variable k = % :

1 +°°1+RE,S — s ||q 1+2%+im +o0
ieg.s) — 1+R(ES) 2 [wi(+52) p]dp(_/

2 o 2(1_'_1)2)% — 00

Nous noterons :

Pour trouver le contour d’intégration on pose :

et =yl (1 —S—p?)% + ipx

RR n° 5824
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1
et T = {pe C |yl (1+p?)* +ipx € IR*} et on montre que

F=~Tu~y-Ulturl'"

avec
+ 2t2 T
It =< p=r7{(t) = —i— cosf £ |sinb) 1—2 1, —<ty,
r C1
et c? 12 r
T+:{pzvf(t)z—i(ic059+|sin9| —1—2>, ogtg—},
r T c1
et c? 12 rcosf r
T_z{pzvl(t)z—i(ic059—|sin9| —1—2>, - Stg—}.
T T C1 C1
I' intersecte ’axe imaginaire au point p = —icosf pour t = =

C1
D’aprés la définition de la fonction = +— (:c)% que nous avons choisie, les points de branche-

— . .C1 . . . o
ments de =g sont p = +i, et p = +i—, ses coupures sont les deux demi-droites imaginaires
C2

. C1 C1
{zp | pe}—oo;——[u]—;—l-oo[}.
C2 C2

Cette fois I' traverse les coupures pour cos6 > ¢t (voir figure [[T). Il faut donc distinguer
deux cas.

c
1. Si |cos 8| < 2. On peut alors utiliser un contour semblable & celui décrit lors du
c

2
calcul dans le milieu 2 et on montre que :

r
u(z,y,t) = 0, t<—
C1
14+ Re (R(~i (¢t r
r2 C1
271' t2 - 3
551

(la démonstration est la méme que pour le calcul dans le milieu 2).

c
2. Si |cosf| > “L. 1l faut alors modifier le contour pour qu’il ne traverse pas les
C2

coupures, pour cela nous allons maintenant utiliser Y+ qui est représenté avec I't dans
le plan complexe sur la figure T est le segment imaginaire [—i|sin 6] ; —icos6)] et
T~ est le segment imaginaire [i ; —i cosf]. Seul T peut nous permettre de contourner
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—icosf

D Re(p)

.C1
C2

Figure 11: Représentation de I'" et I'™ dans le plan complexe
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la coupure, de plus nous n’avons besoin que de la partie de YT comprise entre Z% et
—i cosf, nous notons donc

c
T=_""n [i—l ; —icos@] .
C2
On vérifie facilement que T peut étre paramétrée par ¢ :

t 2t2
T:{p:yi(ﬁ):—l(iCOSQ+|Sln9 —01—2>, tlgtgi}
T T

C1

avec 1 = r|sinf|, /% — & — <L (¢ est obtenu en utilisant [Z21) en p = i<L).
1 2

Cc2

$ i
co
>
Re(p)
+
e @
co
® —i|sind)
® —i

Figure 12: Représentation de I' dans le plan complexe

Nous modifions légérement la définition de I', pour qu’il ne touche pas I’axe imaginaire :

1
Fp={peF||p|<p et%e(p)2;}7
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et nous définissons :

T+,;={p|p—%€'f

|—
m
=

T,p:{p|p+p

=1 et Qm(p) < 2—;}

o= ol -2 -

T, (vesp. T_,) est image de T par la translation de vecteur - (resp. —1), ¢, est
le demi-cercle “inférieur’de centre zg—; et de rayon %. Puisque Zg est analytique sur
(1, son intégrale sur le contour fermé D,UC,UT,UYT,,UY_,Uc, (I'orientation du
contour est choisie de telle sorte que le segment réel D, soit parcouru dans le sens des

valeurs croissantes — voir figure [[3) est nulle :

J,

On vérifie facilement que :

=n(p)dp+ / = n(p)dp+ / = n(p)dp+ /T = n(p)dp+ / = r(p)dp+ / =n(p)dp = 0.

P r, T, —p Cy Cp

lim Er(p)dp = 0.
pr—00 c,

De plus
lim  pZEg(p) =0,
lp—ig|—0
on peut donc appliquer le premier lemme de Jordan :

Lemme 2.4 (Premier Lemme de Jordan) Soit Q un ouvert de C, soient zy un
point de C et U un secteur angulaire de C défini par

U={zeQ | Y1 <arg(z — z0) <2} (Ro > 0,¢1 et Py € IR).
Si f est une fonction continue dans Q\ {20} et si,

lim (z—2z)f(z) =0,

Z—20

ze€U\{zo0}

alors pour tout arc de cercle v de centre zy, de rayon e, contenu dans U on a

lim/ f(z)dz = 0.
e—0
gl
Donc :
lim Egr(p)dp = 0.

P00
Cp
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—icos b

Y+/,

.C1
i—

C2

-p ‘ D, P Re(p)
Figure 13: Contour d’intégration

On a alors :

Ay, 8) = — / Zr(p)dp— lim [ /T Zr(p) dp+ / Zr(p) dp]. (2.28)

p—+00 ., YT+p

Il est alors évident (en orientant T “du haut vers le bas”) que :

L+p? Fiy/— (p2 + %) ey [\y\(lﬂz)%HW]

lim ER(p)dp:/ 1+

— 00 2 5
P T, T T 2 4i —(p2+§—§) dr(1+p?)2
2

vV 1+p2—i —<p2+c—2>
2

141244 2, .
VI1tpeti = p +¥

soit, en posant R(p) =

e—ﬁ [Iy|(1+p2)%+ipw]

d,
Am(1+p?)2 P
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et .
- [\y\(1+p2)§+im]

lim Zr(p)dp = / (1+m) ¢ dp.

p—+o00 T, T 471'(1 —|—p2)%

Remarque 2.2 R(p) = R(p) si on prolonge la fonction x — (2)* sur la
des réels négatifs par (a:)% =iy/—x pour x < 0.

Il ne nous reste plus qu’a utiliser le changement de variable

t 212
p=v](t)=—i <&cos9+|sin0| 1- 4 )
r

r2

pour obtenir :

demi-droite

estdt.

lim [/
p=Foo | Jy_

De la méme maniére qu’a la section précédente on montre que :
1 doyf (t) )

5 dt
(1 + U;r(t)2) : ﬁ 42
cf

Zn(r) dp+ [

Tip

Er(p) dp| = —
=) p} W An(L+op(8)?)}

P

)

et, aprés avoir remarqué que
—i [R(F (1) = ROT ()] = 28m(R(wF (1)),

on obtient

lim l/
p—+oo | Jx

On montre évidemment sans difficulté que :

—/E(P) dp = /m Lt Re (ROLI)) -ty
r

r

e r2

Zn(p) dp+ |

p T

12

et on obtient

a(r,y,s) = — /t% Me*mﬁdt_’_ /+°° 14 Re [R(71 (¢))] .

r2 42 s 2 _ 12
1 27T1/C§ t = 2w, Jt 2

Finalement, ’expression de la fonction de Green est :

RR n° 5824

= R (1) — R(vi (1) dvf (1)
)

_ o S [R(vt (1)) _
m@ﬂ4=/ RO O], -o1gs
+p t 27T 2—2—
1

dt

(2.29)

(2.30)
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u(r,y,t) = 0, t <1,
Sm [R(vi (t
u(z,y,t) = _M7 t1<t<i,
72 C1
27T —2—t2
551

2.2.2 Cas d’une source hors de l’interface, démonstration du théoréme

h
Calcul de v". On pose r = \/22 + (y + h)2, cos = f, sinf = w*h et
T T
1 3
» 2 (1+9%)7 = 1 (5 +1°)
Rip) = R(Z,1) = ;

Comme dans le cas h = 0 on vérifie que :

1 /*Oo Rlp) % [y(1+p2)%+ipx] p

ﬂr(%yas) = 5 D
2 J_ o 2(1+p2)%
Donc :
c
a) si c; > ¢z ousi|cosf| < L. Alors il n’y a pas d’onde de téte et
C2
=
u(z,y,t) = 0, t<—
C1
Re [R(v (t
eyt = SeROTON o
2 C1
2 t2 - 3
il
t 242
avec v (t) = i cos O + | sin ) 01—2 - 1.
T r

c
b) si |cos 8| > ZL 1 faut calculer la contribution de 'onde de téte :
C2
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u(z,y,t) = ————=L= Z<t

u(z,y,t) = 0, t<it
Sm [R(vT(t
u(z,y,t) = _M7 t<t<—
’f'2
27T —2—t2
551

avec
2 142
+ L[ G cit
t) =—i| —cosf 0 - =
vy (1) z(rcos + | sin 6| p
" 32
1 (t) = —i— cos 0 + | sin 0] r—2_1
et
1 s 0
t1:7’|sin9| —2——2—TCOb
1 2 C2

Les calculs sont similaires au cas ou la source est sur l'interface.

Remarque 2.3 On démontre le lemme [Z2 en remarquant que la condition t; = t

s’écrit

ce qui est bien Uéquation du segment [C(t)D(t)] défini précédemment

Etude de la fonction F(p,t), démonstration du lemme :

1
2

1 CQ
F(p,t)=—y(1+p°)? +h<c—§ —|—p2) +ipz — cot = 0
1

Nous pouvons dans un premier temps énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.5

Rappelons que

1. sip=a+ib avec a # 0 est racine de F(p,t), alors p = —a + ib est également racine

de F(p,t) ;

RR n° 5824
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2. sip est réel, alors p=10 :

. . . . ,C
3. sip est imaginaire pur alors |p| < m = mln(—z,
C1
contour ne traversera pas les coupures et donc qu’il n’y aura pas d’onde de téte ce qui
est cohérent avec la théorie physique ;

1), cette condition nous indique que le

4. quand t tend vers +oo, I' admet 2 asymptotes paramétrées par t d’équations

t +(y — h) —ix

p= +(y—h)+iz (y—h)24+a22 "

Il existe donc t1 tel que, pour toutt > t1, F(p,t) admette deuz racines complezes telles
que :
Sm [y ()] =Sm [y~ ()] et Re [y (t)] = —-Re [y (t)] >0

Démonstration :

1. la démonstration est évidente ;

2. si p est réel alors

1 1
—y (1+p?)? +h(% —1—192)2 — cot est réel |

ipx est imaginaire pur ,

[N

1 o2
—ipx:—y(l—l—pQ)z—i—h(é—i—pQ) —cat
donc p=0;

3. si p est imaginaire pur alors ipz + cot est réel et il faut donc que

1
c2 3
—h (—g +p2>
€1

soit réel et donc que |p| < m = min(c—2, 1)
C1

=

y(1+p%)

4. si F(p,t) =0 alors

1 1
1L (p\?\? g (p\2\? _.p
—y(=+ (2 h(-2 (—) v —
y<t2+(t)) * (c§t2+ t TrrTe

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 41
Donc quand ¢ tend vers ’infini cette équation devient :
2\ 2 2\ 2
() 0 () it
Soit » r
—y¥+h¥+i¥x—02 =0 siR(p) >0,
y‘?—h%—l—i%x—czzo si R(p) < 0.
Donc
(—y+h+iz)p=cot siR({p) >0,
(y—h+ix)p=cat si ®(p) < 0.
|

Concernant la position dans le plan complexe des éventuelles racines doubles p de F(p,t)

nous utiliserons le

Lemme 2.6 S’il existe to tel que p = po soit une racine double de F(p,to) alors po est

1maginaire pur.

Corollaire 2.1 D’aprés le lemme [Z3 [po| < m = min(, 1).
Démonstration :

S'il existe ¢y tel que F(p,to) admette une racine double p, alors :

]:(p(bto) =0

oF
—_— tg) =0
ap (P07 o) )

soit

1
2

1 c2 .
—y(1+p3)® +h (C—§ +p§) + ipox — cato = 0,
1

+ iz =0.

RR n° 5824
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En multipliant la seconde équation par py on obtient :

(S

1 2
—y(1+p5)* +h <Z—§ + pg) +ipor — c2to = 0, (2.33a)
1
2 h 2
B yp02 o — Po T +ipo = 0. (2.33b)
(1 + pO) (z—% + pg)

On additionne ces deux équations puis on divise la seconde équation par p3 :

c2
_(1 +y 2)3 t T = C2lo (2.342)
Db 3 2
0 ( : pO)

. .
-— Y 4 ) (2.34b)
2

(1+p§)

[N

(Z_% —1h 1T
T = Ccato — — (2.35a)
[ 2\ 2 Po
(8 +2t
(i—g -1y ckix
——— =cto— 5 —. (2.35b)
(1+pp)? “po

Si po est solution du systéme (Z3H) alors pg est solution du systéme suivant, obtenu en

élevant (2353 et ([E350) au carrdl :

C2 C2 .
@) = (2 - 1258 - (2 +28) catomn = )2 =0 (2.364)
1 1
C% 2,2 2 2 C% N2
Q2(po) = —(0—2 —1)%y°pg — (14 pg) (catopo — 0—2158) : (2.36b)
1 1

"La réciproque n’est pas vraie.
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@1 et Q2 sont donc deux polynomes de degré quatre. Pour des raisons de simplicité, nous
n’expliciterons pas leurs coefficients ici, remarquons simplement que ces deux polynoémes
ont le méme coefficient dominant : c3t3. Q3 = Q1 — Q2 est donc un polynéome de degré
trois dont py est une racine. On vérifie ensuite (& 1’aide d’un logiciel de calcul formel car les
calculs se compliquent rapidement) que :

Q1(p) = (ao + bop)Q3(p) + Qa(p)

avec (04 polynéme de degré 2, puis que :

Q3(p) = (a1 + b1p)Qa(p) + (a2 + bap)

avec aq réel et by imaginaire pur.

1l est évident que pg est racine de Q4 et donc que

a2
Po = by
Les racines doubles de F(p, t), s’il y en a, seront donc imaginaires pures. |

Le lemme suivant garantit I’existence et 'unicité de la racine double p de F(p,t) :

Lemme 2.7 Il existe un unique to € IR tel que F(p,t2) admette une racine double ps, de
plus Sm(p2) > 0.

Démonstration :

Nous définissons la fonction

1 2 3
p €il-m;m] — g(p) = —y (1 +p?)? +h<2—§ +p2) +ipz € R.
1

Pour tout p € i[—m;m]|, t = cag(p) est solution de F(p,t) = 0. De plus on a

D hp
g (p) = — +

1 1
(1_|_p2)2 (%—]ﬁ)z

1

+ix

soit oF
! [ —
g(p) = o (p, ).

Donc s'il existe ps tel que g’'(p2) = 0 alors ps est racine double de F(ps, cag(p2)). Récipro-
quement, §’il existe t5 tel que F(p, t2) admette une racine double po alors ¢'(p2) = 0. Il nous
suffit donc de chercher les racines de ¢'(p). Pour simplifier les calculs et étudier une fonction
de IR dans IR nous posons p = iq et nous définissons la fonction h par

2
€2
1

qE[—m;m]Hh(q)=—y(1—q2)§+h<c—2—q2) — gz €R.
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On a b
W(q) = yqz T 1 T — @ = ig(ip),
(1-4q%) (Z_gi _ q2)
il est donc équivalent de chercher les racines ps de g’ ou les racines ¢ de h'.
De plus
y h
h"(q) = X e %<O.
(1-4¢? (Z_§ _ qz)

h' est strictement décroissante, elle ne peut donc s’annuler qu’une fois sur [—m ; m]. Re-
marquons maintenant que :

esim=1ona:
lim h(q) =400 et limh(q) = —oo;

qg——1 q—1

esim=—ona
C1
lim _ h(q) =400 et lim h(g) = -0
——3 —3
1 1
Donc

lim h(q) =+oc0 et lim h(g) = —oc.

q—-—m q—m

La fonction h étant continue et strictement monotone, il est évident qu’elle n’admet qu’une
seule racine go. Pour obtenir le signe de ¢ il suffit de remarquer que : A'(0) = —x > 0. A/
s’annule donc en 0 < g2 < m. Finalement ps = igs est 'unique racine de ¢’ et Im(p2) > 0.
Le temps to = g(p2)/co est le seul temps tel que F(p, t2) admette une racine double. |

11 nous reste & étudier le lien entre t2 et to2, le temps d’arrivée de ’onde au point (z,y) :

Lemme 2.8 L’unique temps to tel que F(p,t2) admette une racine double correspond au
temps d’arrivée de l'onde transmise tos.

Démonstration :
La démonstration qui suit s’inspire des résultats de van der Hijden [7] et de Cagniard [2].
Nous avons vu que to et po vérifient :

F(p2,t2) =0,

oF

Y (pa,ta) = 0.
ap(pQ; 2) 0
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C’est-a-dire
2\ 3 G a\7 .
-y (1 +p2) ‘+h (c—g +p2> + ipax = cato, (2.37a)
1
h
yp22 P2 g (2.37b)
2 2 2
(1 + p2) (Z—% =+ p%)
De plus |p2| < min (C—Q, 1) . 11 existe donc deux angles 0; et 6, vérifiant
¢
.C2 . ..
Py = i— sinf; = isinfy, (2.38)
¢
avec cosf; > 0 et cosfy > 0.
Remarque 2.4 Les angles 601 et 05 vérifient les lois de Snell-Descartes.
On a alors ) .
(1 —l—pg)E =(1- sin? 02)? = cosb
et 3y 3y
2 3 2 2 3 2
) 2 G G .2 )
(G+m) = (5-Fome) = oot
L’équation (237H) se réécrit donc
iysin92 : n th—i sin91 : +m:07
-2 2 2 2 2
(1 — s 92)2 (2—% — z—§sin2 91)2
soit plus simplement :
—ytanfs + htanf, = —z. (2.39)

L’équation (Z39) traduit le fait que le rayon issu du point source (0, k), atteignant U'interface
avec un angle d’incidence 6; et diffracté avec un angle 02 atteint bien le point (z,y) (voir
figure M4). Le fait que 6 et 0y satisfassent les lois de Snell-Descartes signifie que ce rayon

est le premier & atteindre le point (z,y).

Considérons maintenant I’équation ([Z37a), d’aprés ([Z39) on a :
ipex = ipoy tan Oy — ipoh tan by,

ce qui peut se réécrire

c
ipox = —ysin Oy tan O + h=2 sin 01 tan 6.
C1
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|
|
|
|
|
! Source
Milieu 1 ! (0,h)
|
|
|
|
|

Milieu 2

Figure 14: Trajet de I’onde transmise
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L’équation (Z37al) devient alors :

—ycosfy + hc—2 cosf; — ysin by tan s + hc—2 sin #1 tan 61 = coto.
c1 C1

Aprés avoir remarqué que

.2
0 1
cos0—|—sin0tan0:cos0—|—sm = ,
cosf  cosf

on obtient :
1 y 1 h

cycosbly ¢ cosb

to.

h/cosf; est la distance parcourue par le rayon de la source & linterface, le temps de ce

parcours est bien évidemment
1 h

c1 cosfy’

De méme
1y
Co cos By

est le temps mis par le rayon pour parcourir la distance de 'interface au point (z,y), t2 est
donc le temps de parcours du premier rayon issu de la source atteignant le point (x,y) :
to = tgo est le temps d’arrivée de 'onde transmise. Nous noterons désormais pgs = p2. M

Intéressons-nous maintenant au comportement des racines p de F(p,t) pour t < g2 :

Lemme 2.9

e pour h(m)/ca < t < h(—m)/ca, F(p,t) admet une unique racine p = v—(t) €
i[poz2 ; m|, imaginaire pure ;

e pour h(—m)/ca < t < to2, F(p,t) admet deuz racines p = v~ (t) € i[poz; m| et
p=vT(t) € i[—m; po2], imaginaires pures.

Démonstration :

Pour démontrer ce lemme il suffit de tracer le tableau de variation de la fonction h. Pour
cela il ne nous reste plus qu’a étudier le comportement de h aux bornes de son domaine de
définition :

esim=1ona:
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. C2
e sSim=—ona:
C1

2\ 2 2\ 7
h(—m)——y< —Z—g) + 25 et h(m)——y( _c_§> _ 2,

Quoiqu'il en soit h(m) est positif et le signe de h(—m) est indétermind, nous avons néan-
moins

h(m) > h(—m).

Nous pouvons donc maintenant tracer le tableau de variation de h :

q —-m 0 qo2 m
h'(q) + 0 -

h(qoz2)
h(q) h(_m) /

h(m)
On en déduit les variations de t quand p est dans [—im;im)] :
p —im 0 Po2 m
to2
0| () e /
h(m)/ e,

Le résultat est alors évident en regardant ce dernier tableau qui nous permet également de
montrer que v et v~ sont bijectives . [

Etudions maintenant le comportement des racines de F(p,t) pour ¢ > tgg :

8Rappelons que y et x sont négatifs.

INRIA



Une présentation de la méthode de Cagniard-de Hoop en dimension deux 49

Lemme 2.10 Pour t > toz, F(p,t) admet deuz racines complexes v (t) et v~ (t) vérifiant
SmyT)] =Sm[y ()] >0 e Re[yT(t)] =-Re[y (t)] >0.
Démonstration :

D’aprés le lemme il existe ¢1 tel que, pour tout ¢ > t1, F(p,t) admette deux racines
complexes telles que

Sm ") =Sm[y ()] et Re[yT ()] =-Re[y (t)] > 0.

Or d’aprés le théoréme des fonctions implicites, les fonctions v (¢) et v~ (¢) sont continues
tant que p = y7(t) (ou p = v~ (¢)) n’est pas racine double de F(p,t¢). Donc t; = 5. De
plus Sm(y"(to2)) = Sm(poz) > 0 et on a vu que, si p est racine réelle de F(p,t), alors
p = 0. Comme () a une partie réelle strictement positive, sa partie imaginaire ne peut
s’annuler : Sm(yT(¢)) > 0 pour ¢t > tgo. |

I1 nous reste & démontrer le

Lemme 2.11 On a

dy*(t) 1
~ ()] 53
dt ) 2 —t§
et
dvt(t) 1
~ () |7
dt o, @) t8y — t2
avec

_ T+ to2
o) = \ 2¢29" (po2)

Remarquons que tlim ¢(t) < o0.

—to2

Démonstration :

Nous pouvons prolonger la fonction g, définie précédemment sur lintervalle i[—m;m], & C
privé des deux demi-droites i[m; o0] et i[—oo; —m|. En appliquant la formule de Taylor on
montre que :

9(p) = g(po2) + (p — Po2)9’ (Po2) + %(p —p02)%9" (Po2) + o((p — po2)*).

Or on a vu que ¢'(pp2) = 0, donc :

1

9(p) = g9(poz) + E(p —p02)%9" (po2) + o((p — po2)?).
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On sait également que ¢ = cog(p) est solution de F(p,t)=0 :

1
t=tox+ =(p— p02)2029”(p02) +o((p — p02)3)-

2
Un rapide calcul nous permet de vérifier que ¢”(po2) > 0, en effet :
" Y h . L.
= — >0 € [—tm; .
g"(p) 1+p2+é+p2 si p € [—im;im)]
€1

Sit>toa,p=7"(t)oup=v"(t),et ona:

1

t =~ tor+ 5 (vE(t) — po2)*e2g” (Po2),
totg 2

soit

t—t

+ 02

Y t ~ Po2 + —_—.
( )ng c29" (po2)

En dérivant cette relation par rapport au temps on obtient :

dy=(t) N 1 . t + too
dt  eed, | 2c2(t — to2)g” (po2) 2¢o(t% — 135)9" (Po2)”

dy* (1) 1
~ (b)) [ 5
dt g, Oy t3o

De méme, si t < tg2, p=vt(t) ou p=v_(t), et on a :

Donc

1
t o~ toa+ §(vi(t) — po2)2c2g” (po2),
t‘?t02

soit

+ .
Vv (t) ~ pop iy /2————.
( )Htgzp 29" (po2)

En dérivant cette relation par rapport au temps on obtient :

dv®(t) 4 1 i t+to2
~ 4 = :
dt o, 2c2(to2 — t)g" (Po2) 2¢2(tgy — t2)g" (Po2)

Donc
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+

~ ae R* T+ admet une tangente paralléle o laxe réel.

Remarque 2.5 Comme ~
4 dt t—td,

Nous noterons
o T™ ={p=v"(t) | t€l[h(m)/ca;h(go2)/c2l} ;
o YT ={p=v"(t) | t€[h(=m)/c2; h(qo2)/c2l} 5
o I ={p=7"(t) | t€ [toz; +o0]}.

Nous pouvons donc maintenant représenter complétement l’ensemble I' = Y- UYT+HUul'~ul'+
(voir figure [[H).

e

Figure 15: Représentation de T'
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Calcul de u'.
On applique la transformation de Fourier inverse selon z :

+ 2 % 2 %

1 & T(k K240 ) " —h( k2455 ) T —ika

i) = 5 [ EECORINICE )Rl Car IR (2.40)
T

et on pose de nouveau k = f:’—j pour obtenir

[N

+ipz:|

Foo - |—y(1+p? Tin Z—éﬂ)z
' (w,y,5) = 1/ _Tw) { (o) () dp. (2.41)

C2m ) 2(14p2)2

Si nous définissons 75 (t) (resp. ~; (1)) comme étant la racine de F(p,t) a partie réelle
positive (resp. négative) et

T ={p=7F@t) | t>tee} et =0 UTLT,

nous montrons, comme dans les démonstrations précédentes, que :

L (e3 3
1 T — {fy(1+p2)2+h Z+p? sz}
' (z,y,8) = —=— %e : < i ) dp. (2.42)
2w Jr o (1+p2)2
Nous pouvons ensuite effectuer le changement de variable p = v (t) :
1 [t T (s (t
a'(z,y,s) = —/ Re ij/(t) e Stdt (2.43)
27 Jigs (1+75(t)?)2

Il faut encore obtenir une expression de 'y+/(t). Pour cela on peut appliquer le théoréme des
fonctions implicites & F :

OF
, - (72 (1), 1) c
7' =-LL R S — (2.44)
a—p(ﬁ()vt) 8_p( 5 (t):t)
pour obtenir
~t 1 e CZT("Y;(t)) —st
' (x,y,8) = — Re e %tdt (2.45)
27 /m (1+75(6)%) 6—;@3@)7 t)

Finalement :
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ut(‘rvyvt) = Oa t < t02

W(a,yt) = —Re

t > to2
2 1L OF ’
R HOP R =0

3 Interaction fluide-solide

Considérons maintenant un milieu infini composé d’un demi-plan fluide ¢ et d’un demi-
plan solide isotrope €25 séparés par une interface horizontale I'. Nous nous intéressons a la
formulation en pression dans le fluide et en vitesse dans le solide, la source est une source
ponctuelle de pression située dans le fluide & une distance h de l'interface. Les équations &
résoudre sont

1 9°P

2o —AP=4(z) 6(y —h) f(t) (Qy), (3.1a)
0’V )
Ps~gr (A +2u)div(¥Y V) + prot(rot Vi) =0 (Qs). (3.1b)

ol A et u sont les coefficients de Lamé du solide isotrope et ot rot représente le rotation-
nel 2d : 5V oV
rotV =—% - —_ %,
or dy
Les deux milieux sont liés par les conditions de transmission suivantes qui traduisent la
continuité des vitesses normales & 'interface et 1’égalité entre les contraintes normales et la

pression :

Ve  10P

T (I), (3.1¢)
Ve Ve = OP

(2t e A == (D), (3.1d)

W Ve

G =0 (1. (3.1e)
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Nous pouvons simplifier ces équations en décomposant le champ de vitesse V¢ en ondes P
et S, en posant V, =V® 4+ rot V¥ :

aveccP—,/)‘JrQ“ et cg 1/

1 92°P

=g ~AP=0@)dy—h) ft) (), (3.2a)
cy t

02 ae=o (2) (3.2b)
CP 6t2 B s)s .
1 0%

2 o2 —AV=0 (Q2s), (3.2¢)

Nous allons maintenant calculer les fonctions de Green associées & ce probléme, elles sont

solutions de :

1 0% o*p  O*p _
o |5+ oy =0 (@) -
192 [0% 0%
2o [W - ] 0 (), (3.3b)
10% [0% 0%
= - [(%2 W} 0 (), (3.3¢)
avec
Ovsy 1 dp
y__Lop 3d
— o (), (3.3d)
8’Usy avsz _ ap
A2 +Agr=—g O (3.3€)
67}51 aUSU
v 0. 3f
5+ e =0 (1), (3-3f)
et

3.1 Résultats

Nous supposerons ici que cy < cg
d’interaction fluide-structure.

vy = Vo +rot .

< cp, ce qui est le cas dans la plupart des problémes
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3.1.1 Les fronts d’onde.

Dans le cas d’une interaction fluide-structure, I'onde de pression dans le fluide apparait
comme la somme d’une onde incidente, d’une onde de volume réfléchie et de deux ondes de
téte. L’onde se propageant dans le solide se décompose en une onde de volume de compres-
sion, de rotationnel nul, (dite onde P), une onde de volume de cisaillement, & divergence
nulle, (dite onde S) et une onde de téte de cisaillement. La définition précise de chacune de
ces ondes est donnée & la section

Front de ’onde incidente dans le fluide. Pour un instant ¢ donné, le front de ’onde
incidente de pression (en vert sur les figures [T a et [[R) est 'intersection du cercle de centre
(0, h) et de rayon ¢yt avec le demi-plan supérieur. Nous appelons Q;(¢) 'intérieur de cet arc
de cercle.

Front de ’onde réfléchie dans le fluide. Le front de ’onde réfléchie (en bleu sur les
figures[MAb et [) est 'intersection du cercle de centre (0, —h) et de rayon cst avec le demi-
plan supérieur. Nous appelons Qg (t) Vintérieur de cet arc de cercle. Qg(t) peut également
étre défini par :

QR(t)—{(:c,y)GIR2|y>Oet 0L<t}.
f

Fronts des ondes P et S transmises dans le solide. Comme & la section précédente,
nous devons calculer le temps de parcours des rayons P et S issus de la source et atteignant
le point (z,y) : soit £ € IR, le temps de parcours d’un rayon P passant par le point (£,0)

est donné par :
VR A G S

tp(€) (3.4)
Cf Ccp
et le temps de parcours d’un rayon S par :
2 + h2 _ 2 + 2
ts(€) = Ve V- Ty? (3.5)
Cf Ccs
On définit {op (resp. &os), le réel minimisant la fonction tp (resp. tg) :
Sopr(z,y) Sop(z,y) —
tp(&or(z,y)) = = (3.6)
i V@@ y) 12 cp /(= Eop(,y)? + 12
« (@,9) (1)
) pp— sl =r o (3

V&8s y) +h  esy/(w—os(zy)? +12
Le rayon passant par (op,0) (resp. (£os,0)) est le premier rayon P (resp. S) atteignant le
point (x,y) (voir figure [[6).
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Source
Fluide (0,R)

(€0s,0) (éop,0)

Solide

Figure 16: Trajet des ondes P (en rouge) et S (en bleu) transmises
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Finalement le temps d’arrivée de 'onde P (resp. S) est

top(z,y) = tp(Sop(z,y))  (resp. tos(z,y) = ts($os(z,y)))

et le front de l'onde transmise P (resp. S) est ’ensemble des points tels que :

top(z,y) =t (resp. tos(z,y) = t).

Ce front d’onde est représenté en bleu ciel (resp. en rouge) sur les figures [Af (resp. [7g)
et [ Nous définissons également ’ensemble Qp(t) (resp. Qg(t))par :

Qp(t) ={(z,y) |y <0 et top(z,y) <t}

(resp. Qs(t) = {(z,y) |y <0 et tog(z,y) < t}).

Fronts des ondes de téte dans le fluide. Nous notons A (resp. E) lintersection du
front d’onde P (resp. S) avec axe x = 0 & droite et B (resp. F) le point tel que le segment
[AB] (en orange sur la figure [[§) (resp. [EF] (en magenta sur la figure [[§)) soit tangent
Qg(t). Soit [CD] (resp. [GH]) le symétrique de [AB] (resp. [EF]) par rapport a I’axe (Oy).
11 se crée une onde de téte P (resp. S) dans le fluide dont le front d’onde est constitué du
segment [AB] (resp. [EF]) et du segment [CD] (resp. [GH]).

Lemme 3.1 L’angle 6.p = arccos(cs/cp) (resp. 8.5 = arccos(cs/cs)) est Uangle limite au-
dessus duquel il n'existe plus d’onde de téte P (resp. S). De plus, pour t donné, ’ensemble
des points des segments [AB] et [CD] (resp. [EF) et [GH]) vérifie I’équation :

t_rsmﬁ‘/ i il ([AB]) ett—rsmﬁﬂl——i—rcoso([CD]) (3.8)

(resp.

1 1 0 1 1 0
t=rsing, | — — + ——" ([EF]) ett=rsinb, |- — - — —— ([GH])) (3.9)
¢y Cg cs ¢r  Cs Cs

ot et 6 sont les coordonnées polaires du point (z,y) dans le repére lié au point O = (0, —h).

Comme pour le cas de deux milieux acoustiques, la démonstration de ce lemme se fera en
démontrant le théoréme Bl ci-dessous (voir page B9).

Nous noterons 2. rp(t) 'ensemble constitué des triangles OA(t)B(t) et OC(t)D(t) privé de
QRr(t) (en orange sur les figures MTc et [§) et Quers(t) Pensemble constitué des triangles
OE(t)F(t) et OG(t)H (t) privé de Qg(t) (en magenta sur les figures [Ad et [¥). Qep(t)
peut également étre défini par :

1 1 0
Q,gep(t):{(:10,3/)6]R2|y>07 |cos€\>c—fet rsinf —2——2+T|COS |<L‘<L}7
Ccp Cf CP cp Cf
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et Ques(t) par :

: 1 1 0
Qees(t) = {(:v,y) cR*|y >0, |cosf| > o rsin9«/—2——2+m <t< L}
Ccs Cf CS Ccs Cf

Front de ’onde de téte dans le solide. Nous notons I le point tel que le segment [AI]
(en violet sur la figure [[7) soit tangent & Qg (¢). Soit [C'J] le symétrique de [AI] par rapport
al’axe (Oy). 1l se crée une onde de téte dans le solide joignant les fronts d’onde P et S dont
le front d’onde est constitué du segment [AI] et du segment [CJ].

Lemme 3.2 L’ensemble des points des segments [AI] (resp. [CJ]) vérifie équation :

1 3
1 1)? 11 x
tz—y(—z——2> +h<—2——2> +t (3.10)
cp cg Cf Cg Ccs

1 3
1 1\?2 1 1 T
=y = - = [ T I 11
(resp y(CQP C%> + <C? CQS> CS) (3.11)

La démonstration de ce lemme se fera également en démontrant le théoréme Bl (voir

page [[4).

Nous noterons Q;.sp(t) ’ensemble des points compris entre le segment [A(t)I(¢)], la droite
(Ox) et le front d’onde S et des points compris entre le segment [C(t).J(t)], la droite (Ox)
et le front d’onde S (en violet sur les figures Mde et 08). Q¢csp(t) peut également étre défini
par :

1

Qiesp(t) = { (v,y) €eR?* |y < 0 =2 %+h LI E+|$|<t<t (z,7)
teSP = 'Y Yy ) Yy C%) C2S C? C% cs 0s\T, Y

3.1.2 Solutions analytiques.

Nous décomposons la solution p en p = p’ + p”, avec p’ onde incidente de pression, c’est-
a-dire la solution qu’on obtiendrait en remplacant le solide par un fluide de vitesse de pro-
pagation cy :

si @ Q/ Ql(t) : pi(x,%t) =0;

i 1
Py t) = —
2y [t2 — 7“2
s
our* =/x2+ (y — h)?.

Nous décomposons également v, en vy = v + v% avec vI = V¢ et v5 = rot .

six e Q](t) :
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Yy Yy
1
T ° T
Fic. [Ma: L’onde incidente. Fic.[[@b: L’onde réfléchie.
Yy Yy
° x ° T

Fic.[I@c: L’onde de téte P.

Fic.[I@Ad: L’onde de téte S.

T

F1G.[[de: L’onde S.

DN

Fi1Gg. [Af: L’onde de téte SP.

Fic. [[[Af: L’onde P.

Figure 17: Les différentes ondes du probléme
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Figure 18: Représentation du front d’onde
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Notations. Nous posons

h
r=+/a%+ (y+ h)?, cos@:z, sin@:(y+ )
r

,
puis
- - c; . 4
kpp=V1+p% ke =[5 +0% kps =4[5 02
P 5
N -
kpy = c—2+p27 kpp=+1+p? kps= c—2+p2
¥ s
~ c2 ~ c2 ~
ksy = c—§+p2, ksp = 0754-1)2, kss =+/1+p?.
¥ P

et nous définissons les fonctions de la variable complexe p définies par :

{(A(gﬁp —-p*) + 2#/;?13)(%?5 +p?) - 4#1727;3515;‘13} ];ff - C?Pf/;fp(/;?cs -p?)

)

{(/\(I;?P —p?) + 2uk3p) (k2 g + p?) — 4up2/5fs/5fp] kps+ cprkpp(k3g — p?)

Tr(p)= 2hrr (ks +17)
[(A(’;?ap — P2+ 2uk}p) (kg +p?) — 4#172/5135’5134 kpy+ chprkpp(khg — p?)

Tolp) = —dipkspkss
[(/\(/%p —p?) + 2uk?p) (kg +p?) — 4#192/55515513} ksy + cprksp(kdg — p?)

et

242

crt . cst
'y;r(t) = —z% cosf + |sind| j—2 -1,

r
f 2 42
. Cft . Cft
U}'(t):—z Tcos@+|sm€| 1- ol I

Soit top le temps de ’arrivée de 'onde P, défini page B4 et

1 c2 2
Fp(p,t)=—y(1+p*)2 +h (C—’; +p2> +ipx — cpt,
f

pour t > top, on définit p = 3 (t) Punique racine de Fp(p,t) & partie réelle strictement
positive (’existence et I'unicité de cette racine sont garanties par le lemme 23 page 24)).
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Soit tgs le temps d’arrivée de 'onde S, défini page BT t1sp le temps d’arrivée de 'onde de

téte S,
1 3
1 1\?2 1 1 T
hsp=—ylz-=| thlz-=]| ~
g Cp s Cp cp

1 02 2
fs(p,t)——y(1+p2)2+h<c—§+p2> +ipr —cst =0
f

et pos la racine double de Fs(p, tos).
e pour tigp < t < tog on définit p = v;f (t) 'unique racine imaginaire pure telle que

Sm(vg (1)) < Sm(pos).

e pour ¢ > tos on définit p = v (t) 'unique racine de Fs(p, t) & partie réelle strictement
positive.
Ici encore, l'existence et 1'unicité de v (¢) et de 74 () sont garanties par le lemme

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoréme 3.1 L’expression de l’onde réfiéchie est donnée par

st x ¢ QR(t) U QtefS(t) U QtefP(t) : pr(xu y7t) =0,
Re R (1)
six € Qr(t) : pr(aj,yvt):—2,
2, [t2 — T—2
\ Cr
Im {R(v?{(t))}
SinQtefs(t)UQtefp(t) : pr(:zj,yvt):——?7
o 7“_2 — 12
€r
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Uexpression de l'onde P est donnée par

sic g Qp(t) : vl(a,y,t) =0,

P 1 g ()T (15 (1)
t) = —
’USCE(I’y7 ) %e % af'P + k)

T L+ p02(0) 55 P00

six e Qp(t) :

1
P _
vsy(a:,y,t) = 27T3?e 977

et expression de l’onde S est donnée par

six @ Qs(t)UQesp : 05 (z,y,t) =0,
T~
o5, y,1) = 5 Re Wz(vi ) |
a—p(’yS (t)v )
six € Qg(t) :
s _ ivd () Ts(vd (1)
it _%%e + 52 3 35}'3 + ’
(1+ 795 M*(1)* 5= (1), 1)
P
Ts(vg (1))
vfw('rvyat) - Re B) S\Ps ,
S TN
s1T € QteSP(t) :
wd vE
ey ) = —%%e + Sz(t)Tz(asf(;)) +
1+ 0 0)* 22 k0.0
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Les algorithmes de calcul de P?, P", VP, V5 sont présentés 4 la section suivante.

3.2 Démonstrations
3.2.1 Calculs préliminaires dans le domaine de Fourier-Laplace

Appliquons comme d’habitude les transformations de Laplace en temps et de Fourier sui-
vant z aux équations du systéme pour obtenir le systéme différentiel ordinaire suivant :

[ 52 i 9%
S+ k| p— 5 =0(y—h) y >0, (3.12a)
R y
M2 1. 824
L ¢——‘f=0 y <0, (3.12b)
L¢P _ Y
[ o2 G Y
IE P A y <0, (3.12¢)
LCs _ Y

avec les trois conditions de transmission

SVgy = —— — y =0, 3.12d
Y pr Oy ( )
(A + 2@%”—5’ T Nikby, = —sp  y=0, (3.12¢)

a@SI 7 A
By + ik, = 0. y=0. (3.12f)

et

ey = ik + Z—Z’, (3.12g)
Doy = g—j — k). (3.12h)
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On en déduit facilement la forme des solutions (en introduisant les ondes de pression inci-
dente, p*, et réfléchie, p") :

p=p" +p" (3.13a)
P = %fe"y‘”f (3.13b)
pr=Ape V" (3.13¢)
¢ = Ap evr (3.13d)
) = Ag e¥Fs (3.13e)
Vsg = ikAp e¥FP + AgkgeV*s (3.13f)
by = Apkpe?*® —ikAg Vs, (3.13g)

1 1 1
aveCkf':(k2+i_j)2;kP: (k2+§)2 et kg = (k2+§—22)2.
f S

p

Les coefficients Ar, Ap et Ag sont ensuite déterminés & ’aide des équations de transmis-

sion (B12d), (BI2d) et B.I20) :

1 k
skpAp —iksAg = ——— e hks + —fAR, (3.14&)
2pf Py

1
(AN +2p) [Z%Ap — ikksAs] + Xik [ikAp + Agks] = —s [%

e MR 4 AR] . (3.14b)
f

ikkpAp + Agzg + ik [Apkp — ’LkAs] =0, (3.14(})

soit, plus simplement :

k 1
—fAR — skpAp + tksAg = _e_hkf,
Pr pr
sAr + [(A+2u)zp — M3 Ap —  2ipkksAs = _%e_hkf,
f
2ikkpAp + [ng + kz} Ag = 0.
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Les solutions de ce systéme s’écrivent :

A — kf [(A(k?g - k2) + 2#]{1?3)(]{3?9 + kz) - 4ﬂk2k5kp] — pfszkp(kg — k2) e ks
B T [ONES — k2) + 2uk3) (k3 + k2) — duk2kskp] + pystkp(k2 — K2) 2k;

s(k% + k%)

Ap = —hkf,
P R [ORS — K2) + 20k2) (K2 + k2) — dpk2kskp] + prs2kp (k2 — k2) ©
A - —2i$kkp e*hkf
* 7k [N = B2) + 2uk2) (k2 + K2) — 4ukkskp] + pps?kp(kE —K2)
Donc
o Rk S) _yrnk, s L —py—nlk
r_ B : ¢ p = 1 e—ly—hlky
LT R T
bgp = 08 + 05, et Dy =0k + 05,
1}; _ ikTp(k,s) e Ukp—hk; ot @5 _ Tp(k,s) ¢ vkp—hks
2%p v
. Ts(k,s) _ . ikTs(k, s) _
s _ 15k, yks—hk S _ S\K, yks—hk
USI—TGUS f et vsy__TeyS f.
avec
n_ ks (K2 — k) + 2uk3) (k% + k?) — duk2kskp]| — pps®kp (k2 — k?)
ki [(AN(kp — k2) + 2pk3 ) (kS + k) — dpk*kskp] + pys®kp (kg — k2)
T — 28/€p(/€% + k2)
Tk [ORE = R2) + 20k (K + K2) — Apk2kskp] + pyskp (K2 — k%)’
7 = —4diskkpks

kr[(A(k% — k2) + 2uk123)(k§ + k?) — duk2kskp) + pfSQkp(k% —k2)
3.2.2 Démonstration du théoréme B.11

Nous nous intéresserons uniquement au calcul de p et v, le calcul de v, étant trés similaire.

Calcul de p". On a

- 1 R(k, S) —(y+h)ks—ik
T —_ SN R 1 FIRT
p (.I',y, S) = ) 2kj e dk. (315)
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On pose

2 2

pSs ~ ~ C ~ Cr
k==, kpr=v1+p? ka:\/TfJFPQv ’ffs:\/—gﬂLpQ

cf cp Cs

puis R(p) = R(%, 1), pour obtenir

kys [(A(ff?p —p?) + 2uk3p) (kg +p?) — 4Mp2]~ffsl~ffP} — Aprkyp(kis — p?)

R(p) = - . ——— — —
ks [(A(kip = p?) + 2ukip) (kfs +p?) — 4#p2kj'5ka] + Gprkpp(ks — p?)

Ce qui donne

1 +oo R — = k ipx
P = [ RE ks

= . d 3.16
o ) ok, p (3.16)

Le contour d’intégration sera similaire & ceux utilisés pour calculer 'onde réfléchie & la
section précédente. Comme c; < cg < cp, il y aura donc toujours une onde de téte.

Remarque 3.1 Calcul des ondes de surface La différence avec les sections précédentes
est la présence de poles dans la fonction 7i(p) Nous supposerons que les caractéristiques
des milieur sont telles que ces pdles seront imaginaires purs et de modules supérieurs a
1 (ce qui est le cas d’un domaine eau-0s), c’est-a-dire qu’ils appartiennent auz coupures
de la fonction R. Pour comprendre laction de ces péles il faut étudier le comportement du
contour d’intégration en fonction de y+h. Sur la figure[Ld nous avons représenté 4 contours
d’intégration obtenus pour J valeurs de y + h décroissantes (respectivement vert, magenta,
rouge et bleu) et un péle de la fonction R en rouge. Quand y+h tend vers 0, le contour tend
vers la demi-droite [i ; +00]. Le péle sera donc a Uextérieur du contour d’intégration sauf
pour y + h = 0. Comme nous imposons h > 0 ce cas est impossible, néanmoins, pour des
valeurs de y + h proches de 0, la fonction R augmentera brusquement au voisinage du pdle,
ce qui nous permettra d’obtenir ’onde de surface. Les ondes de surface n’ont donc pas (sauf
dans certains cas particuliers que nous n’étudierons pas ici) & étre calculées séparément mais
seront prises en compte dans le calcul des ondes de volume.

x h

Posons r = v/22 + (y + h)2, cosf = =, sinf = M De la méme maniére que pour le
T T

calcul de u” & la section précédente, on montre que :

, c
o si|cosf| < =L, alors
cp

p
pT(Iayvt) = 07 t < )
Cf
+
) Re [R(2F (1)] "
p ($7y7t) = — > —,
72 cr
27, [12 — —
r
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Figure 19: Influence de y + & sur le contour d’intégration
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¢ c
avec v/ (t) = —i% cos 6 + | sin 6| 7{—2 -1

e si|cosf| > I alors
cp

pT(xvyat) = 07 t < tl
Im [ﬁ(u;(t))] .
Pz, yt) = —— 2 <t < —
r2 Cr
27T —2 — t2
i

pT(xvyat) = T />
/ r2 Cf
27 t2 - 3
Cf

avec
2 t2
v}r(t)_—z icos@—|—|51n€| —;:—2 ,
et
1 rcos 6

Remarque 3.2 La méthode de Cagniard-de Hoop ne permet pas de différencier les ondes de
téte S et P. Néanmoins, on peut montrer que R(p) n’est pas réguliére auzx points p = icy/cg
et p=icy/cp ce qui nous permet de définir le temps d’arrivée de l'onde de téte P par

) 1 1 rcos 6
tigp =t1 = r|[sinf|, | 5 — = —
¢ cp cp
et le temps d’arrivée de 'onde de téte S par
) 1 1 r cos 6
tips = r|sinf|, |5 — = —
¢ c% cs

11 est alors facile de démontrer le lemme [Z1l
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Calcul de vZ, On a

1 [T ikTp(k ;
3P (2,1, 5) = _ﬁ/ i ;}C(P,S) ke —hky—ikz g (3.17)

— 00

2 [ -2

ps ~ ~ C ~ C
I{;:—, kpp:\/l—i-pz, ka: —123+p2, kjps: —123 —‘,—p2

cp Cf CS

puis 7p(p) = ¢pTp(Z, 1) pour obtenir

On pose

- k2 + p2
Tp(p)=2kpp - = = = ps TP —— )
by (AR = p)+ 2083 5) (B2 + 1) — dpPhpsker |+ chpphpp (s = 17)

ce qui donne

400 - - -
ol (z,y,5) = i/ LTIi(p) efé[fykpwrhk”“m] dp (3.18)
e 2w ) 2cpkpp

On utilisera donc un contour d’intégration similaire & celui utilisé pour calculer 'onde trans-
mise dans le cas de deux milieux acoustiques. Ce contour coupe I’axe imaginaire en un point
ia avec |a| < 1. Les coupures de la fonction 7p/ kpp sont les coupures des fonctions kp P,
kps et kps, c’est-a-dire les demi-droites imaginaires définies respectivement par |p| > 1,
|p| > cp/cs et |p| > cp/cy. Comme cp > cg > ¢y, le contour d’intégration ne traverse pas
les coupures de 7p/kp. Si on suppose de plus que les poles de 7p sont & Pextérieur de ce
contour, on montre, comme dans le cas de deux milieux acoustiques, que :

’Ufm(xvyat) = 07 t < tOP

1 Tp (v (¢
’Ufm(xvyat) = 2_%6 P(:Y%g:)) , t>top

m 1 07p

(L+750%)* - (E®),1)
p
avec
1 c2 2
Fp(p,t)=—y(1+p°)* +h c—§ +p% | +ipx—cpt
¥

et top et 5 (¢) déterminés de la méme maniére que to2 et 75 (¢) dans le cas de deux milieux
acoustiques avec h # 0, en remplagant respectivement c; et ca par cf et cp.
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Calcul de v5, On a

1 T

05, (x,y,5) = o Ts(k, s)evkr—hks—ike g, (3.19)

2 2

pS jod ~ C ~ C
k==—, kss=+V1+p? ka:U—g-l-pQ, ksp =4[/~ +p?

cs c 3

puis Ts(p) = ¢5Ts(£, 1) pour obtenir

On pose

)

To(p) = —dipkspkss
ks |(Ak2p — p?) + 2uk2p) (kKig + p?) — 4#7?2/555’5513} + ctprksp(kis —p?)

ce qui donne

ﬁfm('rvya S) = -

+oo : -
1 / Ts(p) -2 [~vhss+hiss+ipe] dp (3.20)
i J_ cs

Comme dans le cas de deux milieux acoustiques nous pouvons définir le contour d’intégration
au temps t comme une partie de ’ensemble T" des solutions de I’équation Fg(p,t) = 0 avec

(S

L 2
Fslp,t)=—y(1+p*)* +h <Z—§ +p2> +ipx — cst
f
Nous pouvons également calculer tyg, le temps d’arrivée de ’onde S au point (z,y). Nous
notons pos la racine double de Fs(p,tp). Comme nous I’avons vu, pgs est imaginaire pur
et, d’aprés le lemme 23 |pos| < 1. Les coupures de la fonction 7s sont les coupures des
fonctions kss, ksp et ksy, c’est-a-dire les demi-droites imaginaires définies respectivement
par |p| > 1, |p| > cs/cp et |p| > cg/cy. Comme cg < cp il est possible que |pos| > cs/cp et
donc que le contour traverse les contours. Contrairement au calcul de ’onde P nous devrons
en conséquence distinguer deux cas : |pos| < £2 et |pos| > £2.
Si |pos| < z—i Dans ce cas les coupures ne traversent pas les contours et on montre
facilement que

vfw(:cvyat) = Oa t < tos,
Ts(vE(t
v5,(z,y,1) %%e 6}_551(773()) , t>tys,
m +
—_ t),t
5 (15 (.1

avec 74 (t) déterminée de la méme maniére que 75 (t) dans le cas de deux milieux acoustiques

avec h # 0, en remplagant respectivement c; et cy par cy et cs.
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Si |pos| > g—i Nous avons représenté, sur la figure B, le contour I. Tl est évident que
seul T peut nous permettre de contourner la coupure. Il est facile de déterminer le temps
t1g d’arrivée de l'onde de téte, c’est le temps tel que fs(ig—i, t15)=0:

1

t = 1%+h L1y 1 (3.21)

= — -5 — 5 -5 — 5 — —X. .
r=\E T a a3 cs

Nous appelons T le sous-ensemble de YT défini par
C
T = [v"(tsp) =i 5 v (tos) = pos]

et nous posons
—yffss-i-h/;srl-ipw]

8_%[

47

Avec des notations similaires & celles de la section précédentﬂ, on montre que

—+oo
/ Es(p)dp = - / Es(p) dp — lim l / Es(p) dp + / Es(p) dp]
-0 r ptoo |y Tip

P

et on vérifie que

ol Jy,, FWIP /. %}? efslruestatartior gy
avec
TE(p) = - _ —Adipkgpkss - ] 7
ksg [(/\(%EP L —p)+2p Z5p 2)(’“%5 +p?) - 4up2ksskgcp} + &prZsp(kes — p?)
et

2
kp = +iy[— (p2+—§).
cp
Nous avons vu (pageE8) que ¢ — v () est une bijection de [tisp ; tos] vers T = [i£2 ; pos],

nous pouvons donc effectuer le changement de variable p = vgr(t) pour obtenir

to +/ +
lim Es(p)dp:i/ Mgst "
e T nsr S5 k(0,1
op N

1 1
9C%st-a-dire Y_, =T -~ et T, =7+ —.
P P
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En remarquant que
Ty (vi(t) TS (vg()
0Fs ~ 0Fs
8—p(v§(t, ) a—p(vé(t), )
on vérifie que :
. —_ _ 1 [h TS (vE(t s
Egrnool/ Es(p) dp+/ Es(p) dp‘|——E Re 3.7:55( s(t) e Stdt.
CE T ner | SEE,
Ip
Finalement :
fo(%y;t) = 07 t < tlSPu
1 TS (vt
Ufm(l'7y,t) = %%6 W s tlSP <t< tOSa
2wk
P
s 1 Ts(7 (1))
vsx('rvyat) = —Re | g7 , t>tos.
Sl =TT
op SNV

On démontre le lemme en remarquant que la condition t15p = t s’écrit

1
11 %+h R
4 e G < cs

ce qui est bien ’équation du segment [C(¢).J(t)] défini précédemment.

4 Considérations pratiques pour le calcul numérique

Le calcul numérique de la convolution en temps entre les fonctions de Green que nous venons

de décrire et un terme source présente certaines difficultés :
1. Les fonctions de Green sont singuliéres au temps d’arrivée de 'onde ;

2. Le contour I' n’est pas toujours connu explicitement ;

3. Les singularités des fonctions de Green ne sont pas non plus toujours explicites.

Le but de cette section est de montrer comment résoudre ces problémes. Pour cela nous
détaillerons ’algorithme de résolution du probléme de couplage fluide-structure B1I), la
résolution du cas deux milieux acoustiques s’en déduit facilement.
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4.1 Calcul de P

Le champ de pression est donné par :

P(z,y,t) = /0 pz,y, ) f(t—7)dr (4.1)

Comme p se décompose en p’ + p", on peut également décomposer P en P’ + P" avec :
Pagt) = [ plynft-nd e Py = [ yepnie-nd
0 0

4.1.1 Calcul de P!

Soit r* = y/2? + (y — h)? et to = 7*/cy le temps d’arrivée de 'onde incidente au point (z, y).
Rappelons que p*(x,y,t) est nulle pour ¢ < ¢g :

Pi(z,y,t) =0 sit<ty (= x&Q()

t (4.2)
Pi(x,y,t):/ Py )t —T) dr sit>ty (e @€ Q)

to

On décompose lintervalle de temps [ty ; ¢] en Nt intervalles de méme longueur dt. On a

alors
Nt to+idt

Pi(xvyﬂf):Z/ pi(x,yﬂ')f(t—T) dr.

i1 Jto+(i—1)dt

1l existe de nombreuses techniques permettant de calculer les intégrales

to+idt )
/‘ (@, g, 1) f(t — 1) dr,
t

()Jr(i*l)dt

comme la méthode des rectangles, des trapézes, de Simpson ou de Gauss (par ordre de
sophistication croissante). Pour simplifier notre propos nous présentons ici la méthode la
plus simple & mettre en oeuvre : la méthode des rectangles. Pour ¢ > 1 on approximera
donc l'intégrale

to+idt )

[ W=

to+(i—1)dt

par

ft—(to+(i-dt) . m

p(x,y,to+ (i — 1)dt) f(t — (to + (1 — 1)dt)) dt = 27T\/(t0 T (i— )db)? — t%

10Te schéma d’intégration est décentré & gauche.
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Par contre, pour ¢ = 1, on ne peut plus utiliser cette formule puisque la racine carrée
s’annule. Une premiére idée consiste & approximer

to+dt
/ p'(z,y,7)f(t —7) dr

to

par
F(t = (to +idt))
21/ (to + idt)? —

p'(x,y, to +idt) f(t — (to +idt)) dt =

mais c’est une approximation peu précise puisque p varie fortement sur U'intervalle [to ; o+
dt]. On lui préférera donc approximation suivante :

to+dt ) to+dt ) to+dt dT
Py, ) f(E—7) dr = f(t—to) / Pi(a,y,7) dr = f(t—to) / L —
‘/to to to 27T\/7’2—t3

De plus, on vérifie facilement que :

fotdt g dt
e argch (1 + t_> .

to \/T2—t% 0

On calculera donc :

i S =t) flt— to—i—(z—l)dt)
P(z,y,t) = = gh( )JFZ%\/ TEN Sy dt. (4.3)

L’algorithme de calcul de P? est reproduit sur le tableau [ (la fonction polaire(z,y) permet
d’obtenir les coordonnées polaires du point (z, y) et nous avons appelé C le vecteur contenant
les données physiques de l’expérience : ¢y, cg, cp, py ...).

4.1.2 Calcul de P"

On suppose maintenant que r et ¢ sont les coordonnées polaires du point (z,y + h) et on
pose toy = r/cs le temps d’arrivée de Ponde réfléchie et

t1:7’|SiH9| - 5 <tof,

le temps d’arrivée de 'onde téte défini page

On pose
0 Sit<t0f (<:>.’IZ€QR(t)),

Re [R(v} ()]

2
21, [12 — 7’_2
\/ s

po(w,y,t) = sit>tyy (<= x€Qr(?)),
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Pi(z,y,t,dt,C)
1 (r,theta) = polaire (x,y — h)

2 t0=r/cf

3 sit <t0alors

4 Pi=0

5 sinon

6  Nt=(t—t0)/dt

7 Pi = {(t — t0) * argch(1 + dt/t0) /(2 * pi)
8 pour i de 2 & Nt faire

9 tau =10+ (i — 1) x dt

10 Pi = Pi+f(t — tau)/(2 * pi * sqrt(t2/r? — 1/cf?)) * dt
11 fin pour

12 fin si

Table 1: Algorithme de calcul de P?

et, si |cosb| > cy/cp :

0 sit<tpousit>toy (~—=x ¢ Qtefp(t)),
Im [R(uj(t))]

e

T
o, [— — 12
¥

T —
pr(T,y,t) = sity <t <toy (<= x € Quesp(t)).

On peut alors décomposer P" en une onde de téte P, et une onde de volume P, avec :

PJ(Iayvt):Oa SitStof,

t
Pg(%%t):/ p:)(l',y,T)f(t—T) dT7 Sit>t0fu
tof

et
Pl (z,y,t) =0, sit <t ou cos@ﬁi—lf),

t
P! (z,y,1) :/ i (x,y, ) f(t —7) dr, siti <t<toret cosfd > 2—1’;,
t1

tos
P(x,y.1) = / P,y ) f(t—7) dr  sitop <tet cosd > L.
1

On aura donc P"(z,y,t) = P/ (z,y,t) + P’ (z,y,t)

RR n° 5824



78 Diaz € Joly

Calcul de P](z,y,t). On suppose que U'intervalle [tos ; t] se décompose en Nt; intervalles
de méme longueur dt;. On a alors :

Nt ctog+idts  Re {R(V}F(T))}

=Y [ T e
i=1 Y tos+(i—1)dtr 27, /72 — tgf
avec R et ”y;[ définies page
Pour 7 > 1, on approximera l'intégrale
top+idts  Re [R(W;F (T))]
/ ft—71)dr.
t

of+(i=1)dts 2, /72 — t%f

f(t = (tog + (i = 1)dt1))
QW\/(tof + (i = )dty)? — 13,

et, pour i=1, on utilisera I"approximation suivante :

par

Re [R(ﬁ(tof +idty)) dt

[ (i) P ROpto] se—tp) [

of 27y /T2 —tgf tos 27, /T2 —tgf
On calculera donc :

Re [R(3f (tor))] £(t ~ toy) dty

Pr(xz,y,t) =~ 5 argch (1 + E)

(4.4)
N Re [R(vf (tor + (i + 1)dtn))] S(t = (toy + (i = 1)dtr))

dt.
i=2 27T\/(tof + (i = 1)dt1)? — t5,

+

Calcul de P/ (z,y,t). On suppose que lintervalle [t1;min(¢os,t)] se décompose en Nto
intervalles de méme longueur dt,. On a alors :

Pl (z,y,t) = — > / o %LR(U;(T))} ft—7)dr.

z; t1+(i—1)dt2 27T\/t3fj

avec vy définie page
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Sit < tgy on calculera sans difficulté

Nt S [R(ﬁ(tl i+ 1)dt1))} F(t = (t + (i — 1)dt))
Pl (x,y,t) ~ — Z dt. (4.5)
i=1 27T\/t3f — (t1 + (Z — 1)dt2)2

Sinon on devra utiliser ’approximation
oy Sm {R(v?(r))}
- [t
t

of—dtz 27, /tgf — 72

en remarquant que :
tor d dt
/ L arccos(1 — —2).
t

of—dtz | [12 2 toy

—7) dr = =Sm [R(v] (tog))| F(t—tor) / " a7

tog—dta 27, /t%f — 72

On calculera donc :

Nta—1 Re ['R(U}_(tl + (i + 1)dt2))} F(t = (tr + (i — 1)dtp))
Pl(z,y.t) =~ — ) dt
P 27r\/t(2)f — (ty + (i — 1)dty)?

+

1- 2
2T

Re [R(v] (ton))] £t~ top) ( dt2>
tog )

L’algorithme de calcul de P" est décrit sur le tableau

4.2 Calcul de V,
4.2.1 Calcul de V72

Calcul de tgp. Comme nous l’avons vu, le calcul du temps d’arrivée de ’onde P nécessite
de trouver la racine £ = &yp de

é'_

/ . 13 €
R IS PRI yy bry=d

(4.7)

Remarquons que :

et que
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Pr(z,y,t,dtl,dt2,C)
1 (r,theta) = polaire (x,y + h)
2 t0=r/cf
3 sit <t0alors
4 Pr=20
5 sinon
6  Ntl=(t—t0)/dt]
7 p = —i % cos(theta)
8 Pr ={(t — t0) * reel(R(p, C)) * argch(1 + dt1/t0)/(2  pi)
9 pour i de 2 a4 Ntl faire
10 tau =10+ (1 — 1) x dtl
11 p = —it/tau * cos(theta) + abs(sin(theta)) * sqrt(tau?/t0? — 1)
12 Pr = Pr+f(t — tau) * reel(R(p, C)) /(2 * pi x sqrt(t* — t0?)) * dt1

13 fin pour

14 fin si

15 si cos(theta) > cy/cP alors

16 t1 = 7 * abs(sin(theta)) * sqrt(1/c7 — 1/cp) — r x cos(theta) /cp
17 si t > t1 alors

18 Nt2 = (min(t, 10) — t1)/dt2

19 pour i de 1 & Nt2 — 1 faire

20 tau =t1+ (1 — 1) = dt2

21 p = —i (t/t0 * cos(theta) + abs(sin ) = sqrt(1 — t2/t0?))

22 Pr = Pr —f(t — tau) * imag(R(p, C)) /(2 * pi * sqrt(t0% — t2)) * dt2
23 fin pour

24 si t0 > t alors

25 tau = t1 + (N2 — 1) * dt2

26 p = —i (/0 * cos(theta) + abs(sin ) * sqrt(1 — t2/t0?))

27 Pr = Pr —f(t — tau) x imag(R(p, C)) /(2 * pi * sqrt(t0? — t?)) * dt2

28 sinon

29 p = —i % cos(theta)

30 Pr = Pr — {(t — t0) x imag(R(p, C)) * arccos(1 — dt2/t0)/(2 * pi) * dt2
31 fin si

32 fin si

33 fin si

Table 2: Algorithme de calcul de P"
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Donc t(0)ts(z) < 0 et t5(§) admet une unique racine, comprise entre 0 et = qui minimise
tp(§). De plus il est évident que toute racine de ¢, est également racine de la fonction

VCETEN AR A i LA AL

Cf cp
et par conséquent du polyndéme de degré 4 :

Poly(©) _<fm+@—z>¢mxg¢m_@—x)m>
cp cf

cr cp

Ela—>+y (-0 &+
02 B C2
f P

soit

cpcgPoly(&) = (cb— )&t —2x(cp — )€ + (2 +y°)ch — (2% + 1) c}) & +2¢3h°E — 3 h .
(4.8)

Le calcul numeérique de £ se fera donc de la maniére suivante :

1. on calcule les quatre racines de Poly ;

2. on cherche parmi ces racines la seule racine réelle de ¢, comprise entre 0 et x et solution
de (&) = 0.

11 ne reste alors plus qu’a calculer ¢t p(£op). Nous appellerons t(z, y, h, cf, ¢P) la fonction qui
nous permet de calculer ce temps d’arrivée.

Calcul de ~}(t). Nous donnons ici une méthode de calcul de v} (), cette méthode n’est
certainement pas la plus efficace en terme de temps de calcul mais c’est celle qui nous a paru
la plus simple & mettre en oeuvre numériquement.

On vérifie facilement que p = *yj.! (t) est également racine du polynome de degré 4 suivant :

Pp(p,t) = ap* +b(t)p> + c(t)p® + d(t)p + e(t) = 0. (4.9)
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avec :
a= (2 +y*>+ h2)2 — 4h?y? (4.10a)
b(t) =4icptz(a?+y®+h?) (4.10b)
2( 2 2 2 ph ., 2 2 2 42 2 2 2
e(t) =2 |y? (& + 9" = 1%) + Ly (o =y + ) — £ (32° + 7+ 17) | (4.100)
f
; 2, bR o o
d(t)=4dicptz [ y* + e cpt (4.10d)
f
2 h2 2 2 h2
e(t) = <y2 - CIZQ ) + cpt? <czpt2 - 2y° — 20’%) (4.10¢)
i r
En effet :

2

1
. c2 :
y? (1+p%) = CPt—zpozx—h<—§ + p? ,
Cf

soit, en développant chaque terme :

1
2 2 2
. C . C
y> (1 +p2) = (cpt — zpogzzr)2 +h? (C—I; +p2> — 2h (cpt — ipgax) <—§ + p2>
2

r
puis
2 . 2 [ p 2 2 2 . 2 o [ P 2 i
4h? (ept — ipoaz) ) +p° | = |y* (14+p%) — (cpt —ipoez)” — I = +p
f f

Les coefficients de Pp sont alors obtenus en développant les termes de cette derniére équation.

Le calcul de v}, (t) se fera donc de la maniére suivante :
1. on calcule les quatre racines de Pp(p,t);
2. on cherche parmi ces racines I'unique racine de Fp(p,t) & partie réelle positiv ;

Nous appellerons gamma(z,y, h,t, cf,cP) la fonction qui nous permet de calculer cette
racine.

11Rappelons que ’existence et ’unicité de cette racine est garantie par le lemme B33
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Calcul de V. Ona:
VE(x,y,t) =0 sit<tops (= x&Qp(t))

. (4.11)
Vslz(sc,y,t) = / vi(:c,y,ﬂf(t —71)dr sit>tygs (<= x € Qp(t)),

tos

ot v est défini par le théoréme Bl On décompose I’intervalle de temps [top ; t] en Nt
intervalles de méme longueur dt. On a alors
Nt to+idt
P
Vi@ =Y [ olynft-ndr
i1 Jto+(i—1)dt

Pour ¢ > 1 nous pouvons sans difficulté écrire :

to+idt
/ oF (eoy ) f(t — 1) dr
t

o+ (i—1)dt
dt Te(vh(t | —
= e el 02 )d) [l (top + (i — 1)),
(1 5 (top + (i — 1)dt)) 8—;(7;5@013 + (i — 1)dt),t)
mais p =y (top) est une racine double de Fp(p,top) :
OFp .
—_— t t =
o (" (tor),top) = 0,

cette approximation n’est donc plus valable pour i = 1. Dans ce cas nous utiliserons

Qe | _ & ~ (p(top) S -
dt OFp +(t),t) t—tip tz_t(QJP

a—p(”Yp
avec
t+top
Cpltor) = | ———F
2cpg" (vh (top))
et
" - Yy h .
g"(p) = — + voir lemme 23 .

1+ p? Z_§+p2
1

On peut donc écrire :

f(t—top)

2mep

Re

1 ’
2

C(tor)Tp (v (top)) /tOPert dt
top t2

/t0P+dt P
’st(x7 Y, t)f(t - T):
(1 +71J52(t0P)) 1

top oP
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VPsx(z,y,t,dt,C)
1 t0=t(z,y,h,cf,cP)
2 sit <t0alors
3 VPsx=0
4 sinon
5  Nt=(t—t0)/dt
6 p = gamma(z, y, h,t0, cf, cP)
7 z = zeta(z,y, h,t,cP,cf, p,t0)/cP
8 V Psx = f(t — t0) x reel(zeta x cP x TP(p, C) /sqrt(1 + p?)) * argch(1 + dt/t0) /(2 * pi)
9 pour i de 2 & Nt faire

10 tau =10+ (i — 1) x dt

11 p = gamma(x, y, h, tau, cf, cP)

12 df = deriveef(z,y, h, cf, cP,tau, p)

13 V Psx = VPsx + f(t — tau) x reel(TP(p, C)/(sqrt(1 + p?) * df)) = dt
14 fin pour

15 fin si

Table 3: Algorithme de calcul de V.5,

soit
VE (e t) = L PP <“0P)TP”P< o) argen (14 2 Yt
2mep (1 L top )5 top
N Zf (571 [ To (b (top + (i = 1)it) "

[(1 vt (top + (i — 1)dt)) a;P (vp (top + (i — 1)dt), 1)

L’algorithme de calcul de VI est décrit sur le tableau

4.2.2 Calcul de V3

Calcul de tog, de 75 (t) et de v§(t). Ce caleul se fait de la méme fagon que pour V. :
tos = t(z,y, h,cf,cS) et vg(t) = gamma(z, y, h, t, cf, cS).

On pose pos = 74 (tos). Comme nous 'avons vu, si |pos| < cs/cp, nous devrons calculer

v (t) pour t1sp < t < tos avec

1
1 1\ 1 1\ |z
tsp=y|\ 5 ~-=) thlz-=] +—.
cp  Ccg ¢t Cg cs
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Nous savons également,toujours d’apreés le lemme [Z3 que, pour t15p < t < tgg, vg(t) est
la seule racine de Fs(p,t) située dans I'intervalle i[cS/cP ; 1]. Il est évident que v (t) est
également racine de Ps(p,t), ou Ps est le polynome de degré 4 obtenu a partir de Pp défini
par (@) en remplagant cp par cg. Le calcul de v{ (¢) se fera donc de la maniére suivante :

1. on calcule les quatre racines de Ps(p,t);
2. on cherche parmi la seule de ces racines située dans I'intervalle i[cs/cp;l].

Nous appellerons upsilon(z,y, h, t, cf,cS) la fonction qui nous permet de calculer cette
racine.

On pose
0 sit<tog (<= x¢Qs(t)),
Ve (@Y ) = g Ts(15 (1))
4 I sit >ty (<= € Qg(t)),
S g
ap FYS )
et: si |pOS| < E_ISD :
0 sit <tigpousit>tyg (<:> T ¢ QteSP(t))v
s
vsxt(‘r7y7t) = 1 T B t
—Re M sitsp <t <tops (;}wEQteSP(t))-
21w 0Fs

o (vg (1), 1)

, et une onde de volume V2

On peut alors décomposer V.5 en une onde de téte V.5 G

fisd avec :

V:siv(‘rv%t) =0, sit <tps,

t
Ve 2,y 1) = / oSy, Tt —7) dr, st tos,

tos

et

‘/sit(xvyat) =0, sit<tigpou |p05| < &5

_CP7

t
Vsit(x7yat) = / Ufmt($7y77—)f(t - T) dT7 sitigp <t <tgs et |p05'| > g_ia
tisp

tos
Vsit(x,y,t) = / vfm(:v,yﬂ')f(t —T1)dr sitigsp <tet|pos| > g—i

tisp
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Calcul de V3, . On suppose que l'intervalle [tos ; t] se décompose en Nt; intervalles de

méme longueur dt;. On peut alors écrire :

ngw(z’ yt) = f(tQ;ctOS)%e C(tOS)TS(WS( ? argch (1 + fi) dt
s (1 " (tos)) 08
+Nf:f (t — (tos + i — 1)dt1))%J Ts (73 (tos + (i ~ 1)dt))dt W

KH 7;52(1505 + (i — l)dtl)) 8;95 (V& (tos+ (i — 1)dty), t)J

Calcul de V5,. On suppose que l'intervalle [t;sp; min(ts,t)] se décompose en Nty inter-

valles de méme longueur dts. Sit < tpg, on calculera alors sans difficulté

Vsit(x7y7t) =
% f t— tlsp+ 7 — 1)dt2)§R€ iS(U;(tlsp + (Z - l)dtQ))dtQ
3 0Fg

(1—|—’U;2(f15p + (i—l)dtQ)) (US (t15P+('L_ )dtQ)a t) |

dp

Sinon, comme pour le calcul de 'onde de volume, on devra utiliser ’approximation, obtenue
grace au lemme

/tos vS (a?yt)f(t—T)gf(t—tos)me C(tos)Ts(vp (tos)) s L
tos—dt2 sxt\+Ys I 27TCS (1+U (tos))% tos —dt2 W

On calculera donc :

ft— tOS)%e C(tos)Ts (vp (fos)) arccos <1 — @)

VS t) ~
szt (Ia Y, ) 27TCS tOS
(1 + UP (tos))

N (tgp + (i — 1)dt Ts(i (tigp + (i — 1)dtz))dts
+Zl f 1SP 2(7T ) 2))%6 » S(. S( spP (3]: )dtz2)) -l
i (1+v5 (t1sp+(z—1)dt2)) 5 LS 0k (trsp + (i—1)dty), 1)

L’algorithme de calcul de V.5 est décrit sur le tableau Bl
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VSsx(z,y,t,dtl,dt2,C)

t0 = t(z,y, h, cf,cS)

si ¢t < 0 alors
VSsr=0

sinon

2
3
4
5  Nt=(t—t0)/dt
6
7
8

—

p = gamma(z,y, h, 10, cf, cS)
p0=p
z = zeta(z,y, h,t,cS, cf,p,t0)/cS
9 VSsx = f(t — t0) x reel(z * TS(p, C)/sqrt(1 + p?)) * argch(1 + dt/t0) /(2 * pi)
10 pour i de 2 & Nt faire

11 tau =t0+ (i — 1) = dt

12 p = gamma(x, y, h, tau, cf, cS)

13 df = deriveef(z,y, h, cf, cS, tau,p)

14 VSsx = VSsx + f(t — tau) x reel(TS(p, C)/(sqrt(1 + p?) = df)) * dt1
15 fin pour

16 fin si

17 si abs(p0) > ¢S/cP alors
18 t1=yxsqrt(l/cp —1/cg) + hxsqrt(l/c; —1/cg) — x/cs
19 si t > t1 alors

20 Nt2 = (min(t, t0) — t1)/dt2

21 pour i de 1 4 Nt2 — 1 faire

22 tau =t1+ (i — 1) * dt2

23 p = gamma(x, y, h, tau, cf, cS)

24 df = deriveef(z,y, h, cf, cS, tau,p)

25 VSsx = Vssz + f(t — tau) x reel(TS(p, C)/(sqrt(1 + p?) * df))  dt2
26 fin pour

27 si t0 > t alors

28 tau =t1 + (Nt2 — 1) = dt2

29 p = gamma(z, y, h, tau, cf, cS)

30 df = deriveef(x,y, h, cf,cS, tau,p)

31 VSsx = Vssz + f(t — tau) x reel(TS(p, C)/(sqrt(1 + p?) * df))  dt2

32 sinon

33 p=p0

34 z = zeta(z,y, h,t,cS, cf,p,t0)/cS

35 VSsx =VSsx+

36 f(t — t0) = reel(zeta * TS(p, C)/sqrt(1 + p?)) * argeh(1 + dt /t0) /(2 * pi)
37 fin si

38 fin si

39 fin si

Table 4: Algorithme de calcul de V3
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