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�/x���rutv�6��z®�gic�¢tvic�vhCr

`G,x

ÀsxY�
`x

x��
`
ª«x��Drvegx��vt&°&egi/�

G
z®r&�/y{iW����ª«��x�h �/x��Itvi/´ItWÀsz®rK�si�È���ic�#wIp 8

t[x] Jx: x
u

y ∧ dK `x t[f(x1, . . . , xn)] Jx1: x
u1y
∧ . . . ∧ xn:

x
uny
∧ c ∧ dσK

z{ª�t�egi/��i3i�´sz}r�t6r
x
u

y := f(
x
u1y

, . . . ,
x
uny

) JcK ∈ ∆
rv~��6e#tve���t

f(u1, . . . , un) = uσ
¸º°�i3��r�rv~gh!i�t�e��2t&t�egi3Å2����z®��wgy®icr%x�ª

u1, . . . , un

�����
c
�sx#�gx�tmxq�c��~g�mz®��tve�i���xY��rutv�6��z®�gic��t�i/��h

t[x] Jx: x
u

y ∧ dK Â������ x1
À{ÁcÁ/Á/À

xn

����i�ª«��icrve�Å2����z®��wgy{iWr/Ámd�egi
��i�`�i/´sz{ÅYi�t�������rvz±t�z{ÅYim�����#tv�6����rvz±t�z{ÅYim�/y{xIru~��viWr�x�ª�t�egi3��i/y}�2tvz®x��

`
����i���icrv�^iW��t�z{ÅYi/y®p¢�si/��x�tviW�¢wqp

`∗
�����
`+ Á

���������! !�#"$�-, / � » &F	�� ½ �!	 ½I»
L(G, x

u
y)
� ( � � » (�» ��� � ½�� �����-+
� »9� � (

t
��ic�gi/�6�2t�ic� ;�=]	 )��� ( � � 	��,� » + � ��»�»�½�� 	��M� 	 �

G( ��	 � ���,� ½.� �,� � � � » �'��� Y � »9� � �,�'	�&
x
u

y '
� ¼ó»c¼�( �!�� � �G	��

x Jx: x
u

yK `∗ t JcK � � »��v» c
� ( ( 	���� ( �.	I;9& »W¼

d�egi3��w^x2ÅYiDh!i/h*wbi/�6rvegz{�.��xY��r�t�����z{�It6r
t: x

u
y

Àq°&z{tve
x
u

y ∈ Q
Àq���vi�z{�It�i/���g�vi/tviW��wqp 8 sol(t: x

u
y) = {σ

∣

∣ tσ ∈ L(G, x
u

y)}
Á

� x�tviMt�e��2t3°%iM�c����~^ruiCrv~��6e¯�/x���rutv�6��z®�ItKª«x���z®��rut����^��i�tvx��viWr�t��vz}��t3�¢tvi/��h�tvx·�#��z®Å�ic�¯rvx��vtmxY�m���Ip·�Yz{ÅYi/�¯�vic��~gy}����tv��i/i
y}���g�Y~����Yi�Á
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¶¦g¥ P agxY�Ci/ÅYi/��p¶��x��^r�t�����z{�giW�¶��i/°&��z±t�i.rvpsr�t�i/h
RC

À%°�i·�/���³�/x���rutv��~���tC�²��xY��rutv�6��z®�gic� tv��i/i
�Y����hMhC���

GNF(RC) = (QNF(RC), ∆NF(RC))
°&e�z®�6e;��ic�gi/�6�2t�icr�tve�i�y®���g��~^����iMx�ª�����x�~����

RC

�R�gx���hC��y�ª«x���hCr/ÁC� �It�~��
z{tvz®Å�icy{pYÀstvegz}rD�/x���rutv��~���t�z{xY�[Às°&egz}�6e#�Yi/�gic����y{z_E/iWr�tvegi3xY�gi�x�ª 5 �@6RÀ��/x����viWru�bx�����rØt�xMtvegi��/x�h!�gy®i/h!i/�It���tvz®x����������/x�h!�gy®i�tvz®x��
x�ª��#tv��i/iC�Y����h!h!���mª«x��

RC

�ç��ic�s~^��z®wgy{i!t�i/��hCr/À[°&e�i/��iCi/Å�ic�vp�rv~gw�rvi�t�x�ª%��x����çtvic�vh!z®����y}r!¸óª«x���tvegi��/x�h!�gy®i/h!i/�It���tvz®x��^Â�z}r
��i/�g��icrvi/�It�ic�#wIp�tvegi3h!xYrut&��ic�gi/�6��yO~g�gz{È�ic�Dx�ª�z±t6r&i/y®i/h!i/�It6r/Á
N8i�t
L(RC)

w^i#tve�i.rvi�t!��x��It6��z®�gz{����tve�i.rv~gwst�i/��h!r�x�ªKtvegi.y{i/ªótMe^�����¶rvz}�sicrMx�ª&t�egi���x��^r�t�����z{�giW�Ä��~gy{iWr*x�ª
RC

�����
t�egi#rutv��z®��t�rv~gwstvic�vhCr*x�ª�tvegi#y{i/ªót�e������Ärvz®�si¢x�ª�tvegi#~g���/x���rutv�6��z®�gic�²��~gy®icr�x�ª

RC

�����;x��gi¢Åµ���vz}��w�y{i
xS
ª«xY�*ic�Y�6eÄruxY�ut

S ∈ S
������y{i/t

QNF(RC)
wbi�tve�iDrui/t�x�ª�t�egi&�gxY���Ut�i/��h!z{����y®r�x�ª�t�egi�ª«x���h

x
mgi(t1, . . . , tn)

y

°&egi/��i
{

x
t1y

, . . . ,
x
tny
}
z}r��

hC�2´sz®hC��yqru~gw^rui/t�x�ª
L(RC)

rv~��6e�t�e��2t
t1, . . . , tn

����i�~g��z±È^��wgy®i�Á�d�egi�rvi�t�x�ªstv�6���^ruz{tvz®x���r
∆NF(RC)

�/x��It���z{�^r[i/ÅYi/��p
xty :=

f(
x
u1y

, . . . ,
x
uny

) J¬cK rv~��6e²tve^�2t f ∈ F
°&z{tve;�g��x�È�y®i

S1, . . . , Sn → S
À

x
u1y

, . . . ,
x
uny
∈ QNF(RC)

À
u1, . . . , une��µÅYi!�viWru�bic��tvz®Å�i!ruxY�ut6r

S1, . . . , Sn

À
t
z}rmtvegi

mgi
x�ªØt�egi�rvi�t 8 {

u
∣

∣

x
u

y ∈ QNF(RC)
�����

u
hC�2t��6e�icr

f(u1, . . . , un)
} À

�����
c ≡

∨

l→r JeK∈RC , t=lθ eθ
Á

��� ¦�
 � ( Ê O N[i/t
Int
wbi��!rvx��vt�ª«xY��z{�Itvic��ic��r����^�#�Yrvrv~gh!im�Mrvi�t

C
x�ª���xY��r�t��v~^��tvxY�%rvpqh*wbx�y}r���x��It6��z®�gz{���

0 : Int
�����¢tve�i

~g�^����p��g��ic�siW��icr�rvx���������rv~��/�/icr�ruxY��rvpqh*wbx�y}r
p, s : Int→ Int

À������#y®i�t
RC = {s(p(x))→ x, p(s(x)) → x}

Á
d�egiM��xY��r�t�����z{��ic�.tv��i/i����6��h!hC���

GNF(RC)
�/x���rutv��~���t�ic���YrK��w^x2ÅYi�e���rKtve��vici*�gxY���Ut�i/��h!z{����y®r

x
s(x)

y

À
x
p(x)

y

�����
x
xInt

y

¸ótve�iMy}�2tvtvic�mz}r3�sic�gx�t�ic��wqp
x0y

wbi/y®x2°Çw^iW�/��~�rui�tve�z®r��gxY���çtvi/��h!z{�^��y�x��gy®p·��ic�gi/�6�2t�icr
0
Â�À�������tvegiMª«x�y®y®x2°&z{�g�#�g��x&�

�s~^��tvz®x�����~gy®icr�� 8 x0y := 0
x
s(x)

y
:= s( x0y)

x
s(x)

y
:= s

(

x
s(x)

y

)
x
p(x)

y
:= p( x0y)

x
p(x)

y
:= p

(

x
p(x)

y

)

3

d�egi��g��xqx�ª�x�ª�tvegi�ª«xYy{y®x2°&z{����y®i/h!hC�C�/���#wbi�ª«x�~g�^�#z®�05 ��6çÁ

� ���	��
 % / � » &F	�� ½ �!	 ½Y» ⋃

x
u

y∈QNF(RC) L(G, x
u

y)
¼ � ( � � »�(�» �H���

RC

Y � �7�v» +��!9��;�& » � »9� � ( ���
T (C)

¼
© iDrue^��y®yg��x��^ruz}�si/��wbi/y®x2°¶t�egi��gx���hC��yqª«x���hÇ�Y����hMhC���

GNF(RC)
�Yrvrvxs��z}�2t�ic�3t�x

RC

������°%i��c��y®yg����x��^r�t�����z{�giW�3t�i/��h
t JcK + » )� � 	�� » + z±ª c = x1: x

u1y
∧ . . .∧xn:

x
uny
∧d
À
{x1, . . . , xn} = var (t)

À
x
uiy ∈ QNF(RC)

�����
sort(ui) = sort(xi)ª«xY�D��y®y

i ∈ [1..n]
Á

� �!�#"$%���&���(')�*�,+.-/�%���&�#�&0�01	��.5 �������*�
	����&5 4 �.5#�.��������

© i&rue���y{yI�gx2°¶�si/È��gi�ª«x���hC��y®y{pmtve�i%���vxYwgy{ich °�i�����iØz®�Itvi/��icrutviW�3z®��tve�z®r������^ic��������z{t�r���i/y}�2t�z{xY��r[°&z{tveMz{�^�s~���t�z{ÅYiØt�egi/xY�vich
�g��x2Åqz{����Á

���������! !�#"$�� / � » /-12�
R
� ( ( ��� 9� » ����& =
)���%$'& » � » � � ��� � 	�&,&

t ∈ T (F)
� � »9�v»*»�Z � ( � (

s
�,�
T (C)

( �!��K� �G	��
t −−→∗

R
s
¼

d�egi��g��xs��iW�s~g��i¢°%i.���vi#�g�vxY�^xIruz®�g�¯z{�¿jqic��tvz®x��³��ª«xY�!�6e�ic�6¬qz{���¯rv~s���z®i/�It���x�h!�gy®i�t�i/�giWrvr�z}r!w���rvic�ÄxY�a��� ic|I~gz®Å2��y®i/�It
�si/È��gz{tvz®x���~�rvz{����t�egi3�gx�tvz®x���x�ª�ru~s��/z{ic�YtK�/x�h!�gy®i�t�i/�giWrvr�x�ª8tve�i��si�È���ic�#ª«~g����tvz®x��·rupqh�w^xYy®rcÁ

���������! !�#"$��� � �)���-9������� ( =�� ;)��&
f ∈ D

� (�rv~s���z®i/�Itvy®p#�/x�h!�gy®i�t�i �#� �
R
� � ��� � 	�&,&

t1, . . . , tn ∈ T (C) '
� � »9�v»�» Z � ( � (

s ∈ T (C)
( �! � � �!	��

f(t1, . . . , tn) −−→+
R

s
¼

��� "�� ���  �� % � /-12�
R
� ( ( ��� 9� » ����&<=])���%$'& » � » � � » \ »9� = + » �*� » + ( =�� ;)��&

f ∈ D
� ( ( ��� 9� » ����&<=])���%$'& » � » �#� �

R
¼

��� �?� � ¼ �%p�z®���s~^��tvz®x���xY�¢t�egi3�q~gh*wbi/�&x�ª�xs�/�/~g���vic����iWr�x�ª�rvpqh*wbx�y}r�x�ª
D
z®�·�M��z®Å�i/�¢tvic�vh

t ∈ T (F)
Á

2

� ��Ï���§�¤���� Ê ¤�� ÊIÎ ¥ Ê 
¶£ P J¹�/y®��~�rvi
C
z}r�� + » +��!9���,\ » � � » � �v» � x�ª

R
¸º�gi/�gx�tvic�¢wqp

R |= C
ÂØz±ª�z±t%z®r%Å2��y®z®��z{�.���qp�h!xs�sicy

x�ª
R
À������¯z±t3z}r3��� �,�-+��!9���,\ » � � » � �v» � x�ª

R
¸U�si/�gx�tviW��wqp

R |=Ind C
Âmz �¶ª«xY����y{y�rv~gw�rutvz{tv~gtvz®x��

σ
�Y�vxY~g���sz®�g��ª«xY�

C
À

R |= Cσ
Á�d�egz}rD�si/È��gz{tvz®x���z}r���i/��i/�6��y®zFEcic�Ct�x���xY��r�t�����z{��ic�¢�/y®��~�rvicr&��r%ª«xYy{y®x2°DrcÁ

���������! !�#"$��� � ���� ( � � 	��,� » +b�&F	�� (/»
C JcK � ( 	�� z{�^�s~���t�z{ÅYiMtvegicx���i/h � � R 
 + » �-��� » +�;9=

R |=Ind C JcK � � �H��� � 	�&,&( �!; ( ���,����������� (
σ ∈ sol(c)

�Ø» �!	�\ »
R |= Cσ

¼
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¶¦s¥2£ P � � 5 ��6�°%i��si/ÅYi/y®x��;���gi/° ���g���vxI���6e¯ª«x��
��~stvxYh!��tviW�#z®���s~^��tvz®Å�imt�egi/xY�vich �g��x2Åqz{�g��ª«x���t�egi�r���h!i�¬Iz®���.x�ª<d&�Kj.rv�^iW��z{È^�/��tvz®x���r&�Yr�z{�.tve�z®r&�^���bi/�WÁ�d�egi3�g��xq�/ic�s~��vi
x�ª�5 �@68z}r&��y}ruxMw��YruiW�¢xY�¢t�egi3�gx���hC��ybª«x���h �/x���rutv�6��z®�gic�¢tv��i/i��Y����hMhC���

GNF(RC)
Àg°&egz}�6e#z}r�~�rvic�#ª«x���t�egi���ic�gi/�6�2t�z{xY�¢x�ª

rv~gwg�YxY��y}r��s~g��z{���¢t�egiC�g��xIx�ªØwqp�z®���s~���tvz®x��[Á!d�egi/��i�ª«xY�viYÀ7z±t*�c���¯w^i��c��y®y{iW�·tvx·�sz}r��6e�������i��g�vxqx�ª�x�w�y{z®�Y��tvz®x���rm�s~g��z{���#t�egi
�g��xs��iW�s~g��iDª«x����6egiW�6¬Iz®�g�Mru~s��/z{ic�Yt&��xYh!�gy{i/tvic�gicr�r��gi�È��giW��z®�.jqiW��t�z{xY�#�sÁ � x�tvi�tve���t�t�egim�g�vxs�/ic�s~g��iKx�ª 5 �@67z®r�rvx�~g���¢�����
��i�ª«~st6�2t�z{xY����y®y{p#��x�h!�gy®i�t�i�ª«x���t�egi*�siW��x��6�2t�ic�#��x�����ic��t�~g��icr�t�e��2tD°%i3rue���y{y���x��^ruz}�si/��egic�vi�¸Uruici�d�egi/xY�vich>�M�������/x���x�y®y®���vp
�Mz®�05 ��6óÂ�Á �%ic�c��~�rvi�x�ª�y{ic�g��t�e.��icrutv��z}��tvz®x��^r/Às°%i3�/�����gx�tD�g��icrvi/�It&z®���gi�t���z{y[tvegi����vxs��iW�s~g��i�x�ª 5 �@6�egi/��i�Á*N8i�tK~^r&z{y®y®~�r�t�����tvi
z{t�r&���vz®����z®�gy®i3x������.i�´g��h!�gy®i�Á

��� ¦�
 � ( Ê�Q © i¢��xYhM��y{i/tvi�t�egi¢rv�^iW��z{È^�/��tvz®x��Äx�ª���´s��h!�gy{i¯�C°&z±t�e ��rvx��vt
Bool

ª«xY� �%xqx�y®ic����r/À�t�°%x���x��^r�t6���It�r3x�ª
C
À

true, false : Bool
�����¶x��gi#wgz{�^����p;�gi�È��giW�¶rvpIh�w^xYy

≤: Int × Int → Bool
z®�
D
Á0N[i/t

RD

w^i#tvegi#ª«x�y®y®x2°&z{�g�¯rui/t�x�ª
�/x����sz{tvz®x��^��y7��~gy{iWr 8

0 ≤ 0 → true,

0 ≤ p(0) → false ,

s(x) ≤ y → x ≤ p(y),
p(x) ≤ y → x ≤ s(y),

0 ≤ x = true⇒ 0 ≤ s(x) → true,

0 ≤ x = false⇒ 0 ≤ p(x) → false .

© i�rue�x2° tve^�2t&tve�i�ª«x�y®y{x2°&z®�g�!��y}��~�rvi�z®r&���.z®���s~^��tvz®Å�imt�egi/xY�vichÆx�ª
R 8

0 ≤ x1 = true Jx1:
x
s(x)

y
K ¸u�WÂ

JK�g�gy®pIz®�g� tvegi²�g��xq�g~���t�z{xY�¿�v~gy®icr¢x�ª
GNF(RC)

tvx�¸��WÂ�ÀD°%i�x�wgt���z®�Ðt�°%x ru~�wg��xI��y}r�¸«z®���s~���tvz®x���r�t�i/�^Â 8 0 ≤ s(x1) =
true Jx1: x0yK

�����
0 ≤ s(x1) = true Jx1:

x
s(x)

y
K Á�d�egi�È��6rutKru~gw���xY��y7�/����wbi�ª«~g�vtvegic�Dz{�^r�t6���Itvz}�2t�ic�.wqp GNF(RC)

z®�Itvx
0 ≤ s(0) = true

À^�����#tvegz}rDiW|Y~^�2tvz®x�����i/°&��z±t�icr�wqp
RD

z®�Itvx!t�egi3t���~stvxYy{xY��p
true = true

Á�d�egi*rvic�/x�����rv~gwg�YxY��y[�c����wbi
rvz{h!�gy®z{È�ic�.z®�Yt�x*t�egi�t���~stvxYy{xY��p

true = true
~�rvz{�g�Mt�egi3��y}��~�rviM¸u�µÂ�Àg°&egz}�6e[Àsz®�¢t�egz}r&�/��rvi�Àqz}r&��xY��ruz}�sic�viW�¢��r����#z®���s~���tvz®x��

eqpq�^x�tvegiWruz}rcÁ<�RtDz®r��bxYr�ruz®wgy®i�w^iW�/��~^ruiC¸��µÂ%z®r&rutv��z}��tvy®p#rvhC��y®y{ic����t�e����#tvegi�rvic�/x����.rv~gwg��xI��yçÁ
3
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GNF(RC)

tvx�z®���s~^��tvz®x���Åµ���vz}��w�y{iWr�z{�·t�egi
�sic�/x��6�2t�ic�Ct�i/��h

t JcK Á
� ������
��� �(����������. #"$����%���&�� "('�"$�
) Àsª«xYy{y®x2°&z{��� ��i�È��gz{tvz®x��·�sÀg�6e�ic�6¬sr/ÀIª«xY�D��y®yb��~gy®icr%°&egxIrui�y®i�ªót&e����^�#rvz®�gi�hC�2t6�6egicr

t
Àqt�egi

rv��tvz}r�Èb��wgz®y{z{t�p·x�ª%ruxYhMi!��xY��rutv�6��z®�Yt6r�¸«tvegz}r��g��x�wgy®i/h�z®r���r�rv~gh!ic���gic��z}�g��wgy{i�ª«x��mt�egiC��x��^r�t�����z{�It�r��/x���rvz®�gi/��ic��ÂK�����
z{�^�s~���t�z{ÅYi�tvegicx���i/hÆ���vx2Åqz®�g��Àq~�rvz{����t�egi3�g��xs��ic�g~g�vimx�ª 5 �@6�¸«°&e�z®�6e�z}r&��y}rux!w��YruiW�¢xY�

GNF(RC)
Â�Á

���/��"
����%
��&	� "0'�"$�
) �g�vxs�s~^��icr��¢ªº��z®y{~��viM°&egi/�²�gxY�gi!x�ª�t�egiMt�°�x���wbx2Å�i�z{�sª«ic�vic����iWr����g�gy®z®icrmtvx��#y{iW�2ª
t JcK Á*�Rt3h!ic���^r�z®�tvegz}r��c��rvi!tve���t3tvegi�rvpqh*wbx�y

f
z®r��gx�t*rv~s���z®i/�Itvy®p¯�/x�h!�gy®i�t�iC°&�ut

R
Á#d�e�i!tvi/��h

t JcK �g��x2Åqz®�gicr3���²egz®�It*x��²tve�i�v~�y{i�¸ºi�´g����tvy®p�t�egi�y®i�ªót*e������Ärvz®�si#�����¯tve�i#��xY��rutv�6��z®�Yt3x�ª%t�egz}r���~gy{iµÂ�°&egz}�6e;h*~�rut*wbi¢���g�gic�²tvx
R
z®�Äx��6�sic��tvx

��xYhM��y{i/tviDt�egi�ru�bic�/z±È^�c�2t�z{xY��x�ª
f
Á��Rt�z®r%��y}rux*�^xIrvrvz{w�y{iKtvx*y®ic���v��tvegim��x��^�sz±t�z{xY��r�x�ª�rv~��6e¢�*�v~gy®iDª«��x�h t�egiDªº��z{y®~g��iKx�ª

tvegi�rutv��x�����y®pC����x�~g���#��ic�s~��/z{w�z{y®z±t�p�tvicrutcÁ

� Ê ¥ 
 � ��¦s¤�� Î � (�§ Î ¥µ¥ Ê §�¤�� Ê £W£ (<§ Î 
 � ( Ê ¤ Ê � Ê £c£ P �%ic�c��~�rvi�x�ª<ru�^����i�y®z{h!z{t���tvz®x���rcÀstve�i*��xYhM��y{i/tvi3�g��xqx�ªºr�x�ª�tve�z®rK�����6� �
�Y�����ge#e^�µÅ�imw^ici/��h!x2Å�ic�¢tvx
JK�g�^ic���sz{´KJ�Á

132 � " ����� %54�6 "87 �:9$���<;�;>= � ()( ��� » � �!	��
R
� (*½I� �����'+�)����\ »9�U½I» ��� ¼@? �H��� � 	�&,&

f ∈ D '
	�&,&.& » 	�\ »7( ���

dtree(f)
	 �v»

success
� � » �

R
� (2( ��� �� » �!��&<=])���S$-& » � »c¼

d�egi!¬Yi/p·�bx�z®�Yt�x�ª�tvegi!�g��xqx�ªK¸Uruici JK�g�bi/���sz{´KJ�ÂKz®rmt�e��2t3i/ÅYi/��p�����x�~g���·tvi/��h4x�ª�tvegiMª«xY�vh
f(t1, . . . , tn)

°&z±t�e
f ∈ D�����

t1, . . . , tn ∈ T (C)
z}r3�Yi/�gic����tvic��wqp

GNF(RC)
rut����vtvz®�g�.ª«��x�h��#tvic�vh�y®��w^icy{y®z{�����.y®ic��ª�x�ª

dtree(f)
�����¯egi/���/i!z®r

RD

�ç��ic�g~���z®wgy®i�Á
J�r�����x���x�y®y}����p�À�rvz{���/i�tvegic�vi&���vi�x���y{p*t�°�x�¬qz{�^�gr<x�ªOy®ic�µÅ�iWr/À2°%i&�/���!�/x����/y{~^�si�tve���t�z±ª

R
z®r���x�tØrv~s���z®i/�Itvy®p��/x�h!�gy®i�tviYÀ

t�egi/�.tve�i3z{�sª«ic�vic����i�rvpsr�t�i/hÆ°&z®y®y[i/���.°&z{tve·��ªº��z®y{~��viYÁ

A " ��"#BCB�
 ��� %D4FE �HGI7  
  !�#"$� 
#B A " � �JB��  � ����;�;>= � ()( ��� » � �G	��
R
� (�½�� �����-+�����!\ »��ç½Y» �!� ¼K? �

R
� ( �'��� ( ��� 9� » ����&<=

)���S$-& » � »
'
� � » ��� � »��v»M»�Z � ( � (

f ∈ D
( �!�� � �G	��

dtree(f)
)���!��	��,� ( 	
& » 	 � ��� � � » ��� � �

failure
¼

132 � " ����� ,L4 A " � �MB��  � ����;�;>=N? �
R
� (K( ��� 9� » ����&<=d)���S$-& » � » � � » ����� ��» 	I��

f ∈ D '
	�&,&H& » 	�\ »�( � �

dtree(f)
	 �v»

success
¼

© i3ruegx2° ¸�JD���^ic���sz{´ JmÂ�t�e��2t�t�egi�i/´sz®rutvic����i�x�ª��*�gxY��� r�t��vxY�g��y®p!����x�~g�����viW�s~���z®wgy®imtvi/��h1z®�.��y{iW�2ª8x�ª
dtree(f)

��xY�Yt����&�
�sz}��t6r%tvegi3rv~s���z®i/�It&��x�h!�gy®i�t�i/�giWrvr%x�ª

R
Á*JKr&�M��xY�vxYy{y}����p�ÀY°�i��/���#��xY����y®~��si�tve^�2t&z±ª�tvegimz®�sª«i/��i/���/i3rupsrutvi/h ªº��z{y}r�tvegic�

Rz}r&�gx�t&rv~s���z®i/�It�y{p.��x�h!�gy®i�t�i�Á

A " ��"#BCB�
 ��� ,O4�6�"87 �M9$����;�; "�G � �C;�� ��" "�G�= �V� �3» 	I��
f ∈ D '

� �2� � »���»*»�Z � ( � ( 	M& » 	 � ���2� � » ��� � �
failure

�,�
dtree(f)� � » �

f
� ( �-��� ( ��� �� » �!��&<=])���S$-& » � » �#� �

R
¼
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132 � " �����  4 1 ����� � � 
$ #�#"$� = �V� �*» \ »�� =
f ∈ D '

� � »�( � � » � � dtree(f)
� ( ;)�����-+ » + ¼

�Rt!ª«x�y®y®x2°Dr�ª«��x�h tve�i#È^�gz±t�i/�giWrvrMx�ª
iPos(f,R)

¸Uruici JD�g�bi/�^�sz±´ J�Â�Á � x�tvi#tve���t�t�egi#È��gz{tvi/��icr�r�x�ªKt�egi#�^�2tut�i/���¶t��vicicr
�sxqiWr��gx�t*��~��������It�p·tvegi¢tvic�vh!z®���2t�z{xY�²x�ª�tvegi#�g�vxs�/ic�s~g��iCz®�Ä��i/��i/�6��yçÀ�rvz{�^��i�z{t*��i/y®z{iWr�x��²t�egi�t�icrut*x�ªKrutv��x��g�Yy{p�����x�~g���
��ic�s~^��z®wgz{y®z{t�p�Á

�.Ê § �ºÏ�¦s¡ ( Ê §�¦g£ Ê-P jItv��x�����y®p¶����x�~g�^� ��ic�s~^��z®wgz{y®z{t�p�À%y{z®¬�i�rv~s���z®i/�It¢��xYh!�gy{i/tvic�gicr�rC�����³z®���s~���tvz®Å�i�t�egi/xY�vich �g��x2Åqz{�g�
z}r!~g���siW��z}�g��w�y{i·z®�a�Yi/�gic����yUÁ © egi/�

R
z®r!~�����xY���sz{tvz®x�����y�¸«wg~st¢�/x���rutv�6��z®�giW��Â�À<t�icrutvz®�g�¶rutv��x��g�Yy{p;����x�~����¶��ic�s~^��z®wgz{y®z{t�p

¸ �Ki/È��gz{tvz®x�����Â%x�ª��!��xY��r�t�����z{��ic�Ct�i/��hÆz®��������tutvic�v�.t��vicim��hMxY~g�It�r%t�xM�^�2tut�i/���#hC��t��6egz®�g�!°&z±t�e�y{i/ªót��Re��������Rrvz®�gimx�ª���~gy®icr
x�ª
RD

�����¿�6e�ic�6¬qz{���;r��2t�z®ruÈ^��wgz{y®z{t�p x�ª��/x���rutv�6��z®�It�rcÁ JDy{tvxY��i/tvegic�cÀ%tve�z®r¢�g�vxYwgy®i/h ¸Ur�t��vxY�g��y®p �Y�vxY~g���a�viW�s~��/z{wgz®y®z±t�pgÂ!z}r
��ic�s~^��z®wgy{i*tvx#i/h!�stvz®�giWrvr��siW��z}ruz®x���ª«xY�m�/x���rutv�6��z®�gic�.t��vici*�Y����hMhC����r�¸«tvegi��g��x�wgy®i/h�x�ªØ�gic��z}�sz®�g�¢°&e�i�tve�i/��tvegiMy®���g��~^����i
x�ª8�3��z®Å�ic�C���6��h!hC����z}rØich!�st�p�xY�Ø�gx�t6Â�Á © iK°%x��It��si�t6��z®ygtve�iK��ic�s~���tvz®x���e�i/��iDw^iW�/��~�ruiKz±t%z®r%��y®�viW���sp���z®Å�ic�[ÀYz®�¢��rvz®hMz®y}���
�/x��Itvi/´ItWÀgz®��5 ��6�¸çjqic��tvz®x����YÂ�Á
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R
���-)���'+��,�������'	�& 	��'+ ½I� �����'+�)���!\ »9�U½Y» �!�

'
)���!��	��,� ( ���!&<=

)��� ( � � 	��,�!� ( ��� » 
9�!	�&<�,��=
'
+�� (/» 
��!	�&<�,��=

'
	��-+d� » � ; »9�)( � � $ �:�L	 ��»ç½ ��&F	 � � �v»6» &F	�� ½ �!	 ½Y»

'
	��'+ � � » � � � �v» ��\ »��

'
��� � 	�&,&

l → r JcK ∈ RC '
��� � 	�&,&

s ≈ s′ ∈ c '
» 	  �L���

s
	��-+

s′
� (¢» �,� � »�� 	�\@	 � ��	I;9& » � � 	 ( � � ��9� ( �!;9� »�� � ���

l '
	��'+ ��� � 	�&,&

s 6≈ s′ ∈ c '
� � »9�v» � ( 	 ( �!;9� »�� � ���

l
� ��� � » ��� � �

g(. . . , s, . . . , s′, . . .)
¼

d�egi��viWr�t��vz}��t�z{xY��x���tve�i*��xY��r�t�����z{�It6rD��xY�v��icrv�^xY���¢tvx�¬q�gx2°&���/y®�Yrvrvicr&x�ª�tv��i/i*��~stvxYh!��t��!°&z{tve·iW|Y~^��y®z±t�p������·�gz®rvic|I~���y{z{t�p
�/x���rutv�6��z®�It�rM°&z±t�e¿�¯�siW��z}�g��w�y{i�i/h!�st�z{��icr�r!�g�vxYwgy®i/h ¸Uruici 5è�?6Dª«xY�C�²rv~g��Å�icpsÂ�Áad�egi�h!i/h�w^ic��rvegz®�³�/x���rutv�6��z®�It�r!�/���awbi
t��viW�2tviW�¢°&z{tve��!�/y®�Yrvrvz®�c��yO�g��xs�s~���tD�/x���rutv��~���t�z{xY�[Á

� � �3��� ��� 	*�,+�-��&0 	 �!�3�����&5��²�/07��0Æ	*�#5  �D?)����-���0[��0

© i&��x��^ruz}�si/���gx2°¶�mru�bic�/z±Èb�/�2t�z{xY��x�ªbruxY�ut�ic�3y®z®rut�r�°&z{tvegxY~st��vic�^i/tvz{tvz®x��[À�°&z{tve*tvegi&�/x���rutv��~���t�x���rupqh*wbx�y}r
true, false : Bool

À
0 : Nat

À
s : Nat→ Nat

À
∅ : List

À
ins : Nat× List→ List

À���������r�ru~gh!i�t�°�xC�/x���rutv�6��z®�gic�#��xY��r�t��v~^��tvxY���v~gy®icr�z®�
RC 8

ins(x, ins(y, z)) → ins(x, z) Jx ≈ yK,
ins(x, ins(y, z)) → ins(y, ins(x, z)) Jx � yK

d�egi3xY���gi/��z{�g�!��xY��rutv�6��z®�Yt
�
z®r�z®�Itvic�v�g��i�t�ic����r&�!��ic�g~���t�z{xY�#xY���sic�vz®�g��tvx�t���y8x��.����x�~g���.��xY��r�t��v~^��tvxY��tvic�vhCrcÁ � x�t�i�tve���t

RC

z}r�t�i/��hMz®����tvz®�g�Mtve����g¬sr%tvx!tve�i���x��^r�t�����z{�It�x�ª�tvegi3rvic��xY���#�v~gy®i�Á
N8i�t<~�r<��xYh!�gy{i/tvi%tve�z®r<rvz{�Y���2t�~g��i�°&z{tve�tvegi%ª«xYy{y®x2°&z{���m�si/È��giW�*ª«~�����t�z{xY�Mrvpqh*wbx�y}r�z®�

D 8 ∈,∈′, co : Nat×List→ Bool
À

sorted : List→ Bool
Àg�����#tvegi3��~gy®icr�x�ª

RD 8

x ∈ ∅ → false

x1 ∈ ins(x2, y) → true Jx1 ≈ x2K
x1 ∈ ins(x2, y) → x1 ∈ y Jx1 6≈ x2K

x ∈′ y = x ∈ y ⇒ co(x, y)→ true

x ∈′ ∅ → false

x1 ∈′ ins(x2, y) → true Jx1 ≈ x2K
x1 ∈′ ins(x2, y) → false Jx1 ≺ x2K
x1 ∈′ ins(x2, y) → x1 ∈′ y Jx1 � x2K

sorted(ins(y, z)) = true ⇒ sorted(ins(x, ins(y, z)))→ true Jx ≺ yK
d�egi ��x��^r�t�����z{�giW� tv��i/i �Y����hMhC���

GNF(RC)
e��Yr tve�i ª«x�y®y®x2°&z{�g� ��x����çtvic�vh!z®����y}r 8 QNF(RC) =

{ x
xBool

y , x
xNat

y , x
xList

y ,
x
ins(x1, y1)y

}
À#¸

x
xList

y

z}r¯�sic�gx�t�ic��wqp
x∅y
wbi/y®x2°KÂ·����� tve�i ª«xYy{y®x2°&z{���¹rui/t¯x�ª��g�vxs�s~^��tvz®x��

��~gy®icr
∆NF(RC) 8

xx
Bool

y := true
∣

∣ false xx
Nat

y := 0
∣

∣ s(
x
xNat

2 y
)

x∅y := ∅,

x
ins(x1, y1)

y
:= ins( xx

Nat
y, x∅y)

x
ins(x1, y1)y

:= ins( xx
Nat

y, x
ins(x2, y2)y

) JxNat ≺ x2K
d�egi����2tvtvic�v��t��vici

dtree(∈)
�siWrv�/�vz®wbic�·z®�ba�z{�Y~g��i*��rvegx2°Dr�t�e��2t�tvegi*ª«~g����tvz®x��

∈
z}rKrv~s���z®i/�It�y{p·��xYh!�gy{i/tviYÁKd�egi3t�i/��h

x
xNat

y ∈
x∅y

x
xNat

y ∈ ∅

x
xNat

y ∈
x
ins(x1, y1)

y

x
xNat

y ∈ ins
(

x
x1

Nat
y ,

x∅y
)

x
xNat

y ∈ ins
(

x
x1

Nat
y ,

x
ins(x2, y2)

y

)

JxNat
1 ≺ x2K

a�z®��~��vi3� 8 d�egi3�^�2tut�i/���¢t��vici�x�ª ∈

ï«ð�ñ8ïóò
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xNat ∈ ∅
z®r�z{�^�si/iW�·�viW�s~��/z{wgy®i�Ámd�egi3t�°%x¢x�tvegic�Ky®ic�µÅ�iWrD����i*��y®rvx¢rutv��x��g�Yy{p#����x�~g������ic�g~���z®wgy®i�rvz{���/i

x1 ≈ x2 ∨ x1 6≈ x2z}r�r��2t�z®ruÈ^��wgy{iYÁDd�egi��g��xqx�ª<x�ª�rv~s���z®i/�Itm�/x�h!�gy®i�t�i/�giWrvrKx�ª
∈′
z®rKÅ�i/��p#rvz®hMz®y}���WÁ&� ��x��6�si/�Dtvx��g��x2Å�i�t�e��2t�tvegi*ª«~g����tvz®x��

coz}r�rv~s���z®i/�It�y{p·��xYh!�gy{i/tviYÀ^°%i*�gicic��t�x¢rvegx2°�tve���t
R |=Ind x ∈′ y = x ∈ y

ÁKd�egz}rKtvegicx���i/h��/����w^i��g�vx2ÅYic�.~�rvz{����tve�i
h!i�t�egxs�.x�ª 5 �@6�°&z±t�egx�~stK���qp�~�rvi/�&z®�Yt�i/�6����tvz®x��¯¸Uruici JD�g�bi/�^�sz±´ �3Â�Á
d�egi����2tvtvi/���³tv��i/i

dtree(sorted)
À�¸º�gicr�����z{wbic�Ðz®� a�z{�Y~g�vi�T^À JK�g�bi/���sz{´���ÂC��xY�Yt6��z®��r!t�°%x

failure
y®ic�µÅ�iWr!y®��w^icy{iW�

��icrv�^iW��t�z{ÅYi/y®p²°&z{tve
failure

(

sorted(∅)
) ���^�

failure
(

sorted(ins(xNat, ∅))
) ÁÄd�egi#�viW��rvx��Äz}r*t�e��2t�tvegiWrui#tvic�vhCrM�sx���x�t

�/x��It���z{�#z{���g~���t�z{xY�#Å2����z}��wgy®icr����^��t�egi/p¢���vi��gx�tDrutv��x��g�Yy{pC�Y�vxY~g���C��ic�g~���z®wgy®imwbic�c��~�rvi�tvegicp¢�sx!�gx�t�hC�2t6�6e.��y{i/ªót��Re����^� �
rvz®�giDx�ª7��~gy{i&x�ª

RD

Á�d�egz}rØrv~g���Yicrut�r�tvx���x�h!�gy®i�t�i
RD

°&z{tve!t�°%x3�v~�y{iWr
sorted(∅)→ true

���^�
sorted(ins(x, ∅))→ true

Á
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5¾����6��KÁ$.KxY~g����y{z}r/Á���x�h!�gy®i�t�i/�giWrvr�z®�·�g�2t6��t�pI�bi�rv�^iW��z{È^�/��tvz®x���rcÁ�� � �mÁ!a%Á^�%�µÅqz{��icr�r/ÀsiW�sz±t�x��WÀ4/ � � �)$ » 	��L"*���?� »9�v» �- » ���
"*���%$'��� »9� ��& ½I» ; � 	 
�5 � À�Å�x�y®~gh!i����IT�x�ªAN � ��jOÀg�^����iWr���TY��Uq�Y�Y�sÁqjq�g��z{����i/�WÀ7�?>Y�Y�gÁ

5¾�s�96�J*Á�N���E/��i/¬OÀs��Á�N8icr��/���g�gi�Àg����� ��Á � ��Á�d�e�z{icyUÁØd�xqx�y}r�ª«x��K�g�vx2Åqz®�g�Mz{���g~���t�z{ÅYi�ic|I~���y{z{tvz®icrcÀg��i/y}�2tvz®Å�i3�/x�h!�gy®i�tvic�gicr�rcÀg�����
xYh!i/�Y�&�R�/x�h!�gy®i�t�i/�giWrvrcÁ ? �?��� � �
	�������� 	��'+ "*���S$-����	�������� À^�IT^¸��µÂ 8 Tq�BUg�2��À��B>I>���Á
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�?T ��+ » &��������!����&F	���� &F� �v» �!�	� 	 �
�� » � 	 � +

� +.+¯�&�.5#� � �  ���C���201���a���.�&�3���D�
0

d�egi3���vxqx�ª�x�ª�tvegi�rvx�~g�^�s�gicr�r%tve�i/x���i/h ¸ºd�egicx���i/h4�µÂ%~�ruiWr%tvegi�ª«xYy{y®x2°&z®�g��y®i/h!hC�gÁ
� ���	��
 ,D? �

R
� (K½I� �����'+C)����\ »9�U½I» ���.� � » �

RC

� (�½�� �����-+C)���!\ »��U½I» �!� ¼

� � ÊqÎ ¥ Ê 
 O!P JKr�rv~gh!i�tve���t
R
z®r&�Y�vxY~g������xY�qÅ�i/����ic�ItcÁ*agxY�Dic�Y�6e

f ∈ D
À^z±ª���y®y[y®ic�µÅYicr�x�ª

dtree(f)
����i

success
tve�i/�

f
z}rmru~s��/z{ic�Yt�y{p��/x�h!�gy®i�t�i*°&�vt

R
Á ��� �B��� ¼ JKr�ru~�hMi�tve^�2tKª«xY�3��y®y

f ∈ D
��y®y�t�egiMy{iW�µÅ�icrKx�ª

dtree(f)
����i*y}��wbi/y®ic��°&z{tve

success
Á © i�°����ItDt�xC�g��x2Å�i�tve^�2tDª«xY����y®y

f(t1, . . . , tm)
°&z{tve

f ∈ D
x�ª�����z±t�p

m
���^�

t1, . . . , tm ∈ T (C)
À�t�egi/��i�i�´sz}r�t6r

s ∈ T (C)
rv~��6eMtve^�2t

f(t1, . . . , tm) −−→∗
R

s
Á<jqz®����iYÀ�wqp*eqpq�bx�tve�icrvz®rcÀ

RC

z}r�t�i/��hMz®����tvz®�g��ÀY°�i&hC�µp*�/x���rvz®�gi/��tve^�2t
t1 . . . , tm���vi

RC

�Rz®�v��ic�s~^��z®wgy{i�¸«x�tvegic�v°&z}rvi�ÀOtve�i/p��/���¯wbi!�gx���hC��y®zFEcic�·~����si/�
−−−→
RC

Â�Á �%p�N[i/h!hC�¯��À[z{tmz®h!�gy®z{iWrmtve���tmt�egi/��iMi�´sz®rut
rvx�h!i��gx����Ut�i/��hMz®����y®r

x
u1y

, . . . ,
x
umy

x�ª�tvegi3�Y����hMhC���
GNF(RC)

ru~��6e#tve^�2t 8
f(x1, . . . , xm) Jx1: x

u1y
, . . . , xm:

x
umy

K `∗ f(t1, . . . , tm) JcK ¸U�YÂ
� x�tvimt�e��2t&t�egimÈ���rut�tvic�vhÆx�ª8t�egi3��wbx2Å�i��si/��z{Å2��tvz®x��¢y}��wbi/y}r&�M�vxqx�t%�gxs�si�x�ª8tve�im�^�2tut�i/���¢t��vici

dtree(f)
Á © i��g��xs��icic��wqp

z®���s~���tvz®x���x��
t = f(t1, . . . , tm)

°&�ut
−−→
R

Àg°&egz}�6e�z®r&�M°%i/y®y �çª«x�~����sic�#��i/y}�2tvz®x��.wqp�eqpq�^x�tvegiWruz}r/Á
J�rvrv~gh!i*t�e��2t

t
z®r
R
�Rz{���viW�s~��/z{wgy®i�¸«w��Yrui!�/�YruiMx�ª�t�egi!z{�^�s~���t�z{xY�^Â�ÁMN[i/t

s JdK w^iMt�egiMÈ���rut�tvic�vh(°&z{tvegxY~st3z{�^�s~���t�z{xY�Å2����z}��wgy®icrmxs�/�/~g�v��z®�g�#z®�¯tvegiC��wbx2Å�iM���6��h!hC�����sic�vz®Å2�2tvz®x��³¸U�YÂ�À������¯y{i/t
τ
wbi�t�egiC����x�~�����rv~gw�rutvz{tv~st�z{xY�¯x�ª

sol (d)
rv~��6e

t�e��2t
sτ = t

¸
τ
i�´sz}r�t6r&wqp N8i/h!hC�.�WÂ�Á © i�rue���y{y[rvegx2°¹tve���t

s JdK z®r&��x�tKrutv��x��g�Yy{p��Y�vxY~g���#�viW�s~��/z{wgy®i�wqp R ÁØ�RtDz®h!�gy®z{iWrt�e��2t!tve�i.z®�sª«ic�vic����i ���/�,"$����%���&�� " � "$�
) ���g��y{z®icr!���^�
dtree(f)

��x��It6��z®��r!��y®ic��ªKy®��w^icy{iW� °&z{tve �R¦�� ( �8¥ ÊbÀØ�;��xY�Itv�6���sz}��t�z{xY�[Á
� ���gi/ic�[Àgx�t�egi/��°&z®rvi�Àqwqp��si/È��gz{tvz®x��[Àst�egi/��imi�´sz®rut

n
��~gy®icr�¸«°&z{tve

n > 0
Â�x�ª
RD Γi ⇒ li → ri JciK

Às°&z±t�e
i ∈ [1..n]

Àg�����
nrv~gw�rutvz{tv~st�z{xY��r

σi

Àgru~^�6eCtve���t
s = liσi

���^�
d∧¬ciσi

z®r�~g��r��2t�z®ruÈ^��wgy{iKª«x��&��y®y
i ∈ [1..n]

�����
R |=Ind Γ1σ1 Jd ∧ c1σ1K∨

. . . ∨ Γnσn Jd ∧ cnσnK Ájqz®���/i
τ ∈ sol(d)

À�t�egi/��ª«xY�K��y®y
i ∈ [1..n]

À
τ ∈ sol(ciσi)

¸ºx�t�egi/��°&z®rvi�À
d ∧ ¬ciσi

°%x�~�y®�.wbi*rv��tvz}r�Èb��wgy®iWÂ�Á�d�egic�vi/ª«x���i�À
t�egi/��iCi�´sz}r�t6r

k ∈ [1..n]
À�ru~^�6e¯t�e��2t

R |= Γkσkτ
Á#d�egz}r3z®hM��y{z®icr�t�e��2t3ª«xY��ic�Y�6e¯iW|I~��2t�z{xY�

u = v
z{�

Γkσkτ
À�°%i!e��µÅ�i

u ↓R v
w^iW�/��~�rui

R
z®r��Y�vxY~g���.��xY��`�~gic�YtWÀsegi/�^��i

t
�c���.w^i3��i/°&��z±tvtvic�.wqp

Γk ⇒ lk → rk JckK À��!��xY�Itv�6���sz}��t�z{xY�[Á�Rª
t
z}r
R
�R�viW�s~���z®wgy®i�Àgr��µp

t −−→
R

t′
Àstve�i/��°�i3�c�������g�gy®p�t�egi3z®���s~���tvz®x���eqpI�bx�t�egicrvz}r%tvx

t′
Á

2

� � ÊqÎ ¥ Ê 
 Q'P��Rª
R
z}rCru~s��/z{ic�Yt�y{pa��x�h!�gy®i�t�i.tvegic� ª«xY�Cic���6e

f ∈ D
À���y®y&y®ic�µÅ�iWr*x�ª

dtree(f)
����i

success
Á ��� �B��� ¼

J�rvrv~gh!i3tve^�2t
R
z}rKrv~s���z®i/�Itvy®p.�/x�h!�gy®i�t�i������·rv~g�g�bxYrvi�tve���tDtve�i/��i�i�´sz}r�t6rD�!�gxs�si

t JcK z®� dtree(f)
Àgª«xY��rvx�h!i

f ∈ D
À

t�x¢°&egz}�6e·tve�i*z®�sª«i/��i/���/i �*�+�,"$����%���&�� "@'�"$�
) �c���·wbi����g�gy®z{iW�7ÁK�RtmhMiW����rcÀbwIp��si/È��gz{tvz®x��[Àbtve^�2t
t JcK �sxqicrD��x�tm�/x��It���z{�����qpz®���s~���tvz®x���Å2����z®��wgy®i������#z®r&��x�tDr�t��vxY�g��y®pC����x�~����¢��ic�g~���z®wgy®i�Á

© iMrvegx2° È��6rutKtve^�2t
t JcK z®rm°%ic��¬Iy®p.�viW�s~���z®wgy®i�wqp R Á��%p·��x��^r�t��v~���tvz®x��[À t JcK z}r��sic�/x��6�2t�ic�7Àbegi/�^��iMwIp N8i/h!hC�¯��Àt�egi/��i*i/´qz}rut�r

τ ∈ sol(c)
rv~��6e�tve���tKª«xY����y®y

x ∈ var (t)
À
xτ
z}r
R
�Rz{����ic�s~��/z{w�y{iYÁDl·x���i/x2ÅYi/�WÀswIp���xY��rutv��~���t�z{xY�[À

tτ
e^��r&t�egi

ª«xY�vh
f(t1, . . . , tn)

°&e�i/��i
f ∈ D

�����
t1, . . . , tn ∈ T (C)

����i3��y®y
RC

�çz®�v��ic�g~���z®wgy®i�Á*eDic����iYÀ
tτ
z}r
RD

�R��ic�s~��/z{w�y{i3�2tD��xqx�t
�bxYrvz±t�z{xY�·w^iW�/��~�rui

R
z}rDrv~s���z®i/�Itvy®p.�/x�h!�gy®i�t�i�Á�d�e�i/��i�ª«x���i�À�wIp.�si�È^�gz±t�z{xY�[À

tτ
z}rK�!����x�~����¢z®��rut�������i�x�ª�rvx�h!i3y®i�ªót��çe������

rvz®�gi
`
x�ª��.��~gy{i

Γ ⇒ ` → r Jc′K ∈ RD

À�r��µp
tτ = `θ

À����^�¯h!xY�vicx2Å�i/�WÀ
¬c′θ

z}r3~g��r��2t�z®ruÈ^��w�y{iYÁ¢jqz{�^��iCwqp�eqpq�^x�tvegiWruz}r
t
�sxqicrm�gx�t��/x��It���z{�����qp·z{���g~���t�z{xY�¯Å2����z}��wgy®i�������wqp��si/È��gz{tvz®x��

`
z}r�y{z®�gic���cÀ

t
z}r����²z{�^r�t6�����/i�x�ª

`
À8r��µp

t = `σ
¸º°&z±t�e

θ = στ
Â�ÁMJDy}rux^À

c ∧ ¬c′σ
z}r�~���rv��tvz}r�Èb��wgy®i�À7x�tvegic�v°&z}ruiYÀ

¬c′θ
°%x�~gy}�·wbiCrv��tvz}r�È^��wgy®i�À7wbic�/��~�rvi

τ ∈ sol(c)
���^�

θ = στ
Á

eKi/���/i�tvegi�ª«xYy{y®x2°&z{���Mrv~gw�rvi�t
L
x�ª
RD

z}r&�gx�t�ich!�st�p 8
L =

{

Γi ⇒ `i → ri JciK
∣

∣ i ∈ [1..n], t = liσi

���^�
c ∧ ¬ciσi

z}r�~g��r��2t�z®ruÈ^��wgy{i }
�%p¢eqpq�bx�tve�icrvz®rcÀ

t JcK z}r��gx�tKr�t��vxY�g��y®pC����x�~g�^�¢��ic�s~^��z®wgy{i�wqp R Á eKi/���/i�°�i�e��µÅYi 8
R 6|=Ind Γ1σ1 Jc ∧ c1σ1K ∨ . . . ∨ Γnσn Jc ∧ cnσnK

�RtMhMiW����r*tve^�2t*ª«xY����y{y
k ∈ [1..n]

�����Ä��y{y%����x�~g�^�²rv~gw�rutvz{tv~gtvz®x��
τ ∈ sol(c ∧ ckσk)

À<°%i¢e^�µÅ�i
R 6|= Γkσkτ

Á eDi/�^��i
tτ
z}rC�gx�t���ic�g~���z®wgy®i���tCtvegi·��xqx�tCwqpa�²�v~�y{i·x�ª

L
Á JKr�ru~�hMi·��x2°

tτ
z®rC��ic�g~���z®wgy®i��2tCtve�i·�vxqx�tC�bxYrvz±t�z{xY�awqp³�;�v~gy®i

Γ ⇒ ` → r JdK ∈ R \ L Á��Rt3h!ic����r�tve���t t
z®r����¯z{�^r�t6�����/i�x�ª

`
À7°&egz}�6e¯��xY�Itv�6���sz}��t6rDt�egi!eIpq�bx�t�egicrvz®rKtve^�2t�tvegiC��w^x2ÅYi

��~gy®i�z}rm�gx�t�z{�
L
Á eDi/�^��i

tτ
z®rm�gx�tm��ic�g~���z®wgy®iM��t�t�egi!�vxqx�tm�^xIruz{tvz®x��8Á*l·x���i/x2ÅYi/�WÀ

tτ
�/�����gx�t�w^iM��ic�s~��/z{w�y{i!�2t3���gx�tvegic�

�bxYrvz±t�z{xY����rK°�i�e��µÅ�i�ruici/����w^x2ÅYi�¸«wqp·��x��^r�t��v~���tvz®x��[À
tτ = f(t1, . . . , tn)

°&egic�vi
f ∈ D

�����
t1, . . . , tn ∈ T (C)

���vi���y®y
RC

�Rz{���viW�s~��/z{wgy®iWÂ�Á<d�egz®r&�/x��Itv�6���gz®��t�r%tve�i3eIpq�bx�t�egicrvz®r%t�e��2t
R
z®rKru~s��/z{ic�Yt�y{p#��x�h!�gy®i�t�i�Á

2

� � ÊqÎ ¥ Ê 
 WXP a�x��mi/ÅYi/��p
f ∈ D

Àbtve�iMrvzFEci*x�ª
dtree(f)

z®r�wbx�~g���gic�7Á���� �B��� ¼*d�egi*�q~gh�w^ic��x�ªØ�v~�y{iWrDx�ª
RD

°&z{tve�t�egi
ª«~g�^��tvz®x��.rupqh�w^xYy

f
�2t�tvegiKtvxY���^xIruz{tvz®x��¢z®rØÈ��gz{tviYÁ��Rt%h!ic���^r�t�e��2t�tvegimrui/t

iPos(f,R)
z}r<È^�gz±t�iKt�xqx�Á#JKr%����xY��rvic|I~gi/�^��i�À

t�egi�rvzFEci*x�ª���x����R����x�~g�^�¢t�i/��hCrD°&z{tve�z®���s~^��tvz®x���Åµ���vz}��w�y{iWr&z®r���y}rux¢w^xY~g���siW�7Àb������t�egi*egicz{�YeItKx�ª<t�egi*����tut�i/����tv��i/i3t�xIx^À
rvz{�^��i*�/x���rvic�/~stvz®Å�i3�Y����ªót�r&z®�·tve�i*rv��h!i�wg�6�����6e�x�ª�t�egi�t��vici�����i3y®��w^icy{iW�·°&z±t�e��si/ic�^ic�K�gxY���R����x�~g�����/x���rutv�6��z®�gic�¢tvic�vhCrcÁ
2
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	 �������&@*����0 �
�C5.�.-��

��xY��ruz}�sic�K�!ruxY�ut
Nat
ª«xY�&���2t�~g�6��y[�q~gh�w^ic��r&h!xs�s~gy®x!t�°%x�Às°&z{tve�tve�i*��xY��r�t��v~^��tvxY�&rupqh*wbx�y}r&x�ª

C 0 : Nat
�����

s : Nat→
Nat
Àqx��gim�si�È���ic�¢rvpqh*wbx�y

+
z®�
D
Àg������y{i/t 8 RC = {s(s(x))→ x Jx ≈ 0K} ����� RD = {x + 0→ x, x + s(0)→ s(x)}

Á
d�egim�gxY�vhC��y��çª«x���h �Y����hMhC���

GNF(RC)
e���rØÈ�Å�i��gx����Ut�i/��hMz®����y®r 8 x

xNat
y

À
x0y

À
x
s(0)

y

À
x
s(x)

y

Às���^�
x
s(s(x))

y

Às������rvz{´
�g��xs�s~���tvz®x��.�v~gy®icr3¸U�sicr�����z®w^iW�#°&z{tve.t�egi�rv��h!i�rvz®hM��y{z{È�ic�.�gx�t���tvz®x�����r�z®�.��´s��h!�gy{i!�µÂ 8

x0y := 0

x
xNat

y := 0
x
s(0)

y
:= s( x0y)

x
s(0)

y
:= s( x

xNat
y )

x
s(x)

y
:= s( x

xNat
y )

x
s(s(x))

y
:= s(

x
s(x)

y
) Jx 6≈ 0K

�gx�tvi�t�e��2t&t�egi3�gx����Ut�i/��hMz®����y®r
x0y

���^�
x
xNat

y

����tv~���y{y®p���ic�gi/�6�2t�iKt�egi�r���h!i�y®���g��~�����iYÀq�����#tve���t
x
s(s(x))

y

�Yi/�gic����tvic�
�gx!t�i/��hCr&�2tD��y®yUÁ
d�egi³�g��xs��ic�g~g�vi¶tvi/��h!z{�^�2tviWr²wIp���tut��Y�6egz®�g�

success
tvx ��y®yMtvegi³y{iW�µÅ�iWr�x�ª¢tvegi³���2tvtvic�v��t��vici

dtree(+)
ÀMh!iW�����

z®�g�>tve���t
R
z®r ��xYh!�gy{i/tviYÁ N[i/t�~�r �/x���rvz®�gi/��x��gi z{�It�i/��icrutvz®�g�>rv~gwst��vici x�ª

dtree(+)
°&z{tve tvegi ��xIx�t 8 x1 +

y1 Jx1: x
u

y ∧ y1:
x
s(s(y))

y
K À!°&egi/��i x

u
y

z}r;���qp �gx����çtvic�vh!z®����yçÁ d�egiaÈ���rut;z{�sª«ic�vic����ia�v~�y{i³x�ª a�z®��~g��i³�¹z®��r�t6���Itvz��
��tvicr#z{t.z®�Itvx 8 x1 + s(y1) Jx1: x

u
y ∧ y1:

x
s(y)

y
∧ y 6≈ 0K ���^� x1 + s(s(y1)) Jx1: x

u
y ∧ y1: x

xNat
y ∧ y1 6≈ 0K �����Ðtve�i/�

x1 + s(s(0)) Jx1: x
u

y ∧ 0 6≈ 0K °&egz}�6e#z}rDrutv��x��g�Yy{pC�Y�vxY~g���¢�viW�s~���z®wgy®i�w^iW�/��~^rui3z{t�r&�/x���rutv�6��z®�It�z}r�~g��r��2t�z®ruÈ^��wgy{iYÁ

� +.+¯�&�.5#� � ' � � 	��,+.-��
	Ç08�#"$����&��� %�*�,+�-��%���&�.�&080Æ���
sorted

d�egic�via����iÄt�°�x
failure

y{iW�µÅ�iWr·z{�Çtvegi¶�^�2tut�i/����tv��i/i
dtree(sorted)

�siWrv�/�vz®wbic� z®� a�z{�Y~g�vi T�À*y}��wbi/y®ic� ��icrv�bic��t�z{ÅYi/y®p
wqp

failure
(

sorted(∅)
) �����

failure
(

sorted(ins(xNat, ∅))
) Á d�egi ��ic�YruxY�Æz®r³t�e��2t¿t�egicrvi�tvic�vhCr¿�sx �gx�t¿�/x��It���z{�

���Ip)z{���g~���t�z{xY� Å2����z}��wgy®i³�����)tve���t;h!xY�vicx2Å�i/��tvegicp)����i³�gx�t¶rutv��x��g�Yy{p��Y�vxY~g���Ç��ic�g~���z®wgy®i�ÀCwbic�/��~�rvi t�egi/p)�gx���x�t
hC�2t6�6e)� y®i�ªót��çe^����� � rvz®�siax�ª���~gy®i¶x�ª

RD

Á,d�e�z®r²ru~�����iWr�t6r·t�x ��xYh!�gy{i/tvi
RD

°&z{tve�t�°%x ��~gy®icr
sorted(∅) → true�����

sorted(ins(x, ∅)) → true
Á d�egi¶rvpqh*wbx�y

sorted
z}r�rv~s���z®i/�It¯�/x�h!�gy®i�tviÄ°&�vt·tve�i d&�Kj x�wst6��z®�gic�[Á�� ���sicic�7À

sorted(
x∅y)

sorted(∅)

sorted
(

x
ins(x1, y1)

y

)

sorted
(

ins( x
xNat

y ,
x∅y)

)

sorted
(

ins( x
xNat

y , ∅)
)

sorted
(

ins( x
xNat

y ,
x
ins(x1, y1)

y
)
)

JxNat ≺ x1K

sorted
(

ins( x
xNat

y , ins(
x
x1

Nat
y ,

x∅y))
)

JxNat ≺ xNat
1 K

sorted
(

ins( x
xNat

y , ins(
x
x1

Nat
y ,

x
ins(x1, y1)

y
))

)

JxNat ≺ xNat
1 ∧xNat

1 ≺ x1K

a�z®��~��vi T 8 d�e�im�^�2tut�i/���.tv��i/i�x�ª sorted

failure
(

sorted(∅)
) �����

failure
(

sorted(ins(xNat, ∅))
) ����i.�gx2° wbx�t�e³��ic�g~���z®wgy®i.wqpÄt�egi·�gic° ��i/°&��z±t�i.��~gy®icrcÁ³l�x���i��

x2ÅYi/�WÀYt�egi�tvic�vh 8 sorted(ins( x
xNat

y , ins(
x
x1

Nat
y ,

x∅y))) JxNat ≺ xNat
1 K Àg°&e�z®�6e.z®rK������wgwg��i/Åqz}�2t�z{xY��ª«x�� 8

sorted(ins(z1, ins(z2, z3))) Jz1: x
xNat

y ∧ z2: x
x1

Nat
y ∧ z3: x∅y ∧xNat ≺ xNat

1 K
�����

sorted(ins( x
xNat

y , ins(
x
x1

Nat
y ,

x
ins(x1, y1)

y
))) JxNat ≺ xNat

1 ∧ xNat
1 ≺ x1K

Àg°&egz}�6e#z}rD������w�wg�vicÅqz®��tvz®x���ª«xY� 8

sorted(ins(z1, ins(z2, z3)))

t
z1: x

xNat
y ∧ z2: x

x1
Nat
y ∧ z3:

x
ins(x1, y1)

y

∧ xNat ≺ xNat
1 ∧ xNat

1 ≺ x1

|

���vi�r�t��vxY�g��y®p�����x�~g�^�3�viW�s~��/z{wgy®i�ruz®����i�tve�i�t�°%xDª«xYy{y®x2°&z®�g�m�/x��2��iW��t�~g�viWr����vi%z®���s~���tvz®Å�i�tvegicx���i/hCr�x�ª
R
À������*�c����w^i��g��x2Å�iW�

~�rvz®�g�!tvegi�h!i�t�egxs��x�ª�5 ��6 8
sorted(ins(z2, z3)) = true Jz2: x

xNat
y ∧ z3: x∅yK

sorted(ins(z2, z3)) = true Jz2: x
xNat

y ∧ z3:
x
ins(x1, y1)

y
∧xNat ≺ x1K

ñ�ñ g h i ø j



�W� ��+ » &��������!����&F	���� &F� �v» �!�	� 	 �
�� » � 	 � +

� +.+¯�&�.5#� ��� ��� 	*�,+.-/�
	 08�#"$����&���>%�*�,+�-��%���&�.�&0801���
co

� �·xY���sic��tvxC�g��x2Å�imt�e��2t&t�egi3ª«~g����tvz®x��
co
z}rDru~gC�/z{ic�Itvy®p#��xYh!�gy{i/tviYÀ�°%i�ruegx2°¹tve���t

R |=Ind x ∈′ y = x ∈ y
À�~^ruz®�g�!tve�i

h!i�t�egxs�.x�ª 5 �@6%¸«°&z{tvegxY~stD~�rvi/�&z®�Yt�i/�6����tvz®x��^Â�Á
a�x��mtvegz}r��g~g���bxYrvi�À7°%iM�/x���rutv�6��z®�gic��tvegi!Å2����z}��wgy®i

y
z®�¯tvegz}r3��xY�2��ic��tv~g��i*t�x.tvegi!y}���g�Y~����Yi*x�ª%�gx���tvic�vh!z®����y}rmx�ªØt�egi

�Y����hMhC���
GNF(RC) 8

x ∈′
x∅y = x ∈

x∅y
¸U�YÂ

x ∈′
x
ins(x1, y1)

y
= x ∈

x
ins(x1, y1)

y

¸�TIÂ
d�egi����g�gy®z®�c�2t�z{xY�#x�ª8tve�i3�g�vxs�s~^��tvz®x��.��~gy{iWr�x�ª

GNF(RC)
tvxMt�egicrvi���y}��~�rvicr3¸ºz{�^�s~���t�z{xY�·r�t�i/�^Â%�Yz{ÅYicr 8

x ∈′ ∅ = x ∈ ∅
¸ç��Â

x ∈′ ins( x
xNat

y , ∅) = x ∈ ins( x
xNat

y , ∅)
¸U�YÂ

x ∈′ ins( x
xNat

y ,
x
ins(x1, y1)

y
) = x ∈ ins( x

xNat
y ,

x
ins(x1, y1)

y
) JxNat ≺ x1K

¸R��Â
d�egiC�/y®��~�rui.¸U�YÂK�c����wbi!�viW�s~��/ic��wqp

RD

tvx#tve�i�t6��~st�x�y®x��Yp
false = false

Á a�x��C¸U��Â�°%iM�/x���rvz®�gi/���¢��icrutv��z®��tvz®x��·t�x¢t�egi
�c��rvicr���xY�v��icrv�^xY���sz®�g��t�x¢t�egi���xY��rutv�6��z®�Yt6rKx�ªØt�egi!y®�Yr�t��#�v~gy®icr�ª«xY�

∈′
z{�
RD

¸ót�egi!�v~gy®icr�°&z{tve
x1 ∈′ ins(x2, y)

�Yrmy{i/ªót
h!i/h�w^ic�6Â�Á�d�egz}r�tviW�6eg�gz}|Y~�imz}rD�c��y®y{iW� 1 »��#� �,� » �I$-&<�,�����,� ½#z{�05 �@6çÀ�z±tD��i�t�~g�v�^r 8

true = x ∈ ins( x
xNat

y , ∅) Jx ≈ xNatK ¸U�YÂ
false = x ∈ ins( x

xNat
y , ∅) Jx ≺ xNatK ¸�>YÂ

x ∈′ ∅ = x ∈ ins( x
xNat

y , ∅) Jx � xNatK ¸��W�YÂ
JKy{y8tvegiWrui3rv~gwg��xI��y[���vim�viW�s~��/ic�.wqp

RD

z®�Yt�xMt���~gtvx�y®x��Yz{iWr
true = true

x��
false = false

Á%jqz{h!z®y®���vy®p�Àqt�egi������gy{z}�/��tvz®x��.x�ª
1 »��#� �,� » �I$-&<�,�����,� ½�tvx�¸ç��Â%�vi/tv~g����r 8

true = x ∈ ins( x
xNat

y ,
x
ins(x1, y1)

y
) JxNat ≺ x1, x ≈ xNatK ¸��Y�WÂ

false = x ∈ ins( x
xNat

y ,
x
ins(x1, y1)y

) JxNat ≺ x1, x ≺ xNatK ¸��µ��Â

x ∈′
x
ins(x1, y1)

y
= x ∈ ins( x

xNat
y ,

x
ins(x1, y1)

y
) JxNat ≺ x1, x � xNatK ¸��W�YÂ

d�egiDrv~gwg�YxY��yO¸u���cÂ�z}r<��ic�s~��/ic��wqp�tvegiDrvic�/x������v~�y{i
RD

ª«x��
∈
¸ót�egi&x��gi�°&z{tveC���Mic|I~���y{z{t�p*�/x���rutv�6��z®�It6Â8z{�Itvxmt�egi�t���~stvxYy{xY��p

true = true
Á�d�egi���y}��~�rviC¸u�W��Â%z}r&ruz®h!�gy®z±È�iW�.wIp.�&i/°&��z{tvi�jq�gy®z±tvtvz®�g�C°&z{tve.tvegi��/x���rutv�6��z®�giW����~gy{iWr�x�ª

RD

ª«x��
∈
À�z{�Itvx 8

false = true JxNat ≺ x1, x ≺ xNat, x ≈ xNatK ¸��?TIÂ

false = x ∈
x
ins(x1, y1)

y
JxNat ≺ x1, x ≺ xNat, x 6≈ xNatK ¸��µ��Â

d�egiMru~�wg��xI��yØ¸u�9TYÂDz®rKÅµ��y{z}��rvz{�^��i�z{t�rm��xY��r�t�����z{�ItDz}rD~g�^rv��tvz}r�È^��wgy®i�ÁDd�egiM��y}��~�rvi¢¸��µ��ÂD�c���g��x�tKwbi*��ic�s~^��ic�·�������gicic�grDtvx
wbiMª«~g�ut�egi/��z®��rut����It�z®��tvic��~�ruz®�g�#tvegiM�g��xs�s~���t�z{xY����~gy®icr�x�ª�t�egi!�gx���hC��y�ª«x���h �Y����h!h!���

GNF(RC)
Á�d�egz}rm�vi/tv~g����rM¸«°&z{tve

Å2����z}��wgy®i��vic����h!z®�g�IÂ 8
false = x ∈ ins(

x
x2

Nat
y , ∅) JxNat ≺ xNat

2 , x ≺ xNat, x 6≈ xNatK ¸��W�YÂ

false = x ∈ ins(
x
x2

Nat
y ,

x
ins(x2, y2)

y
) JxNat ≺ xNat

2 , x ≺ xNat, x 6≈ xNat, xNat

2 ≺ x2K
¸��2��Â

� x�tvi�tve���tcÀ�tve����g¬sr�tvx�tvegi¢�/x���rutv�6��z®�It�r�z®�;tvegi¢�g�vxs�s~^��tvz®x��Ä��~gy®icr3x�ª
GNF(RC)

À�tvegi#��x��^r�t�����z{�It�x�ª�¸u�µ�2Â�z®h!�gy®z{iWr3tve^�2t
wbx�t�e

xNat
2 ≺ x2

�����
x ≺ xNat

2

Á
d�egim��y}��~�rvi*¸u�c��Â��/���Cw^im�viW�s~��/ic�!wqp

RD

t�x�tve�iDt���~stvxYy{xY��p
false = false

Á�d�egim��y}��~�rvi*¸u�2�2Â��c����wbiK��ic�s~^��ic�Ctvx�t�egi
r���h!imt���~stvxYy{xY��p�~�rvz®�g�Mtvegi��/y®��~�rui

(
�µ�

)
Àg°&egz}�6e#z}r&~�rvic�#z{�.t�egz®rK�/��rvi3��r&���#z®���s~���tvz®x���eqpq�^x�tvegiWruz}r/Á

y®i�t%~�r���x�h!iDw^���6¬Mtvx*tvegimru~gw���xY��y�¸u�c��Â�Á�d�egi����g�gy®z®�c�2tvz®x��Cx�ª��&ic°&�vz{tvi�js�gy{z{tut�z{���.¸U���Y��z{�¢°&z±t�eCtvegi���xY��rutv�6��z®�gic�!��~gy®icr
x�ª
RD

ª«xY�
∈
Â%�vi/tv~g����r 8

x ∈′
x
ins(x1, y1)

y
= true JxNat ≺ x1, x � xNat, x ≈ xNatK ¸��W�YÂ

x ∈′
x
ins(x1, y1)

y
= x ∈

x
ins(x1, y1)

y
JxNat ≺ x1, x � xNat, x 6≈ xNatK ¸��B>YÂ

d�egiCrv~gwg�YxY��y�¸��W��Â�z®rmÅ2��y®z}��rvz{���/i!z±t6rm�/x���rutv�6��z®�It�z}r�~g��r��2t�z®ruÈ^��w�y{iYÁ�d�egi!y®�Yr�t3ru~�wg��xI��y�¸��?>YÂKz}rm�viW�s~��/ic��wqp����g�gy®z®�c�2tvz®x��
x�ª�¸�TIÂ�¸«~^ruiW�#�Yr�z{���g~���t�z{xY�.eqpq�bx�tve�icrvz®r6Â�z{�Itvx!t�egi�t���~stvxYy{xY��p 8

x ∈
x
ins(x1, y1)

y
= x ∈

x
ins(x1, y1)

y
JxNat ≺ x1, x � xNat, x 6≈ xNatK

ï«ð�ñ8ïóò
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	������� »�� � ���	������������������ �� » �!��"#���%$'& » � » � »�()( ��� � "*���'+��,�������-	�&."*��� ( � � 	��,� » +0/-12� �µ�

� +.+¯�&�.5#� � � ��� 	*�,+�-��
	�+¯�K?)����-/��07��0

��x2°%i/��y{z}r�t6rS5¾���@68����iKy®z®rut�r%x�ª
2n
icy{ichMic�It�r�¸óª«xY�

n ≥ 0
ÂØrutvxY�viW��z®��t�egi�y{iW�µÅ�icr�x�ª�w���y}�����/ic�Cw�z{�����vp!t��vicicrcÁ#N[i�t�~�r���xY��rvz®�sic�

t�egi�ª«x�y®y{x2°&z®�g�Crvi�t&x�ª<��xY��r�t��v~^��tvxY�&rupqh*wbx�y}r�z®�#xY���sic��tvx!��i/�g��icrvi/�It%tvegi3�bx2°�ic�vy®z}r�t6r�x�ª��^�2tv~�����y7�I~�h*wbi/�6r 8
C =

{

0 : Nat, s : Nat→ Nat, v : Nat→ List, tie : List→ List,⊥ : List
}

d�egiCrvpqh*wbx�y
v
����ic�2t�icrm�#rvz®�g��y®i�t�x����bx2°�ic�vy®z}r�t

v(n)
ª«��x�h4�#�q~gh*wbi/�

n
À[�����

tie
z®r�tve�iM�/x����c�2tvic���2t�z{xY��x�ª%�^x2°%i/��y®z®rut�rcÁ

d�egiKx��bi/�6�2tvxY�
tie
z®rØ�viWr�t��vz}��t�ic�*tvx�°%i/y®ygw���y®������iW���/x���rutv��~���t�x���t�i/��h!r�x�ªOtvegiDr���h!iD�sic�stve8Á��ØÅ�i/��p*x�tvegic�<tvic�vh

tie(s, t)
z®r

��ic�s~^��ic��tvx
⊥
wqp!tvegimª«x�y®y®x2°&z{�g����x��^r�t��v~���tvxY�%rvpsr�t�i/h

RC

Á�d�e�i/��i�ª«x���i�ÀYtve�im°%i/y®ybª«x���h!ic�C�bx2°�ic�vy®z}r�t6r����vi
RC

�Rz{����ic�s~��/z{w�y{i
�Y�vxY~g���.tvic�vhCrKx�ª�ruxY�ut

List
Á&� �·tve�i��si/È��gz{tvz®x���x�ª

RC

À^tve�i�wgz®������p.�/x���rutv�6��z®�ItD�g��ic�sz}�/��tvi
∼
z}r��si/È��giW�·x����/x���rutv��~���t�x��

t�i/��h!r�x�ª%rvx��vt
List
��rmt�egiCruhC��y{y®icrut3ic|I~gz®Åµ��y{ic����i!rv~��6e�t�e��2t

v(x) ∼ v(y)
ª«x��3��y®y

x
À
y
x�ª%rvx��vt

Nat
�����

tie(x1, x2) ∼
tie(y1, y2)

z��
x1 ∼ x2 ∼ y1 ∼ y2

Á�d�egi�d&�Kj
RC

e^��r�x���im��~gy®i3��x��^r�t�����z{�giW�¢wqp
∼ 8

RC =
{

tie(y1, y2)→ ⊥ Jy1 6∼ y2K, tie(⊥, y)→ ⊥, tie(y,⊥)→ ⊥
}

d�egi%t��vici%�Y����h!h!���
GNF(RC)

e^��r��gx����Ut�i/��hMz®����y®r
x
xNat

y

À
x
xList

y

À
x⊥y

�����
x
tie(x1, x2)

y

�����*tvegi��g��xs�s~���tvz®x��M�v~gy®icr 8

x
xNat

y := 0 x
xNat

y := s(
x
x2

Nat
y ) x

xList
y := v( x

xNat
y ) x⊥y := ⊥

x
tie(x1, x2)

y
:= tie(

x
x3

List
y ,

x
x4

List
y ) JxList

3 ∼ xList
4 K

x
tie(x1, x2)

y
:= tie

(

x
x3

List
y ,

x
tie(x4, x5)

y

)

JxList
3 ∼ tie(x4, x5)K

x
tie(x1, x2)

y
:= tie

(

x
tie(x3, x4)

y
,

x
x5

List
y

)

Jtie(x3, x4) ∼ xList
5 K

x
tie(x1, x2)

y
:= tie

(

x
tie(x3, x4)

y
,

x
tie(x5, x6)

y

)

Jtie(x3, x4) ∼ tie(x5, x6)K
� x�tviØtve���t���y{y�tvegi���xY��rutv�6��z®�Yt6r7z®�3tvegiWrui��g��xq�g~���t�z{xY���v~�y{iWr8����iØ���g�gy®z{iW��tvx�wg�vx�tvegic��rv~gwst�i/��h!rcÁ�d�e�iØi/h!�st�z{��icr�r8�g��x�w�y{ich z}r
�Y��tv~^��y®y{pM�sic�/z®�g��wgy®i�ª«xY�Ørv~��6eC��x��^r�t�����z{�giW��t��vici����6��h!hC���6r/Á8d�e�z®r��c���!wbiKrue�x2°&��°&z{tveC���C�Y�g���st6�2t�z{xY��x�ª^t�egiD�g��xqx�ª^z®� 5{�96
t�x
∼
�R�/x���rutv�6��z®�It�rm¸«z®��r�t�ic�Y�#x�ª�iW|Y~^��y®z±t�p¢�/x���rutv�6��z®�It�r6Â�xY�D��y}rux!wqp¢���#ic����xs�sz®�g�!z{�It�x!xY�gi��Rh!i/h!x���p!tv��i/i3��~stvxYh!��t�� 5 >�6RÁ
© i3�g��x��bxYrvim�!�si/È��gz{tvz®x���x�ª�tvegi3xY�^ic����tvxY�

zip
wqpCtve�i�ª«x�y®y{x2°&z®�g�!�v~�y{iWr�x�ª

RD 8

zip(v(x1), v(x2)) → tie(v(x1), v(x2)),
zip(tie(x1, x2), tie(x3, x4)) → tie(zip(x1, x3), zip(x2, x4)),

zip(v(x1), tie(x2, x3))→ ⊥, zip(tie(x1, x2), v(x3))→ ⊥, zip(⊥, x)→ ⊥, zip(x,⊥)→ ⊥

d�egi3rv~s���z®i/�It&��x�h!�gy®i�t�i/�giWrvr%x�ª
zip
�c���¢wbi�icrut���wgy{z}rvegic�¢°&z±t�e�tve�im�^�2tut�i/����t��vicim�/x���rutv��~���t�z{xY�[Á��Rt%h!iW����r%z®�#�����ut�z®�/~gy}���

t�e��2t�tve�z®r%x��bi/�6�2t�x���z®r��si/È��gic�¢x��.��y®y^°%i/y®ybª«x���hMiW���bx2°�ic�vy®z}r�t6r/ÁAN[i/t%~�r%y®xqx�¬C�2t&�3ª«ic° �/�YruiWr�x�ª
dtree(zip)

Á�d�e�imrv~gwst��vici
°&z{tve��vxqx�t

zip(
x
x1

List
y ,

x
x2

List
y )
e��Yr[�gxs�siWr�¸º°&z±t�egx�~gt�z®���s~���tvz®x��*Å2���vz}��wgy®icr6Âbx�ªst�egi�ª«xY�vh

zip(v(
x
x1

Nat
y ), v(

x
x2

Nat
y ))

°&e�z®�6e
���viDrutv��x��g�Yy{p*����x�~g���M��ic�s~^��z®wgy{iYÁfeKi/���/iK��y®yst�egiK��xY�v��icrv�bx����sz®�g�my{iW�µÅ�iWr<����i&y®��w^icy{y®ic�M°&z{tve

success
Á�d�egi�ruz{tv~���tvz®x��!z}r<tve�i

r���h!i�ª«x���t�egi�rv~gwstv��i/iWr�°&egxYrvi��vxqx�t�e^��r�x���i�¸«Å2����z®��wgy®iWÂ%ru~�wstvic�vh �2tDy®ic��rutD��xY��r�t�����z{��ic��wqp
x⊥y

À������¢ª«x��Dtvegi�rv~gwst��vicicr
°&z{tve���xqx�t

zip(
x
tie(x1, x2)

y
,

x
x3

List
y )
xY�

zip(
x
x3

List
y ,

x
tie(x1, x2)

y
)
Àµx�����y}rux

zip(
x
tie(x1, x2)

y
,

x
tie(x3, x4)

y
)
¸«wbic�c��~�rvi

RD

z}r�~g���/x���rutv�6��z®�giW��Â�Á

ñ�ñ g h i ø j
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