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Implementation in C of the arithmetic of Sisyphe

Abstract: This report describes the implementation of the arithmetics of the computer algebra
system SISYPHE, written in C, which relies on the existence of a conservative garbage collector.
Most algorithms were already written in Lisp, or the language of SISYPHE and have been translated.

In a first part, we define and use low level primitives to implement unsigned bignums of
arbitrary size. In a second part, we extend these to signed integers and rational numbers. Finally,
in the last part complex numbers and transcendental functions are defined and I/O functions are
described. As an application, we give an algorithm to factor integers, using methods of Pollard,
Morrison and Brillhart or elliptic curves.

Key-words: arithmetic, C, memory management, factorisation, ged



Chapitre 1

Introduction

Ce rapport décrit 'implémentation de Parithmétique rationnelle de SISYPHE [1] faite en C.
Dans une premiere partie, nous décrirons les algorithmes manipulant les nombres entiers en pré-
cision arbitraire. Dans les chapitres suivants, nous décrirons ’arithmétique générique et certains
algorithmes particuliers.

1.1 Historique

Ce logiciel a été écrit en 1987 pour servir de base pour un systeme de calcul formel, qui a regu
plus tard (en 1988) le nom de SiSYPHE. Le systéme SISYPHE est actuellement développé par le
projet SAFIR, projet commun & 'INRIA, au CNRS et a ’Université de Nice-Sophia Antipolis.

La premiere implémentation de ce logiciel a été faite dans la version 15 de LELIsP, elle était
entierement écrite en LLM3, et utilisait des optimisations spécifiques sur Multics. A I'époque, il
y avait dans LELISP une seule implémentation de I'arithmétique générique (qui existe encore, et
décrite dans le manuel de référence de LELISP [7, chapitre 10]). Cette représentation utilise des
arbres équilibrés pour représenter des entiers (il s’agit de cellules de listes étiquettées ou tcons),
et a comme principal avantage d’étre extrémement efficace sur les entiers de taille intermédiaire
(quelques mots machines), et assez efficace pour les fonctions comme ’addition et la comparaison.
Par contre, elle est assez lente pour les calculs de pged. Or, il est arrivé, lors de la factorisation
de polynomes, de calculer un pgcd sur des entiers ayant plusieurs milliers de chiffres. Dans ce cas
cette implémentation donne des résultats catastrophiques: plusieurs milliers de fois plus lent que
notre arithmétique [voir la table section 2.6].

Il devint évident en 1992 qu’il fallait adopter une représentation des entiers sous forme de suite
de bits (vecteur de chiffres ou chaines de caracteres). La question qui se posait était de savoir s’il
fallait ou non étendre les primitives Lisp. Comme cela n’a pas été fait, il restait deux solutions.

La premieére solution consistait & prendre les primitives actuelle de Lisp. C’est I'option choisie
en 1992, le code LLM3 a alors été traduit en Lisp, sans perte d’efficacité notable (ceci est essentiel-
lement di au rajout dans LELISP d’'un nouveau compilateur, COMPLICE, nettement plus efficace
que le compilateur par défaut), et une premiere version de ce document [2] a été écrite pour servir
de base a une extension future.
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La seconde stratégie consistait & écrire de nouvelles primitives, plus puissantes (par exemple,
une fonction qui additionne deux vecteurs de chiffres) en assembleur, ou plus généralement dans
un langage comme C. Cette stratégie a été utilisée dans [3]. L’ensemble de ces primitives recouvre
a peu pres le chapitre 2, et doit étre complété par des fonctions Lisp, telles que celles décrites dans
les chapitres suivants.

1.2 L’implémentation en C

Nous avons décidé en 1994 une traduction complete de cette arithmétique dans le langage C.
Les algorithmes restent inchangés par rapport a la version précédente, avec deux ajouts majeurs:
utilisation de la méthode de Karatsuba pour la multiplication, et ajout d’une fonction qui calcule a®
modulo ¢ de fagon efficace. Un certain nombre de fonctionalités utilisées par ailleurs dans SISYPHE
telles que fractions continues, racines carrées, etc., ont été rajoutées dans les chapitres 3 et 4. Un
chapitre 5 décrivant la factorisation des entiers a été ajouté.

L’un des avantages par rapport a une implémentation en LLM3 est que 'arithmétique de base
est sur 32bits et non sur 16bits, le second est que ce logiciel devient indépendant de LLM3, est
n’est donc pas lié & 'avenir de la version 15 de LELISP. On supprime également une limitation
importante sur la taille des objets: dans LELISP, les indices sont limités a 15bits, ce qui donne
un maximum de 512 000 bits pour un nombre dans 'implémentation précédente de SISYPHE, et
la moitié de ce chiffre pour 'implémentation de [3], qui utilise des chaines de caractéres pour y
ranger des entiers 32bits.

Contrairement a [3], ce logiciel n’est pas entiérement portable: il suppose d’une part I'existence
d’un gestionnaire de mémoire, et d’autre part un mécanisme d’entrées/sorties hérité de LELISP.
Ce mécanisme est utilisé pour lire et écrire des nombres. On peut facilement supprimer la fonction
qui lit des nombres, et n’utiliser que la fonction qui convertit une chaine de caracteéres en nombre.
Par ailleurs on utilise une seule fonction d’impression, la fonction princn qui envoie un octet sur
le flux de sortie courant. On peut la remplacer par une fonction qui écrit dans une chaine donnée
(et qui s’occupe de la gestion de la mémoire utilisée pour ceci).

L’existence d’un gestionnaire de mémoire intervient de deux facons différentes: dans le cha-
pitre 2, nous supposons que les fonctions utilisables par ailleurs travaillent en place sur une copie
des arguments; il suffit donc d’avoir une fonction qui copie une suite de chiffres. Dans les chapitres
suivants, on introduit des objets typés (entiers, rationnels, etc.), il faut pouvoir les créer, les détruire
et tester leur types. On introduit également des fonctions utilisateur, & nombre fixe ou variable
d’arguments, et des variables-fonctions. Ce dernier point est tres fortement 1ié & 'implémentation
de I’évaluateur Lisp, nous ne le décrirons pas ici.

1.3 Les structures de données

Note code repose essentiellement sur 'existence d’un gestionnaire de mémoire conservateur.
En d’autres termes, on alloue explicitement de la mémoire, et le gestionnaire la libeére si elle n’est
plus utilisée. Le qualificatif ‘conservateur’ appliqué au gestionnaire signifie qu’il n’est pas besoin
de lui dire si une variable z contient une adresse ou un chiffre (en interne, ce sont deux objets
représentés sur 32bits, et il peut y avoir conflit). Pour minimiser ces conflits, deux structures de
données sont utilisées: vecteurs de pointeurs et vecteurs de chiffres. Dans le second cas, on prévient
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le gestionnaire que 'objet ne contient pas de pointeurs. Il faut donc faire une double indirection
pour accéder a un chiffre. Dans le cas d’un vecteur de pointeurs, une seule indirection suffit (dans
le cas de LEL1sPv15, une double indirection est toujours nécessaire).

Deux types d’entiers sont manipulés par le programme. Il s’agit d’une part de chiffres (unsigned
int en C), des entiers non signés 32bits, et des vecteurs de chiffres. Ces objets ne sont pas visibles
par 'utilisateur. D’autre part 'utilisateur fournit et recoit des petits ou grands entiers. Dans le
second cas, il s’agit d’un nombre 32bits signé, qui est un objet typé. En particulier, créer un tel
entier peut allouer de la mémoire, et comparer deux entiers via leur adresse ne suffit pas. Par
contre, une table des petits entiers est créée lors de l'initialisation du programme, ce qui assure en
particulier 'unicité de la représentation de 0 et 1.

L’acces aux vecteurs de pointeurs se fait a I’aide des macros VREF et VSET, ce qui rend la
structure des objets transparente au programmeur. La double indirection pour accéder ou modifier
un chiffre se fait a 'aide des macros get_digit, set_digit, et le pointeur de tas s’obtient par
la macro UHEAP. La fonction make_int crée un petit entier, et la macro Int_val rend 'entier C
associé & un petit entier Lisp. Il y a aussi make_double et Double_val pour les flottants.

Pour simplifier le code, 'arithmétique ne manipule pas toutes les structures de données nu-
mériques de SISYPHE ou HYPERION (BigFloat, polynémes ou matrices de polynémes & coefficients
réels ou complexes). Les quatre opérations (addition, soustraction, multiplication, division, ou di-
vision entitre) ne posent pas trop de probleéme: en cas d’erreur de type, on appelle une fonction
arith_err, qui pour l'instant se contente de signaller une erreur, mais qui peut tres bien calcu-
ler un type commun, convertir les arguments dans ce type, et faire I'opération dans ce type. Les
autres fonctions sont plus compliquées. Par exemple, la fonction arc sinus, appliquée a ’entier 2
rend un nombre complexe. On pourrait trés bien rendre également un BigFloat avec une certaine
précision. De méme, si P est un polynome, la fonction sinus appliquée & P pourrait rendre les
premiers termes du développement en série de Taylor (qui est un polynéme).

1.4 Algorithmes

L’ensemble du code utilisé pour implémenter 'arithmétiques est regroupé en un certain nombre
d’algorithmes. Chaque algorithme est formé de procédures (fonctions C, qui peuvent rendre ou
non une valeur), de macros ou de fonctions. Une macro est comme une procédure, mais en gé-
néral le code est trés court et ce code (aprés substitution des parametres) remplace I'appel de la
macro. Par exemple, la macro HIBITS(z) décale le chiffre 2 de 16bits vers la droite et rend z. Le
code C de la macro est ((x)>>16). Quand on dit: « décrémenter z de HIBITS(y) », le code C
généré est x -= (y)>>16. Un autre avantage des macros est le suivant: si HILO(z,a, ) est défini
comme: « poser ¢ = HIBITS(z), b = LOBITS(z) », un appel du genre HILO(X,A,B) change a et
b, les variables locales de la procédure. Par contre, §’il s’agit d’une macro, on modifie A et B.
La premiere expansion donne se transforme en A=HIBITS(X), B=LOBITS(X). La seconde donne
A=X>>16, B=X&x7FFF (et dans une troisitme phase x7FFF est remplacé par sa valeur numérique
216 — 1). Notons qu’une procédure peut également rendre plusieurs valeurs: ceci se fait en général
en passant des adresses, la fonction modifie 'objet adressé. Si z est un objet, on notera &z son
adresse, et si y est une adresse, yo est Uobjet modifié¢ (équivalence des tableaux et des pointeurs).

Finalement, une fonction est une procédure C, mais utilisable depuis Lisp. Si le nom Lisp est
foo, le nom C est en général Lfoo, ceci pour éviter des confusions entre la fonction Lsin, qui est
la fonction qui rend le sinus d’un nombre quelconque et la primitive C qui ne fonctionne que sur
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les flottants. Les tirets dans les noms de fonctions sont remplacés par des soulignés. Dans certains
cas, comme le cas de 4+, un nom adéquat est choisi.

Tous les algorithmes sont indexés. On utilise la police bold pour référencer la page ou est
définie une procédure, et une police normale pour référencer toute utilisation. Certaines procédures,
comme iaddl sont utilisées uniquement dans l'algorithme ol elles sont définies. En fait, iadd1
n’est utilisée qu’une seule fois, la ligne qui précede sa définition. C’est pour ceci que son utilisation
n’est pas indexée. L’algorithme d’indexation est le suivant: si A est une procédure qui appelle
une procédure B dans un algorithme C, si B n’est pas définie dans C, B sera indexée a la page
ou A est déclarée. Par exemple, un des algorithmes contient un certain nombre de primitives sur
les entiers et les fractions, dont gxO0. Etant donné a et b cette fonction rend la fraction a/b, en
la réduisant s’il le faut. Elle fait donc appel a la fonction npged. En fait, 'extraction du pged se
fait par la macro pgcd_hack. Pour des raisons de commodités, I'utilisation de npged est référencée
uniquement dans pgcd_hack, pas dans les fonctions qui utilisent cette macro. Il se trouve — dans
une version provisoire de ce document — que qx0 est sur la méme page que pgcd_hack, mais 'appel
& pged_hack dans gx0 est sur la page d’apres.

L’appel au primitives n’est en général pas indexé. Toute référence a make_int l'est, dans la
mesure ou cette procédure alloue de la mémoire. Nous avons également indexé la fonction inverse
Int_val. Les macros get_digit, set_digit, VREF, VSET ne sont pas indexées. En fait, si X est
un vecteur de pointeurs ou de chiffres, nous écrirons X; = a ou a = X; au lieu de VSET(X,4,a)
ou a = get_digit(X,7). Le type de X étant donné explicitement, le lecteur trouvera facilement
laquelle des macros est utilisée. De méme, si Y est le pointeur de tas de X, on écrira Y; pour
désigner le ¢ élément de Y. On le notera parfois Yi], surtout si ¢ est une variable avec un indice.

On écrira parfois: « X; = t/2P +¢,c = ¢.2°27P (multiplication, division par décalage) ». Le code
C correspondant est X[i] = (t>>p)lc; ¢ = t<<(32-p);. Les appels aux primitives C, comme le
décalage ne sont jamais indexés. La plupart des variables globales sont indexées. On omettra les
indices de tableau comme 7 4, la variable globale C, et la variable mod.

Remarque finale: dans la mesure du possible, dans un algorithme donné, une variable z a
toujours le méme type. Il y a trop de types possibles pour pouvoir réserver le méme type dans tout
le document. On s’est efforcé cependant de respecter les conventions suivantes: z, 7, k, [ sont des
indices, s, t des tailles de vecteurs, X, Y, Z des vecteurs (parfois des pointeurs de tas), 4, B, C,
D des chiffres. Dans certains cas, nous avons voulu donner une sémantique aux lettres: le quotient
et le reste d’une division seront notés q et r, le numérateur et dénominateur d’une fraction seront
notés n, d, etc.

1.5 Types

Les objets Lisp sont définis par le code C suivant:

typedef union lispunion* p_object;
union lispunion {
struct a_vector Vector;
struct a_uvector UVector;
struct {int type; int D} Int;
struct {int type; double D} Double;
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};

struct a_uvector {

};

int type;
int size;

p_object 1l_type;
unsigned int* h_pointer;

struct a_vector {

};

int type;
int size;

p_object 1ll_type;
p_object h_pointer[1];

Nous n’avons pas indiqué la structure des autres objets comme les symboles, les listes, etc.

Chacun de ces objets commence par un champ type qui indique le type de 'objet. Le champ

11_type d’un vecteur est utilisé pour par exemple construire un systeme objet au-dessus de Lisp.
Nous l'utiliserons pour différencier les entiers des rationnels. Le champ 11_type d’un vecteur de

bits n’est pas utilisé pour 'instant. Une des idées possibles est d’étendre le systeme, en autorisant

n’importe quel pointeur dans le champ h_pointer; c’est le type qui dira comment interpréter la
valeur. Par défaut, 'imprimeur considere qu’il y a size mots, qui sont imprimés en base 16 en
tant que suite de bits.

Dans les algorithmes qui suivent, nous utiliserons les noms suivants pour désigner les types.

— chiffre: entier 32bits non signé, (unsigned int);

tableau de chiffres: tableau C, (unsigned int*) ;

— pointeur de tas: tableau de chiffres;

— petit entier: objet Lisp, de type Int, dont la valeur D est un entier C, dans lintervalle

[-2%2 4+ 1,292 — 1]

— petit entier non signé: petit entier dont la valeur est considérée non signée;

flottant: objet Lisp, de type Double, dont la valeur D est un nombre réel, double précision;

— vecteur de chiffres: objet Lisp, de type UVector, contenant un type, une taille, et un tableau

de chiffres;

vecteur de pointeurs: objet Lisp, de type Vector, contenant un type, une taille, et un certain
nombre d’objets Lisp;

vecteur: vecteur de pointeurs;

— entier interne: petit entier non signé ou vecteur de chiffres;

— entier interne normalisé : entier interne satisfaisant des contraintes expliquées dans le chapitre

suivant ;

— grand entier: vecteur, de type #:r:z, de taille 2, contenant dans le champ rz_num un entier

interne, la valeur absolue, et dans rz_sign le signe sous forme d’un booléen (vrai si positif)
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— fraction: vecteur, de type #:r:q, de taille 4, contenant dans les champs rz_num et rz_den
des entiers internes, le numérateur et dénominateur de la fraction, dans le champ rq_rflag
un indicateur, qui s’il est vrai, dit que numérateur et dénominateur sont premiers entre eux,
et un dernier champ rq_sign contenant le signe;

— complexe: vecteur, de type #:r:c, de taille 2, contenant dans les champs rc_rpart et
rc_ipart deux nombres réels, les parties réelles et imaginaires de nombre complexe;

— nombre: petit entier, grand entier, flottant, fraction ou complexe;

— liste: objet Lisp de type cons, comprenant deux champs: le premier élément de la liste et le
reste de la liste. La list vide est représentée par un objet spécial.

Par abus de langage, si = est un entier interne, au lieu de dire: « si z est de type petit entier
non signé alors ... sinon ... », on dira: « si z est un chiffre alors, sinon ». Ceci est justifié dans la
mesure ol dans le premier cas on utilisera toujours Int_val(z), qui lui est un chiffre.

1.6 Les primitives Lisp a notre disposition

Note: ce paragraphe est une copie de la version précédente de ce rapport, [2].

Les algorithmes que nous allons présenter dans le premier chapitre sont pour la plupart décrits
dans [8, section 4.3] et adaptés & SISYPHE. On suppose savoir manipuler des entiers en base
E = eP. Dans la version courante de SISYPHE, on suppose ¢ = 2 et p = 16. En principe ces
valeurs particulieres ne devraient pas avoir d’influence sur les algorithmes, mais ceci n’est pas
toujours exact. C’est pour cela que nous préciserons chaque fois que cela est nécessaire 'influence
de I'exposant (en ce qui concerne la base €, on suppose qu’elle est toujours égale a 2).

Précisons ce qu’on entend par savoir manipuler des entiers en base . D’une part, on utilise une
variable globale C (pour « carry », c’est la retenue courante, en interne, elle s’appelle #:ex:regret).
Le fait d’utiliser une variable globale est important dans la mesure ot une fonction ne peut rendre
qu’une seule valeur. On préfere modifier C et rendre une valeur plutoét que de rendre une liste (les
fonctions utilisées ici sont des fonctions de base, on ne peut se permettre d’allouer de la mémoire
de fagon injustifiée).

On dispose des cing fonctions suivantes. D’une part, la fonction ex+ prend deux arguments a
et b; elle calcule la somme a + b + C sous la forme CE + d. La quantité C est mise dans C, le
résultat de la fonction est d. Notons que a + b+ C < 3E — 3 < E?. La fonction ex* prend trois
arguments a, b et c. Elle calcule ab+ ¢+ C sous la forme zF + y. Elle rend y, et positionne z dans
C. Notons que ab+c+C< (E-1)>+2(E—-1)= E*> - 1.

La fonction ex/ prend deux arguments a et b. Elle réalise la division euclidienne CE+a = zb+y.
Elle positionne y dans C et rend z. On suppose C < b (en particulier b > 0), d’ott z < E. Comme
c’est une fonction de bas niveau, aucun test n’est fait, n’importe quoi peut se produire si cette
condition n’est pas satisfaite.

La fonction ex- prend un argument a, elle calcule E — 1 — a. Définissons la fonction ex--(a, b)
par ex+(a,ex-(b)). Elle calcule donc E +a — b+ C — 1. Dans le cas C = 1, si a > b, elle rend
donc a — b et laisse C a 1. La quantité C est appelée retenue dans le cas de ’addition et de la
multiplication. Dans le cas de la soustraction, la quantité 1 — C est appelée emprunt. Finalement
on dispose d’une fonction ex? qui compare deux arguments a et b. Elle rend 0 sia =0, 1sia > b
et E—1sia<b.

INRIA
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1.7 Implémentation des primitives en C

Dauns la version C, toutes les primitives manipulent des chiffres, entiers 32bits non signés. Ces
primitives ne sont pas accessibles depuis Lisp, de méme que la variable qui contient la retenue
courante carry. Dans certains cas, la retenue courante est passée en argument et est la valeur de
retour de la fonction. Dans ce cas, 'un des arguments de la fonction est un pointeur sur le résultat.
Les fonctionnalités ex— et ex? sont écrites sous forme de macro.

Les trois fonctions non triviales sont donc ex+, ex* et ex/. Nous supposons savoir additionner,
multiplier et diviser deux nombres de 32bits, avec résultat modulo 2%2. Si le compilateur et le
systeme d’exploitation le permettent, on utilise une multiplication et une division 64bits. Dans
ce cas, le code des primitives devient trivial. Dans le cas contraire, on utilise les algorithmes qui
suivent.

Rappel: E est la base courante, un chiffre est un nombre =z avec 0 < z < E. Pour écrire
a+b=CEFE+ z, on calcule z = a + b modulo E, et on compare le résultat & a: si z < a, on a
C =1, sinon C' = 0. De méme, pour écrite a +b+c¢c=C'E+y,on posey =z +c. Siz <bou
siy < c, onaC' =1, sinon C' = 0. La fonction ex_add_c prend en argument ’adresse de a, les
valeurs b et c. Elle rend C' et range le résultat y dans a. C’est une extension commode de ex+.
Dans le cas particulier b = 0 et ¢ = 1 (propagation de la retenue), il suffit de calculer y = a + 1,
et de tester y < 1, donc y = 0. Le code de iadd2, qui utilisait ex+ devient plus simple (& un tel
point qu’on en a fait une macro).

En ce qui concerne la fonction ex*, la partie non triviale est le calcul du produit ab. Pour ceci,
on pose E' =26 donc E = E'?, et on écrit a = uE' + v, et b=u'E’' +v'. Alors

ab=wu'E”? +vv' + (uv' +u'v)E'.

On écrit ceci sous la forme zF + y. On commence par écrire z = uu’ et y = vv'. Il s’agit ensuite
d’ajouter (uv’ + w'v)E'. Il y a en principe 4 multiplications. Si on remarque que wv' + uw'v =
(w+v)(v 4+ ") —uw' —vv', il suffit de 3 multiplications. Ceci est appelé algorithme de Karatsuba,
et sera utilisé plus loin, pour la multiplication des grands nombres.

Algorithme 1. (Multiplication interne) Toutes les variables locales et paramétres sont des

chiffres, sauf X qui est 'adresse d’un chiffre, ou un tableau de chiffres. Toutes les opérations sont
modulo 2%2. On a E = 232, E' = 216,

Macro update_product. Paramétres z, y et c. [Incrémenter zF + y de c.]

Copier ¢ dans une variable t.
Incrémenter y de t.

Siy < t, incrémenter z de 1.

Macro HIBITS. Paramétre z. [Siz = aE’ + b, rend a.
Rendre x décalé de 16 bits vers la droite.

Macro LOBITS. Paramétre z. [Si x = aE’ + b, rend b.]

Rendre z A (21 — 1) [et logique].
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Procédure ex_mul_c. Paramétresa, b, X et c. [Une implémentation efficace consiste a dupliquer
le code de ex*, il n’y a pas besoin de modifier C.]
Sauver la variable C dans une variable locale. Y mettre c.
Appeler ex*(a, b, Xg).
Mettre le résultat dans Xy, rendre la valeur de C, et remettre C a sa valeur sauvée plus
haut.

Procédure ex*. Paramétres a, b et c. [Calcule ab+ ¢+ C = zE + y; met z dans C et rend y]

Ecrire a = wE' +v, b=v'E' +v' en utilisant HIBITS et LOBITS.

Poser z = uu', y = vv'.

Posery' =z +1vy. Siy <y, décrémenter z de E'.

Décrémenter x de HIBITS(y').

Poser b' = y'E' par décalage, y' = y.

Décrémentery deb'. Siy > y' décrémenter z de 1. [On a uwu'E 4 vv' — (uu' + vv')E’ dans
zE +y.]

Posera' =u+v, b =o' +'.

Sia' > FE', incrémenter z de V', et décrémenter o' de E'.

Sib > E', incrémenter z de o, et décrémenter b’ de E'.

Appeler update_product sur z,y,c, puis sur z,y,C.

Mettre x dans C, et rendre y.

Macro shift_left. Parameétres: X le vecteur & décaler, f, | premiers et derniers indices, ¢, retenue
et p taille du décalage.

Poser ¢ = 0.

Pouri=1,1—1,..., f faire: t = X;, X; = t2° + ¢, ¢ = t/2%?7P [multiplication, division par
décalage].

L’algorithme de division sera expliqué plus loin. L’idée essentielle est de se ramener a une
division de aFE + b par ¢, ou le premier bit de ¢ est positionné. Ensuite, on se rameéne & deux
divisions 48bits par 32bits. Le quotient estimé de ces division s’obtient en divisant les 32 premiers
bits par les 16 premiers bits. Il y a ensuite une correction a faire.

Algorithme 2. (Division interne) Toutes les variables locales et paramétres sont des chiffres,
sauf X qui est Padresse d’un chiffre, ou un tableau de chiffres. Toutes les opérations sont modulo
232,

Macro shift_right. Parameétres: X le vecteur a décaler, f, | premiers et derniers indices, c,
retenue et p taille du décalage.

Poser ¢ = 0.
Pouri = f jusqu'ai =1 faire: t = X;, X; = t/2P + ¢, ¢ = t.2%27P [multiplication, division
par décalage].
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Procédure ex/. Paramétresb et c. [Divise CE + b par c¢; met le reste dans C et rend le quotient].

Poser a = C.

Si a = 0, diviser b par ¢, mettre le reste dans C et rendre le quotient.
Sic > 2% rendre ex_quo_i(a,b,c, LOBITS(c),HIBITS(c)).

Si ¢ =0, rendre 0. [C’est une erreur.]

Poser p = anormalise(c).

Poser t = b/2%27P, multiplier b et ¢ par 2P, poser a = a2? + t [multiplications, divisions via
décalage].

Poser a = ex_quo_i(a, b, ¢, LOBITS(c),HIBITS(c)).
Diviser C par 2P,
Rendre a.
Procédure ex_quo._i. Paramétres a, b, ¢, ¢1 et ¢g. [On suppose ¢ = coE' +¢1, E'/2 > ¢g < E;
divise aE + b par ¢, met le reste dans C et rend le quotient].
Poser ug = HIBITS(b).
Poser q = a/cy, A = qey.
Poser B = u12%® 4+ uy o1t uy est le reste de la division de a par cq.
Poserr = B — A.
Si A > B : décrémenter q, ajouter ¢ ar, tant que r > c.
Sauver q dans ¢q'. Poser us = LOBITS(b).
Refaire les points 2, 3, 4 et 5.
Mettre r dans C. Rendre ¢'2'% + q.

S A ol o

Procédure anormalise. Parameétre z.

Poser t = 231, p = 0.
Tant que t A p est non nul, diviser t par 2, incrémenter p.

Rendre p.
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Chapitre 2

Arithmétique en précision
arbitraire

2.1 Introduction

Les algorithmes décrits ici manipulent des entiers positifs, appelés nombres internes, qui sont
les briques de base pour implémenter les grands entiers et nombres rationnels (chapitres suivants),
ou les bigFloat et les polynomes de SISYPHE. Ces entiers sont représentés en base E = 2P ou
p = 32. La plupart des algorithmes sont indépendants de la valeur de p.

Un entier entre 0 et E — 1 sera appelé un chiffre. Un tableau de chiffres sera aussi appelé
pointeur de tas. Un vecteur de chiffres est un vecteur Lisp, de type vecteur de bits, qui comprend
essentiellement un type (pour le distinguer des vecteurs de pointeurs), une taille et un pointeur de
tas. Sile vecteur est [an,@n_1,...,a0], on lui associe une valeur, le nombre > a;E*. Dans certains
cas, la valeur n’occupe pas le vecteur en entier. Si le vecteur est [by,...,bx,@n,...,a0,Co,-..,Cql,
et la valeur est . a; E*, on dira dans ce cas que a,, est le premier chiffre utile et ay est le dernier
chiffre utile. Ces deux chiffres sont repérés par deux indices i4 et t4 (i4 est l'indice du premier
chiffre utile et ¢4 est I'indice du dernier chiffre utile). On utilise huit variables globales pour repérer
les indices utiles, & savoir ¢4, B, ic, ¢D, ik, ta, tB et tc (dans le code C, ces variables s’appellent
index_A ou size_A, etc.). Les indices commencent a 0, de telle sorte que si @ occupe le vecteur A
en entier, donc si A = [apn,...,a0], on aig =0 et t4 = n, et le vecteur A est de taille n + 1. Dans
ce cas, sin > 0 et a, est non nul, le nombre a sera dit normalisé. Nous noterons ¢(A4) la taille
d’un vecteur A. Les fonctions externes ne font aucune hypothese sur les variables i 4, etc, ce sont
uniquement les fonctions internes qui supposent que certaines conditions sont satisfaites (interne
signifie : utilisable uniquement par les algorithmes définis dans ce chapitre).

Un petit entier Lisp X est un objet typé dont la valeur = est un entier signé —E/2 < z < E/2.
Si on considére X comme entier non signé, on obtient ce qu’on appelera (par abus de langage) un
chiffre. Notons qu’il y a unicité des nombres 0 et 1. Notons que parmi les E valeurs possibles, on
en exclut une. Suivant les architectures, ceci peut étre —F/2 ou —0. Avec notre choix, 'opposé
d’un petit entier est toujours un petit entier.

Un nombre interne sera soit un chiffre, soit un vecteur de chiffres normalisé. Toutes les fonctions
externes prennent en argument des nombres internes, et rendent un nombre interne. Ces fonctions
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ne font pas d’hypotheses sur les variables globales, et en général apres leur exécution, ’état des
variables globales est quelconque. Exception: l'algorithme de division positionne son reste dans la
variable ex_mod. L’algorithme de Bezout prend en argument a et b, et résoud Ua + Vb = p. Le
résultat est p, la valeur absolue de U et son signe sont dans deux variables globales.

Toutes les fonctions internes commencent par la lettre ¢, certaines fonctions auxiliaires com-
mencent par la lettre a. Toutes les fonctions externes commencent par la lettre n.

2.2 Fonctions auxiliaires

Algorithme 3. (Fonctions auxiliaires) On utilise z, y des vecteurs de chiffres, n, m, t des
indices, X, Y des tableaux de chiffres. Rappelons que t(z) est la taille de x. La fonction noverflow
est la seule qui utilise une variable globale, a savoir C.

Macro noverflowl. Argument z.
Rendre noverflow(z,t(z)).
Procédure noverflow. Paramétres z et n ( un vecteur de chiffres et un i11dice).

SiC =0, rendre z si n # 1, make_int(z) sinon.

Poser y = acopyvector3(z,n + 1,1). Mettre C dans yo et rendre y.
Procédure nunderflowl. Parameétre x.

Rendre nunderflow3(z,0,t(z) — 1).
Procédure nunderflow3. Paramétres z, n, t.

Si z, =0, si n =t rendre 0, sinon nunderflow3(z,n + 1,t).

Sinon, rendre nunderflow2(z,n,t + 1).
Procédure nunderflow2. Paramétres z, n, t.

Sin +1=1t, rendre make_int(z,).
Sin =0 et t =t(z) rendre z.

Sinon, rendre acopyvector4(z,n,t —n).
Procédure nunderflow4. Paramétres z, n, t.

Sin > t, rendre 0.

Sinon, rendre nunderflow3(z,n,t).
Procédure fillvector. Paramétres X, n, t.

Mettre t zéros dans X a partir de n.
Procédure bltvector. Paramétres z, n, y, m.

Poser t = min(t(z) — n,t(y) — m).
Appeler ibltvector(UHEAP(z), n, UHEAP(y), m,t).
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Procédure ibltvector. Paramétres X, n, Y, m, t.

Pour: de 0 a4t — 1, remplacer X;4,, par Yitm.

Macro acopyvectorl.
Macro acopyvector2.
Macro acopyvector3.

Macro acopyvector4.

Parameétre z. Rendre acopyvector5(z,t(z),0,0).

Paramétres z, n. Rendre acopyvector5(z,n,0,0).

Paramétres z, n, m. Rendre acopyvector5(z,n,m,0).

Parameétres z, n, t. Rendre acopyvector5(z,n,0,t).

Procédure acopyvector5. Paramétres x, n, m, t.

Allouer un vecteur y de taille n.

Soient X et Y les pointeurs de tas de x et y.

Soit s le minimum entre t(z) —t et n — m.

Pouri de 0 a s — 1, remplacer Y4, par X;4+.

Rendre y.

Procédure afindO_beg. Paramétres X, i, t.

Tant que 1 < t: si X; est non nul, rendre 2, sinon incrémenter 1.

Rendre i [ie., t + 1].

Procédure afind0_end. Paramétres X, t, 1.

Tant que ¢ > t: si X; est non nul, rendre ¢, sinon décrémenter 1.

Rendrei [ie., t —1].

2.3 Addition et Soustraction

Le code de 'addition et de la soustraction est relativement simple. Nous ne le commenterons

donc pas.

Algorithme 4. (Addition des entiers) Les variables locales et paramétres utilisés sont = et y
des entiers internes, a, b des chiffres, h, h' des pointeurs de tas et i, j, n et s, des indices.

Procédure nadd, addition externe. Paramétresz ety [cette fonction rend la somme des deux
nombres internes sous forme d’un nombre interne].

Si z et y sont des chiffres, poser a = Int_val(z), b= Int_val(y). Poserb=a+b. Sib < a,
rendre le vecteur [1,b], sinon make_int(b).

Si z et y sont des vecteurs de chiffres, appeler iadd1(z,y), sinon iadd3(z,y).

Finir en appelant iadd2.
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Macro iaddl. Paramétres z, y [positionne c, ¢, n, = et h. Apres appel, il faut ajouter c, qui est
0 ou 1 a la quantité z en position 2, propagation de la retenue. La macro additionne deux
vecteurs de chiffres].

Siy est plus long que x, échanger z et y.

Copier .

Soit n = t(x), j = t(y) — 1, h le pointeur de tas de x et h' celui de y.

Poser ¢ = 0,1 =n—1. Tant que j > 0, poser ¢ = ex_add_c(&h;, h;-, c) et décrémenteri et j.

Macro iadd3. Paramétres z et y [méme sémantique que la macro précédente, l'un des arguments
est un chiffre, ’autre un vecteur de chiffres].

Si z est un chiffre, poser ¢ = Int_val(z) et © =y, sinon ¢ = Int_val(y).
Copier .
Soit n. = t(x), h le pointeur de tas de .
Poser ¢ = ex_add_c(&hy,—1,¢,0) et i =n — 2.
Macro iadd2. Paramétresc, i, n, © et h. [n taille de z, propager la retenue & partir de 7].
Si ¢ =0, rendre z.
Tant que ¢ > 0 et h; incrémenté de 1 est nul, décrémenter 1.

Si+ > 0, rendre z.

Sinon, copier z via acopyvector3(z,n + 1,1), poser zy = 1, rendre z.

On va maintenant définir la soustraction. On suppose qu’elle a un sens, donc que z > y. En
particulier la taille de z est au moins la taille de y.

Algorithme 5. (Soustraction des entiers) Les variables et paramétres utilisés sont = et y des
entiers internes, X et Y des vecteurs de chiffres, i, j, et k, des indices, h, h' des pointeurs de tas.

Procédure ndiff, soustraction externe. Paramétres = et y [rend la différence z — y].

Poser C = 1.
Si z est un chiffre, rendre make_int(ex—-(Int_val(z), Int_val(y))).

Si y est un chiffre, soit i = t(z) — 1. Copier z, poser h = UHEAP(z). Remplacer h; par
ex-—(h;, Int_val(y)). Rendre idiff2(z,i — 1, h).
Sinon, copier z, rendre idiff1(z,y,t(z) — 1).

Procédure idiffl. Paramétres X, Y et [i + 1 est la taille de X, suppose C = 1].
Soient j + 1 la taille de Y, h et h' les pointeurs de tas de X et Y.

Tant que j > 0, remplacer h; par ex--(h;, h’;), décrémenter i et j.
Rendre idiff2(X,,h).
Procédure idiff2. Paramétres X, i, h [propager 'emprunt & partir de i].

Si C est nul: Tant que © > 0: décrémenter h;, si h; était nul, décrémenter i, et continuer la
boucle.

Rendre nunderflowl (X) .
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2.4 Multiplication

Nous allons proposer ici 'algorithme classique de multiplication. Il est un peu long car on teste
plusieurs cas particuliers, et on optimise les multiplications par les puissances de E, par 0, par 1,
etc.

Algorithme 6. (Multiplication des entiers) Les paramétres et variables locales utilisés sont
z et y, des nombres internes, X, Y, z et Z, des vecteurs de chiffres, X', Y' et Z', des tableaux de
chiffres, a, b et ¢ des chiffres, et i, j, k, ko, t1, t2, $1 et s2, des indices.

Procédure ntimes, multiplication externe. Paramétres z et y [rend le produit zy].

Si z et y sont des chiffres, rendre ntimesfix(Int_val(z), Int_val(y),0).
Si z est un chiffre, rendre ntimesfix1(Int_val(z),y).
Siy est un chiffre, rendre ntimesfix1(Int_val(y),z).

Sinon, soient t1+1 et ta+1 les tailles de = et y. De plus soit s; = afind0_end(UHEAP(z),0, 1),
et so la quantité correspondante pour y.

Si s1 = s9 = 0, rendre ntimesfix(zo, Yo, t1 + t2).

Si sy =0, poserta =ty + 1 et tg = s2, et rendre ntimesci(y, xg,t1).
Si sy =0, poserta = t1 + 1 et tg = s1, et rendre ntimesci(z,yo, t2).
Soit I = min(1l + s1,1+ s3), k=81 +s2+2 et L =11 + t2 + 2.

Sil > K (K flag de Karatsuba), allouer un vecteur p de taille 21, sinon y mettre un vecteur
constant de taille 0.

Allouer un vecteur z de taille L.
Appeler itimes2 sur les pointeurs de tas de z, y, z, p, et les entiers 0, s1, 0, s3, 0 et k — 1.

Rendre nunderflowl(z).
Procédure ntimesfix. Paramétres a, b et i [on calcule abE?].

Poser € =0, ¢ = ex*(a, b,0).

Si C # 0, allouer un vecteur de taille i + 2. Y mettre C en position 0, et ¢ en position 1, et
rendre ce vecteur.

Sii =0, rendre make_int(c).

Sinon, allouer un vecteur de taille 2 + 1, y mettre ¢ en position 0, et le rendre.
Procédure ntimesfixl. Parameétresa et Y.

Sia =0, rendre 0.

Sia =1, rendreY.

Sinon, soit t4 = t(y), tp = afind0_end(UHEAP(y),0,t4 — 1).

Rendre ntimesci(Y,a,0).
Procédure ntimescl. Paramétres X, a et i [calculer aX E*; X est de taille £ 4, normalisé, il y a

des 0 apres tp].

Sia=1, et =0, rendre X.
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Sinon, remplacer X par acopyvector2(X,i+t4).
Sia =1, rendre X.
Sinon, positionner ig a 0, calculer itimescO(UHEAP(X),a,0). Rendre noverflowl(X).

Procédure itimesc0. Paramétres X', un tableau de chiffres (partie utile entre ip et tp), a et b.
[Calculer Xa+ b. En cas d’overflow, essaie de décrémenter ip pour mettre overflow dans le
vecteur X. Sinon 'overflow sera dans C].

PoserC=0b,2=1p et j =tp.
Tant que i < j, remplacer X} par exx(X},b,0) et décrémenter j.
Sij<0ouC=0, fin.

Sinon positionner C dans Xy’~, poserC=0, et ip = j.

Procédure itimesl. Paramétres X', Y' et Z',ia, sa, 1B, sB, ic et sc. [Il s’agit de calculer XY +
Z dans le vecteur Z. Les premiers indices dans les vecteurs sont 74, i et ic respectivement,
et les tailles sont s4, sp et sc. On suppose que 1C = i4 + 2. La fonction rend la retenue
éventuelle. Elle n’utilise aucune variable globale.].

1. Posertg =sp+ip—1,ta=sa+ta—1, ko=sc+ic—1—tg,n=Fky—sa et =0.
2. Pour j =tp, tant que 7 > ip

2.1. Poserc=0, A=Y].

2.2. Si A=0, poserk =7+ n.

2.3. Sinon, poser i = ta, k = ko + 7. Tant que @ > 44, remplacer ¢ par la quantité

examul_c(X], A, &Z},, c), décrémenter i et k.

2.3. Remplacer ¢’ par ex_add_c(&Z},c,c).

3. Rendre c'.

2.5 Karatsuba

Il s’agit d’une optimisation de I'algorithme de multiplication. Soit & calculer le produit de deux
nombres z et y ayant 2" chiffres en base E. Posons B = Ezn_l, de sorte que z = aB 4+ b et
y=cB+d, oua,b, cetdsont des nombres en base B. On a

zy = acB? + (ad + bc)B + bd; ad +bc = (a+b)(c+d) — ac — bd.

L’algorithme classique utilise 4™ multiplications en base E, I'algorithme de Karatsuba récursif n’en
utilise que 3™ (3 multiplications en base B au lieu de 4). La vraie complexité est difficile & estimer:
il y a des additions et des soustractions supplémentaires, et des propagations de retenues. De
plus, si la taille de = n’est pas une puissance de 2, I'algorithme ne s’applique pas directement. En
d’autres termes, pour n petit, il vaut mieux éviter cet algorithme. On utilise une variable globale
K, qui est la taille minimale de z & partie de laquelle on utilise Karatsuba.

Notons que l'algorithme normal de multiplication itimes1 est quadratique. Une analyse dé-
taillée montre que le produit de deux nombres de n et m chiffres est anm + bm + ¢ + €, ou €
tient compte di « si » en 2.2. Celui-ci ajoute a la complexité un terme An, avec une probabilité
de 2732, ce qui est négligeable. La complexité effective moyenne du produit de deux nombres de
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n chiffres est donc quadratique, an? + bn + c. Nous avons essayé de déterminer ces constantes.
Cependant, 'imprécision naturelle des mesures de temps CPU sur machine partagée a été trop
grande pour pouvoir calculer ces constantes. L’algorithme de Karatsuba est beaucoup plus com-
pliqué, le nombre de tests est beaucoup plus important, et estimer numériquement quoi que ce
soit est encore plus compliqué.

Soit C(n) le nombre de multiplications 32 bits utilisées pour multiplier deux nombres de taille
n, en utilisant 'algorithme de Karatsuba. On a

C(Zn) = 3C’(_7L) C(Zn + 1) = 3C(n') + 4n + 1.

Il n’y a pas de formules explicites pour C'x(n) pour K et n quelconques en fonction de a, b, ¢, n
et K. Cependant, en admettant K = 0, on obtient
3 )

@t -1)=3- 2"t2 4 53"

log3/log2 A
P

En admettant que ceci soit le pire des cas, la complexité de algorithme est donc Cn ou

C est entre 1 et 5/2.

Supposons que les deux nombres & multiplier n’aient pas la méme taille. Par exemple, z est de
taille 8 et y de taille 9. Ecrivons que y est 1 chiffre suivi de 8 chiffres. Ceci donne 35 multiplications.
Si y est de taille 7, en rajoutant un 0 initial, on a besoin de 27 multiplications. Si par contre on fait
comme avant, i.e., on dit que z a 1 4 7 chiffres, on arrive au total de 50 multiplications (rappel:
l'algorithme classique en utilise 56). On pourrait aussi compter le nombre d’additions et de sous-
tractions. Dans ce cas, il faudrait tenir compte du cott relatif entre 'addition et la multiplication,
ce qui dépend non seulement de la machine, mais aussi du processeur utilisé. Trouver la meilleure
stratégie est non évident.

On utilise la stratégie suivante: on suppose z plus grand que y, E""! <y < E™. Sin < K, on
utilise l'algorithme classique. Sinon, on pose B = E™, et on écrit = et y en base B. Par construction
y est un chiffre et z = 3 2; B a k41 chiffres. Pour i < k, on calcule z;y E*, on somme tout cela en
propageant la retenue, et il reste & calculer zzyE*. Si zj, est de taille n, il n’y a pas de probleme,
sinon on est ramené au cas précédent.

Dauns les autres cas, Karatsuba calcule NM 4+ R ou N et M sont de taille n, R est de taille 2n,
et on utilise un vecteur auxiliaire P de taille 2n. Dans le cas oll n est impair, on écrit N = N'E 4z,
M = M'E +y ot z et y sont des chiffres, N’ et M’ sont de taille paire. On a

NM+R=NME?+N'yE+ (M'E+y)z+ R.

Le premier produit s’effectue par un appel a Karatsuba, les autres sont triviaux: multiplication
d’un vecteur de chiffres par un chiffre.

On suppose maintenant que N et M sont de taille paire 2n. Soit B = E™. On pose N =
NiB+ Ny, M = MiB + My, R = Ry + R1B + RyB? + R3B®. On coupe le vecteur de travail P
en 4 morceaux, Py, P;, Py et P3. Aux étapes 4 et 5, on calcule Ny + Ny dans P; et My + M; dans
P,. 11 s’agit d’additionner (My+ Mi)(Ng + N1)B a R. On ne modifie que Ry et Ry, et on garde la
retenue pour la suite. S’il y a une retenue pour Ny + N, on ajoute My + M7 & R, et s’il y a une
retenue pour My + My, on ajoute Ny + Ny a R,. A I’étape 8, on ajoute (MO + Ml)(NO + Nl)B
a R, en utilisant Py P; comme espace de travail. La retenue courante est alors un nombre entre 0
et 3.
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Une fois ceci fait, il s’agit d’additionner a R la quantité Ny M, + N, M,B? - (NOMO + N1M1)B.
On calcule NgM, dans Py + Py B en utilisant P, P; comme espace de travail. Puis on soustrait ce
produit de Ry + Ry B (& ce moment, la retenue est a priori entre —1 et 4) et on ajoute NoM & R,
en fait & Ro + Ry B, avec propagation de la retenue vers Ry. Un calcul facile montre que la retenue
est maintenant entre 0 et 3 (étapes 10 et 11).

Finalement, on calcule Ny My, on soustrait ce produit de Ry + R B. On ajoute ensuite Ny My B2
a R, en procédant en deux temps: on ajoute d’abord n chiffres, puis les n derniers en tenant compte
de la retenue a propager. Notons que les calculs de NoM, et N1 M; ne peuvent pas provoquer
d’overflow.

Algorithme 7. (Multiplication via Karatsuba) Toutes les variables locales et paramétres
utilisés sont des chiffres ou indices sauf N, M, P, et R qui sont des tableaux de chiffres. Les
hypothéses faites sur ces vecteurs sont les mémes et données dans la fonction principale. Dans
call_karatsuba, z, ¥, z et p sont des vecteurs de chiffres.

Procédure Karatsuba, fonction principale. Paramétres N, M, R, P, 1, %4, ip, ic etip. [N
et M sont de taille [, R et P de taille 2I. Les premiers indices utiles sont dans z4, 5, ic et
ip respectivement. R est remplacé par R+ M N, la fonction rend la retenue. Cette fonction
n’utilise pas de variables globales, autre que C et K, le flag de Karatsuba)

Sil =0, rendre 0.

Sil=1, poser c = ex_add_c(N[ia], M[iB], &R[ic + 1],0) et rendre ex_add_c(&R[ic],c,0).
Sil < K, rendre itimes1(N, M, R,ia,l,iB,l,ic,20).

Sil est impair, rendre karatsuba_odd(N, M, R, P,l,i4,iB,ic,iD)-

Sinon, rendre karatsuba_even(N, M, R, P,l,i4,iB,ic,iD)-

Procédure karatsuba_odd. Paramétres N, M, R, P, 1, i4, ip, ic et ip. [Suppose [ impair,
>3]

1. Décrémenter!. Poser L = 21.
2.a. Poser z = M[ig + 1], ¢ = 0. [Allons-y pour N'yE]

2.b. Poser j =i4+1— 1,1 =1ic + L, tant que j > 14, poser c = exmul_c(N;,z,&R;, c),
décrémenteri et j.

2.c. Sic#0, poser c = ex_add_c(&R;,0,¢).
2.d. Poser ¢’ =c.
3.a. Poser z = N[ig +1], ¢ = 0. [Allons-y pour (M'E + y)z]

3.b. Poser j =ip+1,i=1ic+ L+ 1, tant que j > ip, poser ¢ = exmul_c(Mj,z,&R;,c),
décrémenter et j.

3.c. Sic#0, poser c = ex_add_c(&R;,0,¢).

4.a. Poser ¢’ = ¢+ ¢'. [Propagation de la retenue]
4.b. Posert=1ic+1— 1.

4..c Appeler prop_carry(R,i,ic,c').

5. Poser ¢ = Karatsuba(N,M,R,P,l,is,ip,ic,iD).
6. Rendrec+c'.
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Macro karatsuba_addl. Arguments I, J, K, L et M. [Calcule My + M; ou Ny + N; dans P.
Les 4 premiers arguments sont les derniers indices de My, M;, du résultats (augmentés de 1),
et le premier indice de My. Le dernier argument est le vecteur M ou N.]

Poser C = 0.

Poseri=1—-1,3=J—-1, k=K — 1.

Tant que © > L, poser Py, = ex+(M;, M;), décrémenteri, j et k.

oW b

Rendre C comme valeur de retour de la macro.

Macro karatsuba_overflow. Arguments I, J et L [Dans le cas ol ¢, la retenue de la macro
précédente, est non nulle, on ajoute au résultat partiel 'autre terme; I et J sont un de plus
que le dernier indice du terme & ajouter et du résultat et L la derniére valeur de i.]

1. Poser ¢ = 0.

Poseri=1-1,5=J-1.

e

3. Tant que i > L poser ¢ = ex-add_c(&R;j, P;, ¢), décrémenter i et j.

4. Rendre ¢ comme valeur de retour de la macro.

Macro karatsuba_add2. ArgumentsI, J et L. [Soustrait NoMy ou N1 M; de R. Les arguments
sont un de plus que les indices de fin du vecteur a ajouter et du résultat, et le premier indice
du vecteur a ajouter.]

1. Poser C = 1.

2. Poser1=1—-1,75=J—-1.

3. Tant que i > L, poser R, =ex—-(Ry, P;), décrémenteri et j.
4. Rendre C — 1 comme valeur de retour de la macro.

Procédure karatsuba_even. Paramétres N, M, R, P et .

1. Diviser [ par 2.

i

Poser ng =14, n1 = ng + 1, ng = ny + l. Définir de méme my, m1y, ma, 79, 71, T2, T3, T4,
Po; P1, P2, P3 et py.

Appeler fillvector (P, po,4l).

Poser ¢, = karatsuba_addi(nq, na, ps, no, V).

Poser ¢, = karatsuba_addi(mi,m2,ps,mo, M).

Si ¢, est non nul, poser ¢, = ¢y, + karatsuba_overflow(pg, rz,pg).

Si ¢, est non nul, poser ¢, = ¢y, + karatsuba_overflow(ps,T2,p3).

Incrémenter ¢, de Karatsuba(P, P, R, P,l,p2,p3,71,P0)-

Appeler fillvector(P,py,2l), et Karatsuba(N, M, P, P,l,n1,m1,po,p2).

© X N> kW

10. Incrémenter c,, de karatsuba_add2(p2,73,p0).
11.1. Poser c = 0.

11.2. Pour i = py — 1, j = r4 — 1, tant que ¢ > po, poser ¢ = ex_add_c(&Rj, P;,c),
décrémenter: et j.

11.3. Appeler prop_carry(R, j,r1,c).
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11.4. Incrémenter c,, de c.

12. Appeler fillvector(P,p,2l), et Karatsuba(N, M, P, P,1,ng, mg,po,p2)-
13. Incrémenter c, de karatsuba_add2(ps2,73,p0).

14.1. Poser ¢ = 0.

14.2. Pour ¢« = py; — 1, j = ry — 1, tant que © > p1, poser ¢ = ex_add c(&R;, P, c),
décrémenter et j.

14.3. Incrémenter c de c,.
14.4. Tant que tant que i > po, poser ¢ = ex_add_c(&R;, P;,c), décrémenteri et j.
15. Rendre c.

Procédure itimes0. Paramétres N, M, R, P. [Méme sémantique que la fonction itimes2 qui
suit, sauf que les tailles sont dans des variables globales. La procédure calcule 2¢ 'indice du
premier chiffre non nul du résultat. La fonction suppose 2 > 0, c’est une erreur fatale sinon.
Pour des raisons historiques 7p et tp sont les indices du premier argument.]

POSGI‘iC=tc—|—1—(tB—iB—l—l)—(tA—iA—i—].).
FErreur si 1c < 0.

Soit ¢ = itimes2(N, M, R, P,Z.B,tB,Z‘A,tA,Zlc,tc).
Erreur si ¢ # 0.

Poser ic = afindO_beg(R, ic, tc).

Procédure itimes2. Paramétres N, M, R, P,i4,ta,1B, tB, ic et tc. [Remplace R par R+ M N,
en utilisant le vecteur auxiliaire P (en fait, N, M, R et P sont des pointeurs de tas).
Les arguments supplémentaires sont les premiers et derniers indices utiles des vecteurs. On
suppose que la taille de R est au moins la taille de N plus la taille de M. La procédure rend
la retenue. Dans le cas ou le minimum [ de la taille de N et la taille de M est plus grand
ou égal au flag de Karatsuba, on suppose que P est un vecteur et que les 2] premieres cases
peuvent étre modifiées. Dans le cas contraire, P ne sert pas.]

0. Poser ¢’ = 0.
Poser s1 =tg —14+1etsy=tg—1p+1.
Si s1 =0 ou s3 =0, fin de la procédure, rendre c'.

Si s1 < 82, échanger N et M, i4 etip, tyg ettp, s1 et ss.

oW

Si s3 = 1 [Produit d’un vecteur et d’un chiffre]
4.1. Poser A= MJig].
4.2. Pouri = ta, j = tc, tant que i > i4 poser ¢ = exmul_c(N;, A, &R;,c), décré-
menter i et j.
4.3. Appeler prop_carry(R, j,ic,c).
4.4. Rendrec+c'.
5. Si sy < K (flag de Karatsuba)
5.1. Soit c = itimes1(N, M, R,i4,s1,iB,52,ic,tc —ic + 1).
5.2. Rendre c+ c'.
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6. Tant que s; > s2

6.1. Poserk =tc — sy + 1.

6.2. Poser ¢ = Karatsuba(N, M, R, P,sy,ta — s2 + 1,ip, k,0).
6.3. Décrémenter k, appeler prop_carry(R, k,ic,c).

6.4. Incrémenter ¢’ de c.

6.5. Décrémenterty, s et to de ss.

7. Repartir en 1.
Macro prop_carry. Parameétres R, ¢, [ et c.

Sic > 2, poser ¢ = ex_add-c(&R;, ¢, 0), décrémenter i.

Si ¢ est non nul: tant que ¢ > | et R; incrémenté est nul, décrémenter i. Ensuite, si ¢ > [,
poser ¢ =0 sinon ¢ = 1.

2.6 Division

Division d’un nombre par un chiffre

Les choses se compliquent un peu, car lalgorithme de division est non trivial. Commengons
par un algorithme qui divise un nombre par un chiffre. S’il n’y avait pas ’étape de normalisation,
le code serait trivial. Dans le cas o le hard permet une division 64bits par 32bits, cette étape
pourrait étre supprimée.

Algorithme 8. (Division par un chiffre) On utilise un nombre interne x, un pointeur de tas
h, un vecteur de chiffres X, un chiffre y et un indice i. [Toutes les procédures rendent le quotient
et mettent le reste dans la variable C].

Procédure nquoc. Paramétres z et y [suppose z > y, y chiffre].
Poser C = 0.
Siy =1, rendre z.
Si z est un chiffre, rendre make_int(ex/(Int_val(z),y)).
Si z n'a que deux chiffres zy et z1, et g < y, poser C = zy, et rendre make_int(ex/(z1,¥)).
Sinon rendre nunderflowl(iquocO(z,y)).

Procédure iquocO. Données X et y [suppose X > y].
Poserip =0, tg = t(X) — 1.
Copier X.
Calculer iquoc(UHEAP(X),y).
Rendre X.

Procédure iquoc. Données h et y [Diviser h entre ip et tp, suppose ip < tp, ip indice du
premier chiffre du quotient, remis & jour par la procédure].

Poser C=0, et 1 =ip.
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Siy =1, fin de la procédure.

Poser p = anormalise(y).

Si p est non nul, calculer shift_left(h,ip,tp,c,p), et mettre ¢ dans C.

Multiplier y par 2P par décalage, poser y = y' + y''2'% en utilisant LOBITS et HIBITS.

Remplacer h; par ex_quo-i(C, hi,y,y’,y") et incrémenteri. Si le quotient h;_; est nul, poser
ip=1.

Tant que i < tp, remplacer h; par ex_quo-i(C, h;,y,y’,y") et incrémenter i.

Diviser C par 2P par décalage.

Division de deux grands nombres

Ceci est maintenant le gros algorithme de division. La taille du code est relativement petite,
mais la justification est assez longue. Le but est de diviser un nombre w par un nombre v. On
exclut les cas triviaux: d’une part on suppose que v a au moins deux chiffres, et d’autre part
u > v > 0. On va également supposer que v est normalisé.

En entrée, on suppose que la partie utile de u est entre 24 et t4, celle de v entre ip et tp.
L’algorithme de division va modifier u entre ¢¢c et t4, mais ne modifie pas v. Le quotient et le
reste sont dans w, le quotient est cadré a gauche, commencant en ¢, le reste sera cadré a droite,
se terminant a l'indice t4. Entre le quotient et le reste, il n’y a que des zéros. On suppose ic < 44.
En effet, si u est de taille n + 1 et v de taille m + 1, le reste aura m + 1 chiffres, ou moins si le
premier chiffre est nul, et le quotient aura n — m chiffre, ou n — m + 1 dans certains cas. A la fin
de lalgorithme, les indices sont changés comme suit: le quotient est entre 24 et t4, le reste entre
ip et tp. Note: c’est iquomod4 qui modifie 24, pas la fonction qui va suivre.

On va maintenant supposer que v = vy +vm_1E+. . .4vg E™, et noter cela par v = (vgv1 . .. vp).
On suppose que w a n + 1 chiffres, w = (w_1ugu1 ... Up), ot u_y = 0. A TPitération 7 on calcule le
7€ chiffre du quotient, et on divise les m + 2 chiffres de u entre 7 — 1 et 7 + m par v. Il s’agit de
résoudre

(Wj1%j . Wjgm) = ¢ (VU1 . Um) + (ToT1 ... T). (1)

On remplacera u;_1 par g;, et uj1p par ry. Dans le cas ot1 le premier chiffre du quotient est nul,
les chiffres du quotient seront décalés de 1. Divisons I'équation (1) par E™~1. Il vient:

wj—1E> +w;E +ujy1 +a=qj(voE+vi+B) +10E+711 + 7 (2)
avec

0<axl 0<pB<1 0<vy<L

Dans le cas de two_div, on suppose que v a deux chiffres, donc g = 0, on en déduit @ = . On
fait les hypotheses suivantes:

uj_lEZ +u;jE4+ujp +a< E(’UQE + v, + ﬂ) (Hl)

roE4+711+7 <wE+v1+06 (Ho)

L’hypothese de normalisation que nous allons faire entraine que vy est non nul. Comme u_; = 0,
I’hypothese Hy est vraie pour 7 = 0, dans les autres cas elle est une conséquence de Hy pour j — 1.
Avant de calculer la solution de (2) sous la contrainte Hy, nous allons montrer qu’elle existe et est
unique.
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Pour cela, faisons varier ¢ entre —oo et +00, et considérons u—vq. C’est une quantité strictement
croissante, il existe donc g tel que r =u—wvg>0et ' =u—v(¢g+1) <0. Onadonc 0 <r < v,
donc Hs. Il est clair que ¢ > 0. Maintenant H; dit ¢ < E.

Cette hypothese H; implique aussi que u;_1 < vy. Ecrivons uj 1 B 4+u; = quo 4+ par division.
Dans le cas uj_; < vg on aura 0 < ¢ < E'; dans le cas contraire, on posera ¢ = E,r =u;. On a

rE4uj1 +a=vE(g —q)+qj(vi+8)+r0E +7147. (3)

On a g; < q: en effet le membre de gauche est < v F, car uj41 +a < E, et 7 < vg — 1. Le
membre de droite est au moins vgE(g; — q). Dans le cas uj_1 = v, on pose ¢ = E, donc ¢; < ¢
est trivialement vraie.

Notons que ¢ peut étre une trés mauvaise estimation: si vg = 1, v; = F -1, uj_; = 0,
u; = FE —1etuj; =0, on divise E? — E par 2E — 1, le quotient est £/2 — 1, et on 'estime &
E — 1. Dans le cas E = 232, cela fait un grand nombre de corrections. On va donc supposer que
vp est assez grand, disons vg > E/e, et montrer que la correction est au plus e.

Dans le cas simple ou E est une puissance de e, il suffit de multiplier u et v par une certaine
puissance de e pour obtenir ce résultat. Dans le cas général, on peut toujours multiplier par un
facteur f, quotient de E2? par voE + v1 + 1. Nous laisserons au lecteur le soin de montrer que ceci
donne souvent ¢ = 2, et ¢ = 3 dans les autres cas (il faut supposer E assez grand, disons E > 20,
pour avoir le cas générique. Les cas F trop petits ne nous intéressent pas ici). L’hypothese de
normalisation faite ici est e = 2.

Pour montrer ¢—e < g; on procede comme suit: si on ajoute e Evg aux deux membres de (3), le
membre de gauche devient > E?. Le membre de droite est < vg E(g;—q+e)+q;j(v1+03)+vo E4+v1+p.
Sigj < g—e, on aurait ¢j —g+e+1 <0, le membre de droite serait < (¢; +1)(vy+ ). Orq; < E
car ¢ < E, v; < E, le membre de droite serait < E2, absurde.

Supposons maintenant ¢ = ¢;. Alors (3) se simplifie en
rE4ujp1 —vigj+a=q;8+10E +711 4 7. (4)

Le membre de droite est > 0, d’ou on déduit 7E + ujy1 > vig;. A contrario, si 7E 4+ ujy1 < vig
c’est que ¢ est trop grand. Posons alors ' = r + vy, ¢ = ¢ — 1. On a la relation:

r'"E4uj +a=0vE(qg—q)+qj(v1+p)+roE 47147 (5)

C’est la méme relation que (3).

Itérons cette procédure de diminution de ¢ jusqu’a avoir
rE 4+ uj > vig. (6)
Supposons que q; = q — k. Par hypothese £ > 0. Alors
rE+ujp —vig=roE+71 —k(voE+v1)+q;f+7—-a>0.

L’hypothese Hy donne
(g +1)B>a+ (k—=1)(voE + v1).

Onagj+1<E, donc (g +1)8 —a < E, et comme vy > 0, ceci donne k — 1 <0, donc k < 1.
Notons que si 8 = 0, on obtient £ —1 < 0, d’ott £ =0, i.e., g = g;.
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Cette relation est bien entendu utilisée si f = 0. Dans ce cas, on écrit 7E + uji1 = roE +
ri + CE?, avec C = 0, ou C = —1. La contrainte (6) est C' = 0. Si tel n’est pas la cas, on ajoute
voE + vy ar{E + r] jusqu’d ce qu'il y ait dépassement de capacité, donc une retenue de 1, qui
additionnée a C donne 0. Dans two_div et divide_two_digits, c’est ainsi que l'on procede. La
subtilité est que la retenue de la soustraction est 14+ C'. On a donc une boucle interne « tant que la
retenue est nulle, incrémenter 7{ E + ] ». Dans la procédure ex_quo_i, v1q est noté A, rE + uj4q
est noté B, voE + v1 est noté ¢, r{E + 7| est noté r, et on ajoute c & 7 tant que r > ¢, si A > B.
Rappelons que dans ce cas, E = 218, et les diverses quantités A, B, etc., tiennent sur 32bits.

Dans le cas général, on procede comme suit: si u;_; = vg, on pose ¢ = F, r = u;. Comme on
veut ¢ < E, on met 0 dans ¢ et on positionne une variable spec & vrai (elle est fausse sinon). On
déclare de plus que la relation (6) est fausse dans ce cas. Sinon, on calcule ¢ et r par division, on
teste (6). Si la relation est fausse, on décrémente g, et on incrémente 7 de vy. S’il y a overflow, la
relation (6) est automatiquement vérifiée. De plus, le membre de gauche de (5) est alors > E2. Le
membre de droite est < vgE(q; —q'+1)+(g;+1)(v1+/3), en utilisant Hs. Or (g;+1)(v1 +8) < E?,
il faut donc ¢; — ¢’ +1 > 0, donc ¢’ < g;. Comme on avait ¢' < g;, on a égalité. Le fait qu’il y ait
overflow est gardé dans la variable OVF.

Supposons ¢ = 0. Comme on sait 0 < g; < g, c’est que ¢ est exact. De plus il n’y a pas de
soustraction a faire. Dans le cas contraire, faisons la soustraction.

(Wj—1 - Wjpm) — q(VoV1 « .. V) = (TOTL -+ Thy)-
Le calcul se fait de la facon suivante: soit C}, la retenue courante, initialisée par C,, = 0. On écrit
r, + qui + Crp = ECy_1 + wjpr, (7)

ou encore

Ck+qvk—|—(E—1—’LLj+k) =E0k71+(E—1—T;c). (8)

La relation (8) est utilisée dans 'algorithme & Iétape 2.4.2. On calcule le membre de gauche ce qui
donne le membre de droite sous la forme ECy_1 +x. Siy=FE - 1—z, alors E— 1 —y =z, donc
y est r}. La relation (7) est utilisée pour comprendre ce que l'on fait. Posons y = Co, multiplions
(7) par E™™% et sommons. Il vient

(riooom )+ q(vre o vm) = (Wit - - Ujem) + (90...0).
En comparant avec (3) on obtient
Er+ri+9" = (g -0 (Evo+vi+p)+(ro+y)E+ri+7. (9)

Supposons g = g;. Alors v} = r; pour i > 0, et v = . Il reste Er = (ro + y)E, donc r = ro + y,
ro=r1r—vy,et T >1y.

Dans le cas contraire, on sait que g; = ¢ — 1, donc
Er+7ri+9 4+ Evg+vi+ 6= (ro+y)E+7r1+7. (10)

ou
Efr—y)+ri+v =r+0E+7r+v— (Evg+v1+ )

Par H, le membre de droite est < 0 donc r < y.
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On en déduit le critére suivant: ¢ = g; si et seulement si 7 > y. Calculons alors 1 4+ (E — 1 —
y)+r1 =FEa+0b (étape 2.4.5). Sir >y,onaa=1,b=r—y, dot rg = b. Donc si a = 1, cest
que ¢ = gj, i = r; pour s > 0 et g = b. L’étape de division est donc terminée. Remarquons que
si OVF = 1, la vraie quantité r est en fait £+ B, et l'on calcule 1+ (E—1—y)+ B =71—y = 7.
Comme on I’a déja noté, dans ce cas q est correct.

Supposons maintenant @ = 0, et posons 7y = E — y + r. Alors (10) devient
Erj4+ri4+v +Evo+v1+p=E>+Erg+r1+7.

En d’autres termes, les r; se calculent en additionnant v et 7'. La retenue finale est & ignorer (3
2
cause du terme E?).

Algorithme 9. (Division interne) On utilise comme variables et paramétres Vy, Vi, U;, W,
OVF, r, q etl, des chiffres, N, j, iq, M, L et k, des indices, first, spec et ok des booléens. Les deux
données u et v sont des tableaux de chiffres. [La sémantique de I'algorithme est donnée au début
de la section.]

Procédure iquomod8. Données u et v.

1. Poser N = tp —ip, j = ia, 7 = 0, ig = ic, m = tp, Vo = v[ig], Vi = v[ip + 1],
M =t4 — N, first = vrai, spec = faux.
2. Répéter M — 14 + 1 fois
2.1. Poser U; = uj et W = uj41. Poser ok = faux, OVF = 0.
2.2.a. Sir =V, poser q =0, r = U}, spec = vral.
2.2.b. Dans le cas contraire, poser C =r, ¢ = ex/(U;,Vy) et r = C.
2.3. Tant que ok est faux [Premidre correction du quotient.]
2.3.1. Sispec est faux, alors: poser C = 0, soit | = ex*(q,V1,0). Positionner ok &
vrai siC <r,afauxsiC>r,etsiC=r,avraisil < W.
2.3.2. Sispec est vrai ou si ok est faux, décrémenter q, positionner spec a faux, C
40,7 aex+(r,Vy) et OVF a C. Si C est non nul, mettre ok & vrai.
2.4. Si q est non nul [soustraction]
2.4.1. Poser L=m,k=N+j,Cc=0.

2.4.2. Tant que L > ip, remplacer uj, par ex—(ex*(vy, q,ex—(uy))), décrémenter L
et k.

2.4.3. Soit | = ex—(C).
2.4.5. Poser C = 1. Remplacer u; par ex+(r,1).
2.4.6. SiC #0 et OVF est 0 [seconde correction du quotient]
Décrémenter q.
Poser L=m,k=N+73,C=0.
Tant que L > ip, remplacer uy, par ex+(uy,vy), décrémenter k et L.
2.5. Poser r = uj, puis uj = 0.
2.6. Sifirst = vrai et ¢ = 0, ne rien faire. Sinon, poser first = faux, positionner q dans
u a la position i,, et incrémenter i,.
2.7. Incrémenter j.

3. Poseruj_, =r.
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4. Posertp =ta,tsa =iq—1, et ip = afind0_beg(u, M, tp).
Procédure two_div. Paramétres u et v [cas ol v a deux chiffres].

1. Poseri =14, J = ic, first = vrai. Soient Vi et Vi les deux chiffres de v, C =0 et Uy = u;.
2. Répéterts — 14 fois
2.1. Incrémenter, poser Us = u;.
2.2.a. SiC=Vy, poserq=0,C=1, 1 = U, puis rg = ex——(U1, V1).
2.2.b. Sinon poser ¢ = ex/(U1,V), 7 =C, C =0, a; = ex*(q,V4,0), by =C, C =1,
r1 = ex——(Us,a1) et 1o = ex——(r,b1).
2.4.6. Tant que C =0, décrémenter q, poser r1 = ex+(r1, V1) et 7o = ex+(r9, Vo).
2.6. Sifirst = vrai et ¢ = 0, ne rien faire. Sinon, poser first = faux, positionner q dans
u a la position j, et incrémenter j.
2.8. Poser Uy =711 et C=ry.
3. Mettre ro dans u en position ¢ — 1, et r1 en position i.
4. Posertp =ta,ta =7 —1,etip=1—1siry est non nul, 7 si rg est nul mais pas ry, et
1+ 1 si les deux sont nuls.

Procédure divide_two_digits. Arguments z, z', y, y'. [Diviser zE + z' par yE + y'. Rend le
quotient. S’il est > E, met la variable globale OVF & vrai. Ceci ne peut se produire que si

y #0]

1. Siy=0
1.1. Siz > 9, mettre OVF & vrai, rendre 0.
1.2. Poser C = z.
1.3. Rendre ex/(z',y').

2. Poser p = anormalise(y), C = 0.

3. Sip # 0 [multiplication, division par décalage]
3.1. Posert=vy', y' =y'2?, y = y2P +¢/232°P,
3.2. Posert=1a', 2" =2'2P, C = x/2%27P 1 = 22P + /23277,
4. Soit q = ex/(z,y), r =C.
5. Poser C =0, a; = exx(q,y’,0), by =C.
6. Poser C=1, 1y = ex-—(z',a1), 7o = ex——(r,b1).
7. Tant que C est nul
7.1. Décrémenter q.
7.2. Poser r; = ex+(r1,y’), ro = ex+(ro,y).
8. Rendre q.

Procédure divide_spec. Argumentsy, y'. [Diviser E? par yE+y'. Il y a overflow si et seulement
siyE+vy' < E]
1. Siy = 0 mettre OVF & vrai, rendre 0. Idem siy =1 et y' = 0.
2. Poser p = anormalise(y),C=1,z =12' = 0.
3. Sip # 0 [multiplication, division par décalage]
3.1. Posert=1y', y' =y'2?, y = y2P +¢/232°P.
3.2. Poser C = 2P,

4. La suite est identique a divide_two_digits.
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Division générale

Maintenant que nous avons fait le plus gros du travail, nous pouvons expliquer 'algorithme
de division. Cet algorithme rend le quotient et positionne le reste dans la variable globale mod (en
fait la cval de la variable Lisp #:ex:mod).

La seule hypothese que nous allons faire en divisant z par y est que y est non nul. On va donc
commencer par comparer z et y, car dans le cas z = y, le quotient est 1 et le reste est 0, et dans
le cas x < y, le quotient est 0 et le reste est . Si y est un chiffre, on utilise la procédure nquoc
décrite précédemment.

Supposons donc que z et y sont des vecteurs de chiffres, entre 0 et ¢; pour z, entre 0 et ¢5 pour
y. Supposons de plus que le chiffre en position s de y est non nul, et qu’il n’y a que des 0 apres;
en d’autres termes y est Y E™. Décomposons z = XE™ + Z. Ecrivons alors X = QY + R par
division euclidienne. Alors le quotient de x par y est @ et le reste est RE™ + Z.

Supposons d’abord s = 0, un seul chiffre dans Y, et t; = ¢2, un seul chiffre & considérer dans X.
Le quotient et le reste Q et R sont donc triviaux. On est cependant astucieux en ce qui concerne
la gestion de la mémoire pour le calcul du reste .

Supposons maintenant s = 0 et ¢; # t». La division va se faire par iquoc. On calcule 15 et
tB, les indices & considérer pour iquoc. Si iquoc rend un reste non nul, le vrai reste est dans le
vecteur X entre les indices tg + 1 et ;. On ne connait pas le nombre exact de chiffres du reste,
il faut le calculer. Par contre, si R est non nul, le nombre de chiffres du reste est connu. On va
extraire le quotient du vecteur X, y positionner R, puis extraire le reste (procédure handle_q0).

Dans le cas général on a s > 0. On va appeler l'algorithme général de division sur X et Y.
Notons que cet algorithme suppose que Y est normalisé. Soit N le facteur de normalisation. On
va alors écrire NX = Q'(NY) + R'. En d’autres termes, Q@ = Q' et R = R'/N. Comme multiplier
X par N peut augmenter sa taille et que 'algorithme de division demande un chiffre de libre, on
copie X (en fait z) dans un vecteur plus long de deux cases (donc de taille ¢; + 3). Comme la
multiplication va écraser Y, on copie Y (en fait y) si N # 1.

On positionne alors les quantités suivantes: 24 et t4 les indices de X dans la copie de z, ¢p et
tp les indices de Y dans y (ou sa copie), et tc le dernier indice de z dans sa copie.

On va alors appeler iquomod4. Cette procédure est coupée en deux pour des raisons purement
techniques. Elle va positionner @) et R dans le vecteur X, le quotient est entre les indices 714 et
t4, et le reste entre les indices ¢ et tp. Elle positionne tg & 'ancien £ 4. En ce qui nous concerne,
X est z, et juste derriere se trouve Z. En d’autres termes, le reste r est le contenu de z entre les
indices 1 et tc.

La procédure commence par multiplier X et Y par N. Bien entendu, dans le cas N = 1, on ne
fait rien. La multiplication se fait par décalage de bits. La vraie division se fait par iquomod8 ou
two_div suivant que Y a plus de deux chiffres ou non. Finalement, si N n’est pas 1, on divise le
reste R’ par N par décalage.

Algorithme 10. (Division des entiers) On utilise comme variables locales et parameétres x et
y, des entiers internes, X et Y des vecteurs de chiffres, q un chiffre, h, h' des pointeurs de tas, et
t1, ta, N, s, 1 et 7 des indices.

Procédure nquomod, fonction principale. Paramétres x et y.

1. Si z =y poser mod = 0, rendre 1.
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2. Sixz <y poser mod = z, rendre 0.

3. Si y est un chiffre, calculer ¢ = nquoc(z,Int_val(y)). Poser mod = make_int(C) et
rendre q.

4. [Ceci est la division en général] Dans les autres cas, la procédure est comme suit.

4.1. Posert; =t(z) — 1, ta = t(y) — 1.

4.2. Soit s = afind0_end(UHEAP(y), 0, t2).

4.2.1. Si s =0 et t; = t2, rendre iquomod2(z,y,t1).

4.2.2. Si s =0 et ty # ta, copier xz, poser tp = t1 — ta, i = 0, et tc = t1. Appeler iquoc
sur UHEAP(z) et yo, rendre handle_qO(x).

4.2.3. Si s> 0, soit N = anormalise(yo). Si N est non nul copier y.

4.2.3. Poserip=0,tp=s,t4a =2+t — (tg —s), tc=0,14=2,tc =t +2.

4.2.3. Copier x dans un vecteur de taille t1 + 3, cadré a droite.

4.2.3. Appeler iquomod4 sur UHEAP(z), UHEAP(y) et N.

4.2.3. Mettre nunderflow4(z,ip, tc) dans mod.

4.2.3. Rendre nunderflow3(z,ia,ta).

Procédure iquomod2. Paramétres X, Y et s [on suppose X = XoE® + 71 et Y = Y, E®].

Poser ¢ =0, g = ex/ (X, Y)).
Si C # 0, copier X, mettre C dans Xy, et mettre X dans mod.
Sinon, mettre nunderflow3(X,1,s) dans mod.
Rendre make_int(q).
Procédure handle_q0. Données X. [Extrait le quotient et le reste du vecteur X.]
Si C # 0, allouer un vecteur Y de taille tc — tp + 1. En position 0, y mettre C, y copier X
via bltvector(Y,1,X,tp + 1). Mettre Y dans mod.
Sinon, mettre nunderflow3(X,tp + 1,tc) dans mod.
Rendre nunderflow3(X,ip,tp).
Procédure iquomod4. Paramétres h, h' et N. [Multiplie X et Y par 2V avant de diviser. La
multiplication de X peut faire un overflow.]
Si N est non nul
Appeler shift_left(h/,ip,tp,c,N).
Appeler shift_left(h,i4,t4,¢c,N).
Si ¢ est non nul, décrémenter i 4, mettre ¢ dans h a la position ¢ 4.
Appeler iquomod8t sur h, h' et N.

Procédure iquomod8t. Paramétres h, h' et N. [Divise X par Y. Le reste est ensuite divisé par
2N 11 peut y avoir underflow.|

Appeler two_div ou iquomod8 suivant que h' a ou non 2 chiffres [le nombre de chiffres est
tg —1iB + 1]

Poser 14 = 1c.

Siip < tp et N non nul, appeler shift_right sur h, ip, tp, ¢ et N. Si h[ig] est nul,
incrémenterip. [Si Ip > tpg, le reste est nul, il n’y a rien a faire.]
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2.7 Impression

Le premier algorithme que nous allons donner imprime un entier en base b. Cette base peut
n’avoir aucun rapport avec la constante £ = eP. On suppose 2 < b < 36. Ceci est di au fait
qu’on suppose qu'un chiffre en base b est 'un des 10 chiffres entre 0 et 9, ou 'une des 26 lettres
de I'alphabet. On suppose savoir imprimer un chiffre < b (fonction prin_cn de Lisp). On suppose
également que 'imprimeur Lisp sait imprimer des petits entiers. La procédure que nous allons
décrire ici n’imprime donc que des grands entiers. Elle ne teste pas si le nombre tient sur la ligne
courante: les caracteres sont imprimés les uns apres les autres, si la ligne courante est pleine, un
changement de ligne est généré automatiquement. La stratégie utilisée par SISYPHE pour imprimer
des grands entiers est simplement d’imprimer ces nombres dans le tampon d’impression (nettoyé
au préalable) puis d’extraire le résultat du tampon, et d’imprimer ceci comme une chaine de
caracteres (ou suite de chaines).

Tout le probleme est donc de calculer les chiffres de notre nombre de fagon optimale, en évitant
au maximum les divisions. Pour des raisons d’efficacité, le code de la division est une copie du
code de iquoc.

On suppose que dans deux tables £bs et fbn se trouvent a la position ¢ pour chaque base 1
deux entiers j et z ot z = 47, et j est la plus grande puissance telle que z < E. Ces tables sont
calculées lors du lancement du programme. On va donc essayer d’obtenir 7 chiffres d’un coup, par
division. Comme le reste du nombre par la base fournit le dernier chiffre & imprimer, il faut ranger
ces nombres dans une table. On vérifie si ¢ = 2 et p = 32, qu’une table de taille 3/2 fois la taille
du nombre est assez grande. Enfin, dans le cas ot z = E, on met 0 & la place de z dans la table et
on ne fait pas de division du tout. On utilise une table buf16 de taille ¢ telle que 297! > E (pour
toute base, tout nombre < E a au plus ¢ chiffres dans cette base). Ce vecteur est de taille 32 si
E = 232, En base 10, on génere les chiffres par paquets de 32, 64, 128, ou méme plus, on divise
chaque paquet en deux, tant que les paquets occupent plusieurs mots machine.

Algorithme 11. (Impression des entiers) On utilise comme variables, des chiffres =, ©1, T2,
T3, T4, C, des tableaux de chiffres X, B, des indices 1, 3, k, s, I, des entiers internes y, q, r, et un
vecteur de pointeurs C. On utilise deux variables globales fbs, fbn initialisées au lancement, un
tableau de taille 32 buf16, et la base de sortie courante obase, notée b.

Procédure nprin0, procédure principale. Paramétre n [n est un vrai nombre].

Sin est un grand entier, le remplacer par rz_num(n).
Sin est un chiffre, appeler aprin_no_just(Int_val(n)).
Si la base est 10, appeler abase10prin(n).

Dans les autres cas, soit j (resp. ) le contenu de £bs (resp. £bn) pour la base courante, et
k la taille de n.

Si la base est 2, 4 ou 16,
Appeler aprin_no_just sur ng.
Pouri de 1 ak— 1, exécuter aprin_just(n;, j).

Sinon, soit B le pointeur de tas d’un vecteur de chiffres de taille 3/2k. Copier n. Appeler
iprinO(UHEAP(n), k, B, j). Si le résultat est s, appeler aprini(B,s,z).
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Procédure aprintdigit. Paramétre ¢, un entier entre 0 et 35. [ceci suppose que les lettres de
Palphabet ont des code internes consécutifs, par exemple, codes ASCIL]

Si ¢ < 10, ajouter a c le code interne de 0. Sinon ajouter a c le code interne de ‘A’ moins

10.
Considérer ¢ comme un caractére.
L’imprimer via prin_cn.
Procédure output_prin_vect. Paramétre ¢ [Imprimer les ¢ premiers chiffres de buf16].
Tant que 7 > 0 décrémenter: et imprimer le chiffre en position i de buf16 via aprintdigit.
Procédure aprin_just. Paramétres z et j [z < E, imprimer z avec j chiffres].
Pour: entre 0 et j — 1 mettre le reste de z par b dans buf16 en position ¢, remplacer  par

le quotient [quotient, reste via division normale 32bits non signée].

Appeler output_prin_vect sur j.
Procédure aprin no_just. Paramétre z [z < E, imprimer z].

Si z = 0, imprimer le chiffre 0.

Sinon, soit 1 = 0, tant que x # 0 mettre le reste de la division de z par b dans buf16 en
position @, remplacer  par le quotient, et incrémenter 1.

Appeler output_prin_vect sur i.
Procédure aprinl. Paramétres X, i, j.

Imprimer X; via aprin_no_just.
Imprimer X, (k=14—1,...,0) via aprin_just(Xy,J).
Procédure iprin0. Paramétres X, s, B et z [s est la taille du tableau de chiffres X, B le tampon,
z une puissance de la base de sortie].
Poser I =0,2=0, k= 0.

Poser p = anormalise(z). Multiplier z par 2P par décalage. Ecrire z = 2’ + 2"21% en
utilisant HIBITS et LOBITS.

Tant que I < s

Si p est non nul, calculer shift_left(X,I,s — 1,¢,p) et mettre ¢ dans C. Sinon poser
c=0.
Poseri = I, X; = ex_quo_i(C, X;,z,z',z"), et incrémenter i.
Si X;—1 =0, poser I =1.
Tant que ¢ < s remplacer X; par ex_quo_i(C, X;, z,z',2") et incrémenter i.
Mettre C/2P dans B en position k, incrémenter k.
Rendre k — 1.

Procédure aprinlOn. Argument z et k [Imprimer z en base 10 avec k chiffres].

Poser t = x. Tant que t # 0, diviser t par 10, décrémenter k.

Imprimer k chiffres 0.
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Si z est non nul, imprimer z via aprin_no_just.
Procédure aprinl0_8. Paramétres x et s.
Si s est vrai, appeler apriniOn(z, 8).
Sinon appeler aprin_no_just(z).
Procédure aprin10_32. Paramétres y et s. [Imprimer y sur 32 chiffres en base 10 si s est vrai,
au plus 32 chiffres sinon.]
1. Siy est un chiffre et s vrai, appeler apriniOn(Int_val(y), 32).

2. Si y chiffre, s faux, appeler aprin_no_just(Int_val(y)).

3. Dans les autres cas, diviser y trois fois par 10%. Soient x4, z3, z5 les Int_val des trois
restes, z1 le dernier quotient. [y = z1 1024 4+ 2510 + 23108 + T4

4. Imprimer x1, T3, T3 et 4. Si s est vrai, on utilise aprinl0_8(z;, s), sinon, le premier non
nul est imprimé avec aprinl0_8(z;,0), les suivants avec aprin10_8(z;,1).

Procédure aprinl0_64. Paramétres y et s. [Imprimer y sur 64 chiffres en base 10 si s est vrai,
au plus 64 chiffres sinon.]

. Siy est un chiffre et s vrai, appeler aprin10n(Int_val(y),64).
. Siy chiffre, s faux, appeler aprin_no_just(Int_val(y)).

1
2
3. Dans les autres cas, calculer le quotient q et le reste v de la division de y par 1032.
4. Siq=0 et s =0, imprimer r via aprini0_32(r,0).

5

. Sinon imprimer q via aprinl0_32(q, s), et 7 via aprin10_32(r,1).
Procédure abaselOprin. Paramétre y.

1. Siy est un chiffre poser k =1, sinon k = 1+ t(y)/6.

2. Mettre dans C un vecteur de taille k [si k = 1, ce vecteur est alloué une fois pour toutes.]

3. Tant que y est non nul, diviser y par 10%%, mettre les reste dans C, remplacer y par

le quotient. [la division est via nquomod, l'entier interne associé¢ a 10%* est calculé au
lancement du programme]

4. Imprimer les éléments du vecteur C, via aprin10_64(Cj, s), en commengant par le dernier
avec s = 0, les autres avec s = 1.

Autre algorithme d’impression. Cet algorithme imprime les p premiers chiffres d’une fraction en
base b. Si le nombre est périodique, la période est entre accolades. Par exemple, 19/6 sera imprimé
comme 3.1{6}. Dans le cas p < 0, on imprimera exactement —p — 1 chiffres, sans indiquer la
période. Les chiffres & gauche du point s’obtiennent en imprimant la partie entiere du quotient
n/d, donc q si n = dq + .

Il s’agit alors d’'imprimer la partie fractionnaire. Supposons que n et d soient premiers entre
eux. C’est cette condition qui va nous permettre de trouver la période. Soit = le premier chiffre
imprimé, et n’/d’ ce qui reste & imprimer apres le premier chiffre. On a donc la relation

n z n

PR T

INRIA



Implémentation en C de Uarithmétique de Sisyphe 33

Cette relation s’écrit aussi nb = dz + dn’/d’. On veut 0 < z < b et 0 < dn'/d’ < d. En d’autres
termes, z est le quotient de la division de nb par d; si bn = zd + r, on a d'r = dn'. Comme
on veut que d’ soit premier avec n’, c’est que d’' divise d, donc d = Ad’. On a donc r = Ar’. Or
bn = A(d'z + r'), donc A divise b, donc p le pged de b et d. Réciproquement, si A = p, et si on
calcule nb/p = z(d/p) +n', alors n' et d’ = d/p sont premiers entre eux. Comme la base b est au
plus 36, on préfere calculer le pged de b et d, plutot que de calculer le pged de d et r.

Notons qu’a I'itération suivante, on calculera pged(b,d/p). Si p est un nombre premier divisant
ce pged, et premier & p, il divisera d et b, donc p, absurde. On en déduit que ce pged sera trivial
a partir du moment ou g = 1. En fait, on divise d par toutes les puissances des facteurs premiers
de b jusqu’a obtenir & un certain moment pged(b,d) = 1.

Ce phénomene se produit nécessairement (sauf si » s’annule, auquel cas le nombre est comple-
tement imprimé). Supposons que N est la valeur de » au moment ol le pged p devient 1. Ce que
Ion fait ensuite est de calculer bn = dx + r, et de remplacer n par r. Au bout de k itérations n est
remplacé par b* N modulo d. Comme b et N sont premiers & d, cette quantité n’est jamais nulle.
De plus, b est un élément du groupe inversible modulo d, lequel groupe est de cardinal ¢(d). Donc
b*(@ = 1 modulo d. En particulier, la suite des n (donc la suite des z) est périodique, de période
¢(d). La plus petite période peut bien entendu étre un diviseur strict de ¢(d), par exemple 7/9 est
0.{7} en base 10, 0.{61} en base 8, 0.{530} en base 7, et 0.{342102} en base 5, et $(9) = 6.

Si la période commencait avant que p ne devienne 1, on aurait les relations suivantes. Soit x
le dernier chiffre de la période. On a bn’ = dz + ', et ¥’ = N. On fait 'hypothese que n"'b/p =
z(d"fu) + ", et que d”"/p = d et que " = N. On en déduit n'p = n”, donc g divise n”. Or p
divise d”, p est non trivial, et n' et d” sont premiers entre eux, absurde. On sait donc localiser le
début de la période. Ceci fournit I’algorithme suivant.

Algorithme 12. (Ecriture décimale) Données x, et p. Les variables locales n, d, q, v, et N
sont des entiers internes, p et s des indices, et  un nombre [On imprime le quotient n/d avec au
plus p chiffres aprés la virgule].

ey

. Ecrire z = £n/d, si z est un entier ou une fraction rationnelle, erreur dans le cas contraire. Ici
n et d sont des entiers internes.

Imprimer le signe si z < 0.

Ecrire n = qd + r via nquomod, imprimer q via nprin0, et posern =r.
Fin de la procédure si n = 0. Sinon imprimer un point.

Sip < 0, remplacer p par —p — 1, mettre s a 1 sinon a 0.

Poser q = pged(b,d), B =0b/q, et d=d/q.

I A S o

Faire tant que q # 1

7.1. Ecrire nB = dq + 7, imprimer g via aprintdigit, poser n = r, décrémenter p.
7.2. Fin de la procédure si n = 0.

’

7.3. Sip=0:imprimer “...” si s =0 et fin.

7.4. Refaire 6.

8. Si s =0: poser N = n, imprimer une accolade ouvrante.
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9. Tant que p > 0 faire

9.1. Refaire 7.1.
9.2. Sis=1etp=0, fin.

9.3. Si s =0 et p=0, imprimer trois petits points.

10. Si s = 0 imprimer une accolade fermante.

2.8 Pgcd

On propose l'algorithme suivant de calcul de pged.

Algorithme 13. (Pgcd sur les entiers positifs) On utilise comme variables locales et para-
meétres a et b, des nombres internes, x, y, N, des chiffres, u, v des vecteurs de chiffres, U, V des
tableaux de chiffres, et 7, 7 des indices.

On utilise une variable globale Z qui est un vecteur de chiffres, et Z' son pointeur de tas.

Procédure npgcd, fonction principale. Paramétres a et b.

Comparer a et b via ncmp.

Si a = b, rendre a.

Si a < b appeler ipgcd3 sur b et a.
Sinon appeler ipged3 sur a et b.

Procédure ipgcd3. Données a et b [On suppose a > b].

Si a est un chiffre rendre make_int(ipged0(Int_val(a), Int_val(b))).

Si b est un chiffre, poserip = 0, tg = t(a) — 1, copier a,
et rendre make_int(ipgcdi(a, Int_val(h))).

Sinon, soit s = t(a)+ 2. Allouer un vecteur Z de taille s. Mettre dans Z' le pointeur de tas
de Z. Copier a et b dans des vecteurs de taille s, cadrés a droite.

Poserig =2,t4=s—1,tg=s—1,ip = s — t(b).
Appeler ipgcd2 sur a et b.
Nettoyer Z', rendre le résultat.

Procédure ipged0. Données z et y.

Siy =1, rendre 1.
Remplacer  par le reste de la division de z par y [division machine].

Si z = 0 rendre y, sinon ipgcd0(y, z).
Procédure ipgcdl. Données u et y.

Appeler iquoc sur u et y.
Si ¢ =0, rendre y, sinon ipgcdO(y,C).

INRIA



Implémentation en C de Uarithmétique de Sisyphe 35

Procédure ipgcd2. Données u et v [On suppose u > v, u entre i4 et t4, v entre ip et tp].

Appeler gcd_via_bezout(UHEAP(u), UHEAP(v), 0).
Sitp < ip, rendre nunderflow3(v,i4,t4).
Sitp =ip, poser y = u;,, ip =14, tB = ta, et rendre make_int(ipgcdl1(UHEAP(v),y))-

Sinon rendre ipgcd2 (v, u).

Procédure ged_via_div. Données U et V. [u entre i 4 et t4, v entre ip et tp; remplace w par le
reste de la division de u et v. Apres, i et tp sont les indices du reste, 14 et t4 ceux de v.
Les arguments sont les pointeurs de tas de u et v].

Poser 1 =1 et j =tp, ic = 0.

Soit N = anormalise(V[ig]).

Si N # 0, copier V dans Z'.

Appeler iquomod4 sur U, V (ou Z' si on a copié) et N.
Poser 1c = ty4.

Poseria =1 etty = 7.

Algorithme de Lehmer

La premiere implémentation de cet algorithme consistait a utiliser gcd_via_div au lieu de
gcd_via_bezout. Ce que nous allons décrire est la nouvelle version (algorithme de Lehmer).

L’idée de base est que trés souvent le quotient calculé est petit. On estime ce quotient en
prenant les premiers bits, et on fait plusieurs divisions successives sur ces premiers bits. Au bout de
quelques opérations, u est remplacé par Au—+ Bv, et v est remplacé par Cu+ Dwv. Ceci revient a faire
4 multiplications d’un grand entier par un chiffre et deux soustractions. L’algorithme de division
calcule essentiellement quatre multiplications et une soustraction (une multiplication interne, deux
multiplications pour la normalisation et une division, qui équivaut & une multiplication). Bien
entendu, lors de la division, la soustraction et la multiplication se font en une passe, mais on peut
faire de méme dans ce cas. Si on arrive donc a remplacer plusieurs divisions par une opération de
ce type on y gagne. Si on arrive a remplacer une division par une opération de ce type on y gagne
souvent (le quotient est connu, on peut éviter la phase de normalisation). Bien entendu, s’il faut
quand meéme faire une division on y perd, mais pas trop.

Notons que les divers quotients apparaissant lors du calcul du pgcd sont les quotients du
développement en fraction continue du quotient. Dans [11, §3.6] cette technique est utilisée pour
compacter les représentations des réels sous forme de fraction continue.

La premiere chose a faire est de calculer les premiers bits de u et v, en d’autres termes z et y
tels que u = e*(z 4+ 2) et v = e*(y + 9), ot = et y sont des entiers et 0 < & < 1,0 < § < 1. On
veut 0 < z < E, en fait on veut z le plus grand possible. Cette méthode n’a aucun intérét si 'on
prend pour z les bits qui se trouvent dans le chiffre principal de u. On veut donc E/e < z < E.
Supposons que u soit dans le vecteur A entre les indices 74 et t4. Comme on est dans la procédure
ipgcd2, on sait que 14 < t4. Supposons que les chiffres en position 74 et 24 + 1 de « soient
et 8. On suppose que les chiffres aux mémes indices de v sont o’ et 3'. Dans le cas ot 14 < ip,
on prend @' = 0 (en fait, on met 0 dans v & la position i4, cela servira dans la suite). Dans le
cas olt 14 + 1 < i on a de plus 8/ = 0. Comme nous allons le voir dans la suite, ce cas est sans
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intérét, car il faut faire une division. Quitte a décrémenter g, on supposera donc ig = 24. Notons
aussi que tp = t4, dans la mesure olt on a pris la précaution de mettre v et v dans des vecteurs
de méme taille, cadrés a droite. Une telle condition restera toujours vraie. Cette facon de faire a
comme avantage de ne pas étre obligé de mettre a jour les indices t4 et tp.

Pour rendre le code encore plus efficace, on prendra 2p (i.e., 64) bits pour z et y. Alors z et y
sont représentés par des couples de chiffres. Il faudra dans la suite calculer le quotient et le reste
de z par y. Le quotient s’obtient grice a la fonction divide_two_digits, et si ¢ est ce quotient,
le reste 7 est calculé par r = z — qy. Dansle casotl @ > E/2,onaz=aE+ et y=o'E+ 3.
Dans le cas contraire, soient v et 7' les chiffres de w et v en position i4 +2 (ou 0 si u n’a que deux
chiffres). Alors z = (aE* + BE + v)/e?, y = (¢/E?> + B’E + 7')/e? o1 q est le nombre de bits de
a,ie e?d7l <a<el.

Posons n = 0. Appelons zg et yo les quantités z et y ainsi calculées. On considere des quantités
Ay, By, Cp et D, (initialisées avec 1, 0, 0 et 1 pour n = 0) ainsi que A, = (—-1)"4,, B, =
—(=1)"By, C], = —(—-1)"Cy, et D!, = (—1)™D,,. Pour alléger les notations, on supprimera 'indice
n dans la suite. Posons 2z’ = z+ B,y ' = y+ D, 2" =z + A et y’" = y+C. On suppose, pourn > 0,
et nous le montrerons dans la suite, que ces quantités sont entre 0 et E2 — 1. Dans le cas n = 0,
on exclus le cas y' = E?; en fait ceci n’est possible que si z =y (car y < z < E?). En fait, si les
32 premiers bits de z sont égaux aux 32 premiers bits de y, le premier quotient est 1, le second
quotient est tres grand, on arréte 'algorithme avec n = 1, et on remplace u par v —v. Le seul cas
problématique est celui o z = E? — 1, donc z” = E?%. Ce cas est traité & part dans l'algorithme.

Posons @« = uA+vB et f =uC +vD. On a donc u = a et v =  pour n = 0. On va supposer
que, si on faisait effectivement les n divisions sur u et v, les quantités w et v seraient transformées
en « et 3. Pour deviner les quotients de ces divisions, on suppose que la partie entiere de a/e®
est entre ' et 2/, celle de (3/e* est entre y' et y”’. Comme nous allons le montrer dans la suite,
les quantités A’, B', C' et D' sont positives ou nulles, donc, si n est pair, on a 2’ < z < z” et
y" <y <y, les inégalités sont dans autre sens si n est impair (z et y sont les parties entitres de
ajek et B/eb).

Ecrivons 2’ = gy +1' et 2" =q"y" + " par division euclidienne. Si 'une des deux quantités
y' ou y” est nulle, le quotient sera I'infini. On a donc ¢’ < a/B < ¢” + 1, donc si ¢’ = ¢, c’est
la partie entitre de a/3. Dans le cas ou il n’y a pas égalité, on ne connait pas le quotient, et on
s’arréte. En particulier, on s’arréte si y’ = 0, y” = 0 ou si le quotient ne tient pas sur 32bits.

Supposons donc ¢ = ¢’ = ¢"”. On pose alors Ay = C, Cy = A—-qC, By =D, D; =B —¢D,
z1 = y et y1 = = — qy. Les quantités z], etc. s'en déduisent. En particulier, A] = C', C] =
A"+ qC', Bl = D', D; = B’ + qD’, ce qui montre que ces quatre quantités sont positives ou
nulles. L’algorithme s’arréte dans le cas ol I'une de ces quantités devient > E (c’est pour cela
qu’on demande g < E).

Notons que z} = ¢', = = 9", v{ = 7', et y{ = r”. Ces relations montrent que ces quantités
sont entre 0 et E2. En fait, E? est exclus: on suppose au départ ' < E? et y” < E?, et les restes
sont plus petits que 7', y”, donc plus petits que E2. Posons maintenant a; = 3 et 8y = a — ¢f3.
Des relations 2’ < a/e? < 2" et y” < B/e* <y (valides pour n pair) on tire y} = 2’ — qv’ <
Bi/e* < z" — qv" = y}. Le méme raisonnement s’applique si n est impair, en renversant le sens
des inégalités.

On supprime alors les indices 1, on incrémente n, et on continue. On vient donc de calculer A,
B, C, et D tels que « = uA+vB et f =uC +vD, avec f < a. Notons que z = zgA + yoB et
y = zoC + yoD. Cette relation s’écrit aussi gy = D'z + B'y et yo = C'z + A’y (voir 'algorithme

INRIA



Implémentation en C de Uarithmétique de Sisyphe 37

de Bezout général ou les quantités A’, B', C' et D' s’appellent z, y, v et v). Comme ces deux
relations sont entre des nombres positifs ou nuls, on en tire des inégalités importantes: la relation
q' = ¢' impose que A, B, C et D sont plus petits que z et y donc plus petits que /yo. C’est pour
cette raison que zg et yo sont calculés sur 64bits, A, B, C et D sur 32bits.

Il reste maintenant a expliquer comment calculer une quantité de la forme uA + vB. En fait,
il faut calculer +(uA’ — vB'). Montrons donc comment calculer wA’ — vB’. On sait que A’ et B’
sont des chiffres, u et v des vecteurs de chiffres. Supposons d’abord A’ = 1. 1l s’agit de calculer
u — vB’. On utilise la méme procédure utilisée par iquomod8 pour la soustraction interne. Dans
le cas A’ # 1, on calcule —vB' de la méme maniere, en faisant comme si « était nul. Il s’agit alors
de calculer uA + v', ce qui est facile. En fait, on réalise les deux opérations en une seule boucle,
en manipulant deux retenues. Finalement, dans le cas B’ = 1, on calcule —v. Ce calcul est trivial :
en allant de droite & gauche, on laisse les 0 inchangés. Si v; est le premier chiffre non nul, on le
remplace par E — v'. Les autres chiffres sont remplacés par £ — 1 — v;.

Finalement, on procede comme suit. Soit n le nombre de divisions faites. Sin = 0, et z = y,
on remplace w par v — v. Si n = 0 mais u # v, on divise via ged_via_div. Si » = 1, le quotient
est D, et on remplace w par v — Dv. Sinon on remplace v par vC +vD et v par uA + vB. Comme
ces opérations sont censées étre faites en parallele, on met le résultat de la premiere dans Z, le
résultat de la seconde dans v, et on copie Z dans w (notons que Z est un vecteur auxiliaire, utilisé
pour copier v s'il faut faire une division et normaliser v). Ceci donne l'algorithme suivant.

Algorithme 14. (Pgcd via Lehmer) Les variables et paramétres utilisés ici sont z, y, z', y',
N, A B, C,D,a,B,d,08,7 9 a,b,c,c,d, a1, b1, q, ¢, ro, 71, 8, w et t des chiffres, u, v et
z, des tableaux de chiffres et i, j, k et p, des indices. On utilise de plus la variable globale Z' un
tableau de chiffres, et une variable globale booléenne OVF.

Macro lehmer_add. Paramétresa, b, z, z', A [Calcule zE + 2’ + A dans oE + b].
Poser C = 0.
Poser b = ex+(z', A).

Si C=0, posera = z.

oW

Sinon, poser a = x + 1, et si a = 0, mettre OVF a vrai.
Macro lehmer sub. Paramétresc, d, y, y', C [Calcule yE +y' — C dans cE + d].

1. Poser C = 1.

2. Poser d = ex——(y’,C).

3. SiC=1, poserc=y.

4. Sinon, poser c =y — 1, et si y = 0, mettre OVF & vrai.
Procédure iget_first. Paramétresu et v. [Calcul sur 64 bits]

1. Siia+ 1 <ip, mettre OVF & vrai. Sinon, si 44 < tp mettre 0 dans v en position ia.

2. Calculer « et 3 les éléments en positionig et ia+1 dew, o' et ' les éléments en position
14 et 14+ 1 dew.

3. Soit w = anormalise(a), s = 32 — w.

4.a. Siw =0, rendre o, 3, o', 3.
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4.b. Soient v et ' les chiffres suivants (0 s'il n'y en a pas).

4.c. Poser a = a2 + (3/2°, B = 2" + /2%, idem pour &' et ' [multiplication, division

par décalage.]
5. Rendre «, 3, &', (3.

Procédure iget _ ABCD. Paramétresz, z', y et y' [calcule A}, B,,, C), D' — N, n et s, la parité

de nj.
1. Posers=1,A=1,B=0,C=0,D=1, N =0.

2. Siz=y,poser N=1.Siz=yousiy=0ety >0, rendre A, B, C, D, s et N. [dans

le second cas, il y aurait overflow & la division de zE + 2’ par yE + y'.]
3. Faire ce qui suit, mais si OVF est vrai, fin de la boucle.
3.a.1l. Sis=1
Calculer 1ehmer_sub(c, d,y,y’, C).
Calculer 1ehmer_add(a,b,z,z’, A).
Si OVF est vrai, a = b = 0, poser ¢ = divide_spec(c,d).
Sinon poser ¢ = divide_two_digits(a,b,c,d).
Calculer 1ehmer_add(c,d,y,y’, D).
Calculer 1ehmer_sub(a,b,z,z’, B).
Poser ¢’ = divide_two_digits(a,b,c,d).
3.a.2. Sis=-1
Calculer 1ehmer_add(c, d,y,y’, C).
Calculer 1ehmer_sub(a, b, z,z’, A).
Poser ¢ = divide_two_digits(a,b,c,d).
Calculer 1ehmer_sub(c,d,y,y’, D).
Calculer 1ehmer_add(a,b, z,z’, B).
Poser ¢’ = divide_two_digits(a,b,c,d).
3.b. Siq # ¢/, fin de la boucle.

3.c. Poser C =0, ¢ = exx(q,C, A), si C est non nul, fin. Poser d = ex*(q, D, B), si C est

non nul, fin.
3.d. Poser A=C,C=c¢,B=D,D =d.
3.e. Poser a = ex-(ex*(y', q,ex-(2'))), b = ex-(ex*(y, ¢,ex—(x))),
3. Poserz’' =y, z=9y,y =a,y=0».
3.g. Remplacer s par —s et incrémenter N.

4. Rendre A, B, C, D, s et N.
Procédure gcd_via_bezout. Parameétres u et v.

1. Calculer z, z', y, y' via iget_first. Si OVF, poser N = 0, aller en 3.a.
2. Appeler iget_ABCD(z,z',y,y’'). Ceci rend A, B, C, D, s et N.

3.a. Si N =0, appeler gcd_via_div sur u et v.

3.b. Si N =1, appeler isubtract(u,v, D).

3.c. Sinon

3.c.1. Sis =1, poserip = isubgcd(v, D,u,C, Z’) sinon ip = isubgcd(u, C,v, D, 7).
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3.c.2. Sis =1, poseria = isubgcd(u, A, v, B,v), sinon i4 = isubgcd(v, B, u, A,v).
3.c.3. Copier Z' dans u, via ibltvector(u,0,Z’,0,t4 + 1)
4. Rendre A,B,C,D,s, N.

Procédure isubgcd. Paramétreswu, o, v, y et z [Calcule uz — vy, le résultat est dans z, les chiffres
utiles sont entre i4 et t4].

1. Poseri1=t,4.
2.a. Siz = 1, poser C = 0, tant que © > i remplacer z; par ex—(ex*(v;,y,ex—(u;))) et
décrémenteri.
2.b. Siy=1, poser s =0, tant que i > 14,
Sis =1, poser a = ex—(v;).
Siv; =0 poser a =0.
Sinon, poser s = 1, a = —w;.
Remplacer z; par ex*(u;,z,a) et décrémenter .
2.c. Sinon poser ¢ = ¢’ = 0. Tant que 7 > i4 faire
Poser C = ¢!, @ = ex—(ex*(v;,y,—1)), ¢/ =C.
Poser C = ¢, remplacer z; par ex*(u;, z,a), poser ¢ = C.
Décrémenter .

3. Rendre afind0_beg(z,i4,t4).

Procédure isubtract. Paramétres u, v et = [Calcule u — vz, le résultat est dans u, les chiffres
utiles sont entre i4 et t4].

PoserC=0 (1siz=1),i=t4.
Tant que ¢ > i4, remplacer u; par ex—(ex*(v;, z,ex—(u;))) (ou si x = 1 par ex-—(u;,v;)) et
décrémenteri.

Poseriy = ip et ip = afind0_beg(u,i + 1,t4).

Temps de calcul

Nous donnons dans la table qui suit le temps de calcul du pged de F,, et F, 41 ou F), est le
n-ieme nombre de Fibonacci. Ce temps est donné en secondes CPU sur Sparc Station 2. Quelques
remarques: tous les quotients successifs sont 1, ce qui signifie que ’algorithme de Lehmer s’applique
de facon optimale. On peut en déduire, que, en moyenne les deux algorithmes, celui de SISYPHE et
celui de BigNum qui repose sur arithmétique de [3] sont équivalents. L’avant-dernier calcul dans
la version de Lisp ayant pris 5 heures de CPU, on peut estimer que le dernier calcul prend pres de
7 heures. Il n’a pas été effectué.
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n sisyphe BN Lisp AKCL Maple Pari
1000 0.05 0.55 41 2.2 0.06 0.08
2000 0.12 1.10 267 9.8 0.23 0.28
3000 0.20 1.711 588 20.5 0.50 0.59
4000 0.28 2.49 1845 37.3 0.90 1.01
5000 0.39 3.09 2927 59.0 1.37 1.56
6000 0.52 3.87 4073 84.6 1.98 2.24
7000 0.65 5.40 8654 115.3 2.67 3.05
8000 0.78 5.58 13364 151.4 3.50 3.94
9000 0.94 6.44 18000 193.0 4.44 4.93
9999 1.14 7.46 235.1 5.44 5.92

2.9 Bezout

Préliminaires

Etant donné deux entiers A et B, le but de cet algorithme est de trouver deux entiers u et v
tels que uA +vB = p ou p est le pged de A et B. Nous supposerons ici A > B > 0. La fonction
utilisateur ne fait bien entendu aucune hypothese sur A et B.

Le calcul de la relation de Bezout implique le calcul du pged de A et B, et est une généralisation
de l'algorithme d’Euclide. Posons ag = A, by = B, et écrivons par récurrence a,, = b,y + 7y, puis
Gn+1 = bn, bpy1 = Ty, comme lors du calcul du pged.

g 1
1 0

w-(n k) e (i) ®

O) comme condition initiale pour n = 0 et Cy = (g)

La relation de récurrence donnant les a,, et les b, s’écrit simplement

Introduisons la matrice @, = ( ), et quatre quantités z,, y,, u, et v,. Posons

avec My = (é 1

QnCri1 = Ch. (2)

Les quantités z,, yn, u, et v, sont définies par les relations z,411 = Up, Ynt1 = Vn, Upt1 =
Ty + Qnln, Unt1 = Yn + @nVn. Ce sont des quantités positives ou nulles. Les formules s’écrivent
aussi sous la forme matricielle

Mrrﬁ-l = MnQn (3)

En combinant les relations (2) et (3) on voit que la matrice M, C,, ne dépend pas de n. On en
déduit

AV + bpy, = A (4.a)

antly, + bz, = B (4.0)

d’ou 'on déduit que le pged de ay, et by, divise le pged de A et B.
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Comme la matrice @, est de déterminant —1, on a TpVy — Yty = (—l)” donc 'inverse de M,

est M, = (—1)" ( Ln _y"). Les relations (4) s’écrivent donc aussi

—Up U
(—1)"zpA — (=1)"ynB = an (5.a)
—(-1)"unA + (—1)"v, B = by, (5.0)
ou plus simplement M,,Cy = C,,.

Une conséquence triviale de ces relations est que le pged de A et B divise le pged de a, et by,
donc lui est égal. Considérons M tel que by divise apr. Clest le pged de A et B. Alors (5.b) s’écrit

—(—1)M’ILMA + (‘—1')M’UMB = pged(A4, B). (6)
Cette relation est appelée relation de Bezout, et 'algorithme que nous allons donner va calculer
les différentes quantités. Nous allons faire cependant deux optimisations importantes.

Optimisations

Supposons que M’ = (—1)™ (_617 _6ﬂ) soit une matrice de déterminant (—1)™ et supposons
Cn+m = M’Cn i.e.

antm = (—1)"ana — (—1)"b, 0 (7.a)
bntm = —(=1)"any + (—=1)"b,6 (7.0)
ab — By =(-1)™. (7.¢)

On a ce genre de relations si on utilise 'algorithme de Lehmer, ou si on applique 'algorithme
de Bezout & a,, et b,. De la relation Cyp1p, = M'C,, on tire My, = M'M,,. En d’autres termes:

Tnim = Ty + Bug (S(L)
Yntm = QYn + Bvy (8.b)
Uptm = YTn + Oy (8.¢)
Untm = VYn + 6. (8.d)

Estimons maintenant les quantités z, y, v et v. Comme ag > bg, et ant1 > bpt1 (définition
de la division euclidienne), on aura g, > 1 pour tout n. On en déduit v,41 > vy,. En particulier
vp > 1, dou y, > 1 pour n > 0, donc vy41 > vy, pour n > 0. En évaluant (4.a) en n = M, on
voit que la suite des y; et v; est majorée par A/p donc par A si p est le pged cherché. De la méme
maniére la suite des z,, est croissante (& partir de n =1, car zg =1 et 23 = 0).

La seconde amélioration de 'algorithme consiste & ne calculer qu’'une seule des deux quantités
upr, var, de préférence la plus petite ups et & calculer 'autre via la relation (6). En fait, ceci n’est
pas tout a fait évident. Nous avons constaté sur un exemple que la division finale prenait environ
la moitié du temps de calcul de toutes les diverses quantités y, et v,. Calculer vy par la boucle
prend plus de temps (on travaille sur des nombres plus grands), par contre, la division finale se
fait sur des nombres plus petits.
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Détails de I’algorithme

Considérons d’abord les relations (8). Il s’agit de calculer z; = az + fu et u; = yz + fu,
sachant que z et u sont des vecteurs de chiffres. On suppose que le premier indice de z est 1p et
celui de u est ¢g. Pour simplifier, on suppose que les deux vecteurs ont méme taille. Cette taille
sera dans la variable t4, ce sera aussi la taille de a,, et b, (cette facon de faire minimise le nombre
de variables globales utilisées). On suppose également qu'un vecteur z peut étre utilisé pour ranger
des résultats intermédiaires. Evidemment, on veut mettre z; dans z et w1 dans u en parallele.

Notons que = (z1 — Bu)/a, donc w1 = (yz1 + (@6 — Bv)u)/a. Comme ad — By = £1, ceci
se réduit & wq = (yz1 + u)/a. On peut donc se passer de variable intermédiaire. Nous estimons
cependant que la division est moins efficace que la multiplication, et qu’il est relativement plus
efficace de calculer x; dans z, puis u; dans u et de copier z dans z. La différence de temps ne doit
pas étre en fait tellement grande.

La procédure ibezout_add a pour but de calculer y = az+ fu. Comme ad — 37 = %1, les deux
quantités a et B ne peuvent &tre simultanément nulles. On traite a part le cas ot 'une des deux
est nulle (en fait, Pautre ne peut étre que 1 dans ce cas, malis cette procédure peut étre appelée
par ailleurs). On traite également & part le cas ot 'une des deux quantités est 1, car le principe
est le méme que pour itimescO.

Considérons le cas général. Pour chaque % on calcule z;a + u;8 + ¢ sous la forme Ec’ + z; ol ¢
est la retenue entrante et ¢’ la retenue sortante. Notons que 0 < ¢ < 2F — 3, et toutes les valeurs
sont permises. Or 2E — 3 < E uniquement si £ = 2, cas qui ne nous intéresse pas. Il faut donc
gérer deux retenues. Pour cela, on écrit z;a + ¢ + C = C'E + p, puis Bu; +p = 'E + z;. A la fin
de la boucle, il suffit d’additionner les deux retenues.

Relation de Bezout entre des chiffres

On calcule U, V, n et p tels que —Uz + Vy = (—1)"p, ou p est le pged de z et y. De plus M
est incrémenté de n. Notons z1 et y; les valeurs initiales de = et y. Supposons v’ = 0 et 2’ = 1,
de sorte que y; divise z'z1 — (—1)"z et w'z1 + (—1)"y, au moins pour n = 0. Ces deux relations
de divisibilité forment 'invariant de 'algorithme. Tant que y ne divise pas z, on écrit z = qy +,
on remplace z par y, ¥ par r, et on incrémente n. On calcule les nouvelles valeurs de z’ et u'. A
la fin de la boucle, le pged est y. On sait que —uw'z1 + Vy; = (—1)"y pour un certain V' > 0. Le
calcul de V' dépend de la parité de n.

Cas d’un nombre a et d’un chiffre b

Ecrivons a = bg 4+ r. Dans le cas ou le reste est nul, le pged est b, M = 0 et U = 0, cest
un cas trivial. Dans le cas contraire, écrivons —Ub + Vr = (—1)"p grace a la méthode proposée
précédemment. On a donc aV —b(U +¢V) = (—1)"p. Il n’y a donc pas de calculs supplémentaires
a faire.

Cas de deux nombres u et v

Sauf cas particulier, les deux quantités U et X auront a la fin & peu pres la méme taille que
u et v, ce seront des vecteurs de chiffres. On commence par copier v et v dans des vecteurs de
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taille ¢, la taille de w plus 2 (comme pour le calcul du pged). On alloue deux vecteurs de chiffres
de méme taille U et X, et un vecteur auxiliaire Z. Celui-ci servira de tampon a la fois pour la
division et pour I'addition. On utilisera 24 et t4 comme indices dans u, ¢p et tg comme indices
dans v. On supposera de plus que t4 = tp est le dernier indice utile de U et X. Le premier indice
utile de ces deux derniers vecteurs y sera en position 0.

Les relations (8) sont calculées via ibezout_add, fonction qui calcule aX + U dans X, U ou
Z. On suppose que les chiffres précédant 2p ou ¢x dans X ou U sont nuls. Si on note par A, B les
valeurs initiales de w et v 'invariant de 'algorithme est que B divise AX —(—1)"u et AU +(—1)"v.

Dans une premiere phase on appelle ged_via_bezout. Cette procédure rend a, 3, v, 6, s et
m, et on applique les relations (8). Il y a trois cas & considérer: m = 0, m = 1 et m > 0. Dans le
premier cas, une seule division a été faite, par quomod. Il faut remplacer X par U et U par X +Ug.
On utilise itimesO sachant que le vecteur w contient a la fois le quotient et le reste. Dans le cas
m = 1, une seule division a été faite, et le quotient est 6. On utilise ibezout_add pour faire la
multiplication. Dans les autres cas, m > 2, et il faut appeler ibezout_add deux fois. La quantité
M est incrémentée de m (de 1 si m = 0), mais n’est incrémentée que de m — 1 dans le cas ou le
dernier reste est nul.

Dauns ce cas de figure, on rend la partie utile de v, et on met dans U la partie utile de X. Dans
le cas ol le reste a au moins deux chiffres, on itere bezout2. Il reste le cas o1 v a un seul chiffre
et w a plusieurs chiffres. Dans le cas ou w a plus d’un chiffre, on fait une premiere division, en
utilisant iquoc. Si la division est exacte, on remplace U par sa partie utile et on rend le chiffre
de u. Dans le cas contraire, on fait une itération comme dans le cas m = 1. Finalement on est
ramené au cas ou u et v ont un chiffre, on appelle ibezout0 et on calcule U en utilisant 'une des
relations (8).

Algorithme 15. (Relation de Bezout) On utilise des nombres internes a, b, p, des chiffres z,
Y, T1, Y1, T, q, T, T1, T2, @, B, v, 8, V, des indices i, j, k, s, n, des tableaux de chiffres u', v', z,
X', U', Z', des vecteurs de chiffres Z, U, X, A. Les variables X, U, Z sont globales, X', U’ et
7' désignent leurs pointeur de tas. La variable V est aussi globale. La variable globale M est un
entier, la fonction principale rend le pgcd via la valeur de retour, et les globales U et M. On utilise
également une variable globale P, vecteur de travail pour Karatsuba.

Procédure nbezout, fonction principale. Données a, et b [On suppose a > b > 0].

1. Poser M = 0.
2.a. Sia est un chiffre, rendre ibezoutO(Int_val(a), Int_val(d)).
2.b. Sib est un chiffre

Calculer iquocO(a, Int_val(b)).

SiC =0, poser U = 0 et rendre b.
Sinon, poser p = ibezout0(Int_val(b),C), incrémenter M, poser U = make_int(V) et
rendre p.
2.c. Cas général.
Soit s = t(a) + 2, poserig = 2, ip = s — t(B). Allouer des vecteurs U, X, Z et P de
taille s. Poserty =tp=s—1,i1g=s,1p =5 — 1.
Copier a et b dans des vecteurs de taille s, cadrés a droite.

Mettre 1 en position s — 1 dans X.
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Rendre ibezout2(a, b).

Procédure ibezout0. Données = et y [calcule et rend le pged p, de plus U et V tels que —Uz +
Vy = (-1)"p, met a jour M].

1. Posern=0,C=0,z1 =z, 91 =y, v =0,z = 1.

2. Faire [boucle de division]

3.

Poser ¢ = ex/(z,y), r =C.

Sir =0, fin de la boucle.

Poserz =y, y=71,C=0,r =exx(q,u,2'), s’ = et v =r.
Incrémenter n.

Poser M = M + n.

4.a. Si n est impair, poser C = 1, ¢ = ex*(u',z1,ex-(y)), décrémenter C, et poser V =

ex/(q,y1).

4.b. Sinon, poser V = ex/(ex*(u',z1,Y),y1).

5.

Poser U = make_int(u'), et rendre make_int(y).

Macro ibezout_c. Pas d’arguments [Implémente le cas m = 0, multiplication via itimes0. On
utilise la variable globale P. Modifie les variables globales ¢p, i¢c, ip, tg €t tc.]

. Poser A=U.
. Poser k = ’L'E', iB = min(iD,iE), tC = tB.

1
2
3.
4
5

Calculer itimesO(U’, UHEAP(u), X', P').

. PoserU =X, X = A.

. Poser1g =1c et ip = k.

Procédure ibezout2. Paramétres u et v.

1.

Appeler ibezout3 sur UHEAP(u) et UHEAP(v), échanger u et v.

2.a. Siip < tp, rendre ibezout2(u,v).

2.b. Siip > tp remplacer U par nunderflow4(X,ip,tp),

rendre la quantité nunderflowd(u,ia,t4).

2.c.1. Sinon, poser r1 = v[ip]| [seul chiffre de v] et ro = u[ia] [premier chiffre de u].

2.c.2. Siiyg < ta [w a plus d'un chiffre]

Poser ip = i4, calculer iquoc(UHEAP(u),T1).

Si € = 0 remplacer U par nunderflow3(U,ig,tp) et rendre make_int(rq).
Sinon incrémenter M, poser ro =11 et 71 = C.

Poser ’iA = iB; tA = tB.

Appeler ibezout_c.

2.¢.3 [On a donc deux fois un chiffre]

Sauver UHEAP(U) dans U’.

Poser p = ibezout0(rs,71).
Poser k = ibezout_add(X', Int_val(U),U’,V, Z’").
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Poser U = nunderflow3(Z,k,tg).
Rendre p.

Procédure ibezout3. Paramétres u' et v’ [On divise via Lehmer].

1. Appeler gcd_via_bezout sur v/, v' et 1. Ceci rend a, 3, v, 6, s et N.
2. SiN =0,
2.1. Si:p > tp ne rien faire.
2.2. Poseri =1p, ] =1ta,%24=0,t4 =1c.
2.3. Appeler ibezout_c.
2.4. Poserip=1,14 = J,t4 =1p.
2.5. Incrémenter M.
3. SiN=1,
3.1. Sitp > tp ne rien faire.
3.2. Poser A=U, k=1ig.
3.3. Poserig = ibezout_add(X',1,U’, 6, X").
3.4. PoserU =X, X=A,i:p=1kL.
3.5. Incrémenter M.
4. Sinon, [N > 2]
4.1. Poser k = ibezout_add(X',a,U’.3,2").
4.2. Poser ig = ibezout_add(X',v,U’,8,U").
4.3. Copier Z dans X, via bltvector(X,k, Z, k), poserip = k.
4.4. Incrémenter M de N.
4.5. Siip > tp, décrémenter M.
Procédure ibezout_add. Paramétres u', z, v', y et z [Calcule v’z + v'y, résultat dans z, entre
les indices min(ip,ig) et ta, copies via ibltvector(z,0,v,0,t4 + 1)].
1. Poser C=0, j = min(ip,ig).
2.a. Casz =0,y = 1. Si z # v', copier v' dans z, poser j =ig.
2.b. Casz=1,y=0.5i z # v, copier v’ dans z, poser j =ip.
2.c. Siz =y =1, pouri dets a j, remplacer z; par ex+(u},v}).
2.d. Siz =1 pouri dets aj, remplacer z; par ex*(v},y,u).
2.e. Siy =1 pouri dety a j, remplacer z; par ex*(u}, z,v}).
2.f. Sinon, poser ¢ = 0. Pouri de t4 & j, poser ¢ = ex*(u},z,¢c), ¢ = C, C = 0, remplacer z;
par exx(v.,y.q).

2.g. [Cas général, suite] Si c# 0: si C = 0, poser C = ¢, sinon, poser ¢ = ¢ + C; si overflow
mettre C & 1 sinon a 0. Décrémenter j, mettre ¢ dans z;.

3.a. SiC # 0, décrémenter j, remplacer z; par C, et rendre j.

3.b Sinon, si z; est non nul rendre j sinon j + 1.
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Chapitre 3

Arithmeétique rationnelle

3.1 Structures de données

Dans ce chapitre nous définissons les entiers et les rationnels et les opérations sur ces objets.

Un entier est soit un petit entier soit un grand entier. Dans le premier cas, il s’agit d’une
structure C, créée par make_int, contenant un entier C, accessible par Int_val. Dans le chapitre
précédent, cet entier C était considéré comme non signé, donc 0 < ¢ < E. On le considere signé,
donc —E/2 < ¢ < E/2. Dans la plupart des implémentations, le passage entre signé et non signé
ne change pas la suite des bits. On fait 'hypothese que si 0 < ¢ < E/2, ol ¢ est non signé, alors ¢
considéré comme signé a exactement la méme représentation. Si cette hypothese est fausse, il faut
changer un peu le code.

Un grand entier est un vecteur de type #:r:z a deux champs. Le premier champ est le signe
(vrai si le nombre est positif, faux sinon) et le second est un nombre interne, en général un vecteur,
sauf dans le cas ol la valeur z du nombre est E/2 < |z| < E, cas ol le champ est un petit entier
interne, non signé.

Un nombre rationnel n’est jamais un entier, c’est le quotient de deux entiers a et b, représenté
sous forme d’un vecteur de type #:r:q a quatre champs. Le premier champ est le signe. Il est suivi
par les représentations internes des valeurs absolues de a et b. Finalement le dernier champ est un
indicateur, qui s’il est vrai indique que a et b sont premiers entre eux.

Par défaut, toutes les fractions sont systématiquement réduites. La variable-fonction fractions-
are-reduced permet de consulter ou modifier un indicateur interne simp_flag. Si celui-ci est faux,
le calcul de pgcd n’est pas systématique. On peut dans ce cas réduire une fraction individuelle
a l'aide de la fonction reduce-fraction. Cette fonction rend une nouvelle fraction, mais elle
peut aussi modifier physiquement la fraction si la variable interne associée a la variable fonction
reduced-fractions-are-displaced est vraie.

La fonction (interne) principale de création des fractions est qx. Elle prend en arguments les
valeurs absolues des numérateurs et dénominateurs. Le signe de la fraction est dans la variable
globale sign1. De plus, elle suppose positionné l'indicateur is_simplified: si la valeur est vraie,
le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux. Dans le cas contraire, il faut calculer
un pged. Ce pged n’est calculé que si la variable simp_flag est vraie. Si elle est fausse, on ne
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fait pas de calcul de pged. Il faut par contre s’assurer que le résultat n’est pas entier. Pour étre
plus efficace, la fonction suppose que la variable is_not_integer est positionnée: si elle est vraie,
la fraction est garantie ne pas étre un entier, si elle est fausse, on divise le numérateur par le
dénominateur pour s’en assurer. Il y a plusieurs fonctions de création des entiers: par exemple zx
crée un entier en faisant les mémes hypotheses que gx, la fonction mknumpos crée un entier positif,
etc.

L’implémentation des variables/fonctions dans notre version de Lisp est la suivante: dans le
cas simple comme ibase, ou la valeur est un petit entier, la valeur se trouve dans un tableau
Istack, a l'indice IS_ibase. L’objet Lisp ibase a une valeur fonctionnelle, qui est une fonction
4 0 ou 1 argument. La fonction C associée recoit le nombre d’arguments n (un entier C) et un
objet Lisp = qui est 'argument, ou une valeur bidon. La différence entre une fonction a 0 ou 1
arguments est que (setq ibase 10) est interprété comme (ibase 10). Une autre différence est
que (let ((ibase 10)) ...) utilise un mécanisme spécial pour ranger ’ancienne valeur de la
base. En fait, la macro push_internal fait le travail, et la fonction ibase est appelée avec n = 2.
Gréace a ce mécanisme, les variables fonctions définies plus loin, qui prennent en argument des
booléens Lisp, peuvent rentrer dans ce cadre (la conversion booléens Lisp/booléens C est faite par
la fonction, et non par la fonction let).

Algorithme 16. (Primitives pour les nombres) On utilise un objet Lisp z, des entiers in-
ternes a, b, ¢ et p, et des entiers C', n et m. On utilise comme variables globales simp_flag,
displace_flag, complex_flag, qui sont les objets dans Istack, a la position i, indice qui est la
valeur de la macro C obtenue en préfixant la variable par IS_.

Procédure my get_set. Argumentsn, z, i [z objet Lisp, n et ¢ entiers CJ.

1. Sin > 0, poser m =0 si x est faux, m = 1 sinon.
2. Sin =2, appeler push_internal(i,m).
3. Sin =1, mettre m dans Istack en position i.

4. Si Istack en position i contient 0, rendre faux, sinon rendre vrai.

Fonction fractions-are-reduced. Argumentsn, x.

Rendre my_get_set(n,z,IS_simp_flag).
Fonction reduced-fractions-are-displaced. Argumentsn, x.

Rendre my_get_set(n, s, IS_displace_flag).
Fonction print-complex-as-common-lisp. Argumentsn, x.

Rendre my_get_set(n,z, IS_complex_flag).
Fonction reduce-fraction. Argument x.

Si z n’est pas une fraction rationnelle, rendre x.

Rendre resimp0(x).
Procédure gx. Paramétres a, b [construit a/b].

Si b = 0, erreur, division par 0.
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Si b =1, rendre zx(a).
Sinon rendre qx0(a, b).
Macro pgcd_hack. Arguments a, b [divise a et b par leur pged].
Soit p = npgcd(a,b).
Si p =1, ne rien faire.
Sinon diviser a et b par p via nquomod.
Procédure qx0. Arguments a et b, des entiers internes.

Sia =0, rendre 0.
Sia =1, ousiis_simplified est vrai, rendre mkrat(a,b, vrai).
Si simp_flag est vrai

Mettre is_simplified a vrai.
Appeler pged_hack sur a et b.
Rendre qx(a, b).

Si is_not_integer est vrai, rendre mkrat(a, b, faux).

Soit ¢ le quotient de a par b calculé via nquomod. Si le reste de la division est nul rendre
zx(c), sinon mkrat(a, b, faux).

Procédure zx. Argument a.

Si a est un entier

Poser n = Int_val(a).

Sin < 0, rendre mkbignum(a).

Si signl est vrai, rendre a, sinon, make_int(—n).
Sinon rendre mkbignum(a).

Procédure nx. Argument a.
Mettre signl a vrai.
Rendre zx(z).
Procédure displace. Arguments z et y.

Si z et y sont des vecteurs de longueur 4, copier les 4 éléments de y dans = et rendre x.

Sinon rendre y.

Procédure resimp. Argument z [z est une fraction].
Sauver signl dans s.

Mettre le signe de  dans signl, récupérer a, b les numérateur et dénominateur de z. Mettre
is_simplified a vrai.

Appeler pged_hack sur a et b.
Soit y = qx(a,b). Remettre signl a son ancienne valeur.

Si displace_flag est faux, rendre y.
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Sinon rendre displace(z,y).
Procédure resimp0. Argument x.

Si le flag réduit de x est vrai rendre x.

Sinon, rendre resimp(z).

3.2 Fonctions élémentaires sur les rationnels

Les deux fonctions génériques numerator et denominator rendent le numérateur et le déno-
minateur d'un nombre. Ces fonctions n’ont de sens que pour les nombres rationnels, en d’autres
termes, provoquent une erreur d’intitulé (en anglais) « This operation has no meaning for its ar-
gument ». Le numérateur d’un entier est 'entier lui-méme, le dénominateur est 1 par convention.
En ce qui concerne une fraction a/b, le numérateur est la quantité a (avec le signe de la fraction)
est le dénominateur est b (positif). Ces deux fonctions réduisent systématiquement les fractions,
contrairement & loption choisie dans LELISP, mais conforme a celle de Common Lisp (cf [10, p.

215].

La fonction générique 0— existe pour tous les nombres définis dans S1ISYPHE. En ce qui concerne
les flottants et les petits entiers, il suffit de copier I’objet, en remplacant la partie interne par son
opposé. Pour les grands entiers, il suffit de changer le signe. Dans le cas d’une fraction, on fait de
méme, mais le résultat est réduit s’il le faut. On utilise donc gx plutét que mkrat. Finalement,
pour prendre 'opposé d’'un nombre complexe, il suffit de prendre 'opposé des parties réelle et
complexe.

La fonction générique 1/ calcule I'inverse d’un nombre. Notons que l'inverse de 0 n’existe pas,
les entiers 1 et —1 sont leur propres inverses. Pour tous les autres entiers z, leur inverse est 1/z, le
résultat n’est certainement pas entier, et la fraction est toujours réduite. L’inverse d’une fraction
a/b est la fraction b/a. Si la fraction de départ est réduite, 'inverse l'est aussi, et le résultat ne
peut étre entier que si @ est trivial. Dans le cas ou la fraction n’est pas réduite, on ne peut rien
dire a priori. Finalement l'inverse d’un nombre complexe a + @b est le nombre a/d — ib/d ol le
dénominateur d est a® + b°.

3.3 Comparaison

La fonction générique signum rend le signe de son argument. Pour les nombres complexes, elle
est définie par la formule z/|z|, le résultat est donc un nombre complexe. Dans les autres cas, le
résultat est O sile nombre est nul, 1 §’il est positif, et —1 sinon (notons que le résultat est toujours
entier, contrairement & la stratégie préconisée par Common Lisp).

La fonction abs rend la valeur absolue d’un nombre. Ceci est simple dans le cas des nombres
réels. Par convention la valeur absolue d’un nombre complexe a + ib est son module va2 + b2. La
racine carrée est calculée en utilisant l'arithmétique générique.

Toutes les fonctions de comparaison que ce soient les fonctions d’égalité ou d’inégalité, utilisent
icompare, quirend 0, 1 ou —1 suivant que le premier nombre est égal, plus grand ou plus petit que
le second. Cette fonction rend 2 si 'un des arguments n’est pas un nombre ou si on compare deux
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nombres complexes différents. Les fonctions Lisp rendent le premier argument si la comparaison
est vraie, faux sinon.

L’algorithme de comparaison est le suivant: si I'un des arguments n’est pas un nombre, on
rend 2. Si le deux arguments sont complexes, on compare parties réelles et parties imaginaires.
On rend 0 en cas d’égalité, 2 en cas d’inégalité. Si 'un des arguments est un flottant, on convertit
les deux arguments en flottants, et on les compare. Dans les autres cas, on calcule le signe. Si
les signes sont distincts, la comparaison est triviale. Si les signes sont identiques et négatifs, on
échange les deux nombres. On est donc amené a comparer les valeurs absolues de deux entiers ou
rationnels.

Comparaison de deux entiers a et b. Si les deux entiers sont des chiffres, on utilise la fonction
de comparaison C. Si un seul est un chiffre, c’est le chiffre le plus petit. Dans le cas contraire, cas
de deux vecteurs de chiffres, on utilise la fonction nemp.

La situation se complique pour la comparaison d’un rationnel z et d’'un nombre y, entier ou
rationnel. On écrit z = +a/b, y = +c/d. Les champs signes sont ignorés, on suppose les nombres
positifs. Sia < c et b > d alors z < y (s'il y a deux égalités, on a z = y, et s'il y a une égalité on a
z <y). De méme,sia>cetb<donaz>y. Parailleurs,sia < betc>d,onaz <1< ydol
r < y, et 'on peut renverser le sens des inégalités. Dans le cas ot aucun de ces critéres ne donne
de résultat, on compare ad et bc. On évite ainsi au maximum les multiplications, de plus, les tests
A zéro (tests de signe) sont triviaux.

Algorithme 17. (Comparaison des nombres) On utilise les nombres z, y, des chiffres n, m,
des indices sz, sy, des nombres internes a, b, c et d.

Fonction <. Arguments z et y.

Si icompare(z,y) est —1 rendre = sinon faux.
Fonction >. Arguments z et y.

Si icompare(z,y) est 1 rendre x sinon faux.
Fonction <=. Arguments z et y.

Si icompare(z,y) est 0 ou —1 rendre z sinon faux.
Fonction >=. Arguments z et y.

Si icompare(z,y) est 0 ou 1 rendre z sinon faux.
Fonction =. Arguments x et y.

Si icompare(z,y) est 0 rendre x sinon faux.
Fonction <>. Arguments z et y.

Si icompare(z,y) n'est pas 0 rendre = sinon faux.
Fonction <?>. Arguments z et y.

Rendre make_int(icompare(z,y)).
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Procédure isignum. Argument z.
Si z est un grand entier ou un rationnel, extraire son champ signe. Si vrai, rendre 1 sinon
—1.

Si = est un petit entier, récupérer sa valeur interne via Int_val la comparer a 0 et rendre
le signe. Si x est un flottant, faire de méme en utilisant Double_val.

Dans les autres cas, rendre 2.
Fonction signum. Argument z.
Soit n = isignum(z).
Sin est 0, 1 ou —1, rendre make_int(n).

Si z n’est pas un nombre complexe, erreur.

Sinon rendre z/|z|.
Fonction abs. Argument .
Soit s = isignum(z).
Sis est0,1 ou—1, rendre 0, z ou —.

Si z n’est pas un nombre complexe, erreur.

Sinon © = a + b, rendre Va2 + b2.
Procédure icompare. Arguments z et y.

Calculer les types de x et y.
Si I'un des objets n’est pas un nombre, rendre 2.
Si les deux nombres ont la méme adresse, rendre 0.

Si un et un seul des nombres est complexe, rendre 2.

ek W=

Si les deux nombres sont complexes, comparer parties réelles et parties imaginaires. S’il
y a égalité dans les deux cas, rendre 0 sinon 2.

*

Si I'un des deux nombres est flottant, convertir les deux en flottants, et les comparer.

7. Calculer dans s, et s, les signes de = et y (comme dans isignum). Si z est entier, mettre
Int_val(z) dans n, siy est entier, mettre Int_val(y) dans m.

8. Siy = 0 rendre s, si z = 0 rendre —s,,.
9. Si sy # sy rendre s;.
10. Si s, = —1 échanger x et y.

11. Sixz est un petit entier, y un grand entier, rendre —1, si y est un petit entier, x un grand
entier, rendre 1.

12.a. Siz est un petit entier: poser b =1, si z < 0 poser a = make_int(—Int_val(z)) sinon
poser a = 1.

12.b Si z est un grand entier, mettre dans a la valeur absolue de z, poser b = 1.

12.c. Sinon, © = +a/b est un rationnel. Mettre les champs adéquats dans a et b.

12.d Ecrire de méme y = *xc/d.

13. Si z et y sont des entiers, rendre ncmp(a,c).
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14. Poser t, = ncmp(a, c¢), t, = ncmp(d, b).

Sity = 0 rendre t,.

Sit, = 0 rendre t,.

Sity =ty rendre t,.
15. Poser t, = ncmp(a,b), t, = ncmp(d, c). Si t, = t, rendre t,.
16. Rendre ncmp(ad, bc) [produit via ntimes].

Procédure ncmp. Arguments a et b, entiers internes.

. Sia etb sont des chiffres, comparer Int_val(a) et Int_val(b) via ex?.

. Si a est un chiffre, rendre —1.

. Si b est un chiffre, rendre 1.

. Sia et b ont le méme adresse, rendre 0.

. Sia et b n’ont pas la méme taille, rendre 1 si a est le plus long, —1 sinon.

. Comparer les chiffres de a et b de gauche a droite. S’ils sont tous égaux, rendre (.

N O Otk W =

. Soit ¢ le premier indice pour lequel a; # b;. Si a; < b;, rendre —1, sinon 1.

3.4 Addition et multiplication

Les deux fonctions qui additionnent ou multiplient des nombres sont des fonctions génériques
de Lisp, & nombre arbitraire d’arguments. En regle générale, elles utilisent un résultat partiel, et
ajoutent chaque nouvel élément a ce résultat partiel. On se ramene ainsi & une opération binaire.

Examinons d’abord les cas les plus simples: pour additionner (ou multiplier) deux nombres
complexes z = a + ib et y = ¢ + id, on utilise les formules z +y = (a +¢) + i(b+ d) et zy =
(ac — bd) + i(ad + bc), et Varithmétique générique pour faire les calculs. Si un seul des deux
nombres est complexe, par commutativité, on peut supposer que c’est z, et on applique les relations
précédentes avec ¢ = y et d = 0. Sil’un des arguments est un flottant, 'autre argument est converti
en flottant.

Nous considérons maintenant le cas de la somme ou produit de deux nombres, qui sont des
chiffres, des entiers ou des fractions, en traitant d’abord la somme, puis le produit. On peut
évidemment supposer les deux nombres non nuls (0 est élément neutre pour la somme et absorbant
pour le produit). Dans le cas oul simp_flag est vrai, le résultat est réduit. Les opérations 0 + z,
z — 0, etc., ne sont donc pas tout-a-fait triviales.

Si on veut additionner deux petits entiers, la méthode est la suivante: si les nombres ont des
signes distincts, le résultat est un petit entier, il ne peut y avoir de dépassement de capacité. Dans
le cas contraire, soient x et y les valeurs a ajouter. Quitte & changer le signe, on peut supposer
qu’elles sont positives, donc z < E/2 et y < E/2. La somme est z + y < E, et se calcule en non
signé. Si z +y < E/2, on est dans le cas précédent, et dans le cas contraire, on a un grand entier,
dont la valeur absolue est un chiffre. Pour simplifier le code, le calcul de z — y consiste & ajouter
Popposé de y a z, sauf si = et y ont le méme signe, ou ont des valeurs absolues < 10000, cas ou le
résultat est garanti tenir sur un chiffre (la constante 10000 pourrait étre remplacé par E/4).

Dans les autres cas de figure, on extrait les signes de = et y, et on les met dans des variables
globales. Dans le cas de la somme de deux entiers, petits ou grands, a I’exclusion du cas précédent,
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on calcule les valeurs absolues. Ceci est trivial pour un grand entier, mais peut allouer de la
mémoire dans le cas contraire. On utilise rqspll, fonction qui somme les deux valeurs absolues
avec les signes adéquats, qui met le signe dans signl et qui rend la valeur absolue du résultat.
Cette procédure est également utilisée dans la suite.

Il reste alors le cas de la somme de deux fractions, ou d’une fraction et d’un entier. Si on veut
un résultat réduit, on commence par réduire les fractions qui apparaissent dans la somme. On
suppose © = £a/b. Si y est entier, le résultat est (+a + by)/b. Si b est premier & a, cette fraction
est réduite; le résultat n’est pas entier.

Finalement, il reste & sommer z = +a/b et y = *c/d. Si les dénominateurs sont les mémes, on
calcule simplement (Fa + %c)/d. Si on ne veut pas un résultat réduit, on calcule (+ad + +bc)/bd.
Sinon, soit p le pgcd de bet d, b’ = b/p, d’ = d/p. Le résultat est (ad'+=b'c)/b'd'p. On suppose a/b
et ¢/d réduit, de sorte que b’ est premier & ad’. La seule simplification qui peut encore se produire
est entre p et le numérateur. Le cas p = 1 est donc trivial. Notons aussi que le numérateur n’est
jamais nul, et le résultat n’est jamais entier (on a exclus le cas b = d).

Algorithme 18. (Addition générique) Les variables et paramétres utilisés ici sont = et y des
nombres, a, b, ¢, d, N, D, p, X etY des entiers internes, is_simplified, is_not_integer, signl
et sign2 des variables globales booléennes.

Procédure rgspll. Paramétres X et Y [Rend la valeur absolue de la somme de X et Y, les signes
sont dans signl et sign2, le signe du résultat est dans signi].
1. Sisign2 et signl sont égaux, rendre nadd(X,Y).
2. Soit s =nemp(X,Y).
2.a. Si s =0, rendre 0.
2.b Si s =1, rendre ndiff(X,Y).
2.c Sinon remplacer signl par sign2 et rendre ndiff(Y, X).

Fonction add. Argument z et y.

1. Calculer les types de = et y.

2. Erreur si 'un des deux objets n’est pas un nombre.

3. Si z est l'entier 0, si simp_flag est vrai, rendre reduce-fraction(y), sinon y. Idem si
y=0.

4. Si z = a+1b est complexe, siy est réel, rendre (a +y)+ib, et si y = c+id est complexe,
rendre (a + ¢) + (b + d). Idem si seul y est complexe.

5. Si z ou y est un flottant, convertir les deux arguments en flottants, rendre la somme en
tant que flottant.

6. Si xz ety sont des petits entiers
6.1. Soit n = Int_val(z),m = Int_val(y).
6.2. Sin et m ont des signes distincts, rendre make_int(n +m).
6.3. Sin >0 et m >0, poser s =1, sinon, s = —1, changer le signe de n et m.
6.4. Soit p=mn+ m (calcul, résultat sous forme de chiffres).

6.5. Sile bit de signe de p n’est pas positionné, rendre make_int(=%p).
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6.6. Mettre dans signl la valeur vraie si s = 1, faux sinon.
6.7. Rendre mkbignum(make_int(p)).

7. Si z est un petit entier, soit n = Int_val(z). Mettre dans signil le signe den. Sin < 0,
poser a = make_int(—n), sinon poser a = z. Si z est un grand entier, mettre dans
signl son signe, dans a sa valeur absolue. Dans les deux cas poser b = 1. Idem pour y,
en utilisant c, d, et sign2.

8. Si ni z ni y ne sont des fractions, rendre zx(rqspll(a,c)).
9. Si z ety sont des fractions,

9.1. Si simp_flag est vrai, remplacer z par resimpO(z) et y par resimpO(y).

9.2. Récupérer les signes de = et y, comme dans les autres cas, et les champs a, b, c, d,
de sorte que z = a/b et y = *c/d.

9.3. Si simp_flag est vrai

9.3.1. Sib = d (via ncmp) mettre is_simplified, is_not_integer & faux, aller
en 9.4.5.

9.3.2. Mettre is_simplified a vrai, poser p = npgcd(b, d).

9.3.3. Sip=1 aller en 9.4.3.

9.3.4. Diviser b et d par p via nquomod.

9.3.5. Poser a = rqspll(ad, bc), b = bd, produits via ntimes.

9.3.6. Appeler pged_hack(a, p).

9.3.7. Rendre gx(a,bp) (produit via ntimes).

9.4. Sinon [deux fractions, résultat non réduit]

9.4.1. Mettre is_simplified, is_not_integer a faux.

9.4.2. Sib=d (viancmp), aller en 9.4.5.

9.4.3. Poser a = rqspll(ad,bc), b = bd, produits via ntimes.

9.4.4. Rendre qx(a,b).

9.4.5. Poser a = rqspll(a,c). Rendre qx(a,d).
10. Siy est un nombre rationnel, mettre signl dans sign2, poser ¢ = a, © = y.
11. Si simp_flag est vrai, poser x = resimp0(z).
12. Mettre faux dans is_not_integer, le flag rq_rflag de z dans is_simplified.

13. Mettre le signe de z dans signl, écrire z = +a/b.

14. Rendre qx(rqspll(a,bc),b).
Procédure add0. Argument z [utilisée par z + 0, z — 0, etc.].
Si x n’est pas un nombre, signaler une erreur.
Si simp_flag est vrai, rendre reduce-fraction(z).
Sinon rendre .

Fonction 14. Argument z [incrémente z].

1. Si z n’est pas un petit entier, rendre  + 1, via add.
2. Soit n = Int_val(z).
3. Sin <1000, rendre make_int(n + 1).
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4.
5.

Sinon, [on a 0 < n < E/2| additionner 1 & n, modulo 2°2.

Sin < E/2, rendre make_int(n), sinon rendre 2°.

Fonction 1-. Argument z [décrémente z].

oW b=

Si z n’est pas un petit entier, rendre z — 1, via sub.
Soit n = Int_val(z).

Sin > —1000, rendre make_int(n — 1).

Sinon, soustraire 1 de z, modulo 2°2.

Sin # —E/2, rendre make_int(n), sinon rendre —231.

Fonction +. Fonction & nombre variable n d’arguments.

A

Si n =0, rendre 0.

Soit z le dernier argument.

Si n = 1, rendre addo(z).

Sinon, pour chaque autre argument y, remplacer © par x + y.

Rendre x.

Fonction -. Fonction & nombre variable n d’arguments.

ek Wb

Si n =0, rendre 0.

Sin =1, soit z le seul argument. Rendre —z (opposé).
Sommer les n — 1 derniers arguments via la fonction ‘+°.
Soit y le résultat, z le premier argument.

Rendre x — y (différence).

Fonction 0-. Argument z, calcule —z.

o=

6.

Si x est un petit entier, rendre make_int(—Int_val(z)).
Si z est un flottant, faire de méme en flottant.
Si z est un grand entier, mettre dans sign1 'opposé du signe de x. Rendre zx(rz_num(z)).

Si z est une fraction, mettre dans signl 'opposé du signe de z, dans is_simplified le
flag réduit de x. Ecrire © = a/b. Mettre is_not_integer & vrai. Rendre qx(a,b).

1 z est un nombre complexe, rendre le nombre complexe dont les parties réelle et ima-
S t b lexe, dre 1 b 1 dont 1 t lle et
ginaire sont les opposées des parties réelle et imaginaire de .

FErreur sinon.

Fonction sub. Argument z et y [Soustraction binaire]

1.
2.
3.

4.

Si y = 0, z un petit entier ou un flottant, rendre x.
Si z, y sont deux petits entiers de méme signe, rendre make_int(Int_val(z)—Int_val(y)).

Si x et y sont deux petits entiers ou flottants (au moins un des deux est flottant) prendre
les champs internes de = et y, les soustraire en flottant, rendre un flottant.

Dans tous les autres cas, ajouter opposé de y a x.
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Donnons maintenant ’algorithme du produit. On utilise une procédure rqstimesi qui prend
en argument une fraction z = +a/b, deux entiers internes c¢ et d. Cette fonction suppose que le
signe du produit est dans signl et qu’on veut un résultat réduit. Ce résultat est (ac)/(bd). Les
seuls pged a extraire sont entre a et d, et entre b et c.

La fonction principale de multiplication exclut d’abord les cas triviaux, i.e. multiplication par
0, 1 ou —1, et les cas plus compliqués, cas ou 'un des nombres est complexe ou flottant. Il ne
reste donc que le cas d’entiers ou de rationnels. La premiere chose a faire est de calculer le signe
du produit. Le premier nombre est z = +a/b, le second est *c/d.

Dans le cas olt les nombres sont deux petits entiers, on utilise une copie de ntimes. Dans ce cas
a et ¢ ne sont pas calculés, ceci pour éviter d’allouer de la mémoire, dans le cas ol le nombre est
négatif. Plut6t que de recalculer le signe, on préfere le mettre dans une variable locale. Le produit
de grands entiers se fait évidemment par ntimes.

Pour multiplier une fraction = a/b par une fraction y = ¢/d, ou un entier y = ¢, cas o d = 1,
on teste d’abord les cas triviaux: si b = ¢, le résultat est a/d, calculé via gx, et il s’agit d’un entier
si d = 1. On teste de méme a = d. Dans les autres cas, on rend ac/bd, calculé directement, ou
via rqstimesl. Notons que si le résultat est réduit, on fait les tests avant de réduire z et y. Il est
inutile de les faire apres réduction, si b = ¢, extraire le pged est trivial.

Algorithme 19. (Multiplication générique) Dans cet algorithme on utilise comme variables
locales et paramétres, x et y des nombres, a, b, ¢, d, N, D, p, X et Y des entiers internes,
is_simplified, is_not_integer, signl et sign2 des variables globales booléennes.

Fonction *. Fonction & nombre variable n d’arguments.

Si n =0, rendre 1.
Soit z le dernier argument.
Si n = 1, rendre addo(z).

Sinon, pour chaque autre argument y, remplacer x par xy.

gok Wb

Rendre z.
Fonction /. Fonction & nombre variable n d’arguments.

Si n =0, rendre 1.
Sin =1, soit z le seul argument. Rendre 1/x (inverse).

Multiplier les n — 1 derniers arguments via la fonction *.

A

Soit y le résultat, z le premier argument.

5. Rendre z/y (quotient).
Fonction 1/. Argument z, calcule 1/z.

1. Si z est un petit entier,
1.1. Si z = 0, division par 0.
1.2. Siz = %1, rendre x.
1.3. Positionner dans signl le signe de x et si z < 0, remplacer © par —x.
1.4. Rendre mkrat(l,z, vrai).
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2. Si z est un flottant, rendre I'inverse de x.
3. Siz est un grand entier, mettre dans signl le signe de z. Rendre gx(1, rz_num(z)).

4. Six est une fraction, mettre dans signi le signe de x, dans is_simplified le flag réduit
de z. Ecrire # = a/b. Mettre is_not_integer a faux. Rendre qx(b,a).

5. Si z = a+4b est un nombre complexe, poser t = 1/(a® + b?), rendre le nombre complexe
at — 1bt.

6. Erreur sinon.
Fonction div. Argument = et y [division binaire].

1. Siy =1, z un petit entier ou un flottant, rendre x.
2. Siy =0, erreur.
3. Si xz ety sont deux petits entiers,

Poser a = Int_val(z), b = Int_val(y).

Si le reste de la division de a par b est nul, rendre make_int(a/b).

4. Siz ety sont deux petits entiers ou flottants (au moins un des deux est flottant) prendre
les champs internes de et y, les diviser en flottant, rendre un flottant.

5. Dans tous les autres cas, multiplier I'inverse de y par x.

Procédure rgstimesl. Cette procédure prend en argument une fraction z = a/b et deux entiers
internes c et d. Elle rend cz/d réduit. [Elle suppose que z et ¢/d sont des fractions réduites,
les signes sont précalculés].

1. Soit z = +a/b, positionner is_simplified & vrai.
2. Appeler pgcd_hack(a,d), pgcd_hack(c, b).
4. Calculer le numérateur N = ntimes(a,c) et le dénominateur D = ntimes(b, d).

5. Rendre qx(N, D).
Fonction mul. Arguments z et y.

1. Calculer les types de © et y. Erreur si ce ne sont pas des nombres.
2. Siz =0, rendre 0, si z = —1, rendre —y, si = 1, rendre add0(y). Mémes tests sur y.
3. Si I'un des deux z ou y est complexe:

3.1. Siz =a+1b, y = c+id, rendre (ac — bd) + i(ad + bc).

3.2. Siz = a+1b, y est réel, rendre ay + tby. Idem si = est réel.

4. Sil'un des deux z, y est flottant, convertir les deux nombres en flottant, calculer le produit
et rendre un flottant.

5. Si ¢ est un petit entier, mettre son signe dans signl, sa valeur absolue (en tant que
petit entier C) dans n. Si z est un grand entier, mettre son signe dans signl, sa valeur
absolue (en tant que entier interne) dans a. Sinon z est une fraction. Mettre son signe
dans signl.

6. Faire de méme pour y (on utilise m, ¢ et sign2). Poser b=d = 1.

7. Sauver les signes dans sy et sa. S'’ils sont égaux, mettre vrai sinon faux dans signi.
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8. Si z et y sont des petits entiers.
8.1. Poser C = 0,r = exx*(n, m,0).
8.2. SiC n’est pas 0, allouer un vecteur de chiffres z de taille 2, y mettre C et r. Rendre
zx(z).
8.3. Sile bit de signe de r est positionné, rendre mkbignum(make_int(r)).
8.4. Sisignl est faux, changer le signe de r. Rendre make_int(r).
9. Si z est un petit entier, si s; = 1, poser a = z, sinon a = make_int(—n). Idem pour y
et b.
10. Si z et y sont des entiers, rendre zx(ntimes(z,y)).
11. Si z et y sont des fractions
11.1. Mettre is_simplified et is_not_integer a faux.
11.2. Siz =a/b et y =c/d, si a = d, rendre ¢/b, si b = ¢ rendre a/d (quotient via qx,
comparaison via ncmp).
11.3. Si simp_flag est faux, rendre qx(ac, bd), produit via ntimes.
11.4. Réduire z et y via resimp0, recalculer ¢ et d, rendre rqstimesi(z,c,d).
12. Cas ot z ou y est une fraction
12.1. Si c’est y, poserc = a, a = y.
12.2. Ecrire z = +a/b, si b= ¢, rendre zx(a).
12.3. Si simp_flag est vrai, réduire z via resimp0, rendre rqstimesi(z,c,1).

12.4. Mettre is_simplified et is_not_integer a faux, rendre gx(ac,b).

3.5 Division entiere

La fonction rquomod positionne dans la variable globale #:ex:mod le reste de la division, et
rend le quotient. Elle est utilisée en interne pour les deux fonctions quomod et modulo. C’est
une fonction générique & deux arguments. Elle n’est cependant pas commutative, ce qui va poser
certains problemes. Par définition, le quotient ¢ et le reste r de la division de a par b satisfont
a=bg+r,0<r <|b|, et g est un entier.

D’apres cette définition on voit de suite que a et b doivent étre des nombres réels. Nous avons
choisi de plus option que a et b ne peuvent étre des nombres flottants. Ce sont donc des entiers
ou des fractions. Notons que si a et b sont positifs, le quotient est la partie entiere de a/b, et que
si a et b sont entiers, c’est la division usuelle.

Algorithme 20. (Division entiére) Les variables et paramétres utilisés ici sont z et y des en-
tiers, q, v des nombres. Toutes les procédures sont appelées avec = et y comme parameétres. Elles
rendent le quotient, et positionnent le reste dans #:ex:mod.

Procédure rqm?2. Cas de deux paramétres positifs x et y.

1. Appeler push_internal (IS_simp_flag,0) [ce n’est pas la peine d’extraire des pged.]
2. Calculer q la partie enti¢re de z/y via truncate.

3. Calculer le reste r = z — qy dans mod.
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4. Appeler pop_internal (IS_simpflag) [dépile la valeur sauvée].
5. Rendre q.

Procédure rquomod. Argumentsz et y.

1. Siy < 0, rendre —rquomod(z, —y).

2. Siz <0, soit z = rquomod(—z,y). Si le reste est 0, rendre —z, sinon poser m = y — mod,
z=—z—1,mod = m et rendre z.

3. Siz ou y est rationnel, rendre rqm2(z, y).

4. Si x est un grand entier, remplacer  par rz_num(z). Si y est un grand entier, remplacer
y par rz_num(y).

5. Poser z = nx(nquomod(z,y)), mod = nx(mod), rendre x.
Fonction quomod. Argument z, y.

1. Erreur si z (ou y) n’est pas petit entier, un grand entier, ou un rationnel.
2. Siy = 0, erreur: division par zéro.
3. Si z =0, mettre 0 dans mod, rendre 0.

4. Dans les autres cas, rendre rquomod(z, y).
Fonction modulo. Argument z, y.

1. Appeler quomod sur z et y.
2. Rendre mod.

Fonction truncate. Argument z [rend la partie entitre de z, troncature vers 0].

1. Si z est un entier, rendre .

2. Si z est un nombre rationnel, mettre le signe dans signi, soit a le numérateur, b le
dénominateur. Rendre zx(nquomod(a, b)).

3. Si z est un flottant, convertir la valeur absolue de = en entier, et rajouter le signe.

4. Sinon erreur.
Fonction floor. Argument z [rend la partie entitre, troncature vers —oo].

1. Soit z = truncate(z).

2. Siz > z rendre z — 1 sinon z.
Fonction ceiling. Argument z [rend la partie entiere, troncature vers +oo].

1. Soit z = truncate(x).

2. Si z < x rendre z + 1 sinon z.
Procédure roundl. Argumentsa et b [suppose b > 0].

1. Tester le signe de a.

1.1. Sia = 0, mettre 0 dans le reste, rendre 0.
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1.2. Sia >0
1.2.1. Soient q et r le quotient et le reste de la division de a par b, via quomod.
1.2.2. Soitd=b—r.
1.2.3. Sid < r, changer le signe de d, incrémenter q, sinon poser d =r.
1.2.4. Mettre d dans mod, et rendre q.
1.3. Sia <0
1.3.1. Soient q et r le quotient et le reste de la division de —a par b, via quomod.
1.3.2. Soitd=0b—r.
1.3.3. Sid > r, poserd = —r, sinon q =71 + 1.
1.3.4. Changer le signe de q.
1.3.5. Mettre d dans mod, et rendre q.

1.4. Sinon erreur.
Fonction round. Arguments z et y.

. Calculer le signe de y.
. Siy > 0, rendre roundi(z,y).
. Siy < 0, changer le signe de y, rendre —roundi(z,y).

W N =

. Sinon erreur [y = 0, ou y pas nombre, ou y complexe].

3.6 Fractions continues

En toute généralité, si K est un corps et A une algebre sur K, z; une suite d’éléments de A,

la fraction continue [zg,Z1,...,2y] est définie par
[1=00  [zo] =20
[ToyT1,-e s Bmy...] = B0+ 1/[T1,. 0, Ty -] (1)

Dans le cas ou la suite est infinie, la relation de récurrence (1) ne détermine pas vraiment la
fraction continue. Une facon de procéder consiste a la définir comme une limite. Pour cela il faut
mettre une topologie sur A, et si A n’est pas commutatif faire trés attention. Pour simplifier, on
suppose que A est un corps de nombres, les réels ou les rationnels, et nous allons souvent faire
I’hypothese que les x; sont entiers. Comme nous allons le voir, tout réel est représentable en tant
que fraction continue, avec z, entier, z; entier positif pour ¢ > 0. Réciproquement, dans ce cas la
fraction continue existe: dans I’équation (1), tous les termes que l'on inverse sont non nuls. On
peut consulter [8] ou [11] pour un certain nombre de propriétés sur les fractions continues, ou les
ouvrages originaux de Hurwitz [4, 5, 6].

Si z; est une suite donnée, posons pg =0, ag =1, go =1, bp =0, et

Pn+1 = Qn, dn+1 = bna An+1 = Pn + ApLn, bn+1 = d4n + bnwn (2)

La relation (1) donne

Dn + @n[Tn, Togi,- -] _ DPn41 Tt Gnia [Znt1, Tnto, -]
dn + bn [:Ena Tn+1ye- ] dn+1 + b'n-l—l [$n+1 sy Tn425-- ]

; (3)
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_Po +aglzo, z1,. .., T _ Pmi + @] _ Omi1 (@)
g + bo[zo,Z1,. .., Zm]  Gmt1 +bmt1[]  Dmgr

[Zoy .-, Tm]

Ces relations permettent d’obtenir un algorithme itératif du calcul de la fraction continue finie
[0, Z1,. .., Tm]. Notons également que pour tout » on a

Pnbn — anqn = £1,

et donc que la fraction ay /by, est toujours réduite.

Knuth définit le polynome Q(z1,22,...,%,) comme valant 1 si n = 0, z1 si n — 1, et
21Qn—1(T2,...,Tpn) + Qn_2(x2,...,zy) sinon. La relation (4) est donc ami+1 = Qm+1(To, .-, Tm)
et by, = Qm(z1,...,2Zm). La relation clé est Qn(z1,22,...,2n) = Qn(Tn, Tn_1,...,21).

Dans le cas d’une suite infinie, on peut dire que [zg,T1,...,Tm,...] est la limite des a;/b;

lorsque 2 tend vers l'infini, pourvu que cette limite existe.
9

%, Dk, q; des nombres définis par la méme relation de récurrence (2), avec

les conditions initiales pj = 0, a} =1, ¢; = 1, b} = 0. Par récurrence on a

Soient maintenant af, b

Pn=qn A, =b,  Pon=mToph+q,  an=zoa, +b. (5)

On en déduit

!
an, al,
— =z +1/—.
by / b,
En d’autres termes si y; = a;/b; et y; = al /b, si une suite converge 'autre converge aussi, et si les
limites sont y et ¥’ on a y = o + 1/y’. La quantité [z, Z1,...,Tm,...] ainsi définie satisfait donc
la relation (1).

Par application directe de (4)

An+1 Ay _ an+1bn - a'nb'n+1 _ +1

bn+1 bn B bnbn+1 - bnbn+1 ’

Si les b; sont positifs et tendent vers 'infini, la suite des ai/bi est alternée et converge (de facon
précise, la série des différence des a/b est alternée).

Supposons que pour ¢ > 0 on ait z; > 1. Ceci est le cas si les z; sont des entiers strictement
positifs. La relation b,,+1 = by,—1 + bz, avec les conditions initiales by = 0, b = 1 montre que la
suite des b; tend vers 'infini au moins aussi vite que la suite de Fibonacci. Il y a donc convergence.

Dans la suite, nous allons nous intéresser uniquement au cas ou les z; sont des entiers, et la
suite finie. La valeur de la fraction continue est donc un rationnel. Si z est un nombre réel, non
rationnel, Palgorithme « poser yg = x, z; partie entiere de y;, y;41 = 1/(y; —z;) » permet d’obtenir
la fraction continue infinie de z, et elle vérifie z; > 1 pour z positif. Il n’y a qu’une seule fraction
continue sous ces hypotheses qui s’évalue en z.

On s’intéresse maintenant au cas des fractions continues associés a un rationnel z, et on suppose
les z; entiers (la suite des z; est donc finie). Il est clair qu’il n’y a pas unicité, par exemple

[moamla v amn—laoamn-f—la o ] = [mﬂvwla' cyTp—2:Tn—1 F Tptls Tnt2,-- ] (6)

Il y a trois facons d’obtenir 'unicité :

— représentation classique (ou réguli¢re): z; > 1 pour > 0 et z,, > 2;
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— représentation 01: pour ¢ > 0, les z; sont 0 ou 1, il n’y a pas deux 0 consécutifs, z; = z,, =
Tpo1=1;

— représentation signée: Pour ¢ > 0, |z;| > 2, si x; = +2, ;41 a méme signe que z;, et le
dernier terme n’est pas —2.

On va montrer Pexistence et 'unicité dans chaque cas. En ce qui concerne lexistence, on
considére lalgorithme suivant: on écrit yo = =, puis y; = N/D, N = Dq+r, ©; = q, yi+1 = D/r.
Par construction, la somme de la fraction continue est z. Dans le cas classique, r est le reste de
la division euclidienne, dans le cas 01 on choisit ¢ = 1 si D < N, et dans le cas signé, on choisit
|r| < D/2. La plupart des conditions sont trivialement satisfaites. Pour les autres, il faut travailler
un peu.

Cas de la représentation classique

On fait Phypothese que y; > 1 pour ¢ = 0. Dans le cas olt  est un entier, on a z = [z], il n’y a
rien a faire. Sinon, la relation r < D entraine y;41 > 1. Ona de plusg > y;—1, d’ott ¢ > 0, et comme
q est entier ¢ > 1. Si par hasardonar =0,onaq =1y; > 1, dott ¢ > 2. L’algorithme se terminant
sir =0, on a bien z, > 2. L’unicité découle du fait que sii > 0, on a [z;,...,zy] > 1, et la partie
entitre de cet objet est ;. Remarque: pour comparer z = [zg, T1,...,Tn] €t ¥ = [Yo,Y1,- - -, Ym],
il suffit de trouver le plus petit ¢ tel que z; # y;, les comparer et décider en faction de la parité de
1. Si z est une suite plus courte que y, on peut rajouter x,; = +00 pour conclure.

Cas de la représentation 01

Partons d’une représentation 01 et appliquons la relation (6) tant qu’elle est possible pour
supprimer des 0. On fait 'hypothese que tout 0 est suivi d’un 1, z; = z, = z,_1 = 1. Notons
qu’on peut intercaler un 0 entre les deux derniers 1. On appelera représentation 01 modifiée cette
autre facon d’écrire. On va montrer qu’elle est unique, caractérisée par les indices ij tels que
Zi, = Ti,+1 = 1. Par convention ¢y = 0, ¢1 est le plus petit ¢ positif tel que z; = z;41 = 1. On
rajoute n comme dernier indice a cette liste. Pour k£ > 0, on a entre iy_1 et 25 une suite alternée
de 0 et de 1, de la forme s, = 10101...01, avec p chiffres 1 et p — 1 chiffres 0. Si on applique

(6) en prenant n + 1 = iy, tant que cela est possible, on remplace chaque séquence s, par le
nombre p. On obtient donc z = [z, ¥Y1,-..,¥m]| O yr = (¢x — ir—1 + 1)/2. Réciproquement, si
T = [zo,T1,- -, Tm], en remplagant chaque z; pour ¢ > 0 par la suite s,,, on obtient une suite de

0 et de 1, en fait une représentation 01 modifiée. Notons que z,,, le dernier terme, est > 2 pour
une suite modifiée.

Montrons maintenant que 'algorithme proposé fournit une représentation 01. Si z est donné,
on définit zg comme la partie entiere de z, donc yo > 1, & moins que z ne soit entier, auquel cas
il n’y a rien a montrer. Il est clair que ’algorithme proposé fournit une suite de 0 et de 1, qui
commence par 1, sans 0 consécutifs. L’algorithme se termine si 7 = 0, donc si y,, est entier. Soit yy,
le dernier non entier dans la liste des y;. Supposons zj = 0. Alors yr1+1 = 1/yk, et c’est un entier,
donc zp+1 = 1, yk+2 = 1/(yr+1 — 1). C’est aussi un entier. Notons que yr41 # 1 (sinon yj, serait
entier) donc ypyo est bien défini, yr11 = 2, Tp4+2 = 1, c’est la fin de l'algorithme, et on termine
avec au moins deux 1. Si maintenant zp, = 1, alors y41 = 1/(yr — 1) est entier. On a y; # 1, donc
zy, n’est pas le dernier dans la liste, et tous les x; suivants sont 1.
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Cas de la représentation signée

L’unicité découle de la relation suivante: sauf si le nombre est [z,2], on a
[[Ziy.- -y mn] —zi| < 1/2.

En d’autres termes, z; est lentier le plus proche de [z;,...,z,], sauf si cette quantité est demi
entier, auquel cas c’est la partie entitre, car [z;, —2] est exclus. Rappelons que [z,2] = z + 1/2 et
[z,=2]=z—1/2.

La relation est triviale pour ¢ = n. Supposons-la vraie pour ¢, montrons-la pour ¢+ — 1. Par
définition, il faut montrer [z;,...,zy] > 2. Si z; > 3, 'hypotheése de récurrence avec inégalité large
suffit. Si z; = £2 et ¢ = n, la relation est fausse, mais 'inégalité est large. Sii < m, on a

[iyeostn] = T + 1/[Tig1, ...y T0)-

Par récurrence, le deuxieme terme est du méme signe que z;4+1, qui a le méme signe que z; par
hypothese. Ceci suffit pour conclure.

L’existence découle de la relation
[0, 1,22,...,2n] =[z0 + 1, —z2 — 1, —z3,...,—xy]

Cette relation permet de convertir une suite classique vers une représentation signée, et vice-
versa. Par exemple, si z = [1,1,...,1,...], une premietre application donne [2,—2, -1, —-1,...]. Une
deuxie¢me application qui chasse le deuxi¢me —1 donne [2,—2,-2,2,1,1,...]. On obtient donc un
développement périodique de période 4. La bonne facon de faire donne [2,-3,3,-3,3,...], un
développement périodique de période 2, a partir du second terme.

L’algorithme proposé donne le bon résultat: dans la division N = Dq + r, on écrit |r| < D/2,
avec comme invariant y; > 2. Ceci va donner |q| > |y; — 1|, d’ott ¢ > 2. Notons que g est du méme
signe que y;. Dans le cas ol 7 et ¢ ont des signes différents, on aura |g| > |y;|, d’ott |g| > 3. En
d’autres termes si z; = +2, z;41 aura le méme signe que z;. Finalement, si y; est demi-entier,
disons a+ 1/2, il faut prendre r = +2, donc z; = a, c’est ’avant dernier terme, et le terme suivant
est 2.

Opérations sur les fractions continues

Siz = [r0,%1,--.,%n] by = [Y0,¥1,--.,Ym] sont deux fractions continues, il est possible de
calculer la somme, le produit, la différence, le quotient, sans avoir a convertir les nombres en
rationnels. Dans chaque cas, il suffit de trouver le développement de

axy+ Pz +yy+6
a'wy+ 'z +o'y +06"

flz,y) = (7)

L’algorithme utilisé ici est celui implémenté dans Macsyma (MIT AI Laboratory Memo 239, 1972).

On suppose que la représentation est normale, donc 9 < z < zg+ 1, et yo < y < yo + L.
L’algorithme consiste & trouver la partie entiere C' du quotient, puis & remplacer f par 1/(f — C).
Si la partie entiere ne peut étre calculée, on ajoute un terme de plus de z ou de y. Si les deux
listes se terminent, f devient constant, et on est amené & calculer le développement en fraction
continue d’un nombre rationnel.
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Si C est la partie entitre de f(z,y) alors C est le prochain terme dans le développement cherché,
et il faut calculer le développement de
1 _ dzy+pz+4'y+ 6 (8)
fz,y) —C ~ (a—Ca)zy+ (B—-CBz+ (y—Cy)y+ (6 — C8§')’
Si T est le vecteur contenant «, 3, v, 6, o', B', 4" et &', il suffit, pour 7 entre 0 et 3, de poser
w=Tiya, Tipa = Ty = Cw, Ty = w,

L’algorithme de mise & jour de « est le suivant : si & = [z¢], le numérateur devient (y+awo)y+
(6 + Bxo). On remplace donc « et § par de nouvelles valeurs, et on met « et 8 & 0. Dans le cas ou
z n’est pas un entier, on a z = zy + 1/z’ avec ' = [z1,...,z,]|. Le numérateur devient :

%((awo +7)z'y + (Bzo + 6)2’ + ay + ). %)

De la méme maniere, le dénominateur est D /z’, les nouvelles valeurs de «, 8, v et § sont azy + 7,
Bxo 4+ 6, a et 3, avec des formules identiques pour le dénominateur.

La partie non triviale est maintenant d’estimer numérateur et dénominateur et de trouver la
partie entiere du quotient. Supposons z = zg+€, y = yo+ 7, avec 0 < e < let 0 <7 < 1. Le
numérateur N est alors

aen + (ayo + B)e + (azo + 7) + azoyo + Bro + vyo + 6

= Aen+ Be+Cn+ D

et Ny < n < N,. Les quantités Ni et N, sont faciles a calculer: par exemple Ny = max(A, 0) +
max(B,0) + max(C,0) 4+ D. On encadre de méme le dénominateur, ce qui donne un encadrement

de f.

La stratégie adoptée ici est de calculer fo = f(z0,%0), f1 = f(zo,y0 + 1), f2 = f(zo+1,90) et
fs = f(zo+ 1,90 +1). On calcule d’abord A, B, C et D, et le numérateur de fa est par exemple
B+ D. Dans le cas ol f n’a pas de singularité sur le carré 0 < e < 1,0 < 7 < 1, alors le maximum
de f est obtenu sur le carré, donc est le plus grand des f;. Il en est de méme du minimum. Ceci
est facile & montrer: & « ou y fixés, f est une homographie, donc est monotone. Dans le cas ou f
a une singularité, les dénominateurs des divers f; n’ont pas tous le méme signe. Dans ce cas, on
ne peut rien conclure. Admettons que les dénominateurs ont le méme signe. Si tous les f; ont la
méme partie entiere, cette partie entiere est la valeur C' cherchée.

Dauns le cas ot les dénominateurs n’ont pas le méme signe, ou si un des dénominateurs s’annule,
il faut prendre un terme de plus de = ou y. Soit 6 = fa — fo, 6y = f1 — fo. Dans le cas olt I'une
des différences n’est pas définie, on prend oc a la place. En fait, on utilise la partie entiere de f;
et non f; pour ce calcul; ceci rend le code un peu plus efficace. Si 6, = 0, c’est que f dépend tres
peu de z, on prend donc un terme de plus de y. Si c’est 6, qui est nul, on avance dans z. Notons
que si z est épuisé, alors f ne dépend plus de z et §, = 0 (sauf si cette quantité est indéfinie, mais
si de plus y est vide, f est constant, et si f = oo, c’est la fin de I'algorithme). Si aucun 6,, 6, n’est
nul, on choisit le plus grand. Si ¢’est 65, on avance dans z. Si tous les deux sont infinis, on choisit
z par exemple.

Racines carrées
Les formules qui suivent sont utilisées par ’algorithme de factorisation de Morrison et Brillhart.

Nous allons les utiliser pour montrer que toute solution d’une équation de degré 2 a coeflicients
entiers possede un développement en fraction continue périodique, et réciproquement.
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Supposons d’abord le développement périodique, Z,,4+r = x) pour tout k& > 0. Par application
de (4) on a
_ Pm + am®
- Qm + b

donc b,z + (gm — am)m —pm=0cet

2by,

Daus le cas ou les z; sont positifs, pmby, > 0, la racine carrée est réelle, et il faut prendre la racine
positive. Omettons I'indice m dans la suite. La racine est aussi v/(g + a)? £ 4. Cette quantité n’est
pas un entier: si n? +£4 = m? olt n et m sont des entiers, alors cette équation modulo 2 montre
que n et m ont la méme parité. Quitte & échanger n et m, on peut supposer n? = m? + 4. On
peut supposer n > 0 et m > 0. Alors m < n < m + 2, absurde, sauf si m = 0 et n = 2. Comme
¢+ a > 0, le seul cas ol la racine peut &tre un entier est ¢+ a = 2, et la racine est /(¢ + a)? — 4,
i.e., période de longueur paire. Si la période est de longueur au moins 2, alors a4+q = 24+ zgz1 > 2,
absurde.

Si maintenant z est périodique & partir du rang k, on a z = (p+ay)/(q+by), avec Ay’+By+C =
0. Ecrivons y = (az + 3)/(yz + 6). Alors

A(az + B)* + B(az + ) (yz + 6) + C(yz + 6)> = 0.

En développant, on obtient une équation du second degré. Le coefficient dominant est Aa®+Bay+
C+2. 11 est non nul, car ’équation qui donne y n’a pas de solutions rationnelles.

Réciproquement, toute solution d’une équation du second degré est de la forme z = (a+ \/5)/c
On suppose que b n’est pas un carré parfait. On va montrer que cet objet a un développement
en fraction continue périodique, et donner un algorithme de calcul. Quitte & changer les signes de
a et ¢, on peut supposer que la racine est positive. On va de plus supposer que ¢ divise a? — b.
C’est une condition importante: elle va permettre de borner les quantités qui apparaissent dans
la suite. Si on multiplie a et ¢ par d, et b par d?, I'expression z reste la méme, mais (a? — b)/c est
multipliée par d. Si c ne divise pas a? — b, il suffit de choisir d = c.

Notons que pour le calcul de v/n, olt n est entier, on a ¢ = 1. Pour calculer y/u/v, ol w et
v sont premiers entre eux, il faut (et suffit) d’écrire z = \/uv/v. Par exemple, si z = /2/3, les

y; obtenus sont \/6/3, \/6/2, 2 + /6, (2+ \/6)/2, etc. Ils sont tous de la forme (a + \/6)/0 Le
développement est [0,1,4,2,4,2,...].

Le but du jeu dans algorithme de Morrison et Brillhart est de trouver des nombres p;, ¢; et
Vi tels que
pi —ng; = V. (*)

A titre de curiosité, 'un des V; obtenus est £1, et p; — ¢;4/n est un élément inversible de anneau
Z[y/n]. La procédure Qunit calcule un tel objet. Supposons que p; et ¢; sont tres grands, et V; est
petit. La relation () montre que p;/q; approche trés bien /n. C’est la réciproque qui va servir:
si pi/q; est 'un des approximants de /n alors V; est petit, au plus 24/, et la relation (%) est non
triviale. De facon précise,

p? =V, (modn) ()

est non triviale. De plus, si p est un nombre premier divisant V;, alors n est un carré modulo p.
Le principe de l'algorithme est le suivant: on choisit tous les premiers r; satisfaisant la condition
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précédente et on écrit
. — Qij
Vi= HT] :

Ceci donne un certain nombre de vecteurs a;. On prend des combinaisons linéaires a coefficients
entiers de ces vecteurs de telle sorte que toutes les composantes deviennent paires, en procédant
comme suit: on itére sur j. Si tous les «;; sont pairs, il n’y a rien & faire. Sinon, on prend un
vecteur ; avec a;y impair, on Pajoute a tous les autres, et on jette ce vecteur. On continue avec
j =2, 7 = 3, etc. Les composantes déja traitées restent paires, car la somme de deux nombres
pairs est paire. Finalement, on obtient des relations de type (%) pour lesquelles V; est un carré
parfait, donc des relations du type (p—V)(p+V) =0 (mod n). Avec de la chance, cette relation
est non triviale, et le pged de p—V et n est un facteur non trivial de n. L’implémentation effective
de l'algorithme est plus subtile, elle sera détaillée dans la suite.

On va maintenant donner l'algorithme du calcul du développement en fractions continues de
z = (y/n—U)/V. La preuve est inspirée de Knuth [8, exercice 4.5.3.12], les notations sont un peu
différentes. On cherche des entiers a;, des nombres z;, tels que

z;=a; +1/zi41,
et a; est la partie entiére de z;. On a zg = z. Comme le suggere 'exemple de 4/2/3, on va supposer

z; = a;J (10)

Posons y_2 =0, v-1 =1, 6-1=0,060 =1, et
Yit1 = Yie1 + Gig17i- (11)
Oi41 = 0i—1 + a;416;. (12)
Ce sont les relations (2), donc, pour tout X, on a

%X 4+ 71

. 13
6; X + 651 (13)

a0, a1,...,ai, X] =

Admettons
1 =\/ﬁ—az’+1 - :\/7_L+Oéi+1 (14)
Tit1 Bi ’ i Biv1

Ceci nous donne la contrainte

n—ajy = Pifisa. (15.1)
La relation z; = a; + 1/z;+1 donne

a; = Bia; — 1. (16)
La derniere relation est

0 = [@J . (17)

On notera g la partie entiere de n. Dans le cas 3; > 0, a; est le quotient de g + a; par f3;, dans le
cas contraire c’est le quotient de —g — a;; — 1 par —f;. L’algorithme utilise donc uniquement n et
g. Il n’est nul besoin de connaitre autre chose sur v/n que g.
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Analysons la relation (15.1). Si on fait la différence entre le rang ¢ et le rang ¢ + 1, on obtient
a% - a%_,_l = Bi(Bi+1 — PBi—1)- Le membre de gauche est (o; — @1 )(@; + aiq1) = (@ — ap1)Bias,
par utilisation de (16) d’ou

(@; — aip1)a; = Big1 — Pi1. (15.2)

On en déduit que si By et f1 sont des entiers, alors tous les §; sont entiers.

Les conditions initiales sont By =V, g = —U, a1 = U +agV, et f1 = (n — a%)/V. La relation
clé est donc que V divise n — a?. Or ceci est n — U? modulo V. On se sert donc de ’hypothese
que V divise n — U? pour conclure que l'algorithme calcule le développement en fraction continue
de z. (pour passer du rang ¢ au rang ¢ + 1, on utilise, dans l'ordre, les relations 17, 16, et 15.2)

Posonsy = (—/n—=U)/V, 1/yir1 = (—v/n—ajt1)/Bi. Les relations (14), (15) et (16) montrent
que
T =[ag,Q1,...,Q, Tit1] (18.1)

Si on remplace \/n par —/m, on obtient
Y= [a07a17"'7ai7yi+1]- (182)

Cette derniere relation n’est pas le développement en fraction continue de y. Il faudrait pour cela
que y; > 0; nous allons dans un instant montrer le contraire. Appliquons (13):

5 = JiTit1 + Yi-1
0iiqp1 + 051

et inversons. On en déduit:

L & z—7/b L & y—v/b (19)
Tit1 Si1 T —vi1/8i—1’ Yit1 Sic1y—vic1/6io1
Premiere utilisation de ces formules: on les multiplie entre elles. On obtient
LT el N S (diz — i) (8iy — 1)
Bi 37 Tit1Wit1  (0i—1x — vie1)(6i—1y — Yi-1)
On en déduit qu'il existe une constante C, indépendante de ¢ telle que
(6i — 7i)(8sy — vi) = (=1)"Bi1.C
Si on écrit = et v en fonction de U et V, et qu’on évalue la constante en : = 0 on obtient
U?—mn ., 2 _ (_1)i+1 :
67 +2Ubivi+v; = (=1)"" Biya. (20)
Dans le cas de z = y/n on a donc
b 49 = (1B, (201)

C’est la relation voulue pour l'algorithme de Morrison et Brillhart.

Posons maintenant 7; = g — agi_1, §; = g — Qa;, @; = Ag4, P; = A2iv1, P; = Poi, Qi = Bai_1,
A; = 72i—2 et B; = y2;_1. La relation (11) s’écrit

Aiy1 = Ai+¢;B; (21.1)
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Bii1 = Bi + pidis1. (21.2)

La relation (15.2) est
Qi+1 = Qi + qi(rit1 — si) (22.1)
Pit1 =P+ pi(Sit1 — rig1)- (22.2)

La relation (16) est

29— s, = Pigi + 1541 (23.1)
29 —1iy1 = Qit1P;i + Siy1. (23.2)

et la relation (20) est
A7 + Qi =nb3; , (24.1)
B? — P; =né3; ;. (24.2)

La seconde relation (19) montre que la suite est périodique & partir d’un certain rang. En effet,
la quantité v;/6; tend vers z par construction, et le deuxitme quotient tend vers 1, car z # y.
Comme le facteur §;/8;—1 est positif, on en déduit que si ¢ est assez grand, on a y; < 0. Cette

condition s’écrit (v/n — a;)/Bi > 0 et Bi/(v/n + ait1) > 0.

Dénotons par P(z;) la propriété 0 < /n—a; < B; et par Q(z;) la propriété 0 < 8; < v/n+a;41.
Ces conditions sont un peu plus fortes, car elles entrainent que les quantités précédentes sont entre
0 et 1, et non plus simplement positives. Pour 2 > 0 on a z; > 0, donc si ¢ est assez grand on a

Bi > 0.

Faisons maintenant ’hypothése suivante: §; > 0, f;—1 > 0. Comme 0 < 1/z;41 < 1, la
relation (14) montre que ajt1 < Vnet airr > /n—0;. On a également o; < /et a; > /n—Pi_1.
Si B; < v/m, on en déduit a; 1 > 0. Sinon, par (16), ajt1 = Bia; — a; > /n — a;, Aot a;41 > 0
(rappel a; > 1). En particulier 0 < a;+1 < g. Finalement (15.1) montre que S;+1 > 0 et la relation
(16) donne B; < v/n + ait1, do 0 < 3; < 2g.

On vient donc de montrer que « 3; > 0 et ;1 > 0 » entraine 0 < a;41 < g, 0 < 3; < 2g, et
donc la relation au cran suivant. Ces relations sont donc vraies pour tout ¢/ > 4. La suite des «;
et des f; est bornée, donc périodique, Par ailleurs, si on est dans la période la condition Q(z;) est
vraie. Une des conséquences de (15.1) est

Vn—aipy Bi
Bit1 V4 g
En d’autres termes, si Q(z;) est vraie et 8;1+1 > 0, alors P(zit+1) est vraie. Notons que la condition
« Q(z;) et Biy1 > 0 » se propage (elle entraine 5 > 0).

Soit maintenant g(le) la fonction définie comme suit:

n—aj, "y lai+1+ﬁJ
Bit+1 B

et g = (@ + /n)/B. Par (15.1) on a B = B, et par (16) (i1 + vn)/Bi = a;i + (Vn — @;)/Bi. La

condition P(z;) nous dit alors que a = a;, donc g(z;y1) = ;.

ﬂ:

a = fa— a4

Comme la suite est périodique, il existe un k¢ minimal & partir duquel on a z;4,, = ;,
pour tout é. Si i > ko alors P(z;) est vrai: en effet, il existe j aussi grand qu’on veut tel que
z; = zj. Si Jj est assez grand alors ()(z;—1) est vrai, donc P(z;) aussi. Réciproque. Montrons
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d’abord que P(z;) est faux pour i = k. En fait, si la relation était vraie, on aurait z; = g(zit1).
Or ziym = g(Titm+1) = g(z;) car P est vraie pour z;;,. Ceci contredit la minimalité de ko.
Finalement, prenons le plus petit ¢ pour lequel soit P(z;), Q(z;) et Biy1 > 0 sont vrais, soit P(z;)
et Q(z;_1) sont vrais. Dans les deux cas, il existe j < 4 tels que Q(z;) est vrai, 8; > 0 et Bj11 > 0.
Comme cela a été vu plus haut, si ceci est vrai pour un jo, cela reste vrai pour tout 7 > j5. On a
donc P(z;) vrai pour tout j > jo, donc vrai pour tout j > 4. On en déduit ¢ > ko. Comme ¢ est
pris le plus petit possible c’est que 2 = ky.

Application: considérons le cas de \/u/v (u et v premiers entre eux), et notons par h la partie
entiere de y/u/v. La condition @Q(zg) est équivalente & w > v. La condition P(z¢) s’écrit v < v.
La suite n’est donc pas périodique a partir du début. Supposons u > v (sinon le premier terme du
développement est 0). On a z; = (y/uv + hv)/(u — vh?). La condition P(z1) est \/u/v+h > 0.
Elle est donc vraie. Dans ce cas la suite est périodique a partir du second terme. Dans le cas v < v,
elle est périodique & partir du troisitme (ceci se constate sur ’exemple de M) Supposons a
nouveau u > v. On a g(z1) = zo + h. en d’autres termes, la suite z¢ + kb est périodique & partir du
premier terme.

Dans le cas particulier de y/n, on a v = 1, donc w > v et h = g. De plus, les relations > 1
et @ < ¢g montrent que ar = 2¢ n’est possible que si f = 1 et @ = ¢g. En d’autres termes, 2¢g
n’apparait qu’'une seule fois dans la période. Donc: si k est la premier indice pour lequel aj = 2g,
alors k est la plus petite période de la suite a;.

On peut se poser la question dans le cas général: si w > v, m est la plus petite période de la
suite des z;, M la période de la suite des a;, on sait a,, = 2h, donc apr = 2h. Cependant rien ne
garantit que M est le plus petit indice pour lequel cette relation est vraie.

Dans le calcul de y/n, par les relations (20) & (24), les choses sont un peu plus simples: on
suppose P; et (Q;y1 positifs. La relation z;41 > 1 dit 0 < g — ;1 < Bi. En d’autres termes,
dans (23.1) et (23.2),ona 0 < 7i41 < Py et 0 < s;41 < Qit+1. On obtient donc ¢; et r;41 par
division euclidienne dans (23.1), p; et s;41 par division dans (23.2). Ces relations sont utilisées par
I’algorithme de Morrison et Brillhart.

Algorithme 21. (Fonctions de base sur les fractions continues) Saufmention explicite du
contraire, tous les arguments et variables locales sont des entiers, L est une liste. Pour construire
la liste (g, x1,...), on insére chaque z; dans la liste via cons, ceci donne le résultat a I’envers, qui
est remis a I’endroit via nreverse.

Fonction cf-to-rationall. Argument L. [Si L = (ao,...,an), rend [ag,. .., a,], calculé par (1)]
1. Sile premier élément de L est la chaine "-", mettre s a —1, avancer dans L, sinon mettre
sal.

2. Renverser la liste L. Soit = le premier élément de L. Avancer dans L.
3. Tant que L est non vide, soit y I’élément suivant. Remplacer = par y + 1/z.

4. Rendre sz.

Fonction cf-to-rational. Argument L. [Si L = (ao,...,ay), rend [ag,...,a,], calculé par (4)]
1. Sile premier élément de L est la chaine "-", mettre s a —1, avancer dans L, sinon mettre
sal.

2. Poserp; =0,p2=1,¢1 =1, g2 = 0.
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3. Pour tout élément = de la liste L, poser p' = pa, ¢ = q2, p2 = p1 + P27, q2 = q1 + oz,
n=p,a=q.
4. Rendre sp2/qs.
Procédure ecrifc0. Arguments n, z, p. [Rend le développement en fraction continue de n avec

p termes, ou I'imprime. Si z = 1, z = 0 ou z = —1, on utilise la représentation classique, 01,
ou signée]

1. Sip < 0, remplacer p par —1 — p, positionner C' 4 vrai, L 4 la liste vide. [p est le nombre
de termes, si C est vrai, on rend une liste d’objets L, sinon on les imprime.]

2. Sin <0, z# 1, remplacer n par —n. Si C' est vrai, ajouter un signe -’ au résultat partiel,
sinon l'imprimer.

3. Soient = et y les numérateur et dénominateur de n. Si C est faux, imprimer une barre de
fraction.

4. Tant que p est positif, et s est faux.

4.1. Ecrire z = qy + r, division euclidienne si z = 1, r le plus petit possible en valeur
absolue si z = —1, et sinon, ¢ =0 ou ¢ = 1.

4.2. Imprimer q, ou le mettre dans le résultat partiel.
4.3. Poserz =y, y =r.

4.4. Siy =0, fin de la boucle.

4.5. Si C est faux, et z non nul imprimer un espace.

4.6. Décrémenter p.

5. Si y est non nul, ajouter z/y au résultat partiel, ou imprimer un espace, x, un trait de
fraction, puis y.

6. Si C est vrai, rendre le résultat L, sinon imprimer un trait de fraction.
Procédure cfeval. Argument z.

1. Si z est un entier, rendre la liste contenant x seul.
2. Si z est une liste non vide ne contenant que des entiers, rendre x.

3. Si z est un nombre rationnel, utiliser ecifc0 avec les bons paramétres pour le convertir
en fraction continue.

4. Sinon erreur.
Fonction cfop. Fonction & deux ou trois arguments f, x, y.

1. Erreur si f n'est pas +, —, % ou /.
2. Erreur si + ou * ne sont pas appelés avec 2 arguments.

3. Si — est appelé avec 1 argument y, poser x = 0. Si / est appelé avec un argument y, poser
rz=1.

4. Evaluer z et y via cfeval. Initialiser L a la liste vide.

5. Pour la somme, utiliser T =[0,1,1,0,0,0,0,1], pour —, T =[0,1,-1,0,0,0,0, 1], pour *
utiliser T =[1,0,0,0,0,0,0,1] et pour / utiliser T =[0,1,0,0,0,1,0,0]. [les 8 éléments
de T seront notés a, B, v, 8, &', B', v' et §'.]
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6.

7.

Tant que au moins un des 4 derniers éléments de T' est non nul

6.1. Soit A le premier élément de xz, B le premier élément de y.
6.2. Calculer cfeval_all(T,a,b, P), o P est un vecteur de longueur 4.
6.3. Sile résultat est vrai, soit C = Py :

6.3.1. Ajouter C au résultat partiel.

6.3.2. Poserw =ad/,d =a - Cw, a = w.

6.3.3. Répéter 3 fois, avec 3,8', puis v, et 6,6'.

6.3.4. Continuer la boucle.

6.4. Poserd, = P, —Py,d, =P, - P [si un argument est faux, la différence est faux].
Sid,, est 0, mettre a jour z, si d, est 0, mettre a jour y. Si d, et d, sont entiers et
|ds| < |dy|, mettre & jour y sinon x.

6.5. [Mise a jour de z.] Si A est le dernier élément de = : Poser v = Aa+v, § = AB+6,
a =0, 8 =0, idem avec des primes.

6.6. [Mise a jour de z, il y a des termes apres A.] Poser u = a, v = 8. Poser « = Aa+,
B=AB+6,v=u,§=v. Idem avec des primes. Avancer dans z.

6.7. [Mise a jour de y] Faire la méme chose en utilisant B au lieu de A, y au lieu de z,
et échanger les réles de 3 et 7.

Rendre le résultat L.

Procédure cfeval_all. Argument T, a, b, et un vecteur P.

© X @Gk W

T contient a, 3, v, 6, et 4 autres éléments notés avec des primes.

Calculer A=a, B=ab+3,C=aa+y, et D =aab+af +by+9.
Poserng=D,ni=D+C,no=D+B,ng=A+B+C+D.

Calculer de méme les d;, en utilisant o' etc. au lieu de «a, etc.

Si d; est non nul, remplacer n; par la partie entiére de n;/d;, sinon par faux.
Mettre les n; dans le vecteur P.

Si 'un des d; est nul, ou les d; n’ont pas tous le méme signe, rendre faux.

Si les n; ne sont pas égaux, rendre faux.

Sinon rendre vrai.

Procédure cfisqrt. Paramétre n, ay.

4.

1. Poser L = [ay], g2 =1, m1 = ap, g1 =n — a3.
2.
3. Poser m = Nq; — m1, ¢ = q2 + N(m1 —m).

Poser N = (mq + ag)/q1 (quotient entier). Ajouter N & L. Fin si N = 2ay, rendre L.

Poser q» = q1, ¢1 = q, m1 = m, aller en 2.

Fonction CFsqrt. Argument z.

oW

Erreur si ¢ n’est pas un entier positif.
Soit ay la partie entiére de la racine carrée de x.
Si z est un carré parfait, rendre [ay)-

Rendre cfisqgrt(z,ao).
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Fonction Qunit. Argument z.

Erreur si x n’est pas un entier positif.

Soit ay la partie entiére de la racine carrée de x.

Si z est un carré parfait, erreur.

Appeler cfisqrt sur z et ay.

Supprimer le dernier terme de la liste, convertir la liste en fraction a/b.

Rendre a + by/n.

ARG e
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Chapitre 4

Arithmétique générique et
complexe

Un nombre complexe est formé de deux champs, une partie réelle et une partie imaginaire, ce
sont deux nombres réels. Contrairement a ’option choisie par Common Lisp, les parties réelles et
imaginaires peuvent étre de type différent. Pour l'instant, ce sont des rationnels ou des flottants,
on espere un jour autoriser des BigFloat, mais cela pose des probléemes de conversions, comme
nous allons le voir dans la suite.

4.1 Types et conversions

La fonction integerp rend vrai si son argument est un entier ou un chiffre. Rappelons qu’une
fraction n’est jamais un entier, donc que contrairement a la documentation Lisp, la fonction inte-
gerp appelée sur une fraction ne la réduit pas. La fonction rationalp rend vrai si son argument
est un rationnel ou un entier (ou un chiffre). La fonction realp rend vrai si son argument est un
réel (un flottant, un BigFloat, ou un objet pour lequel rationalp rend vrai). La fonction com-
plexp rend vrai si son argument est un nombre complexe (ceci inclut les nombres réels, donc n’est
pas consistant avec la définition de Common Lisp). La fonction truecomplexp rend vrai si son
argument est un nombre dont la représentation interne est celle d’un nombre complexe (ceci exclut
les nombres réels).

Les fonctions realpart et imagpart rendent la partie réelle et imaginaire d’un nombre com-
plexe. Si ce nombre est réel, la premiere rend le nombre, la seconde rend 0 (ou 0.0 si le nombre
est flottant).

La fonction float convertit son argument en flottant. Elle n’est pas définie pour les complexes,
et peut provoquer des débordements si son argument est trop grand. Si 'argument est une fraction,
elle est réduite au préalable (pour éviter dans certains des dépassements de capacité).

La fonction fix ou floor rend la partie entitre (au sens usuel) d’un nombre. Elle n’est définie
que pour les nombres réels. Il peut y avoir des problemes de précision pour les nombres flottants.
La fonction ceiling convertit un nombre en entier en tronquant dans l'autre sens, la fonction
truncate convertit son argument en tronquant en direction de 0. La fonction round est définie
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comme en Lisp. Sa sémantique est peu claire, elle prend deux arguments. Pour plus de détails, on
peut consulter [10, p. 216], en remarquant toutefois que nos fonctions ne rendent qu'une valeur, et
que méme si la variable #:ex:mod contient parfois le reste correct, ce n’est qu'un heureux hasard.

4.2 Fonctions trigonométriques

La fonction phase appliquée & un nombre complexe ¢ rend sa phase. Si le module (valeur
absolue) est 7, la phase ¢ est telle que ¢ = re*®. Cette phase est entre —7 et m, elle est calculée en
utilisant atan2 qui est une fonction & deux arguments z et y qui calcule atan ('arc tangente) du
quotient z/y, mais utilise les signes de fagon conventionnelle (voir par exemple [10, p. 208]) pour
avoir une détermination du résultat entre —7 et w. La fonction conjugate rend le conjugué de
son argument si ¢’est un complexe, son argument sinon.

Les fonctions sin, cos, tan, asin, acos, atan, leur équivalent hyperbolique, de méme que les
fonctions log, log10, sqrt, power et exp existent. Elles font leurs calculs en complexe ou flottant.
La méthode de calcul n’est pas optimale. Pour I'instant il n’y a pas moyen de faire des calculs
en BigFloat (par exemple, si on appelle asin sur 'entier 1, le résultat est /2, et arithmétique
générique n’est pas appelée).

Notons que la fonction ** prend deux arguments = et n et calcule z™. Dans le cas ot n n’est
pas entier, ceci se fait en appelant la fonction power, mais sinon elle utilise des multiplications.

Notons également que la fonction powermod prend trois arguments a, b et c. Elle calcule a®
modulo c ot ¢ > 0 et b > 0 de facon efficace. L’inverse de ¢ modulo ¢ peut étre calculée via la
fonction bezout.

4.3 Autres fonctions

La fonction fib calcule un nombre de Fibonacci F),, ou F),, défini par Fy} = F» = 1 et F,, =
Fp_1+Fp_s, vérifie la propriété Fy, = Fp(2F 41— Fp), Font1 = F5+1+F72L et Fonyo = Fpop1(2F,+
Fp11). Pour n < 22 on utilise la définition itérative, et sinon, les trois formules précédentes. Pour
étre plus efficace, les fonctions génériques sont remplacées par des appels & ntimes et nadd. A
titre d’exemple, le calcul de Figgoo prend 0.15 secondes sur une Sparc Station 2, le résultat est un

nombre avec environ 2000 chiffres, et le nombre s’imprime en 0.32 secondes.

La fonction (fact n) calcule la factorielle de n pour lentier n via fact(1,1,n). La fonction
fact(g,i,d) calcule le produit g(g +4) ... (g + ai) ot « est le plus grand entier tel que g + ai < d.
Si le nombre de termes dans le produit est au plus 10 (i.e. d — g < 107), on fait les produits, sinon
on calcule le produit de fact(g, 2i,d) et fact(g +1,2i,d). A titre d’exemple, la factorielle de 10000
se calcule en 35 secondes, le résultat a de 'ordre de 35000 chiffres, le temps d'impression est de 34
secondes. A titre de comparaison, le logiciel de calcul formel Maple (qui possede une arithmétique
en base 10) calcule ce nombre en 230 secondes, et I'imprime en 20 secondes (bien entendu, comme
la base est 10, I'algorithme d’impression est trivial, il faut cependant du temps pour imprimer les
35000 chiffres, en moyenne une seconde par page d’écran).

Les fonctions ged et bezout calculent le pged et la relation de Bezout entre deux entiers. Nous
avons expliqué le code interne npgcd et nbezout de ces fonctions. Les fonctions utilisateur n’ont
donc qu’a s’occuper des signes des quantités.
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En ce qui concerne la relation de Bezout, la fonction bezout appliquée a deux entiers x et
y rend une liste de trois entiers, le pged p et deux entiers tels que uz + vy = p. On sait que la
procédure interne nbezout rend des nombres non signés, « et p. En premier lieu on transforme p
en nombre positif, © en nombre signé et on calcule v par cette relation. Par ailleurs cet algorithme
suppose z et y positifs. Pour ce faire, on 'appelle avec les valeurs absolues de z et y. Le cas ol
I'un des deux arguments z et y est 0 est trivial. Dans le cas ou les deux arguments sont nuls, par
convention, on rend 0 pour les trois quantités. Finalement, la fonction interne suppose z > y. Si
z < y il suffit d’échanger x et y, puis v et v a la fin du calcul. Et si z = y, le pgcd est z, et on a
le choix entre w = 0,v = 1 ou w = 1,v = 0. Ceci est le seul cas ou les quantités u, v et p ne sont
pas uniques sous les hypotheses p > 0, |u| < |y|/p et |v] < |y|/Pp.

Algorithme 22. (Bezout) Les paramétres a et b sont des nombres quelconques. On teste en
général qu’ils sont entiers. A partir du point 4 de algorithme de Bezout, ce sont des entiers
internes, de méme que U et p.

Fonction bezout. Arguments a et b.

Appeler test_lor_land(a,b)

Mettre dans s, et sy les signes de a et b, qui sont dans signl et sign2.
Mettre dans a et b les valeurs absolues de a et b qui sont dans argl et arg2.
Comparer a et b via ncmp. Si a < b, échanger a et b, poser t = 1, sinon t = 0.
Sib=0oua=0b,

5.1. Sit =1, rendre la liste (a,0,c), ot ¢ est le signe de b, i.e. 1 si sp est vrai, —1 sinon.

sk Wb

5.2. Sit =0, rendre la liste (a,c,0) ot c est le signe de a.
6. Soit p = nbezout(a,b), s la variable globale M, U la variable globale U.
7. Si s est pair, mettre faux sinon vrai dans signl. Poser v = zx(U).
8. Multiplier U par a. Si s est pair, lui ajouter p, sinon, lui soustraire p. Diviser U par b.
9. Si s est pair, mettre vrai sinon faux dans signl. Poser v = zx(U).
10. Poser p = nx(p).
11. Sit =1, échanger u et v.
12. Si s, est faux, changer le signe de u, si sy est faux, changer le signe de v.

13. Rendre la liste (p,u,v).

Fonction modp. Argumentsa et b.

Erreur si b n’est pas un entier > 1.

Si a est un entier, rendre le reste de la division de a par b.
Si a n’est pas une fraction rationnelle, erreur.

Soient n et d les numérateur et dénominateur de a.
Appeler bezout sur d et b.

Soit (p,u,v) le résultat. Erreur sip # 1.

NS SR W

Rendre le reste de la division de nu par b.
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4.4 Fonctions logiques

Nous avons étendu les fonctions logiques a des nombres de taille arbitraire. Pour ce faire, on
considere que les nombres négatifs sont représentés en complément a 2.

Un nombre positif doit étre considéré comme une suite infinie a gauche de bits, dont seul un
nombre fini sont distincts de 0, donc ...0...0z, ...z qui correspond au nombre E:-L:O 2tz;. Le
complément & 1 d’un nombre est obtenu en échangeant les bits 0 et 1. Le complément a 2 est alors
obtenu en additionnant 1 au résultat. Par conséquent, si le nombre se termine par k bits nuls, on
laisse les k + 1 derniers bits inchangés, et on échange les 0 et les 1 pour les autres bits. Un nombre
négatif est donc une suite infinie de bits dont seul un nombre fini sont différents de 1. La fonction
compl2 calcule le complément & 2 (tronqué sur n mots) d’un nombre en travaillant sur les mots
de la fagon suivante: en cherche le premier mot non nul en partant de la droite. On prend son
complément & 2 en prenant son opposé (la représentation interne de Lisp est une représentation
en complément a deux). Pour les autres mots on prend leur complément & 1 en soustrayant 1 du
complément a 2.

La fonction 1sh prend deux arguments z et y. Elle décale z de y positions. Cette fonction est
simple: elle rend un objet qui a méme signe que z et regarde la valeur absolue. Dans le cas ou
y > 0, le résultat est £2Y, sinon c’est la partie entiere du quotient de z par 27Y. C’est une erreur
si y > 232 sinon on écrit y = 32a + b. 1l s’agit de décaler z de a mots et de b bits. Le décalage en
mots se fait par recopie du vecteur dans un vecteur plus grand ou plus petit, le décalage en bits
se fait en utilisant les macros de décalages définies au chapitre 2. Ce décalage peut étre vers la
gauche ou la droite, indépendamment du signe de y. Par exemple, si y = 1, on décale en général
de une position vers la gauche. Dans le cas ot il y aurait un dépassement de capacité, on copie x
dans un vecteur un peu plus grand, avec un zéro a droite, et on décale tout de 31 vers la droite.
Dans le cas y = —1, on décale en général de une position vers la droite, mais dans le cas ot le
résultat serait plus petit, on copie z dans un vecteur un peu plus petit, et on décale tout de 31
vers la gauche. Il faut dans ce cas tenir compte des bits de = qui ont disparus dans la copie.

Les opérations land, lor et Ixor calculent le et logique, ou logique ou le ou exclusif. Elles
utilisent des fonctions internes qui supposent que leur deux arguments sont des vecteurs de méme
taille, et utilisent les primitives C. Nous ne décrirons pas ici ces trois fonctions, uniquement la
fonction land (le principe étant le méme pour ces trois fonctions).

Soit a calculer le et logique entre deux entiers = et y. Dans un premier cas les deux nombres
sont positifs. Le résultat est alors un nombre positif, dont la taille est au plus la taille du plus
petit des deux nombres. Il suffit donc de copier le plus grand, et d’appeler la fonction interne
sur cette copie. Il faudra éventuellement supprimer les zéros en téte. Notons que si I'un des deux
arguments est un chiffre, on n’a pas besoin de copier quoi que ce soit. Dans un deuxieme cas, I'un
des arguments est négatif (par symétrie, on peut supposer que c’est y) et I'autre est positif. Il faut
prendre le complément & 2 de y, et le résultat est positif. Finalement si les deux nombres sont
négatifs, on prend le complément & deux de chaque nombre, et on réalise 'opération interne, et
comme le résultat est négatif, on prend le complément a 2 du résultat. En regle générale, on copie
les deux vecteurs dans des vecteurs qui ont comme taille la plus grande des deux tailles, avant de
calculer les compléments a 2.

Finalement, la fonction haulong donne le nombre de bits de la valeur absolue d’un entier.

Algorithme 23. (Fonctions logiques) On utilise des entiers z, y, des chiffres n, m, ¢, c1, ca,
z, p, d, di, do, des tableaux de chiffres h, h' des indices i, j, k, s, S, t,
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Les quantités x et y sont aussi des nombres internes.

Procédure test lor_land. Arguments z et y.

1. Si z n’est pas un entier, erreur.

2. Siz est un grand entier, mettre le champ signe de © dans signl et sa valeur absolue dans
argl.

3. Six est un petit entier, soit n = Int_val(z). Sin > 0, mettre vrai dans signl et x dans

argl, sinon mettre faux dans signl et make_int(—n) dans argl.

4. Faire de méme pour y avec sign2 et arg?2.

Fonction Ish. Arguments z et y. [Décalage arithmétique z de y. Si y > 0, rend z2?, si z > 0,
rend la partie entiere de 2:2Y, sinon 'opposé de la partie entiere de —x2Y.]

1. Appeler test_lor_land.

2. Siz=0ouy =0, rendre z.

3. Siy n’est pas un petit entier, erreur, sinon poser n = Int_val(y).
4. Sin>0

4.1. Ecrire n = 32n' + m, puis n = n. Mettre argl dans .

4.2. Si z est un chiffre, soit ¢ = Int_val(z), sinon ¢ = zo. Si = est un chiffre, soit
S =1, sinon S = t(x).

4.2. Sim =0, poser ¢ = 0, sinon ¢ = ¢/2327™,

4.3. Poser s = 0. Si ¢ est non nul, poser s = 1, et incrémenter n.

4.4. Siz est un chiffre et n = 0, soit z = Int_val(z), multiplier z par 2™ (décalage),
rendre zx(make_int(z)).

4.5. Si z est un chiffre, allouer un vecteur de taille n + 1, et y mettre comme premier
chiffre Int_val(z); appeler © ce vecteur. Sinon, copier x cadré & gauche dans un
vecteur de taille S + n, via acopyvector2 [on a décalé de 32n bits.]

4.6. Si m est non nul, soit h le pointeur de tas de .
Sis =1, appeler shift_right(h,0,S,¢,32—m) sinon shift_left(h,0,5—1,¢c,m).

4.7. Rendre zx(z).

5. Sin<0

5.1. Ecrire —n = 32n+m par division.

5.2. Poser x = argl. Si z est un chiffre, soit ¢ = Int_val(z), remplacer n par 1 —n,
sinon poser ¢ = xg, remplacer n par t(z) — n.

5.3. Diviser ¢ par 2™. Si le résultat est 0, décrémenter n, poser s = 1, sinon poser
s=0.

5.4. Sin <0, rendre 0.

5.5. Si s est vrai, soit p = x,, /2™ [z n’est pas un chiffre.]

5.6. Sin=1:sis=1,sim =0 poserc=p sinon ¢ = 2923~ +p et sinon (cas s # 1)
ne rien faire. Rendre zx(make_int(c)).

5.7. Copier = dans un vecteur de taille n, en utilisant acopyvector2.

5.8. Sim est non nul, soit h le pointeur de tas de x.
Si s = 1, appeler shift_left(h,0,n — 1,¢,32 — m) sinon shift_right(h,0,n —
1,e,m). Si s =1 ajouter p & hy,.

RT n”° 168



78 José Grimm

5.9. Rendre zx(z).
Procédure compl2. Argument z.

1. Soit t = t(x), h le pointeur de tas de z, j = afind0_end(h, 0, t).
2. Remplacer h; par —h;.
3. Pour i < j, remplacer h; par —h; — 1.

Procédure log_cp. Arguments z, i et k.

1. Si z est un chiffre, soit ¢ = Int_val(z), allouer un vecteur de taille k, y mettre c en
derniére position, rendre le vecteur.

2. Dans les autres cas rendre acopyvector3(z, k, k — i).
Macro ilogical. Argument z, y, %, j, f [f est I'un de et, ou, ou exclusif].
1. Soient h et h' les pointeurs de tas de = et y.
2. Pour i avec 0 < i < j, remplacer h; par f(h;, h}).
Macro last_word. Argument z.
Soit t = t(z). Rendre z;_1.
Macro log_-mem _alloc. Pas d’arguments.

1. Si argl est un chiffre, poser ¢« = 1, sinon mettre dans ¢ la taille de argl.

i

Mettre dans j la taille de arg2 calculée de méme.

3. Soit k =1+ max(s,J).

4. Copier les deux vecteurs via log_cp(argl,i, k) et log_cp(arg2, j, k).
5. Appeler compl2 sur arg2.

Fonction land. Arguments z et y. [Et logique entre z et y.]

1. Appeler test_lor_land. Mettre dans x et y les valeurs absolues qui sont dans argl et
arg2.

2. Siz =0 ouy =0, rendre 0.
3. Siz>0ety>0

3.1. Siz est un chiffre, soit ¢; = Int_val(z). Siy est un chiffre, soit ¢ = Int_val(y),
sinon c¢; = last.word(y). Remplacer ¢; par le et logique entre c¢; et cz2. Rendre
nx(make_int(cy)).

3.2. Siy est un chiffre, soit co = Int_val(y). Soit ¢; = last_word(z). Remplacer c;
par le et logique entre c; et c3. Rendre nx(make_int(cy)).

3.3. Siy est plus long que z, échanger = et y. Soit i = t(z), j = t(y).

3.4. Copier = via acopyvector4(z,i — j,J).

3.5. Appeler ilogical sur x, y, i, j et et.

3.6. Rendre nx(nunderflowi(z)).

4. Siz<0ety<0
4.1. Appeler log_mem_alloc.
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4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

Appeler compl2 sur argl.
Appeler ilogical sur argl, arg2, 7, k et et.
Appeler compl2 sur argl.

Mettre signl a faux, rendre zx(nunderflowl(argl)).

5. Siz ety ont des signes différents

5.1.
5.2.

5.3.

5.4.

Echanger zetysiz>0.

Si y est un chiffre

Soit c2 = Int_val(y).

Si z est un chiffre, soit ¢; = Int_val(z), sinon ¢; = last_word(z).
Remplacer ¢y par le et logique entre —c; et cs.

Rendre nx(make_int(c1)).

Si x est un chiffre

Soit ¢; = Int.val(z), i = t(y), c2 le chiffre de y en position i — 1.
Remplacer c; par le et logique entre —c; et cy.

Copier y, mettre ¢, en position 1 — 1 dans y.

Rendre nx(nunderflowl(y)).

Dans les autres cas

Soient i et j les tailles de = et y, et k = max(s,J).

Copier les vecteurs via acopyvector3(z,k, k — i), ou (y,k, k — j).
Appeler compl2(z).

Appeler ilogical sur z, vy, i, k et et.

Rendre nx(nunderflowi(z)).

Fonction lor. Arguments z et y. [Ou logique entre z et y.]

1. Appeler test_lor_land. Mettre dans x et y les valeurs absolues qui sont dans argl et
arg2.

2. Sixz =0 ouy =0, rendre le nombre non nul.

3. Si z ety sont positifs
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3.1.

3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

Si z est un petit entier

Poser ¢; = Int_val(z).

Siy est un petit entier, soit ¢, = Int_val(y), remplacer ¢1 par le ou logique entre
¢1 et cq, rendre nx(make_int(cy)).

Copier y via acopyvectorl. Soit k = t(y).

Remplacer yj, par le ou logique avec c;.

Rendre nx(y).

Si y est un petit entier, échanger les arguments, repartir en 3.1.

Soit i = t(z), j = t(y). Si j > 4, échangeri et j, T et y.

Copier x via acopyvector2(z,?).

Décrémenter i et j. Soient h et h' les pointeurs de tas de x et y.

Tant que j > 0, remplacer h; par le ou logique avec h;-, décrémenter et j.

Rendre nx(nunderflowl(z)).
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4. Si z ety sont négatifs

4.1. Appeler log_mem_alloc.

4.2. Appeler ilogical sur argl, arg2, i, k et ou.

4.3. Appeler compl2 sur argl.

4.4. Mettre signl a faux, rendre zx(nunderflowl(argl)).
5. Si z est positif échanger argl et arg2.
6. Onaz<0ety >0

6.1. Appeler log_mem_alloc.

6.2. Appeler compl2 sur arg?2.

6.3. Appeler ilogical sur argl, arg2, i, k et ou.

6.4. Appeler compl2 sur argl.

6.5. Mettre signl a faux, rendre zx(nunderflowl(argl)).

Fonction Ixor. Arguments z et y. [Ou exclusif logique entre z et y.]

1. Appeler test_lor_land. Mettre dans x et y les valeurs absolues qui sont dans argl et
arg2.
2. Siz =0 ou y = 0, rendre le nombre non nul.
3. Si x ety sont positifs
3.1. Siz est un petit entier
Poser ¢; = Int_val(z).
Si y est un petit entier, soit ¢, = Int_val(y), remplacer ¢; par le ou exclusif
logique entre c; et cy, rendre nx(make_int(cq)).
Copier y via acopyvectorl. Soit k = t(y).
Remplacer yy, par le ou exclusif logique avec c;.
Rendre nx(y).
3.2. Siy est un petit entier, échanger les arguments, repartir en 3.1.
3.3. Soit i = t(x), j = t(y). Si j > i, échangeri et j, © et y.
3.4. Copier = via acopyvector2(z,i).
3.5. Décrémenteri et j. Soient h et h' les pointeurs de tas de z et y.
3.6. Tant que 7 > 0, remplacer h; par le ou exclusif logique avec h;, décrémenter et j.
3.7. Rendre nx(nunderflowl(z)).
4. Si z ety sont négatifs
4.1. Appeler log_mem_alloc.
4.2. Appeler ilogical sur argl, arg2, i, k et ou exclusif.
4.3. Appeler compl2 sur argl.
4.4. Mettre signl a faux, rendre zx(nunderflowl(argl)).
5. Si z est positif échanger argl et arg2.
6. Onaz<0ety >0
6.1. Appeler log_mem_alloc.
6.2. Appeler compl2 sur arg?2.
6.3. Appeler ilogical sur argl, arg2, 7, k et ou exclusif.
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6.4. Appeler compl2 sur argl.
6.5. Rendre nx(nunderflowl(argl)).

Fonction Inot. Argument z. [Négation logique de z.]
1. Rendre 1xor(z,—1).
Fonction power-of-two. Argument z. [Calcule 27

1. Si z n’est pas un petit entier, erreur.
2. Soit d = Int_val(z). Si d > 0 rendre 1sh(l,z).

3. Sinon, remplacer z par —z, rendre 1/1sh(1,z).
Procédure haulongfix. Argumentsi et n.

Sin =0 rendre 1.

Sinon rendre haulongfix(i + 1,n/2).
Procédure ihaulong. Argument z.

1. Si z est un vecteur, poser dy = 32(t(z) — 1) sinon d; = 0.
2. Si z est un chiffre, soit ¢ = Int_val(z) sinon ¢ = .
3. Sic < 0 poser dy = 32 sinon dy = haulongfix(c,0).

4. Rendre make_int(d; + d2).
Fonction haulong. Argument z. [Rend z avec 2*7! < |z| < 27]

1. Si z est un petit entier

Soit ¢ = Int_val(z).

Sic <0, poser c = —c.

Rendre make_int(haulongfix(0,c)).
. Siz est un grand entier, rendre ihaulong(z) ou z est le champ rz_num de z.
. Si z n’est pas une fraction, erreur.

. Remplacer = par sa valeur absolue.

U W W

. Soit ¢ la différence de ihaulong appliqué au numérateur et au dénominateur de z. Soit
y = power-of-two(make_int(c)).

=]

. Si z <y, incrémenter c.

7. Rendre make_int(c).

4.5 Puissance modulaire

L’algorithme qui suit calcule a® mod c. Le résultat est un nombre positif, et plus petit que ¢. En
particulier b peut étre tres grand. L’algorithme utilisé consiste a prendre une variable intermédiaire
p, et & remplacer p par ap si b est impair, & remplacer a par a?, puis & diviser b par 2, tant que
b # 1. Le résultat est alors ap. On suppose ¢ > 0, et b > 0. Dans le cas b < 0, on commence par

RT n"° 168



82 José Grimm

inverser ¢ modulo ¢, grace a la fonction modp. On utilise cette fonction de maniére systématique,
de telle sorte que a peut étre un rationnel quelconque.

Comme b peut étre tres grand, on évite d’allouer de la mémoire chaque fois qu’on divise par 2.
L’algorithme est le suivant: Dans le cas ot b est un vecteur de chiffre, on met dans s I'indice du
dernier chiffre, et on positionne p & 0. On teste si le bit en position p du chiffre s est nul. On
incrémente p; si p dépasse 32, on le remet & 0, et on décrémente s. On teste un bit en faisant le et
logique entre le chiffre et 2. La quantité 221! est déduite de 2P par décalage. Dans le cas of1 b a un
seul chiffre, ou si on regarde le premier chiffre, on met ce chiffre dans la variable y. L’algorithme
devient alors: tant que y # 1, tester la parité de y, diviser y par 2. Notons que si b a plus d’un
chiffre, la quantité y est initialisée a 2. Le test d’arrét est donc indépendant de s.

La boucle principale consiste a calculer zp modulo ¢. On suppose 0 < z < cet 0 < p < ¢. Dans
le cas ol c¢ tient sur 16bits, on multiplie et on divise en utilisant 'arithmétique de C. Dans le cas
ou ¢ est un chiffre, la multiplication se fait par ex* et la division par ex/.

Dans le cas général, on alloue deux vecteurs z et p, et un vecteur tampon Z. Les deux premiers
vecteurs ont une taille s, le dernier une taille 2s. On calcule le produit dans Z, et on divise. Notons
que pour diviser, il faut multiplier Z et ¢ par un facteur de normalisation z. On précalcule zc dans
c’. Le reste de la division, qui est la quantité qui nous intéresse doit &étre divisé par z; mais ceci
est fait par la procédure iquomod8t. Ce reste est alors copié dans z ou p.

L’algorithme de division suppose X > c. Il faut le tester. Comme X est cadré a droite, on ne
peut pas utiliser ncmp. Pour simplifier un peu la gestion des indices, les vecteurs z et p ont dans
leur premier mot I'indice du premier chiffre utile. La procédure est donc un peu compliquée, mais
la taille mémoire allouée est 4 fois celle de ¢, plus une copie éventuelle de a si a > ¢, plus une
copie du résultat (il faut au moins supprimer le premier mot de z). Notons que si z devient nul,
on arréte 'algorithme de suite.

Remarque: dans le cas ol on calcule a® mod ¢, et que b est tres grand devant ¢, on peut optimiser
comme suit. On suppose c petit, disons ¢ < 216, de sorte qu’on peut le factoriser sans faire appel
a powermod. On peut toujours écrire @ = ajas ol a; est premier a c, et tous les facteurs premiers
de ay divisent ¢, en ne calculant que des pgeds. 11 suffit de calculer a? mod ¢ et a} mod ¢, et de
rendre le produit des deux quantités modulo c. Dans le cas o a est premier a ¢, si b = g¢(c) +,
alors a® = a” (mod ¢). La factorisation de c est utilisée pour calculer ¢(c). Dans le cas ol tous
les facteurs de a divisent ¢, écrivons ¢ = c1cq, 0l ¢ est premier & a, et a et ¢; ont méme support
premier. En particulier ¢; et ¢o sont premiers entre eux, il existe u et v avec uc; + ves = 1. Alors
(X mod cz)ucl + (X mod (:2)7)(:1 est égal & X modulo c¢. Dans le cas X = (I,b, le terme X mod ¢y
se calcule comme précédemment, et X mod c¢; est nul si b est assez grand (il suffit que b soit plus
grand que le plus grand exposant dans c;). Cet algorithme n’est pas implémenté, mais pourrait
I'étre.

Algorithme 24. (Puissance modulaire) Oun utilise ici des nombres a, b, ¢, des chiffres m, r,
I, w, m, z, y, n, des tableaux de chiffres X, Y, N, C, A, B, C', Z des indices j, z. On utilise
également une variable globale P, le tampon de Karatsuba.

Fonction powermod. Argumentsa, b et c.

1. Erreur si b et ¢ ne sont pas des entiers, ou si ¢ < 1, ou si a n’est pas un rationnel.
2. Si b < 0, remplacer b par —b, a par 1/a.

3. Sia=0 oua=1 rendre a.
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Si b =0 rendre 1.

Réduire a modulo ¢, via modp.
Sia=0oua=1oub=1, rendre a.
Si b = 2, rendre a® modulo c.

Si b est un grand entier, le remplacer par son champ rz_num.

© ® N> gk

Si ¢ est un petit entier, rendre power mod_fix(a,b,c).
10. Remplacer ¢ par son champ rz_num.

11. Sic est un petit entier: si a n’est pas un petit entier, remplacer a par son champ rz_num.
Rendre power_mod_fix(a,b, c).

12. Rendre power_zn3(a,b,c).
Macro init_divide. Pas d’arguments.

1. Poserm=1,y=2,w=0,r=0,I=0,s=0.
2. Si Y est un chiffre, mettre Int_val(Y) daus y.
3. Sinon, poser s=t(Y) -1, w =Y.

Macro divide2. Pas d’arguments.

Si s = 0, mettre 1 dans r siy est impair, 0 sinon. Remplacer y par y/2. Fin de la macro.
Mettre 0 dans r si le ‘et’ logique entre w et m est 0, y mettre 1 sinon.

Incrémenter I, multiplier m par 2 (décalage).

Si I # 32, fin de la macro.

Décrémenter s, mettre Yy dans w, poserm =1, 1 =0.

AR o

Si s = 0, mettre w dans y.
Procédure power_mod_fixl. Argumentsz, Y, n.

1. Poser p = 1. Appeler init_divide.
2. Tant que y # 1,
Appeler divide?2.

Sir =1, remplacer p par pxr mod n.

2

Remplacer x par z© mod n.

Si z = 0, rendre 0.
3. Remplacer z par pr mod n.

4. Rendre nx(make_int(z)).
Procédure power_mod_fix. Arguments X, Y, N.

1. Poser z = Int_val(X), n = Int_val(N).
2. Sin < 2%, rendre power_mod_fix1(z,Y,n).

3. Sinon, méme code que pour power_mod_fixl, sauf que ab mod ¢ est calculé en mettant
C & 0, en calculant ex/(ex*(a,b,0),c), et le résultat est C.
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Procédure mul less. Arguments X, C, i, t; et t.. [rend vraisi z < c, le vecteur c est pris entre
0 et tc, et = entre i, et ty.]

4.

1. Sit, — i, < t, rendre vrai.
2.
3

. Pour 1 =0, j =1,, tant que i < t., si X; = C;, incrémenter: et j.

Sity, — 1y > t, rendre faux.

Sii > t. ou X; > C; rendre faux, sinon vral.

Procédure mul zn3. Arguments A, B, C, z, C', Z, t, et t,. [Calcule ab mod ¢'. Le facteur de
normalisation est z, et ¢ = ¢'2%; t, est la taille de a et b, t, — 2 est la taille de ¢ et ¢’. On
utilise un vecteur auxiliaire Z. Les arguments A, B, C et C' sont les pointeurs de tas de a,
b, c et ¢’. L’indice du premier chiffre utile de a ou b est dans la premitre case du vecteur.]

1. Remplir le vecteur Z avec des zéros.

2. Mettre dans i 4 et ig les premiers chiffres de B et A, dans ty et tg la quantité t, — 1,
mettret, — 1 dans tc.
3. Appeler itimesO0 sur A, B, Z et P.
4. Appelermul_less(Z,(C",ic,tc,tq — 3). Si le résultat est vrai, poser ip = ic, tg = tc.
5. Sinon
5.1. Poseriyg =ic,tgy =tc,ip=0,tp =t, — 3.
5.2. Si z# 0, appeler shift_left sur Z, 14, ta, w et z. Si w est non nul, décrémenter
14, mettre w dans Z en position i4.
5.3. Appeler iquomod8t sur Z, C' et sur z.
6. Poserw=tp—ip+1, z=1t, —w.
7. Copier Z dans A, en partant de z pour A et ip pour Z.
8. Mettre z en position 0 dans a.

Procédure power_zn3. Argumentsa, Y et n. [On notera H, le pointeur de tas de .]

Sl R o o

9.

Poser s=t(n)+1, N =2(s+1).

Mettre dans Z un vecteur de taille N, dans P un vecteur de taille 2N.

Poser n' = n, copier n via acopyvectorl.

Soit z = anormalise(ny).

Appeler shift_left(H,,0,s — 1, @, 2).

Soit w = s; incrémenter s.

Allouer un vecteur p de taille s. Y mettre w en position 0, et 1 en position w.

Allouer un vecteur z de taille s. Si a est un chiffre, mettre Int_val(a) en position w,
sinon poser w = s — t(a), copier a & partir de () dans z & partir de w. Mettre w en
position 0 dans . Poser a = .

Appeler init_divide.

10. Tant que y # 1 [mul_zn3 est appelé avec 8 parametres, les derniers sont H,,, z, H,, Hz,

set N
Appeler divide?2.
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Sir =1, appeler mul_zn3 sur H, et H,.
Appeler mul_zn3 sur H, et H,.
Si a =0, rendre 0.

11. Appeler mul_zn3 sur H, et H).

12. Soit s le premier chiffre de a.

13. Rendre nx(nunderflow4(a, s, t(a) — 1)).

4.6 Racines

Pour trouver la racine p¢ d’un nombre z, on applique la méthode de Newton pour trouver la
racine de ¢g(b) = b? — z. Ceci donne la relation de récurrence:

b —
bpt1 = by — PbPT. (0)
Soit ) ( 1)
. T p— +z
F(b) = b - ;(b - bpfl) = pbpfl (1)

Gb) =b+ E (Ll - b)J . 2)

On notera z = cP, et on cherche d, la partie entiere de c¢. La méthode de Newton consiste a
considérer la suite bj11 = F(b;). Si la suite a une limite, c’est ¢ et la convergence est quadratique.
Comme on cherche un résultat entier, on utilise la récurrence b,,+1 = G(by,). Notons y = |z /bP].
Dans le cas p = 2, c’est juste |z/2]| et G(b) = |(y + b)/2].

Ecrivons z/b? ' =y + o, avec 0 < aw < 1, et (y—b)/p = v + 3, avec 0 < # < 1. Comme y, b et

p sont entiers, on a en fait 0 < 4 <1—1/p. On a F(b) = G(b) + f + a/p d’out G(b) est la partie
entiere de F'(b). On a donc

F(b) — 1< G(b) < F(b). (3)

Ona F(b)—c= (b/p)[p— 1+ (c/b)? —pc/b]. Soit f(z) =p—1+2P—pz. Ona f'(z) = p(zP~1 - 1)
et f(z) =p(p—1)zP~2 Pour z > 0 on a f"'(z) > 0, et f'(1) =0, et la fonction f a un minimum
en z = 1. On en déduit f(z) > 0 pour z > 0, donc F(b) > ¢. On en déduit d —1 < c—1 <
F(b) -1 < G(b). Comme d et G(b) sont entiers, on en déduit

d < G(b). (4)
Cette relation nous dit d’abord que b, > 0 pour tout n, et y est le quotient entier de z par
b?~1. Supposons maintenant G(b) > b. Cette condition est équivalente & y > b, d’ott z/bP~1 > b,
donc ¢ > b et donc b < d. Ceci nous dit alors: dans la suite b,y = G(by), on a b, > d (sauf

éventuellement n = (). Calculons b,y tant que b,y1 < b,. Supposons b, 41 > by,. Alors b, < d,
mais b, > d. On en déduit que b, est le résultat cherché.

Soit L = L(z) tel que 2% < z < 25", Notons que haulong(z) est L + 1. Ecrivons L = pg+r
par division. Soit z = (r +1)/p. On a 0 < z < 1 et 2% < z+ 1; ce dernier résultat se montre
comme suit: si g(z) =2 -z —1, g"(z) > 0, g(0) = g(1) = 0, donc g est négative entre 0 et 1.
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Soit by = |2%p+ 14 7)/p]. On a by < 29+1 donc by < 2¢. De plus, ¢ < 2EFVP = 20+2 <
29(1+2z), donc I'entier d qui satisfait d < ¢ satisfait d < [29(1+42)] = by. On en déduit d < by < 2d.
On ne peut pas trouver de meilleure condition initiale si on ne connait que la taille L de z.

Soit maintenant W (z) la fonction définie par

— On définit L, q, r comme précédemment.

Soit X tel que 22X <p < 22X+2 o = |¢/2 - X].

- Siq <16, 0ua < 4,s0it by = |29(p+ 1+ 7)/p|, bpy1 = G(bs). Dans ce cas, W(z) est le
premier b, tel que by41 > by

— Sinon, soit g = |z/2*?], U = 2°W (). Alors W(z) = G(U).

Dans l'algorithme qui suit, X est noté x5, c’est une quantité qui ne dépend que de p. On a
L(B) = L(z) — ap. Finalement, G(U) est calculé comme étant la partie entiere de F(U).

On prétend que W(z) = d ou W(z) = d + 1. Ceci est clair si a@ < 4, par ce qu’on vient de
montrer plus haut, car W(z) = d. Si v = G(U), il suffit de montrer que v < d + 1, car on sait
v > d. I suffit de montrer que F(U) < ¢+ 1 car cela implique v =G(U) < F(U) <c+1<d+2,
donc v < d + 1. Par récurrence on a

U U .
— 1P <B<(=+1)P
(o VP <B<(mm+1
donc
(U=-2%)P <P <(UA+2%)P+ 297, (5)

Montrons d’abord U > p2®. Comme a > 4,0ona q/2—X > 4doncq > 2X+q/2—X+4 > 2X +a+3
et donc ¢ — a >2X 4 3. On a donc

8> LQL—QPJ — LQP(‘J—QH?‘J > 9p(g—a) > 9 9p(2X+2) > 2.9P,

On en déduit W(8) > p, donc U > p2°.

Montrons maintenant ¢/2 < U < ¢p/(p—1). Par (5),ona U —2* < ¢, donc U —c < 2* < U/p.
d’out la seconde inégalité. La deuxitme inégalité de (5) donne c? < (U + 2%)P 4 2°P < 2PUP, donc
¢ < 2U. En fait, si w = 2%/U, il faut montrer (1 + w)? + w? < 2P. Une telle relation est vraie si
w < 1/2. Comme on sait w < 1/p, elle est vraie pour p > 2.

Montrons finalement F(U) < ¢+ 1. Posons z = ¢/U. 1l s’agit de montrer
p—1+42° <pz+pP L.

sachant (p —1)/p < 2 < 2. Soit g(z) = 2P +p — 1 — pz — pzP L.

On a ¢"(z) = p(p — 1)[z — (p — 2)]2?>. Supposons p > 4 pour commencer. Dans l'intervalle
considéré, on a ¢'’'(z) < 0. Comme ¢'(0) < 0, la fonction g est décroissante sur [0, 2]. II suffit donc
de vérifier que pour z =1 —1/p on a g(z) < 0. Or g(z) = (z — p)zP~'. Dans le cas p = 3, on a
g (z) = 3(2% — 2z — 1), donc g est décroissante sur [0, 2], la conclusion est la méme. Dans le cas
p = 2, les racines de ¢ sont 2 & /3, et la conclusion est vraie aussi.

Remarque: supposons b = ¢(1+€) ot € est petit. Alors (F(b) —c)/best équivalent & €?(p—1)/2.
Sans le facteur (p — 1)/2, Ialgorithme double le nombre de chiffres exacts. L’algorithme consiste a
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calculer un peu plus que la moitié du nombre de chiffres (L(p)/2 chiffres en plus) et une itération.
Pour avoir k chiffres sur le résultat, il suffit de faire les calculs sur les pk premiers chiffres de z.
La contrainte @ > 4 nous dit que au moins 4 bits sont calculés, dans le cas contraire, on utilise la
méthode itérative. La contrainte ¢ < 16 dit que le résultat tient sur 16 bits. Dans ce cas on utilise
aussi la méthode itérative. Note: une erreur s’est glissée dans les formules précédentes.

On propose un autre algorithme, plus simple. Il consiste & remplacer G par H avec

a0 =0 0= 15 D) )

p

Il est facile de voir que

FO)- P <HO) S FO) 4+

Si on compare avec la relation (3), on voit que H(b) = G(b) + 1 ou H(b) = G(b), d’ott H(b) > d.
Dans ce cas, si b = b, = bp41 On a

W —(p— )bt <P <HP 40P

donc ¢y < b < ¢1, pour certaines quantités cp et ¢;. Onac—1<¢y < ¢, et ¢ < ¢y < c+ p. Cette
derniere approximation peut étre rendue meilleure: si ¢ est tres grand, ¢; < ¢+ 1. L’algorithme
est alors: calculer b,41 = H(bn) tant que b,+1 < by,. On a alors une bonne approximation de d,
qui est calculé par recherche linéaire.

Algorithme 25. (Racines) Tous les paramétres et variables locales sont des entiers.

Fonction isqrt. Argument x.

1. Erreur si ¢ n’est pas un entier > 0.
2. Rendrez sizx =0 ouz =1.

3. Soit n le nombre de bits de x. Si n est pair et & est une puissance de 2, rendre 2"/2 [il
faut vérifier que un seul bit est non nul dans z].

4. Siz < 100: comparerz a4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 et 81. Si par exemple 25 < z < 36 rendre
S.

5. Soit ¢ = haulong(z),a=0,b= 20/2 ¢ =b.

6. Faire: a = (b+ z/b)/2 (prendre la partie entiére des quotients via quomod); si a = b,
rendre a, si @ = ¢, rendre le minimum de a et b, sinon poser ¢ = b, b = a, continuer la
boucle.

Fonction iroot. Argument z et n.

1. Erreur si n n’est pas un entier > 2, si x n’est pas un entier > 0.

Si z =0 ouz =1, rendre z.

Si n = 2, rendre isqrt(z).

Poserap =0, N =n—1, d = haulong(x), d = gn+r par division, a = |2¢(n+1+7)/n|.

Posera=a— (a—z/a™')/n, ag = z.

ROl o

Tant que a < ay, poser ag = a, a = a — (a — z/a™" ') /n, [parties entieres des quotients,
calculées via quomod].
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6. Sia”™ <z < (a+1)" rendre a. Si la premiére inégalité est fausse, décrémenter a jusqu'a ce
qu’elle devienne vraie. Si la seconde est fausse, incrémenter a jusqu’a ce qu’elle devienne
vraie. Rendre alors a.

Fonction jroot. Argument z.

Erreur si n n’est pas un entier > 2, si ¢ n’est pas un entier > 0.
Siz=0ouz =1, rendre x.

Si n = 2, rendre isqrt(z).

oW

Soit @ = haulong(z) — 1, b = haulong(n) — 1. Poser a = jrooti(z,n,a,b/2).

5. Tant que a™ > z décrémenter a. Rendre a.
Procédure jrootl. Argumentsn, r, [, z,.

1. Poser s = |l/r].
2. Poser z = |s/2| — zs.
3. Sis>1T7Tetx>5
3.1. Poser u = jrootl(n/2%",r,l — rz,zs).
3.2. Poseru =u2%, T ="'
3.3. Rendre le quotient de n + (r — 1)uT par rT.
4. Sinon

4.1. Soit f la somme de r + 1 et du reste de la division de | par r.
4.2. Soit u le quotient de f2° parr.
4.3. Poserz =u, w =1z + (n/z"~' — z)/r. Les quotients sont calculés par quomod.

4.4. Siu > x, rendre x, dans le cas contraire, continuer en 4.3.

4.7 Entrées-sorties

La représentation externe d’un entier est la suite de ses caracteres. Le programme d’impression
utilise la variable-fonction obase pour déterminer la base dans laquelle imprimer les chiffres. Si la
base est plus grande que 10, on utilise des lettres majuscules a la place de chiffres, en commencant
par la lettre A. Le programme interne d’impression des entiers a été décrit au premier chapitre. La
fonction de lecture utilise la variable-fonction ibase pour trouver la base. Pour entrer un entier,
il suffit de donner la suite de ses chiffres. Notons qu’il ne faut pas donner plus de chiffres que ne
peut contenir le tampon interne de lecture de Lisp. Dans notre version, il n’y a plus de limitation
sur cette taille, le tampon étant alloué dynamiquement.

Il est possible de préciser la base de lecture au moyen d’une construction de la forme #12R25 (25
en base 12). Dans ce cas le 12 est lu en base 10. Notons que la documentation LELISP précise que
#12r25 rend la méme résultat. La différence essentielle est que, dans le cas de #12r25, si la base
n’est pas 10, les calculs sont faits modulo E (donc 2'%). En conséquence #$8000 est égal & —E/2.
Ce mécanisme ne marche plus dans notre version: il n’y a pas de moyen de créer —E/2 = —231
en tant que petit entier. Une autre différence est que le macro caractere R ignore les espaces et
les changements de lignes apres un backslash. En d’autres termes, le nombre peut étre fourni sur
plusieurs lignes (mécanisme analogue & celui de Maple).
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Les nombres rationnels sont lus et imprimés sous la forme 1/2. Il peuvent bien entendu étre
donnés sous la forme #12R25/3.

Il est possible d’imprimer des nombres rationnels de fagon différente, en utilisant la fonction
prin-rational. Elle prend trois arguments, un rationnel z, un type T, et une précision p. Si le
type est float0, un développement décimal, avec au plus p chiffres sera imprimé, et la période
est imprimée avec des accolades. Si le type est floatl, un développement décimal, avec au plus p
chiffres sera imprimé. La période ne sera pas imprimée dans ce cas. Si le type est cf0, cfl ou cf-1, le
développement en fraction continue avec au plus p termes sera imprimé. Dans ce dernier cas, si p
est négatif, le développement en fraction continue est retourné au lieu d’étre imprimé. La fonction
cf-to-rational au contraire transforme une fraction continue en nombre rationnel.

Les nombres complexes peuvent étre lus et imprimés sous la forme #C(1 2). Pour rendre cette
notation plus lisible, on peut changer une variable globale de sorte que le résultat imprimé soit
[2i+1].

Finalement, pour pouvoir relire rapidement des nombres, si la variable #:system:print-for-
fast-read et vraie, et si #:system:print-for-read est également vraie, les entiers et les fractions
sont imprimés dans leur représentation interne, précédée de #10R/2. Ici le 2 signifie que c’est
deuxieme version du logiciel. Dans la premiere version la représentation interne des vecteurs de
chiffres est de la forme #[a b ¢ ...], ol a, b, ¢, etc sont des entiers 16bits signés. Dans la seconde
version, c’est #<abc...>, ou a, b, ¢ sont des chiffres en base 16, il y a assez de zéros en téte pour
que le nombre de chiffres soit multiple de 8.

Algorithme 26. (Lecture des nombres) Certaines fonctions décrites ici sont des fonctions de
base. Elles utilisent le tampon interne de Lisp. On notera c, le code ASCII du caractére z, et b la
base de lecture courante.

Procédure is_a_digit. Paramétre ¢, un code ASCII [Rend vrai si ¢ est le code d’un chiffre dans
la base courante].
1. Si la base est 10, rendre vrai si ¢g < ¢ < ¢g.
2. Si la base est plus petite que 10, rendre vrai si ¢y < ¢ < ¢ + b.
3. Sinon, rendre vrai si ¢y < ¢ < ¢g.
4. Sinon. Sicy < ¢ < ¢z, remplacer ¢ par c+ ¢, —ca. Si ¢, < ¢ < ¢g + b — 10, rendre vrai.
Procédure tryflo. Paramétre s, une chaine de caractéres [Convertit la chaine en nombre flottant
ou en symbole].
Poser i =0, n=0.
Si s; = ¢4 ou s; = c_, incrémenter i.
Tant que ¢y < s; < ¢g, incrémenter i et n.
Si s; = c. [un point], incrémenter 7, tant que ¢y < s; < ¢y, incrémenter i et n.

Sin =0, la chaine n’est pas un nombre, fabriquer un symbole.

AR e

Si s; est la marque de fin de chaine, utiliser atof pour convertir la chaine en flottant.
Rendre ce flottant.

7. Si s; # ce et s; # cg, la chaine n’est pas un nombre, fabriquer un symbole.

8. Incrémenter s, posern = 0.
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9. Répéter 2 et 3.

10. Sin = 0, ou ¢; n’est pas la marque de fin de chaine, la chaine n’est pas un nombre,
fabriquer un symbole.

11. Utiliser atof pour convertir la chaine en flottant. Rendre ce flottant.

Procédure tryatom. Paramétre s, une chaine de caractéres [convertit la chaine en entier, ra-
tionnel, flottant ou symbole].
1. Poseri=0,n=0.

Si s; = cy ou s; = c_, incrémenter 1.

Tant que is_a_digit(s;) est vrai, incrémenteri et n.

Sin = 0, rendre tryflo(s).

AN

Si le caractére courant est un slash:
5.1. Incrémenter, poser n = 0.
5.2. Tant que is_a_digit(s;) est vrai, incrémenter i et n.

6. Sin > 0 et le caractére courant est la marque de fin de chaine: si la base est 10, 1 < 10,
et pas de slash: utiliser atoi pour convertir la chaine en petit entier. Dans les autres
cas, utiliser string_to_number.

7. Sinon: rendre tryflo(s).

Procédure make_unsigned. Argument i [Convertit les chiffres & partir de ¢ du tampon interne
en entiers 32bits en base 16].
1. Poser n = 0.

2. Pour j de 0 a 7, soit ¢ le caractére dans le tampon interne a la position 7 + j. Remplacer
n par 16mn + ¢ — cy.

3. Rendre n.

Procédure make_address. Pas d’argument [Si par exemple le tampon contient 0x1234, rend
Pobjet & 'adresse hexadécimale 1234 ; ne vérifie pas que 'adresse est valide].
1. Poser n = 0.

2. Pour ¢ > 2, tant que c le caractére dans le tampon interne a la position ¢+ n’est pas la
marque de fin de chaine, remplacer n par 16n + ¢ — c.

3. Rendre n, en tant qu’objet Lisp.
Procédure make_internal. Pas d’argument [Lecture rapide d’un vecteur de chiffres en base 16].

1. Poseri=0,j =0, n =1/8 [t est la taille du tampon].
2. Allouer un vecteur de chiffres V' de taille n.

3. Tant que n > 0: appeler make_unsigned(i), mettre le résultat dans le vecteur en position
J, décrémenter n, incrémenter j, incrémenter : de 8.

4. Sit =8, rendre make_int(Vp) sinon V.

Procédure read_address. Pas d’argument. Cette fonction est appelée dans le cas ou #< a été
Iu. Rend un objet si on lit #<0x. ..> un vecteur de chiffres sinon.

1. Lire un caractére c.
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2.

6.
7.

Si ¢ est un espace ou retour-chariot, 'ignorer. Si ¢ est >, aller en 4, si ¢ n’est ni une lettre
ni un chiffre erreur.

. Insérer c dans le tampon, a la position courante. S’il ne reste pas assez de place dans le

tampon pour un nouveau caractere, augmenter sa taille. Repartir en 1.

. Pour chaque caractére ¢ du tampon

4.1. Ne rien faire si ¢g < ¢ < ¢g.
4.2. Sic, < ¢ <c,, incrémenter ¢ de ¢y — cg.
4.3. Sicy < ¢ < ez, incrémenter ¢ de ¢y — c4.

4.4. Erreur dans les autres cas.

. Si les deux premiers caracteres sont 0x, ne pas les inclure dans le test précédent, rendre

make_address().
Erreur si le nombre de caractéres n’est pas multiple de 8.

Dauns les autres cas, rendre make_internal().

Procédure istring_to_number. Argument: une chaine de caractéres s. [Procédure utilisée pour
convertir au niveau C un chalne en entier, cas de toutes les constantes précalculées du

chapitre 5].

1. Soit t la taille de s. Sit n’est pas un multiple de 8, prendre le multiple de 8 supérieur.

2. Copier s dans une chaine s' cadré a droite. Mettre le code ASCII de 0 dans les cases
inoccupées de gauche.

3. Pour chaque caractére ¢ de s', exécuter le point 4 de la procédure read_address.

4. Echanger le tampon interne et la chaine s', appeler make_internal qui rend N, échanger
a nouveau le tampon et la chaine.

5. Rendre nx(N).

Procédure read_complex. Pas d’argument. Cette fonction est appelée si #C a été lu.

oW

Appeler le lecteur Lisp pour lire un object.
Erreur si le résultat n’est pas une liste de deux objets a et b.
Erreur si a et b ne sont pas des nombres réels.

Rendre le nombre complexe a + %b.

Procédure string_to_number. Arguments une chaine s, deux indices 7 et j.

ek w b=

Siz <0, poseri = 0.

Si j est plus grand que le dernier indice valide dans la chaine, remplacer j par cette valeur.
Si j < i rendre 0.

Sauver i, 7, et la chaine dans des variables globales.

Rendre read_number(b, 0).
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Procédure read number. Arguments b et s. Cette fonction est appelé par le lecteur dans le
cas de #R (dans ce cas s = 1 et b = 0) ou dans le cas #23R (dans ce cas s = 1 et b est le
nombre entre le # et la lettre R, lu en base 10). Dans le cas s = 1, les chiffres sont lus sur le
flux d’entrée Lisp. Dans le cas contraire, dans la chaine sauvée précédemment, a partir de
l'indice %, jusqu’a I'indice j inclus. Dans le cas d’une lecture sur le flux d’entrée Lisp, si on voit
un backslash, il est ignoré ainsi que tous les caracteres qui suivent, jusqu’au retour-chariot

inclus.
1. Si b n’est pas une base valide, utiliser la base courante.
2. Si s =1, consulter le caractére qui suit. Si ¢’est un backslash, I'ignorer ainsi que tout ce
qui suit.
3. Si le caractére qui suit est un slash:
3.1. Lire l'objet qui suit. Erreur si ce n’est ni 1 ni 2.
3.2. Lire I'objet N qui suit.
3.3. Si l'indicateur est 2, rendre N.
3.4. Dans les autres cas, si N est un chiffre, le rendre.
3.5. Si ce n’est pas un vecteur de taille 2, erreur.
3.6. Sile premier élément est t ou (), le signe est positif ou négatif, respectivement.
3.7. Sile deuxiéme élément est un vecteur de chiffres, [@n,...,a0], le remplacer par
>~ a;2%. Erreur si ce n’est pas un chiffre. On a maintenant un nombre N'.
3.8. Rendre +N', suivant le signe trouvé en 3.6.
4. Consulter le prochain caractere. Si c’est un signe %, le lire.
5. Appeler read_numl.
6. Soit N le résultat. Lui donner le signe trouvé en 4..
7. Counsulter le prochain caractére. Si ce n’est pas un slash, rendre N.
8. Appeler read_numl.
9. Si le résultat est D, rendre N/D.

Macro read_ numl. Pas d’argument. Utilisée uniquement par read_number, ot sont expliqués
les termes « lire » et « consulter » un caractere.

AR A o

Poser n = 0.

Consulter le caractére ¢ qui suit.

Si is_a_digit(c) rend faux, rendre n.

Lire le caractere.

S’il est entre ¢y et cg, lui soustraire cg. Dans les autres cas, lui soustraire c, —co ou cgq — o

Remplacer n par bn + ¢, aller en 2.
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Chapitre 5

Factorisation

Les algorithmes de ce chapitre ont été écrits pour le langage de SISYPHE. Les programmes
utilisent essentiellement des entiers, petits ou grand, on ne fait plus de distinction entre les deux.
On utilise également des listes et des vecteurs. On utilisera également une table de hachage;
il s’agit d’une structure qui & 4 associe f(i). Dans SISYPHE, une table de hachage est décrite
par un vecteur qui contient un certain nombre d’informations, un vecteur V et une taille n. Les
informations concernent les types de i et f(i). On peut par exemple imposer que ¢ soit un entier
positif ou nul, ou une liste d’entiers, on peut également accepter n’importe quel objet Lisp comme
indice; les valeurs f(7) sont également typées. La valeur n est le nombre d’objets contenus dans la
table. La taille du vecteur V dépend de n, si n devient trop grand, on incrémente la taille de V,
si n devient trop petit, on la diminue. Pour chaque indice valide 4, on calcule j = h(%), sa clé de
hachage; c’est un indice dans le tableau V. A cet indice se trouve une liste d’association, i.e., une
liste (%1, f(71),%2, f(42),-..). La valeur f(¢) est obtenue en testant tous les indices dans la liste.

Pour lalgorithme de Morrison et Brillhart, on utilise une table de hachage de taille fixe 2X, et
une fonction h spéciale: si 0 < i < X alors h(:) = 4, et sinon h(:) = X + (¢ mod X). Aux indices
plus petits que X, on met simplement f(7). Pour factoriser 20!+ 1, X est de lordre de 400, et 138
valeurs avec 2 > X sont rangées dans cette table.

Le résultat de la factorisation d’un entier est une liste d’objets de la forme (p,7) ou p est un
nombre premier, et ¢z un entier non nul, le nombre & factoriser est le produit des p*. Les facteurs
sont rangés par ordre croissant, et si le nombre & factoriser est négatif, le premier terme de la liste
est (—1,1).

On utilise une fonction de tri qui possede entre autres les propriétés suivantes: si les objets a
trier sont des entiers, le résultat est la liste rangée dans 'ordre croissant. Si les objets sont des
listes, dont le premier élément est un entier, ces entiers apparaissent par ordre croissant dans le
résultat.

L’algorithme de factorisation utilise un certain nombre de constantes, qui sont calculées une
fois pour toutes lors du premier appel de ifactor ou isprime. Ces constantes pourraient étre
calculées également lors du lancement du programme.
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5.1 Fonctions simples

Supposons que 7 se factorise en []pf?, et que le nombre de facteurs est N. Le nombre de
diviseurs positifs de n est [[(1 + a;), la fonction d’Euler est ¢(n) = n[[(1 — 1/p;), la fonction de
Mébius est p(n) = (=1)¥, si tous les exposants sont 1, la valeur est 0 sinon.

On définit aussi deux fonctions, une qui rend les diviseurs positifs de n, et une qui rend les
diviseurs avec leur factorisation. Supposons que n = [[ p;*. On boucle sur les facteurs premiers de
n. Supposons n. = mp*, et que les diviseurs de m soient zy,. .. , 4. Alors z;pl avec 0 < j < k et
1 <4 < q est un facteur de n. Si p est un nombre premier, qui ne divise pas m, on obtient ainsi tous
les diviseurs de n, et ils sont tous distincts. De plus la factorisation de z;p? est triviale si celle de z;
est connue. La fonction qui rend les diviseurs de n peut prendre en argument la factorisation de n;
ceci est utilisé dans le cas de la factorisation des polynomes, méthode de Kronecker: on cherche les
diviseurs de trois parmi quatre nombres a, b, ¢ et d, on exclut le nombre qui a le plus de diviseurs.
L’algorithme teste simplement que son argument est une liste de couples; cela prendrait trop de
temps de vérifier que les facteurs premiers sont effectivement premiers.

Algorithme 27. (Fonctions simples) Tous les arguments et variables locales sont des entiers,
sauf L, R, A, z, 2 qui sont des listes.

Fonction number-of-divisors. Argument n.
1. Erreur si m n’est pas un entier > 0.
2. Soit L = ifactor(n), r = 1.
3. Pour chaque (p,k) dans L, poserr = r(k+ 1).
4. Rendrer.
Fonction mobius-mu. Argument n.
1. Erreur si n n’est pas un entier > (.
2. Soit L = ifactor(n), r = 1.
3. Pour chaque (p,k) dans L, si k > 1, rendre 0, sinon changer le signe de 7.
4. Rendrer.
Fonction euler-phi. Argument n.
1. Erreur si n n’est pas un entier > 0.
2. Soit L = ifactor(n), r = n.
3. Pour chaque (p, k) dans L, remplacer r par r(1—1/p).
4. Rendrer.

Fonction divisors. Argument L.

0. Initialiser R a la liste (1).
1.1. Si L est un entier > 0, remplacer L par ifactor(L).

1.2. Si L n’est pas une liste, erreur.
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1.3. Si les éléments de L ne sont pas des listes de longueur 2, de la forme (a,b), ot a et b
sont des entiers > 0, erreur.

2. Tant que L n’est pas la liste vide

2.1. Soit (p, k) le premier élément de L. Avancer dans L.
2.2. Poser A= R, et R = ().
2.3. Tant que A est non vide
2.3.1. Soit y le premier élément de A, j = 0, avancer dans A.

2.3.2. Tant que j < k, ajouter yp’ a la liste R, incrémenter j.

3. Trier la liste R, et rendre le résultat.
Fonction divisors-and-fact. Argument n.

0. Initialiser R a la liste ((1)).
1. Sin est un entier > 0, poser L = ifactor(L), sinon erreur.
2. Tant que L n’est pas la liste vide

2.1. Soit (p, k) le premier élément de L. Avancer dans L.
2.2. Poser A=R, et R = ().
2.3. Tant que A est non vide
2.3.1. Soit z le premier élément de A, 7 = 0, avancer dans A. Mettre dans y le
premier élément de z, et dans 2’ le reste [c’est la factorisation de y].
2.3.2. Tant que y < k, si j = 0, ajouter z & R, sinon ajouter la liste qui contient
yp’, (y,5) et les éléments de 2'. Incrémenter j.

3. Trier la liste R, et rendre le résultat.

5.2 Test de primalité

Pour savoir si un nombre n est premier, on procede comme suit. Dans la liste small_primes
se trouvent les nombres premiers plus petits que 100, a savoir 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, T1, 73, 79, 83, 89 et 97. Si n < 100, il suffit de tester que n est dans
cette liste. Supposons maintenant n > 100. Si n a un facteur premier plus petit 100, alors n est
composé. Ceci se teste en calculant le pged de n est du produit des nombres donnés plus haut. Si
tel n’est pas le cas et si n < 1012, alors n est premier. On teste de méme les nombres premiers
entre 100 et 1000, & savoir 101, 103, 107, ..., 991, 997 (il y a 143 nombres dans cette liste). Le
nombre premier suivant est 1009, donc si n < 1009%, n est premier.

Dans le cas n > 10%, on a le choix entre deux méthodes: utiliser une méthode heuristique,
ou une méthode exacte. La méthode exacte sera donnée dans la section suivante. La méthode
heuristique est expliquée dans Knuth, section 4.5.4, algorithme P.

On suppose que n = 1 + z2*. Soit a un nombre quelconque, by = a®, et biy; = b7. Dans le
cas ol by = %1, on ne sait rien dire. Si 'un des b; est —1, on ne sait rien dire non plus. Dans les
autres cas, n est composé. La preuve est comme suit: le théoreme de Fermat affirme que si n est
premier, le dernier b; est 1. S’il ne 'est pas, c’est que que n est composé. Il existe donc au moins
un i avec bit; = 1. Prenons le plus petit. Alors b7 — 1 = 0, et cette équation a au moins trois
solutions modulo n, a savoir 1, —1, et b;. Ceci contredit le fait que I’ensemble des entiers modulo
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n est un corps, donc le fait que n est premier. Bien entendu, on a intérét a choisir k le plus grand
possible, donc z impair.

La macro Fermat implémente cet algorithme. Si le résultat est faux, le nombre n est composé.
Dans le cas contraire on ne peut rien dire. Si on teste les 5 premiers nombres premiers, le plus
petit nombre composé pour lequel la méthode rend faux est 118 670087 467. Nous utilisons une
heuristique pour trouver des facteurs potentiels de n. Si on trouve un facteur de » on le range
dans la variable £fip (pour « factor found by isprime »). L’idée est que si on veut factoriser n, on
commence par tester si n est premier, et si n est composé, on cherche ses facteurs. Dans le cas ou
on prouve que n est composé en exhibant un facteur, ce serait un peu dommage de I'oublier.

Une des raisons pour laquelle la méthode de Fermat fonctionne bien est la suivante: si l'al-
gorithme P ne dit pas que n est composé pour un nombre aléatoire a, la probabilité que n est
composé est au plus 1/4. En fait, c’est beaucoup moins que cela.

Pour montrer ce théoréme, écrivons n = 1+ 22* comme précédemment, factorisons n = IIqf,
et écrivons chaque ¢; comme 1 + ;2% On peut supposer que n est impair. Les facteurs ¢; sont
rangés de telle sorte que k1 < ky < -+- < ks. Soit K = k1.Onag =1 (mod 2K), doncn =1
(mod 2%) en d’autres termes K < k. Posons ', = pged(z, z;).

La premiere chose & faire est de compter le nombre d’entiers b,, pour lesquels l'algorithme
échoue. Il y a deux cas d’échec pour un entier q. Le premier est si ¢ = 1. Ceci équivaut a ¢ =1
mod chaque ¢;’. Fixons un indice ;. Comme nous allons le montrer plus loin, le groupe modulo
g;i' est cyclique, donc a un générateur &. Supposons ¢ = £”. La condition ¢* = 1 équivaut & roz = 0
(mod B) ou B est 'ordre du groupe, donc (g; — l)qf"_l. Le nombre de solutions & rxz = 0 est
pged(B, z). Comme g; divise n, il est premier & z. Le pged est pged(z, ¢;— 1) = pged(z, z;2%) = .
Le nombre de solutions & ¢* = 1 est donc [] z}.

Cherchons maintenant le nombre de solutions de ¢*%" = —1. La condition est maintenant
re2l = B/2 (mod B). Supposons d’abord j > K. Il n’y a pas de solution pour ¢ = 1, car on veut
2ra2i = (21 4+ 1) B, 'exposant de 2 & droite est ki, plus petit que 'exposant & gauche. Supposons
maintenant j < K, donc 7 < k;. Dans ce casil y a au moins une solution, et le nombre des solutions
est pged(z27, B), ce qui est 227

Le nombre d’entiers pour lesquels l'algorithme échoue est donc

K-1
bn=(1+ Y 2°°) [ =i
7=0

11 faut comparer cela avec n. On veut montrer b, /n < 1/4, donc n/b, > 4. Posons P = b, /n et
Q@ =1/P. Soit A le premier facteur de b,,. C’est aussi

Supposons d’abord s = 1, donc n = ¢7* est une puissance d’un nombre premier. On a ¢; =
14 22K, et A = 2%, donc by, < q;1. Si on suppose n composé, i.e., e; > 1, on aura Q > qfl_l. La
probabilité que 'algorithme échoue dans ce cas est donc négligeable.

On considére maintenant le cas s > 1. On introduit ¢(n) = [J(g; — 1) [T ¢f* ", et on compare
¢(n) & by. On a b, < ¢(n) car seuls les nombres premiers & n peuvent satisfaire a¥ =1 (mod n).
Le quotient ¢(n)/n est [[(1 — 1/¢;). Il peut étre arbitrairement proche de 1. Rappelons que
¢ — 1 = z;2% posons r = [ 2%, de telle sorte que ¢(n) = r [] z; quiil.
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Soit B = 2%%, donc r/B = [[2*% est un entier. On prétend que B/A > 2°7. En fait, si
2° = 1/y, il faut montrer
I A
Y pyKtca
-y
Si Ag est le membre de gauche, il est clair que Ay = A 1 + (2y — 1)y*~2; la suite décroit, et la
valeur 2 est obtenue pour &k = 1. On a maintenant

Q=" n Hmr Brpe
by ~— ¢(n) J]z.BA '

Chaque facteur est au moins 1, le premier et le dernier sont des entiers impairs, donc au moins 3

s’ils différents de 1. Supposons que n n’a pas de facteur premier plus petit que 1000. Le dernier

facteur est donc au moins 1000 (ou 1). Ceci montre que les entiers pour lesquels e; > 1 sont presque

stirement trouvés composés & la premiere itération. Dans la suite, on supposera donc e; = 1.

On peut se restreindre au cas s =2 ou s = 3, car s > 4 donne B/A > 8. Dans le cas s = 3, on
a B/A > 4. Ceci montre le théoréme. Nous prétendons que en général on peut mieux faire. Dans
le cas z} # z; on gagne un facteur 3. On gagne un facteur 2 dans r/B si k; # K. Le mauvais cas
est donc

n = (14 212%)(1 4 222%)(1 + 232%) = 1 4 22",

Si on développe et si on regarde les puissances de 2, on voit K = k. La condition z} = z; entraine
que z; divise z. Comme z = 22 +73+22232%  (mod z1), on a (1+z22%)(14+232%) = 1+ 3,9, 2%
pour un certain entier y;, donc n = (14 z12%)(1 + z,4:2%). Il y a deux relation similaires avec
les indices 2 et 3. Je ne sais pas s’il existe des entiers satisfaisant ces trois conditions, et 1+ z,;2%
est premier.

Le dernier cas a considérer est s = 2. On a
n=1+z2" = (14+y2")(1 + 22%2).

Si ke = k1 + 6, alors

T_ 3.2° 22k _ g5 3 S 9i+1.

A 242% 1+42172K =
Si é > 2, ceci est au moins 8. Considérons § = 0 d’abord. On a /A > 2. Comme k1 = k2, on a
y # z. Ceci implique que y et z ne peuvent diviser z (car si y divise z alors y divise z). Au moins

un autre facteur 3 peut étre gagné. En fait, @ est au moins 18, & moins que n ne soit de la forme

(14 y2K)(1 4+ y22%), ot Q est voisin de 2z.

11 nous reste le mauvais cas, ot § = 1. S1 K > 2, onar/A >16/3,etsi K =1onar/A =4
Rien de plus ne peut étre gagné si y et z divisent z; cette condition entraine z = y = z, et
n= (14 2y)(1+ 4y). D’aprés Knuth, le plus petit tel nombre est obtenu pour y = 24969.

Algorithme 28. (Test de primalité) Tous les arguments et variables locales sont des entiers.

Fonction isprime. Argument n.

1. Sin n’est pas un entier, erreur.
2. Sin < 100, rendre vrai si n est dans la liste small_primes, et faux sinon.

3. Si le pged de n et du produit des éléments de small_primes, n’est pas 1, rendre faux.
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4. Sin < 10201, rendre vrai.

5. Sile pged de n et du produit des nombres premiers entre 100 et 1000 n’est pas 1, rendre

faux.

6. Sin < 1018081 rendre vrai.
7.
8
9

Si n est dans la table des nombres connus comme étant premiers, rendre vrai.

. Sin est dans la table des nombres connus comme étant composés, rendre faux.

. Rendre isprimei(n).

Procédure prim_decompose. Argument n.

1.
2.
3.

Poserz=n—1,k=0.
Tant que x est pair, diviser x par 2, incrémenter k.

Rendre = et k.

Macro Fermat. Argument p, z, n, k.

1.
2.
3.

Poser a = powermod(p, z,n), K = k.

Si a =1, fin de la macro.

Tant que a #n — 1
3.1. Si K =1, fin de la fonction, rendre faux.
3.2. Poser a = a? mod n.

3.3. Sia =1, fin de la fouction, rendre faux.
3.4. Décrémenter K.

Procédure isprimel. Argumentn. [Dans les étapes 4 et 5, les racines carrées sont calculées via

isqrt, si a divise n, la quantité a est positionnée dans la variable globale £fip].

= L S R

5.3

. Appeler prim_decompose sur n. Ceci rend z et k.

. Pour p=2,3,5,7,... appeler Fermat(p, z,n, k).

. Si on veut un résultat exact, rendre isprime2(n).

. Pour3<k<9,soita=1+ \/m Si a divise n, rendre faux.
. Pour 5 < k < 20, poser a = \/m Si a divise n, rendre faux.

. Rendre vrai.

Vraie primalité

Soit n un entier et G(n) le groupe multiplicatif des entiers modulo n premiers & n. Si n se
factorise comme [] p;’, on note par ¢(n) Pordre du groupe. C’est n[[(1 — 1/p;). Dans le cas ol n
est premier c’est simplement n — 1. L’ordre de chaque élément du groupe divise 'ordre du groupe,
en d’autres termes

a®™ = 1 mod n.

Cedi est le théoreme de Fermat dans le cas général. On I'a appliqué plus haut de la fagon suivante:

si n est premier, alors chaque a tel que 0 < @ < n est dans le groupe et vérifie cette relation avec
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n — 1 au lieu de ¢(n). Nous allons utiliser un autre théoréme, & savoir que ce groupe est cyclique
dans le cas ot » est premier. Ceci signifie qu’il existe un générateur d’ordre n — 1. La réciproque
est triviale: s’il existe un élément d’ordre n — 1, le groupe a au moins n — 1 éléments, donc aucun
premier < n ne peut diviser n, donc n est premier.

Soit G un groupe commutatif quelconque, et g un entier qui se factorise en [[¢;*. L’ordre d’un
élément a est g si la condition a® = 1 est équivalente a g divise s. Supposons qu'il existe a; tels que
al =1et af-’/qi # 1. Alors le groupe a un élément d’ordre g. Réciproquement, si A est un élément
d’ordre g, les relations précédentes sont vraies avec a; = A.

Pour chaque ¢; définissons Q; = g/q;’. Posons alors b; = a?i et B =[] b;. 1l s’agit de montrer
que B est d’ordre g. Lemme: si a et b sont d’ordre n et m, o n et m sont premiers entre eux, alors
ab est d’ordre nm. 1l est clair que (ab)™™ = (a™)™(b™)™ = 1. Réciproquement, si un + vm = 1,
(ab)® =1, on a a®™b°™ =1, donc b°™ =1, donc b°™ = 1. Or snu = s — sym, d’olt b° =1, et s est
un multiple de m. De méme s est un multiple de n, ce qui prouve le lemme. Il suffit de montrer
que b; est d’ordre ¢/i. Soit s = ¢/*"". On a bJ% =1, et b # 1, par hypothese.

On en déduit: si n — 1 se factorise en [] ¢;* alors n est premier si et seulement si pour chaque

q; 1l existe a; tel que
a? ' =1 (mod n), agnfl)/qi #1 (modn). ()
La condition b # 1 (mod n) peut étre remplacée par pged(b — 1,n) = 1, car, si n est premier,
ces conditions sont équivalentes, et si le pged est 1, ceci implique b # 1. On peut reformuler les

conditions comme: n est premier si et seulement si, pour chaque facteur premier p de n — 1, il
existe a tel que

a”'=1 (mod n), pged(amV/P —1,n) = 1. ()

Knuth (exercice 4.5.4.26) prétend que sin = 1+ fr, avec 0 < 7 < f + 1, il suffit de tester
les facteurs premiers de f. Ceci réduit le nombre de tests. Avant de montrer ce résultat, notons
qu’on peut (et doit) choisir a premier. En fait, supposons a = be. Ecrivons g = (n—1)/p. On
a a? = bicl. Si la premiere relation est vraie pour a, elle I'est pour b et ¢, la réciproque est
fausse. En d’autres termes, en utilisant a plutét que b, en perd une occasion de montrer que n est
composé. Exemple: b = ¢ = 2 et n = 15. Calculons maintenant le pged de la deuxieme formule.
Ona (9 —1)(c?t—1)=a?—1— (b9 —1) — (c? — 1). Si n divise b? — 1 et ¢? — 1, alors n divise
aussi a? — 1. Donc si n est premier et pged(a? — 1,n) = 1, pour au moins un des facteurs b ou c,
pged(b? —1,n) = 1.

La preuve du théoreme est la suivante. Si P est premier et divise n, les conditions impliquent
@' =1mod P et ¢ 1/? £ 1 mod P. Ecrivons f = [[p* et n — 1= Q[]p}* olt Q est premier
a tous les p;, puis n = 1+ QR. La discussion précédente montre qu’il existe un élément d’ordre @
dans le groupe modulo P. Ceci implique Q < P — 1, donc P > f+ 1 > r. Supposons que n soit
composé. Alors n > r(f + 1) =n — 14 r, car n a au moins deux facteurs. Cette équation donne
r=1,donc f+1=mn, et P> n entraine que n est premier.

Les remarques précédentes montrent que 'on peut calculer le générateur du groupe. L’algo-
rithme que nous allons donner calcule un générateur du groupe dans tous les cas ot il est cyclique.

Montrons d’abord que le groupe G(n) est cyclique si n est premier. Soit 9(d) le nombre d’é1é-
ments d’ordre d. On prétend 9(d) < ¢(d). Ceci est trivial §'il n’existe pas d’éléments d’ordre d.
Dans les autres cas, si z est d’ordre d, alors tous les z* ont un ordre qui divise d, et aucun autre
élément ne peut avoir un ordre qui divise d. La derniere affirmation est conséquence du fait que
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o’ (pour ¢ entre 1 et d — 1) sont d racines du polyndme X?—-1=0; comme on est dans un corps
(n premier) ce polynéme ne peut avoir plus de d racines. La quantité z* est d’ordre exactement d
si et seulement si ¢ est premier & d, il y a ¢(d) tels exposants. Avant de conclure, notons que tout
élément a un ordre qui divise n — 1, donc la somme des 9(d) ol d divide n — 1 est n — 1. Il est
bien connu que la somme des ¢(d) ot d divide n — 1 est n — 1. La relation 0 < 4(d) < ¢(d) montre
alors que 9 = ¢. En particulier ¢(n — 1) est non nul. Le groupe a donc au moins un générateur.

Supposons maintenant n = p* oil p est un nombre premier pair (les autres cas seront traités
dans la suite). Evidemment p = 2. Le groupe G(n) est d’ordre 2¥~1. Si k = 1, le groupe a un
élément, le générateur est 1. Si & = 2, le groupe a 2 éléments, 1 et 3, et 3 est évidemment le
générateur. Soit m = 2¢ 4+ 1 un entier impair, donc un élément quelconque du groupe. On a
m? = 4q® + 4q + 1, et ceci est 1 mod 8, car q(q + 1) est pair. On en déduit m?” = 1 mod 8r, pour
chaque r qui est une puissance de 2. Ceci montre que G(n) n’est pas cyclique si n > 4.

On suppose maintenant n = p* ot p est un premier impair. Soit ¢ un générateur modulo p.
Dans le cas o1 P! n’est pas 1 mod p?, on pose # = £. Sinon on pose § = ¢ +p. Développons P~ 1,
c’est €271 4 (p — 1)p€P~2 mod p®. Le premier terme est 1, le second n’est pas 0, car €272 n’est pas
zéro mod p. On prétend que @ est un générateur du groupe G(p*).

Posons ¢ = (p— l)pk_z. Il faut montrer que 'ordre de # est pg. On montre d’abord 87 # 1, puis
que l'ordre est multiple de p — 1. Ce dernier résultat entraine que l'ordre est (p — 1)p®, le premier
résultat montre a > k — 2, donc a = k — 1, et 'ordre est pq.

Si p est un nombre premier, on note par F(n) la puissance de p dans nl. Clest 3, [n/p*].
Sin = p* cest (p¥ —1)/(p — 1). Supposons n = ap?, m = p* — ap? = (p*~7 — a)p?. On a
F(n) = a(p? — 1)/(p—1) + F(a), F(m) = b(p? — 1)/(p — 1) avec a + b = p*~9. On a donc
Fn)+ F(m)=(p*-1)/(p—1)— (p* = 1)/(p—1) + F(a)+ F(b). Soit f la puissance de p dans
le nombre de combinaisons de p* avec n. C’est F'(a+ b) — F(a) — F(b), par ce que 'on vient de
voir. Supposons a premier & p, donc b premier a p. La quantité en question est au moins k — ¢, la
puissance de p dans a + b, car

(a+b)! (a+b—-1la+bd

abl — alb—1)! b

Le premier facteur est entier, b divise le premier facteur, car il ne peut diviser a+b. On en déduit:
si c est le coefficient du binéme de p*~2 avec i, si 0 < i < p*~2 et i = ap’ ot a est premier avec p,
alors ¢ est multiple de p*—277.

Ceci étant dit, montrons 69 # 1. Ecrivons #7~! = 1 + . Calculons 8¢ modulo p*. Cest

pt? E—2
) (P 4 ) .
1
1=0

Rappelons que z = 0 mod p?, donc z* = 0 mod p?’. Le terme en i = p*~2 est nul, car la puissance

de z est suffisante. Le terme en 2 = 0 est non nul. Dans les autres cas, on applique le résultat
précédent: dans cz’, il y a au moins k — 2 — 7 4+ 2¢ comme puissance de p. Il suffit de montrer que
7+ 2 < 2i. Ceci se montre facilement, vu que 7z > p?; la relation p > 2 est utilisée ici.

On montre maintenant que 'ordre de € est multiple de p — 1. Si cela I’était pas le cas, il
existerait un facteur premier r de p — 1 tel que gr* " (P=1)/r = 1. Cette relation est modulo p*,
mais est aussi valide mod p. Ecrivons s = pF = et m = (p — 1)/r. On a £™ = ™* = 1 mod p.
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Comme s est une puissance de p, premier & ¢(p) = p — 1, on en déduit £™ = 1, et ceci contredit
le fait que £ est un générateur mod p.

Soit maintenant n un entier quelconque, et factorisons n = [][p{*. Le théortme des restes
chinois montre que 'anneau des entiers mod n est isomorphe au produit des anneaux mod pj°.
Supposons qu’il existe deux nombres premiers impairs dans la factorisation. Alors ¢(p;*) est pair.
Comme l'ordre d’un produit est le ppcm des ordres, il va manquer un moins un facteur 2 dans
Pordre. Le groupe n’est pas cyclique. Le méme phénomene se passe si 4 divise n, et » a un autre
facteur premier. Le seul cas qui reste est le cas n = 2p* oti p est premier impair. Les groupes G(pk)
et G(2pk) sont isomorphes. Soit z un générateur mod p*. Si = est pair, on ajoute p*. Alors = est
un générateur mod 2p*.

Algorithme 29. (Vraie primalité) Tous les arguments et variables locales sont des entiers, sauf
r, le résultat de la factorisation de n, et T' une matrice de valeurs.

Fonction generator-modp. Argument m. [Rend un générateur du groupe multiplicatif modulo
m, ou erreur si le groupe n’est pas cyclique.]

Erreur si m n’est pas un entier > 1.

Sim = 2, rendre 1, si m = 3 rendre 2, si m = 4 rendre 3.

Factoriser m.

Si m a plus de deux facteurs, erreur, non cyclique.

Si m a un facteur, n®, erreur si n = 2.

b n’est pas 2'.

Si m a deux facteurs a®n®, erreur si a
Poser g = generatori(n).

Sie#1 et powermod(g,n — 1,n%) = 1, incrémenter g de n.

© XN oR W

Si m est pair, et g est pair, ajouter n® a g.

10. Rendre g.
Procédure fac_auxl. Argument n.

Factoriser n — 1, résultat r.
Soit s la longueur de la liste .
Soit T une table de taille s x 4.

Pour chaque (p,k) de 7, et pour ¢ lindice dans 7, poser T[i,0] = p, T[i,1] = faux,
T[¢,2] =0, T[,3] = k. [Le premier 7 est 0.]

5. Rendre T.

oW

Procédure fac_aux2. Argument = et k [méme procédure mais n = 1 4 z2%].

Factoriser x, résultat r.
Soit s un de plus que la longueur de la liste r.

Soit T une table de taille s x 4.

A

Pour chaque (p, k) de r, et pour i I'indice dans r, poser T[i,0] = p, T[i,2] = (n — 1)/p,
T[i, 3] = k, mettre faux dans T[i, 1]. [Le premier i est 1.]
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5. Poser T[0,0] = 2, T'[0,2] = (n — 1)/2, T[0,3] = k, mettre faux dans T'[i, 1].
6. RendreT.
Procédure fetch_fr. Argumentn [calcule n = 1+ fr, pour chaque facteur p de f, calcule (n—1)/p
dans T7i, 2]. Pour les autres met vrai dans T7i, 1].]
1. Poser f=n—1,r=1.
2. Pour chaque indice ¢ de T'
2.1. Soit F' = T3, 0],
2.2. Soit ' =rF, f' = f/F. Sir' < f'+1, poser f = f', r = r', mettre vrai dans
i, 1].
Macro ck_aux2. Arguments P et i [vérifie le deuxieme terme de ** avec a = PJ.
1. Soit ¢ = TV[i,2].
2. Soit b = powermod(P,gq,n).
3. Soit b =pgecd(n,b—1).
4. Sib =1, mettre vrai dans T|[i, 1].
5. Sib # n, fin de la procédure, n n’est pas premier. Mettre b dans la variable globale £fip.

Macro ck_auxl. Argument P [vérifie le premier terme de ** avec a = P)].

1. Poser i = 0. Tant que T[i, 1] est vrai incrémenter i.
2. Soit q = T1i,2].
3. Soit b = powermod(P,q,n).
4. Sib =1, incrémenter i, fin de la macro.
5. Soit ¢ = powermod(b, T'[i,0],n).
6. Sic # 1, fin de la procédure, n est composé [Fermat].
7. Soit b le pged de n et b— 1. Si b =1, mettre T'[i,1] & vrai, incrémenter i.
8. Dans les autres cas, mettre b dans £fip, et rendre faux.
Macro ck_aux3. Arguments P et i. [On sait que n est premier; on veut un générateur.)

1. Tant que T[i,1] est vrai, incrémenter i.

2. Soit p=TIi,0], k = T[i,3], ¢ = (n — 1)/pF, r = p*~1.

3. Soit b = powermod(P,q,n).

4. Sipowermod(b,r,n) # 1, multiplier g par b modulo n, et mettre T[i,1] & vrai.

Procédure generatorl. Argument n.

1. Poserg=1, P = 2.
2. Appeler fac_auxl sur n. Ceci rend une table T.
3. Tant que pas fini:

3.2. Pour chaque indice i

3.2.1. SiT[i, 1] est vrai, ne rien faire
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3.2.2. Sinon appeler ck_aux3 sur P et .
3.3. SiT[i,1] est vrai pour tout i, rendre g.
3.4. Remplacer P par nextprime(P).

Procédure isprime2. Argument n.

1. Poserg=1, P =2.
2. Appeler fac_aux2 sur n. Ceci rend une table T. Appeler fetch-fr.
3. Tant que pas fini:
3.1. Poser i = 0. Appeler ck_aux1, sauf si P est un nombre premier pour lequel on a
testé le critére de Fermat.
3.2. Tant que i est plus petit que la taille de T'
3.2.1. SiT[i,1] est faux, appeler ck_aux2 sur P et i.
3.2.2. Incrémenter:.
3.3. Si T[i,1] est vrai pour tout i, rendre vrai.

3.5. Remplacer P par nextprime(P).

Logarithme discret

Nous nous intéressons ici au probleme suivant : soient a, b et n trois entiers; trouver c tel que
a = b° mod n. Soit n = p;’ la factorisation de n. Il s’agit de trouver c tel que

Vi a = b mod pf".
On considere aussi un probléeme du méme type: trouver b; et ¢; tels que
Vi a = b mod pfi,

olt b; est un générateur du groupe G(pl).

On va d’abord chercher ’ensemble des solutions de
a = b° mod p*

dans le cas ol p est un nombre premier. Soit @ = Ap® et b = Bp”, on A et B sont premiers 2
p. Dans le cas a > k, a est nul modulo p*, et Uensemble des ¢ est 'ensemble des entiers > E/B.
Celui-ci est vide si 3 est nul. Dans le cas 0 < a < k, il faut ¢ = /83, mais ce n’est pas une
condition suffisante. En effet, si a # ¢f3, la puissance de p dans a — b€ est le minimum de « et ¢f,
qui est strictement inférieur a k, et il n’y a pas de solution. Il y a donc au plus une solution. Si
B =0 ou si a/B n’est pas entier il n’y en a pas, sinon, il y a au plus une solution ¢ = o/ ; il suffit
de calculer @ — b¢ modulo p* et de conclure globalement.

Il reste & étudier le cas ol @ et b sont premiers & p. Supposons d’abord que p est impair. Alors
le groupe modulo p* a un générateur ¢ que l'on sait calculer. Soit @ = &% et b = ¢P. Posons
N = (p—1)pk~1, c’est I'ordre du groupe. Il s’agit de résoudre o = ¢ mod N. Soit p le pged de a,
B et N. Notons par des primes les quotients par p. Il faut résoudre o/ = ¢’ mod N'. Si ' et N’
ne sont pas premiers entre eux, il n’y a pas de solutions. Dans le cas contraire, 3’ est inversible
modulo N’ et I’on a une solution. L’ensemble des solutions est I’ensemble des ¢+ 7N’ of1 ¢ est une
solution particuliere.
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Etudions maintenant le cas ot b est un générateur modulo p. Dans le cas k = 1, on teste tous les
c entre 0 et p— 2. Dans le cas contraire, si a = b mod p* ! onac= ¢ mod N ot N = (p—1)pF~2
est Pordre de b modulo p*~1. On teste donc tous les ¢/ +iN avec 0 < i < p.

Le cas p = 2 est particulier, dans la mesure ou le groupe n’est pas cyclique. On ne peut donc
pas supposer que b est un générateur, et la méthode peut échouer. Le principe est le méme, mais il
faut calculer I'ordre de b modulo p* pour chaque i. Notons que cet ordre est une fonction croissante
de 2, et est une puissance de 2, ce qui simplifie les calculs.

Finalement, il s’agit de trouver 'intersection d’ensembles qui sont de la forme: ensemble vide,
ensemble réduit & un point, ensemble des ¢ qui sont > ¢1, ensemble des ¢ de la forme ¢ = ¢y + EN.
Sil'un des ensembles est vide, il n’y a pas de solution. Si l’'un des ensembles est réduit & un point ¢,
on calcule a — b° modulo n, et on regarde si le résultat est nul. Les contraintes ¢ > ¢; se réduisent
a ¢ > max(c;). 1l suffit alors de trouver l'intersection de 'ensemble des ¢y + kN et des ¢; + kM.
Sip est le pged de N et de M, et p divise ¢o — ¢1, la relation de Bezout entre N/p et M/p donne
une solution ¢y et I’ensemble des solutions est ¢y + k'NM/p. Dans le cas contraire 'intersection est
vide.

Algorithme 30. (Logarithme discret) Toutes les variables locales sont des entiers, sauf L, R
qui sont des listes.

Procédure intersect. Argument L. [L est une liste d’objets de la forme (¢, N) qui désigne l’en-
semble des ¢ + kN. On cherche l'intersection.]
1. Si L est vide, rendre (0,1). Si L est réduit & un seul élément, rendre cet élément.
2. Soit (a,b) le premier élément de L. Avancer dans L.
3. Tant que L est non vide:

3.1. Soit (a',b") I'élément suivant de L.

3.2. Soit (p,u,v) la quantité bezout(b,d').
3.3. Soit 6 = (a—d')/p.

3.4. Si 6 n’est pas entier, rendre la liste vide.
3.5. Poser a = a + 6ub et b = bb'[p.

4. Rendre (a,b).
Procédure order2. Arguments b, ¢ et k. [Trouve 'ordre de b modulo 2%, On sait que c’est au
moins c.]
1. Poser ¢ = 2%, b = powermod(b, c,q).
2. Tant que b # 1, poser b = powermod(b, 2,q) et ¢ = 2c.
3. Rendre c.
Procédure logdl. Argumentsp, k, a, b. [Suppose que b est un générateur modulo p*, rend une
solution.]
1. Poser o' = a mod p, b’ = b mod p [reste de la division par p|.

2. Poser B = 1. Pour 0 < ¢ < p—1, si B = a, fin de la boucle. Sinon incrémenter c,
multiplier B par b’ modulo p. Si ¢ devient > p — 1, rendre la liste vide.
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3. Pouri=2,3,...,k

3.1. Sii=2, poserd=7p* ete=p— 1.

3.2. Posera’ = a modd, b’ =b mod d.

3.3. Poser B = powermod(l,c,d) et b’ = powermod (', e, d).

3.4. Tant que B # o', multiplier B par b’ modulo d, ajouter e a c.

3.5. Ne pas répéter la boucle précédente plus de p fois. Rendre la liste vide si on n’a
pas trouvé a.

3.6. Sii # k, multiplier d et e par p.

4. Rendre c.

Procédure logd2. Argumentsk, a, b. [Cas p = 2, rend une solution et la période.]

2. Poserc=0,e=1.
3. Pour:=2,3,...,k

3.1. Sii =2, poser d = p>.

3.2. Posera’ = amodd, ¥ =bmod d.

3.2. Poser e = order2(b’,e,i —1).

3.3. Poser B = powermod(l', c,d) et b’ = powermod(b', e, d).

3.4. Tant que B # o/, multiplier B par b’ modulo d, ajouter e & c.
3.5. Rendre la liste vide dans le cas ot ¢ devient plus grand que 2°.
3.6. Sii # k, multiplier d par 2 et si i = k, poser e = order2(b,e, k).

4. Rendre (c,e).

Procédure logd3. Argumentsp, k, a, b et S. [S1 S = 1, alors b est un générateur. On suppose
que p ne divise ni @ ni b.]

1.
2.

Poser w = (p— 1)p".
SiS=0
2.1. Calculer un générateur b’ modulo p*.
2.2. Soit s = logdi(p, k,b,b').
2.3. Soit N = pged(s, w).
2.4. Si N =1, poser S = 1.

3. SiS=1, poserbt' =b.

4. Soit ¢ = logdl(p, k,a,b’).
5.
6
7

Si S =1, rendre (c,w).

. Sinon soit N' le pgcd de ¢ et N. Diviser ¢, s et N par N'.

. Si pged(s,w) = 1, rendre (modp(c¢/s, w),w). Dans le cas contraire, rendre la liste vide.

Procédure logd4. Argumentsp, k, a, b et S. [ S1.S =1, alors b est un générateur.]

1.
2.

Si S =1 aller en 3.2.

Soient « et (3 les puissances de p dans a et b. [Diviser par p tant que cela est possible].

3. 8iB=0

3.1. Si a est non nul, rendre la liste vide.
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3.
4.

3.2. Calculer 1ogd3(p, k,a,b,S). Si le résultat n’est pas la liste vide, ajouter 1 en téte,
rendre cette liste. Dans le cas p = 2, utiliser 1ogd2(k,a,b) a la place de logd3

Si a < k, soit c = a/pB. Si c est entier, rendre (1,c) sinon la liste vide.

Si a > k, rendre (2,[k/3]).

Fonction log-discret. Arguments a, b et n. [Si b est non nul, rend ¢ tel que a = b° modulo n,
ou la liste vide s’il n’y a pas de solution. Dans le cas contraire, rend une liste, ot chaque

5.4

élément est de la forme (p, k,b, ¢). L’entier n est le produit des p”*, les p sont premiers, b est
un générateur modulo p* et @ = b° modulo p*. On suppose n impair dans ce cas.]

U R Wy =

[N=Tae RS =N

. Sib=0, mettre S a 1, sinon a 0. Poser M = —1, soit R la liste vide.
. Erreur si a, b et n ne sont pas des entiers > (.

. Factoriser n.

. S8i § =1, erreur si n est pair.

. Pour chaque (p, k) de la liste des facteurs:

5.1. Si § =1, soit b un générateur modulo p*.
5.2. Appeler logd4(p, k,a,b,S). Soit X le résultat.

5.3. Si S =1, erreur si X est vide. Dans le cas contraire, supprimer le premier élément,
y mettrep, k et b a la place.

54. SiS#1
5.4.1. Si X est la liste vide, rendre la liste vide.

5.4.2. Si X est (0,c), calculer a — b® modulo n. Si le résultat est 0, rendre c, sinon
la liste vide.

5.4.3. Si X est (2,c), remplacer M par le maximum entre M et c. Ne pas exécuter
5.5 dans ce cas.

5.4.4. Sinon enlever le premier élément de X.
5.5. Ajouter X au résultat partiel R.

. Si § =1, rendre R.
. Remplacer R par intersect(R).
. Si R est la liste vide, rendre la liste vide.

. Sinon R = (a,b). Si M < 0 rendre a, sinon a + b[(M — a)/b].

Algorithme général de factorisation

On donne ici deux fonctions qui factorisent un entier. La premiere ne cherche pas a trouver
tous les facteurs, seulement les petits et les moyens. Elle est utilisée par exemple pour tester le
critere d’Eisenstein pour un polynéme P = Y a;z': s'il existe un nombre premier p qui divise les
a; pour i > 0 et p? ne divise pas a,,, alors P est irréductible. Si n est le pged des a; pour ¢ > 0, on
calcule une factorisation partielle de n, et on teste les premiers trouvés dans cette factorisation.

L’algorithme général de factorisation est divisé en 6 grandes parties. Nous décrirons plus loin
les méthodes de Pollard, de Morrison et Brillhart, ou de Lenstra, qui sont des méthodes qui
permettent d’obtenir un facteur (éventuellement composé) de n. Une des parties est la gestion de
ces facteurs.
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La premiere phase consiste & extraire les petits facteurs de n. On considere un entier ) qui est
le produit des nombres premiers plus petits que 13 ou 23 (dans le texte qui suit, on a choisi 13,
car () tient sur 16bits, dans le code, on a choisi 23, et @ tient sur 32 bits). Si n est premier & @,
il n’y a pas de petits facteurs. On calcule donc le pged de n et Q. Notons que calculer ce pged est
plus rapide que de tester si n est divisible par 3 et 5 (on divise n par un nombre machine, et on
calcule le pged de deux nombres machine, ce qui est assez efficace). Les petits nombres premiers
qui divisent n sont ceux qui divisent le pged, ce qui est donc facile & tester. Soit p un tel nombre
premier. On cherche la puissance de p dans n. Pour cela, on précalcule k tel que p* tienne sur un
mot machine. On calcule le pged de n et p*, et on divise n par le pged. Si le pged est < p*, on a
fini, ce pged est de la forme p?, et on trouve i en regardant dans une table. Dans le cas contraire,
on recommence. Cette fagon de faire est plus efficace que de diviser n par p tant que p divise n (si
I'exposant est ¢, il y a i/k + 1 pgeds au lieu de 4 + 1 divisions) sauf si p = 2, car tester la parité
d’un nombre est trivial.

Dans une deuxieme phase, on extrait les facteurs premiers plus petits que 1700. L’algorithme
est le suivant : soient Py, Pa, P, Py, Ps et Ps des nombres tels que le produit est égal au produit
des nombres premiers plus petit que 1700. Soit P, ce produit. On calcule le pged G de n et de
P,. Si ce pged est trivial, on a fini. Sinon, pour chaque ¢ on calcule g; le pged de G et P;, et
on divise G par g;. En d’autres termes, g; est le produit des facteurs premiers de n qui sont des
facteurs de P;. On utilise le fait que si g; = n, tous les exposants de tous les facteurs premiers de
n sont 1. Dans le cas contraire, on cherche les facteurs de g;, et pour chaque facteur p, on calcule
I’exposant dans n, par divisions successives.

Factoriser g; est simple: on sait que les facteurs premiers sont au moins a, ou a est de la forme
300+ 1. Au lieu de diviser par a, a + 2, a + 4, etc, on divise par a, a + 6, a + 10, a + 12, a + 16,
a+ 18, a + 22, a + 28, etc., i.e., on exclut les multiples de 2, 3 et 5. On utilise donc deux tables
auxiliaires, I'une qui contient les incréments successifs de a, et 'autre les valeurs initiales de a.

Dans une troisieme phase, on sait que n n’a plus de facteurs plus petits que 1700, donc si n
est plus petit que le carré de ce nombre, c’est que n est premier. On teste que n est composé, via
isprime, ce qui peut éventuellement donner un facteur de n. A partir de ce moment, on maintient
une liste de (n;,e;), n = [[n;, il faut factoriser les n;, et on les suppose premiers entre eux.
Chaque fois qu’on trouve un facteur f de m;, on rajoute un élément de plus a la liste. En fait, si
n; = ab, on s’arrange pour ne rajouter que des éléments premiers entre eux. L’avantage est que
si a et b ne sont pas premiers entre eux, on trouve un facteur non trivial supplémentaire, par un
simple calcul de pged. La procédure gcd-free extrait ces pged, de facon itérative: tant qu’il y a
au moins une paire avec un pgcd non trivial, on rajoute un nouvel élément a la liste. Exemple: si
a = p3r et b = p?q, ot 7 et ¢ sont premiers entre eux, on a d’abord (p3r, p*q), puis (pr, ¢, p?), puis
(r,q,p,p), et finalement (r,q,1,1,p). Il faudrait en principe une table de hachage, on utilise une
table de taille fixe 1000. Si cette taille ne suffit pas, c’est que n est vraiment énorme.

Pour trouver un grand facteur de n (le n; courant) on procéde comme suit: on teste d’abord
que n n’est pas un carré, un cube, une puissance cinquieme, puis on teste 'algorithme de Pollard,
puis on teste si n n’est pas une puissance plus grande (7, 11, 13, etc). Si ceci échoue, on utilise
le méme algorithme que dans la deuxieme phase, sauf que les P; choisis sont les produits de tous
les nombres premiers plus petits que 10° pour lesquels il y a des problemes avec I’algorithme de

Pollard.

Nous avons essayé cet algorithme sur un grand nombre, la factorielle de 10000. Au bout de 7
minutes de CPU sur Sparc Station 10, tous les petits facteurs on été extraits. Nous avons arrété le
programme a ce moment, car il restait un nombre de 20000 bits a factoriser, et 'appel & isprime
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Fic. 5.1 - Temps de factorisation de n! entre 100 et 1700

prenait trop de temps (en fait, si la machine calcule ab mod n en une seconde, et si powermod
exécute ceci 36000 fois, il faut de 'ordre de 10 heures de CPU pour tester qu'un nombre avec
autant de chiffres est premier. Ensuite, au mieux, on coupe le nombre en deux parties égales, au
pire, on extrait un petit facteur et un gros. Couper a nouveau ces nombres prend encore plusieurs
heures de CPU. Nous n’avons pas fait de mesures précises, mais le calcul de ab mod n prend
plusieurs secondes, et le test de primalité doit prendre plusieurs jours).

Nous avons rajouté factor_test, qui est une fonction qui teste si n est divisible par tous les
nombres p a partir de 1700, qui ne sont pas multiples de 2, 3 ou 5. L’algorithme s’arréte au bout
de 10 échecs consécutifs. Il est donc possible de factoriser sans trop de problemes des nombres du
type factorielle.

Pour tester les divers algorithmes de factorisation, nous avons supprimé l'option précédente
(étape 4.1 de la procédure factori). Dans les figures qui suivent nous donnons le temps de
factorisation de n! pour diverses valeurs de n, mesurées sur dec alpha; On a également mesuré le
temps de factorisation de n!(n + 1000)! sur Sun, SS10/30.

A titre d’exemple, on a les résultats suivants pour la factorielle de 2500. Dans le cas ot la
méthode de Pollard échoue, on utilise ’algorithme de Morrison et Brillhart qui calcule b tel que
b> = 1 modulo n. On montre b, et le pged entre b — 1 et n. Suite & une modification du code
(voir lalgorithme de Pollard), il n’y a plus d’échec dans Pollard dans la version actuelle. La boucle
principale de Pollard est appelée 149 fois.

(extraction des petits facteurs)

On teste maintenant : 22709387467825328640040965916695465022822067443208115282
32051148759002875963254334401965972383067050698512298173316362695028194348986
13550033016891749114153506778679084229339400398593814871502135311063995065757
17112304764308929626672418376692344082098306450050355666536098915413181915235
3380984381078835329135581887422368859263830267463

Pollard rend : 3740951322334572777165791403878584289
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F1G. 5.3 - Logarithme du temps de factorisation de n!(n + 1000)! enire 0 et 2000
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On teste maintenant : 60704846203808234802414595118134455506968191449563833031
62011138432002389864917027490148634145816658478361733678341405768701404777629
78715366208278512387416651955999310449058856768970125165792689123689927270676
26985781181735043294022882890788362633503456270714195925149545636304004136258
971829340967

Pollard rend : 331082662366531162768011179

On teste maintenant : 18335253730865500926233377803706577798196967382613131093
79386531699491722260311409699593827180383002879341705557180411129506168202750
43859158014289604871800671522074785041156061733614680192416464339512915957189
808234607248017856859699379238713921330583023598941019095533173

Pollard rend : 144567158442908936146611801495375901811425291267898183

On teste maintenant : 12682862365387282601735560961897824499545510940751345310
35843465194498369434926564185929507190764784116566615149683839214629687202873
06612990177933810925757125053853283443419852112622045531258108561270675402237
1767506531

Pollard rend : 2602625576043394934299553831555820851

On teste maintenant : 48731029473199239088326129350053557713420914367913821254
65264934064938761386306218994709298777937942749394718253796954861139107539025
50230030626931989042290618940328577964292715057681

Pollard rend : 4396721827102867513270093243434847326889

On teste maintenant : 11083491607953187862268193865716957551617557234910961316
68905548739606166620523288854058700252625141612631146142937030040685829561664
76747001129

Pollard rend : 34339369046444141

On teste maintenant : 32276340293156577416651831020986505818289336888198085131
87683929034091010774222792916647579215213090982629543124412913715239469
Pollard rend : 30758988453283

On teste maintenant : 10493303556512641383383571853066474680810777199172785858
4336552501345801211232761704820316434635157585220339740143
Pollard rend : 39823397292479029

On teste maintenant : 26349594132930458739990455573382540738815273821960609940
61374154834162489946331314154216215118867
Pollard rend : 5653363

On teste maintenant : 46608707300292690810744782483245000787699770600190735922
3416956391118435159095800880682209

Pollard rend : 10061805529

On teste maintenant : 463224091997780161138957970842779556127729015165097945834
430662289449863522510921
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Pollard rend :
On teste maintenant
17892418539

Pollard rend :

On teste maintenant
Pollard rend : 2153

On teste maintenant
Pollard rend :

On teste maintenant
Pollard rend :

On teste maintenant
Pollard rend : 2383

On teste maintenant
Pollard rend : 1823

On teste maintenant
Pollard rend : 1733

On teste maintenant

Pollard rend : 1997

On teste maintenant
Pollard rend : 2477

On teste maintenant
Pollard rend : 2027

On teste maintenant
Pollard rend : 1907

On teste maintenant
Pollard rend

On teste maintenant
Pollard rend :

On teste maintenant
Pollard rend : 2063

On teste maintenant
Pollard rend : 2039

RT n° 168

3284053

4138921

: 4989433

4330237

22695520906139

20410374977226491820849308532706365254432462722369970794

10160771329

200874267477833638990354533671115602117813025751344224491

93299706213578095211497693298242267588394345448836147

28409927066822032169242607624859363593825783399

6864090198102846652362441231630022315919

2880440704197585670315753769043232193

1580055240920233499898932402108191

911745667005328043796267975827

456557670007675535200935391

184318800972012731207483

90931820903804998129

47683178240065547

9556833059

4330237

4989433
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On teste maintenant

Pollard rend : 1987

On teste maintenant
Pollard rend : 1759

On teste maintenant

Pollard rend : 1913

On teste maintenant
Pollard rend : 2411

On teste maintenant
Pollard rend : 2389

On teste maintenant
Pollard rend : 2111

On teste maintenant
Pollard rend : 1949

On teste maintenant

Pollard rend : 2423

On teste maintenant
Pollard rend : 1811

On teste maintenant

Pollard rend : 2417

On teste maintenant

Pollard rend : 2467

On teste maintenant

Pollard rend : 3733643

On teste maintenant
Pollard rend : 1931

On teste maintenant
Pollard rend : 1789

On teste maintenant

Pollard rend : 5606291

On teste maintenant
Pollard rend : 2399

4138921

3284053

10160771329

5311433

22695520906139

9500008751

4500241

10061805529

4152623

5653363

39823397292479029

16142439113287

4323509

3733643

30758988453283

5486513
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On teste maintenant
Pollard rend : 2473

On teste maintenant
Pollard rend : 1753

On teste maintenant

Pollard rend : 5247023

On teste maintenant
Pollard rend : 2137

On teste maintenant
Pollard rend : 2371

On teste maintenant

Pollard rend : 4237027

On teste maintenant

5606291

34339369046444141

19588915599797

3733339

5247023

4396721827102867513270093243434847326889

1037690301974206799548384573295107

Pollard rend : 7638325939

On teste maintenant

Pollard rend : 3774647

On teste maintenant

135853105806330634976113

35990943207757079

Pollard rend : 8946430261

On teste maintenant
Pollard rend : 2141

On teste maintenant

Pollard rend : 4843763

On teste maintenant
Pollard rend : 2131

On teste maintenant
Pollard rend : 2011

On teste maintenant

Pollard rend : 4469471

On teste maintenant

4022939

8946430261

4843763

3774647

7638325939

4469471

Fermat: echec pour p=2, on essaie p=3.

Pollard rend : 2441

On teste maintenant
Pollard rend : 1889

RT n° 168

4237027
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On teste maintenant : 2602625576043394934299553831555820851
Pollard rend : 17487181818749

On teste maintenant : 148830474974130614860399
Pollard rend : 7618906583

On teste maintenant : 19534361440553
Pollard rend : 4201237

On teste maintenant : 4649669
Pollard rend : 2333

On teste maintenant : 4201237
Pollard rend : 2351

On teste maintenant : 7618906583
Pollard rend : 1721

On teste maintenant : 4427023

Pollard rend : 2237

On teste maintenant

17487181818749

Pollard rend : 8863244713

On teste maintenant 8863244713
Pollard rend : 1741
On teste maintenant 5090893

Pollard rend : 2437

On teste maintenant

144567158442908936146611801495375901811425291267898183

Pollard rend : 9546745693

On teste maintenant

15143082584561827622426833350380720339506931

Pollard rend : 44671609013192429

On teste maintenant

338986728239176907153471839

Pollard rend : 10856445143

On teste maintenant

31224468394034873

Pollard rend : 7889487283

On teste maintenant 3957731
Pollard rend : 2297
On teste maintenant 7889487283

Pollard rend : 1777
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On teste maintenant
Pollard rend : 2221

On teste maintenant
Pollard rend : 1933

On teste maintenant
Pollard rend : 2393

On teste maintenant

4439779

10856445143

5616371

44671609013192429

Pollard rend : 18952740353497

On teste maintenant

Pollard rend : 4682893

On teste maintenant
Pollard rend : 2129

On teste maintenant
Pollard rend : 2281

On teste maintenant

Pollard rend : 5102483

On teste maintenant
Pollard rend : 2143

On teste maintenant

18952740353497

4047229

4682893

9546745693

5102483

331082662366531162768011179

Pollard rend : 35657384979482449

On teste maintenant
Pollard rend : 1861

On teste maintenant
Pollard rend : 2459

On teste maintenant
Pollard rend : 2081

On teste maintenant

Pollard rend : 2003

On teste maintenant

Pollard rend : 1873

On teste maintenant

9285107771

4989311

35657384979482449

17134735694129

8554536043

4567291

(echec de Pollard, appel a MB)

RT n° 168
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base= 4543880 resultat = 1951

On teste maintenant : 3740951322334572777165791403878584289
Pollard rend : 10103222867

On teste maintenant : 370273067473705247441196667
Pollard rend : 2017

On teste maintenant : 183576136575956989311451
(echec de Pollard, appel a MB)
base= 160506748687761358580661 resultat =8760804211

On teste maintenant : 20954256270841
(echec de Pollard, appel a MB)
base= 10722229092500 resultat =5393413

On teste maintenant : 3885157
(echec de Pollard, appel a MB)
base= 19612 resultat 2179

On teste maintenant : 5393413
(echec de Pollard, appel a MB)
base= 5293578 resultat =2269

On teste maintenant : 8760804211
(echec de Pollard, appel a MB)
base= 8566227772, resultat= 4864411

On teste maintenant : 4864411
(echec de Pollard, appel a MB)
base= 4756362, resultat=2161

On teste maintenant : 10103222867
Pollard rend : 2069

On teste maintenant : 4883143
Pollard rend : 2113

Algorithme 31. (Factorisation des entiers) Sauf mention explicite du contraire, toutes les

variables locales sont des entiers. On utilise beaucoup de constantes précalculées. La liste t contient
les nombres qui restent a factoriser, avec leur exposant. Dans le cas d’une factorisation partielle,

B contient la quantité dont on n’a pas trouvé tous les facteurs premiers.

Fonction ifactor. Argument n. Rendre factori(n,1).
Fonction factor-partial. Argument n. Rendre factori(n,0).
Procédure factori. Argumentn et s.

1. Sin n’est pas un entier, erreur.
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2. Sin < 0, mettre (—1,1) dans le résultat partiel et remplacer n par —n. Dauns les autres
cas, le résultat partiel est vide.

3. Remplacer n par factor_small(n).

4. Sin # 1, remplacer n par factor_medium(n).

4.1. Sin # 1, remplacer n par factor_test(n).

5. Sin # 1, remplacer n par factor_big(n,s).

6. Trier le résultat partiel via sort.

7. Si n =1, rendre le résultat partiel.

8. Dans les autres cas, mettre n et le résultat partiel dans deux variables globales, rendre
FAIL.

Procédure factor_small. Argument n.

1. Soit E = (E,..., Eg) un vecteur contenant [p, k,p%, p* ... p*] ; les valeurs de p sont 2, 3,
5, 7, 11 et 13. [la table est calculée une fois pour toutes, k est choisi de telle sorte que
le dernier élément soit voisin de 2'%. On pourrait choisir aussi 23]

2. Soit g le pged entre n et 30030. [30030 = 2.3.5.7.11.13]
3. Si g =1 rendre n.
4. Pour i entre 1 et 6 faire:
4.1. Mettre E; dans D. Poser p = Dy, j = D1, P = D;.
4.2. Si p ne divise pas g, fin de la boucle.
4.3. Diviser g par p, poser m = (.
4.4. Tant que a = pged(n, P) n'est pas 1:
4.4.1. Remplacer n par n/a.
4.4.2. Si a = p, incrémenter m, fin de la boucle.
4.4.3. Si a = P, incrémenter m de j.
4.4.4. Sinon décrémenter j. Tant que D; # a, décrémenter j. Incrémenter m de j.
Fin de la boucle. [rappel: D; = p’ ]
4.5. Ajouter (p,m) au résultat partiel.
5. Rendre n.

Procédure factor medium. Argument n.

1. Soit P17 le produit des nombres premiers entre 17 et 30, Psy ceux entre 30 et 60, Pgy ceux
entre 60 et 120, P12y ceux entre 120 et 300, Psog, ceux entre 300 et 600, Pgy¢ ceux entre
600 et 1200, et Piag¢ ceux entre 1200 et 1700. Soit Py, le produit de ces nombres. [Ces
nombres sont calculés une fois pour toutes].

2. Soit @ la table [1,31,61,121,301,601,1201], T = [6,4,2,4,2,4,6,2], la table des incré-
ments [@Q; est 1 modulo 30; 1a table T contient les différences des nombres non multiple

de 2, 3 ou 5].
3. Poser I = -1, s = faux.
4. Soit G le pged entre n et Py.
5. Tant que G # 1.

5.1. Incrémenter I.
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5.2. Mettre dans P le nombre Py, suivant, dans p le nombre Q, dans g le pged de G
et P.

5.3. Diviser G par g.
5.4. Si g =1 fin de la boucle.
5.5. Si n = g mettre s a vrai, sinon a faux.
5.6. Si s est vrai, poser e = 1.
5.7. Sip=1, poserp=13, k = 3, sinon poserp=p—2, k=1T.
5.8. Tant que g # 1.
5.8.1. Incrémenterp de Ty, et k de 1 modulo 8.
5.8.2. Diviser g par p, quotient q, reste r.
5.8.3. Sir # 0, ne rien faire.
5.8.4. [ici r = 0] Remplacer g par q. Si s est faux: diviser n par p tant que
le résultat est entier; mettre le nombre de division dans e. Ajouter (p,e) au

résultat partiel.

6. Si s est vrai, rendre 1, sinon n.
Procédure factor_test. Argument n.

1. Poser k =10, p = 1709, ¢ = 7. Soit T la table des incréments.
2. Sip divise n:
2.1. Poser e = 0. Tant que p divise n, remplacer n par n/p, incrémenter e.
2.2. Ajouter (p,e) au résultat partiel.
2.3. Sin =1, rendre 1.
2.4. Poser k = 11.
3. Décrémenter k. Rendren si k < 0.
4. Incrémenter p de T}, et + de 1 modulo 8.

5. Repartir en 2.
Procédure factor_big. Argumentn et s.

1. Mettre dans une liste t le couple (n,1). Poser B = 1.
2. Tant que la liste t est non vide

2.1. Récupérer le premier couple (n,e) de la liste t. Avancer daus la liste.

2.2. Sin < 2920681, ou si isprime rend vrai, ajouter (n,e) au résultat partiel. Repartir
en 2.

2.3. Soit f la valeur de la variable £fip. Si f n’est pas un entier > 0, un diviseur strict
de n, mettre f & 0.

2.4. Sif=0,n=4q? oun=q> oun =q° pour un certain q calculé via iroot, poser
f = -1, ajouter (q,er) a t, ot v est 'exposant.

2.5. Dans le cas ot on demande une factorisation partielle, (s = 1) si f = 0, multiplier
B par Bn®, poser f = —1.

2.6.a Si f = 0, poser f = pollard(n,13003).

2.6.b Si f =1, poser f = pollard(n,13004).
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2.7. Si f =1, n = q" pour un certain q calculé via iroot, poser f = —1, ajouter (q,er)
at, our est 'exposant. L’entier r est premier, au moins 7, au plus 100. Si q, partie
entiére de la racine potentielle, est < 1700, fin de la boucle. [On sait que n n’a pas
de facteurs plus petits que 1700].

2.8. Si f=1, poser f =0.
2.9. Sif=0
2.9.1. Soit p =4005—-16,9 =1, A=0,2 =17, P la liste prpr, et T la table des
incréments.
2.9.2. Soit g le pged de n et du premier élément de P.

2.9.3. Sig =1, incrémenter p de 6000, avancer dans P. Si P est vide, poser f =0,
aller en 2.10., sinon aller en 2.9.2.

2.9.4. Si g #n, poser f = g, aller en 2.10.
2.9.5. Tant que n # 1, incrémenter p de T — i, i de 1 modulo 8; si p divise n,
ajouter (p,e) au résultat partiel, diviser n par p. Poser ensuite f = —1.
2.10. Si f = 0, utiliser une autre méthode pour trouver un facteur f.
2.11. Si f = 0, imprimer un message, faire comme si n était premier.
2.11. Si f = —1 ne rien faire.
2.12. Sinon appeler gcd-free surn et f.

3. Rendre B.

Procédure gcd-free. Argument n et f. [f est un facteur de n, ¢ est le résultat partiel de la
factorisation.]
1. Posera=f,b=n/f.
2, Sia=b, ajouter (a,2¢) & t, fin de la procédure.
3. Sinon soit g le pged de a et b.
4. Si g =1, ajouter (a,¢) et (b,e) a t, fin de la procédure.
5. Sinon, créer deux tables de hachage T et E avec T[1] = a/g, T[2] = b/g, T[3] = g,
E[l] = E[2] = e, E[3] = 2¢. Poser m = 3. Mettre trivial a faux.
6. Tant que trivial est faux:
6.1. Mettre trivial 4 vrai.
6.2. Pour tousi, j avec1 <i<j<m:
6.2.1. Soit g le pged de T et Tj.
6.2.2. Si g =1, prendre une autre valeur de (i, ).
6.2.3. Sinon, diviser T; et T par g.
6.2.4. Incrémenter m. Mettre g dans T,,, et E; + E; dans Eq,.

6.2.5. Mettre trivial a faux. Prendre une autre valeur de (2, 7).
7. Mettre dans t tous les (T;, E;) avec T; # 1.

5.5 Algorithme de Pollard

Les algorithmes de Pollard et ECM (courbes elliptiques) utilisent tous les deux le méme prin-
cipe: soit G un groupe fini (le groupe multiplicatif modulo n dans le cas de Pollard, un groupe
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dépendant d’un parametre dans le cas ECM) et a un élément de G. Si g est l'ordre du groupe,
alors a9 = 1.

Soit p un facteur premier de n, et G, un groupe déduit de G par un morphisme ¢ (dans le
cas de Pollard, G, est le groupe multiplicatif modulo p). Si h est Uordre de a on a ¢(a)? = 1
donc ¢(ah) = 1. On espere qu’il existe au moins un p pour lequel h n’a que des petits facteurs,
et donc peut étre calculé. Une méthode générale du calcul de h est la suivante: on suppose que
h divise un nombre R, on factorise R en Hpi-”. On fait décroitre les b; les uns apres les autres
jusqu’a obtenir la bonne valeur. Dans le cas de Pollard, R est une constante, dans le cas ECM, R
est pe produit des Hp?i, pour tous les premiers p; < B, et I’exposant b; est choisit de sorte que
Hpi-”'_1 < B< Hp?i. Finalement, on espére h # g, donc si b =a™ onab # 1 et ¢(b) = 1. On
espere finalement trouver un facteur non trivial de n a 'aide de cette relation.

L’algorithme p — 1 de Pollard est décrit comme suit dans [9] « la méthode choisit un entier a
premier & n, avec a # %1. [Dans le code, a est de ordre de 13000, et n est beaucoup plus grand
que cela; la condition @ # 1 est trivial, a premier & n signifie que a est dans le groupe G]. L’étape
1 consiste & calculer b = a® mod n, ot R est un multiple de tous les nombres premiers < B;. [On
espere trouver un A diviseur de R]. La complexité est de l'ordre de O(log R) = O(B) multipli-
cations modulo n si 'on utilise I'algorithme classique d’exponentiation. Il n’est pas nécessaire de
calculer R explicitement. Si p— 1 divise R, alors p divise b —1 d’apres le théoréme de Fermat, donc
p divise pged(b — 1,n). Soit d = pged(b — 1,n). Si 1 < d < n alors d est un facteur non trivial de
n, si d = n alors By est trop grand, on peut essayer une valeur plus petite, ou une autre valeur de
a. »

Il y a deux cas d’échec possibles: d = 1, et d = n. Dans le second cas, la stratégie utilisée
dépend du calcul effectif de R: dans le cas o g n’est pas un multiple de R, on peut essayer de
remplacer a par une autre valeur, dans le cas contraire changer a n’arrange pas la situation. Si une
factorisation de R peut étre obtenue simplement, on peut factoriser R et procéder comme cela a
été indiqué plus haut. Sinon on peut essayer de remplacer By par By plus petit, et peut-étre par
un Bj entre les deux. Dans le cas ECM, rien de tout cela n’est fait, dans le cas de Pollard, on
factorise R.

L’implémentation est la suivante: on suppose que R = r1.13... 7, ou les r; sont rangés dans
une table pollard_table. On écrit s = a, s; = sfil. Alors sj, = a®. La borne By choisie est 2000,
et R est le produit de tous les nombres premiers < 2000, les petits nombres premiers apparaissent
plusieurs fois. L’algorithme échoue et rend 0 si pgcd(aR — 1,n) = 1. Excluons ce cas. Alors soit
d = n, soit d est un facteur non trivial de n.

Pour chaque ¢ l'algorithme calcule d; = pged(s; — 1,n) On s’arréte si d;—y = 1 et d; # 1.
Notons que dy = pged(a — 1,n) ne peut étre n. Si ce n’est pas 1, c’est un facteur non trivial de n.
11 existe donc un ¢ satisfaisant aux conditions indiquées. Dans le cas d; # n, on a trouvé un facteur
premier non trivial de n. Supposons alors d; = n. Dans ce cas, on factorise 71 = p1.p2 - Pm.
Par construction, tous les facteurs sont < 2000, cette factorisation est triviale (et le temps de
factorisation est négligeable devant le temps de calcul de s;¢ ; mod n).

On applique alors lalgorithme précédent a s;_; avec les nombres p;. En d’autres termes, on
écrit S = 5;_1,5; = Sfil, et on calcule un pged a chaque itération. Par construction, il existe j tel
que pged(Sj—1,n) =1 et d = pged(S; —1,n) # 1. Le bon cas est d # n, car cela donne un facteur
premier non trivial de n. Le mauvais cas est d = n. Dans ce cas, on recommence l'algorithme en
entier avec a?4 au lieu de a. L’algorithme se termine et rend 1 si cette nouvelle valeur est 1. Sinon,
il est clair que si on note s} et S% les nouvelles valeurs, on aura S;- =1 (mod n). On exécute
moins d’étapes, et I'algorithme se termine un jour.
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Analysons maintenant les causes d’échec de l'algorithme. L’idée essentielle est que p; est un
diviseur de h. Factorisons n en n = [] q?". On suppose que n est impair, et donc le groupe modulo
qf" est cyclique, engendré par ;. Comme a est premier avec n, il est de la forme

a = £ mod ¥, (1)
Pour tout R, on a

— pged(af — 1,n) = 1 si et seulement si pour tout 4, a;R # 0 (mod ¢; — 1).

— pged(af — 1,n) = n si et seulement si pour tout 4, a;R =0 (mod (g; — 1)qi-”'71).

L’hypothese sur R est que la premiere condition est fausse. Il existe donc au moins un facteur
premier ¢; — 1 de n pour lequel a;R = 0 modulo ¢;. L’une des continuations de I'algorithme de
Pollard est la suivante: dans une table prpr, on range tous les nombres premiers q plus petits que
10% pour lesquels R n’est pas multiple de ¢ — 1. Si n a un facteur premier plus petit que 10°, soit
q est dans cette liste, et on teste si ¢ divise n, soit R est multiple de ¢ — 1, et donc pour tout a,
a; R est multiple de ¢ — 1. L’algorithme ne peut pas rendre 0 dans ce cas.

On suppose donc
Fe,a; R = 0 mod ¢g; — 1. (2)
La deuxieme phase de l'algorithme se termine si on trouve Ry un facteur de R, et un nombre
premier p tel que

Vi,a; Ry #0mod ¢; — 1 a;Rop = 0 mod (q; — l)ql-”_l. (3)

2

Notons que si n a plusieurs facteurs premiers, s’il existe ¢ tel que (2) soit fausse, algorithme ne
peut échouer, et rend toujours un facteur de n.

Factorisons ¢; — 1 en gq; = 1+ Hp;ij. Alors p est I'un des p;. Dans le cas oll p est premier &
Ry, la puissance de p dans a;p est exactement ;.

On suppose que algorithme trouve les facteurs py, ps, etc, et s’arréte avec a = 1. On a donc

aip1pz - pr =0 (mod (g — 1)g;" ") (4)

On suppose que les facteurs p; sont tous simples dans R. Alors, pour tout ¢ et j, la puissance
L. ;i N ,

de p; dans a;p; est exactement a;;. Ecrivons ¢; = 1+ u; Hp]- 7, ot les p; sont ceux trouvés par

lalgorithme, et u; est premier & ces p;. Soit p le produit de ces p;. Alors a;p = v; Hp;l”'. De plus,

v; est un multiple de uiq?"_l. Le facteur doit étre premier a p.

Conclusion: il existe ¢(p) valeurs différentes de a; pour lesquelles 'algorithme échoue, parmi les
puiq?"_l valeurs possibles. Cette probabilité est tres faible si u; est grand, ou si b; # 1. L’algorithme
risque donc d’échouer si tous les facteurs g; sont simples, et les g; —1 ont presque les mémes facteurs
premiers.

Remarque: si on choisit @ = 13003, un nombre premier, alors a + 1 = 4.3251. Si a = 13004, on
aa+1=23%25172 Dans le premier cas a — 1 = 2.3.11.197, dans le second cas a — 1 est premier.

Remarque: nous avons constaté dans ’exemple donné plus haut un échec dans le cas (entre
autres) de n = 2161 x 2251. Soit g1 le premier facteur. On a q; = 1 + 2%.5.3%. Un générateur de
ce groupe est 271. On a 27123 = 13003 mod ¢;. Soit g le premier facteur. On a g = 1 + 2.53.3%.
Un générateur de ce groupe est 640. On a 640'7 = 13003 mod gs.
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Conditions: 3.41.R = 0 mod 80.3.9 et 17.R = 0 mod 2250, donc R = 0 mod 720 et R =
0 mod 2250. On veut une des relations vraies, 'autre fausse. Si la premiere est vraie, on a R = 720k,
ol k n’est pas multiple de 25. Si la deuxieme est vraie on veut R = 2250k ou k n’est pas multiple
de 8. Dans les deux cas, R doit étre multiple de 90. Si R = 90, on a b = a® = 1044221. Cet
exemple montre que dans le cas ot R a des facteurs multiples, il faut les prendre tous. Dans la
premiere version, nous avions pris chaque facteur premier une seule fois. Dans la version actuelle,
on a rajouté la macro factor_rep. Le gain de temps est appréciable dans le cas de la factorisation
de 25001, cela évite d’appeler Morrison et Brillhart sur un nombre de 24 chiffres. Le gain de temps
est difficile & estimer: nous avons mis la section 2.4 apres la section 2.6 (i.e., on ne teste si n est
un carré, un cube, une puissance cinquiéme que apres I'appel & pollard). D’autres modifications

mineures ont également été faites. Ceci donne un gain de 30% pour le temps de factorisation de

la factorielle de 3000.

Algorithme 32. (Pollard) Tous les arguments sont des entiers, sauf les deux listes créées par
les deux premiéres procédures.

Procédure non-pollard. Pas d’argument.

1. Soit B le double du produit des éléments de pollard_table.
2. Pour a de 4000 par pas de 6000, jusqu’a 94000

2.1. Mettre dans la variable () le produit de tous les nombres premiers entre a et
a + 6000, tels que p — 1 ne divise pas B.

2.2. Ajouter ) a la liste prpr.
Procédure create-pollard-table. Pas d’arguments.
1. Considérer tous les nombres premiers entre 2 et 2000, avec la multiplicité 1, sauf 2°, 35,
5%, 7et 11 au cube, 13, 17, 19, 23, 29 et 31 au carré.

2. Ranger ces nombres par paquets de 6. Le premier paquet contient 2°, le second les
nombres < 11. les deux paquets suivants ont 8 nombres (il reste ensuite un multiple de
6 nombres).

3. Choisir les paquets de telle sorte que si z; est le produit des éléments d’un paquet, f(x)
est le nombre de bits de x plus le nombre de bits non nuls, la somme des f(z;) est
minimale.

4. Remarque: f(z) est le nombre de multiplications dans l'algorithme qui calcule y*. Nous
ne savons pas comment trouver le minimum, mais I'ordre utilisé par Maple est trés bon,
1.2596 fois 'optimum, d’apres les commentaires du fichier.

5. Mettre dans pollard_table les différents produits.
Procédure pollard. Argumentsn, w.

1. Poser s = w. Soit P la liste créée par create-pollard-table.
Si P est vide, fin de la procédure, rendre 0.
Sinon, soit ¢ le premier élément de P, avancer dans P.
Soit § = s, et s = s* mod n.
Sis#1
5.1. Soit a = pged(s — 1,n).

R o
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5.2. Sia # 1, rendre a.

5.3. Sinon repartir en 2.
6. [Cas s=1.] Poser s = S.
7. [¢ est un petit nombre, I’algorithme ne peut pas boucler.]
8. Boucle sur les facteurs p de i, obtenus par factor_rep(7).

8.1. Si tous les facteurs sont épuisés, rendre 1.
8.2. Poser s = s mod n.
83. Sis#1
8.3.1. Soit a = pged(s — 1,n).
8.3.2. Sia # 1, rendre a.
8.3.3. Sinon repartir en 8.1.
8.4. Si s =1, fin de la boucle.

9. Si est le premier élément de la table P, rendre 1.

10. Remplacer w par wP mod n, et repartir en 1.
Macro factor_rep. Argument n. [Rend la liste des facteurs avec répétition de n].

1. Soit R = ifactor(n), et L la liste vide.
2. Pour chaque élément (p, K) de R.

2.1 Soit k = Int_val(K) [on espere que K est un petit entier.]
2.2. Insérer k fois p dans la liste L.

3. Rendre nreverse(L).

5.6 Morrison et Brillhart

Nous avons expliqué plus haut comment a partir de la décomposition en fractions continue de
\/n, il est possible d’obtenir des entiers b et 7, notés base et residue dans le code tels que

b =r (mod n). (1)

On utilise les variables A, B, P, @, r et s pour ce faire, et r,, la partie entiere de la racine carrée
de n. Les deux macros MB_even_residue et MB_odd_residue sont utilisées pour ce faire, le code
dépendant de la parité du numéro d’itération.

L’algorithme procede comme suit: on calcule trois nombres X, By et Bs. Si les nombres sont
trop petits, I'algorithme peut échouer dans la mesure ou on élimine trop de résidus. Si on prend
les bornes trop grandes, alors lalgorithme utilise beaucoup de place mémoire. On calcule alors
un certain nombre N de premiers p, et on les range dans une table H (on verra plus loin quel
algorithme de rangement est choisi). Ces nombres premiers sont censés étre des diviseurs de 7,.
On note par Py le produit de tous ces premiers, et Py est un multiple de P.

La procédure MB_find_largest prend en argument le résidu r, et le premier P;. Le résultat
est le plus grand facteur de r premier & P;. Ecrivons r = Allpft et P = Hpi?i ott b > 1 et
a; > 0. La procédure rend A. Soit « la puissance de p; dans r, et 8 la puissance dans P;. A chaque
itération, a est décrémenté de 3, sauf la derniere, lorsque a devient plus petit que 3. Dans le cas
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ol la quantité A est trop grande (plus grande que B) on refuse ce résidu. On le refuse également
si le premier r est trop grand.

La procédure MB_square_free suppose que 7 = A[]p{’. Elle trouve un nombre G dont le
carré divise 7. On remplace alors I’équation (1) par (b/G)* = r/G>. Notons que en général G ne
divise pas b, il faut donc inverser G modulo n. Le principe est le suivant: soit @ le pged de r et de
Py. 11 s’agit du produit des nombres premiers commun & r et Py. Si g est le pged de a et r/a, c’est
le produit des premiers qui divisent Py et dont le carré divise r. Alors G est le produit de tous ces
g. Notons que Py est inversible modulo n, il en est donc de méme de G.

La derniere opération est la suivante: Dans le cas A = 1, donc si r = [[p{*, on prend le plus
grand des p; qui divise r. On explique plus loin comment ce facteur est calculé. On notera [ la
quantité A, ou ce p;. On range dans une table, & la position [, le couple (b, ).

Dans le cas ot il y a déja quelque chose, disons (§',7'), on considere (b0')?> = rr’ (mod n).
Par construction [ est un facteur de 7 et 7’. On peut donc simplifier. Il ne reste dans 77’ que des
puissance de p;, leur exposant est au plus 2, ce qui rend la réduction sans carré peu coiiteuse. Le
plus grand facteur de r diminue. Avec un peu de chance, on tombe sur r = 1, donc

(b-1)(0b+1)=0 (modn).

Dans le cas ou b n’est ni 1 ni —1, on a obtenu un facteur non trivial de n.

Décrivons maintenant 'algorithme utilisé pour résoudre le probleme suivant : soient Pj, Ps, ...,
Py, N nombres premiers distincts rangés par ordre croissant, et 7 un entier produit d’'un certain
nombre des P;. L’objectif est de calculer le plus grand de ces P;.

Soit I tel que 2771 < N < 27 et p = 27 — 1. Construisons un arbre binaire de taille 2p + 1. Les
noeuds sont numérotés ligne par ligne, de gauche a droite, & partir de 1. Si le noeud ¢ est sur la
ligne j, on le place en position z = (2i +1)/27 et y = j. On a 1 < z < 2, et chose importante, si
A et B sont deux noeuds, A < B équivaut a z4 < zp. Ici 'ordre choisi sur les noeuds est I'ordre
naturel: si C est 'ancétre commun & A et B, alors A < B si A est un descendant de gauche de C
et B est un descendant de droite. On rajoute un noeud en position 0, d’indice 0, qui a un seul fils
a droite, le noeud 1. Avec nos conventions, si A est un noeud d’indice z, les noeuds d’indice 2i et
2i¢ + 1 sont les fils de gauche et de droite respectivement de A.

On supprime maintenant les k derniers noeuds de la derniere ligne, de telle sorte qu’il y ait
2N noeuds en tout. On a donc 2N = 2! — k. la derniere ligne compte 27 — k feuilles, et I'avant
derniere ligne compte k/2 feuilles. Ceci nous donne un total de N feuilles. On associe les valeurs
Py, P5, etc, de gauche a droite, en commencant a la derniere ligne, et en passant a I’avant derniere
si celle-ci est épuisée.

L’arbre effectivement construit ne contient que les noeuds qui ne sont pas des feuilles (le sommet
a un seul fils, et si NV est impair, il existe un sommet qui n’a qu’un fils de gauche). Les noeuds sont
remplis comme suit: on considere chaque noeud A, en commencant par le dernier. Soit Cjy son fils
de droite. Soit C;41 le fils de gauche de C;. La valeur de A est le produit des valeurs des Cj;.

Notons v(A4) la valeur du noeud A, et m(A) le plus petit facteur premier de v(A4). Alors
1° A < B équivaut A m(A) < m(B), et 2° v(A)/m(A) est le produit de tous les m(B) ol B est un
descendant a droite de A (on exclus a partir de maintenant la derniere ligne, elle ne sert que pour
remplir le reste de 'arbre).

Preuve: par construction v(A) est le produit de deux termes: un terme m qui est obtenu a
partir de la derniere ligne, et v qui est le produit des termes dans l’arbre tronqué. La premiere
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affirmation, par récurrence, montre que tous les facteurs de v/m sont plus grands que m, donc
m =m(A) et v =v(A). Montrons ce premier point. Prenons deux noeuds A; et Ay avec 4; < As,
leurs fils de droite By et Bs, et leurs descendants directs vers la gauche Cy et Csy. Il est clair que
Ci < C5 (il suffit de regarder les coordonnées). Les valeurs associées sont dans le méme ordre.
Pour montrer le deuxiéme point, il faut montrer que v/m est le produit des m(Cjp) pour tous
les descendants de Cy. Soit Q(Cp) la quantité calculée. Si le fils de gauche de Cy est Cy, on a
Q(Cy) = v(Ch)Q(C4) Par récurrence, Q(C1) est le produit des m(B) pour tous les descendants de
Ci. Par construction, v(Cy) est le produit de m(Cy) et des descendants de droite de Cy. Il n’en
manque aucun, ce qui acheve la preuve.

L’algorithme de recherche est le suivant : soit A le noeud d’indice 1. Tant que A est dans Parbre
tronqué, soit W le pged de 7 et v(A4). Si W = 1, remplacer A par son fils de gauche, sinon remplacer
r par W et A par son fils de droite. A la fin, rendre r.

On suppose que P; est le plus grand facteur de r. Nous allons montrer que 'algorithme rend P;.
Soit Ag, A1, ..., Ag le chemin & utiliser pour aller du noeud 0 aux noeud Ay, tel que m(Ay) = P;.
Montrons d’abord que les A dans lalgorithme sont A1, As, etc. Il n’y rien & montrer si £ = 0. Dans
le cas contraire A; est le sommet d’indice 1, c’est aussi le premier A dans l’algorithme. On suppose
que l'algorithme est en A;, et P; est toujours le plus grand facteur premier de 7. On suppose j < k.
Dans un premier cas, A1 est le fils de gauche de A;. Alors Ay < Aj, et tous les facteurs premiers
de A; sont plus grand que P;. Le pged est trivial, et on va & gauche. Dans un second cas, A est
le fils de droite, et Ay est un descendant & droite de A;, donc P; divise m(Aj). Donc P; divise W,
et on va & droite. Finalement, si j = k, r se factorise en P; et des facteurs plus petits, m(Ay) en
P; et des facteurs plus grands, et donc W = P;. A partir du moment out r est premier, la valeur
de 7 ne bouge plus, et 'algorithme rend r. En particulier, si £ = 0. on a r = Pj, et 'algorithme

rend P;.

Remarque: en faisant les essais, nous avons constaté que 'algorithme inversait modulo n des
petits nombres plusieurs fois. Pour cette raison, quand on calcule b/c modulo n, si ¢ est plus petit
que 2000, on regarde si ¢ est dans une table. S’il ne ’est pas, on calcule I'inverse modulo n, et on le
range dans la table. On appelle bezout dans tous les cas, car nous avons constaté sur un exemple
que c divisait b et n, le quotient b/c est entier, mais ensuite, la relation b> = r n’est plus valide. Si
bezout dit que le pged est non trivial, on arréte ’algorithme, car on a trouvé un facteur de n.

Exemple: on veut factoriser 20!+ 1. C’est un nombre qui a deux facteurs. Ce nombre se factorise
en 0.4 secondes sur Sparc 10. On choisit comme constantes X = 422, B; = 8440 etB; = 3561680.
Parmi les 661 résidus trouvés par la méthode des fractions continues, on en garde 138. Seuls 31
résidus servent. (Note: dans cette table, tous les indices sont décalés de 1, par suite d’une légere
erreur de décomptage). Dans la table qui suit, on donne les résidus utiles, la factorisation, la
décomposition sans carré, et dans le cas d’une réduction avec r’, I'indice de r’, et la nouvelle
factorisation sans carré (cette table a été obtenue en tracant les résultats de MB_find_largest et
MB_square_free, et en supprimant les lignes qui ne servent a rien.)

45) 512059880= 273 5 19 193 3491
128014978 2 5 19 193 3491
47) 648343920= 274 3 5 7 31 59 211

40521495 357 31 59 211
53) 240454912= 278 283 3319
939277 283 3319

82) -225623455= 5 89 97 5227 -1
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133) 1391247000=
1545830
159) 1614310391=
173) 1402544160=
1082210
113677
176)-1497481240=

190) -360899675=
-14435987
200)-1264214601=
-140468289
228) -643927955=
270)-2130687237=
-43483413
359089635
277) 59871168=
103943
308) -72376744=
-18094186
315) 1080711879=
-8227252605
323) 878409360=
677785

307055
340) 69746880=
1089795
345) 627537393=
69726377
372) -157897560=
-39474390
-17882970
377) 198012128=
12878

-5405

-286
381) 1058673901=
9313

-8721658
-332857581870
420) -171571400=
-1715714
-3324178
428)-1328804919=
-97071

84755

-13505646
479)-1764931680=

273 372 573 11 13 23 47
2 5 11 13 23 47
89 107 283 599
275 374 5 31 3491
2 5 31 3491
19 31 193
273 5 23 10972 137 -1
2 5 23 137 -1
572 31 211 2207 -1
31 211 2207 -1
373 13 47 197 389 -1
3 13 47 197 389 -1
5 11 17 19 67 541 -1
3 772 47 59 5227 -1
3 47 59 5227 -1
3 5 47 59 89 97
276 372 7 31 479
7 31 479
273 11 61 97 139 -1
2 11 61 97 139 -1
3 13 17 23 131 541
3 5 11 13 19 23 67 131 -1
274 374 5 283 479
5 283 479
7 31 283
6 357 97 107
357 97 107
372 7 59 197 857
7 59 197 857
"3 3 5 41 67 479 -1
3 5 41 67 479 -1
357 3141 67 -1
~5 3172 47 137
47 137
5 23 47 -1
211 13 -1
19 31 67 139 193
67 139
2 11 61 67 97 -1
2 35 11 47 59 61 67 89 -1
2°3 572 7 11 13 857 -1
27 11 13 857 -1
2 11 13 59 197 -1
375 1373 19 131 -1
13 19 131 -1
1 23 67
7 11 23 31 41 -1
374 5 23 31 191 -1

5
9~

N NDNDNDN

3

51
23
275

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION
REDUCTION

REDUCTION

REDUCTION
REDUCTION

45

82

228

277

277

176

133

173

308
270

345

315
372
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-1361830
485) 966419405=
19722845
-15007635654
987943495
486) -612960672=
-106122
495) 1560723241=
133077637

10835

-7670
506) -839668599=
-10366279
30723077

593835

14973

531) 89776323
9975147
44879984877
3511558635
1485575273
7157709195
463749

30

584) -324865125=
-1443845

639) 494491608=
13735878

-68471

11155

17028993
-10340110
411922203

36285

-3198

713713

429

-6

662) -140499409=
130422820281
-66102624258
641935635

30597

21411390

1430

-5

-6

1
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2

23 31 191 -1
2 23 41 47 89
23 41 47 89

3 11 23 41 59 61 67 -1
7 11 23 31 59 61

5 3 19 23 769 -1

3 19 23 769 -1

11 31 197 3319
1
1
5
~4

13 59 -1
7 11 61 2207 -1
7 11 61 2207 -1
11 31 61 211
11 59 61
23 31
7 13 61 599
13 61 599
13 61 89 107 283
13 31 61 89 107
13 31 61 89 97
5 7 13 31 47 59 61

N W
ol

573 13 97 229 -1
13 97 229 -1

"3 373 13 229 769

3 13 229 769

13 23 229 -1

5
3
2
3
3
2
7
3
2

23 97

23 47 59 89

5 11 23 61 67 -1
7 11 23 31 41 61
5 41 59

3 13 41 -1

11 13 23 31

11 13

3 -1

31 61 191 389 -1

3
2
3
3
2
2
5
2

13 31 47 61 191 197

3 11 31 47 59 61 191 -1
5 11 23 47 59 61

7 31 47

357 11 13 23 31

5 11 13

-1

3 -1

REDUCTION
REDUCTION

REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION

REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION

REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION

REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION
REDUCTION

381
392

53
323
420

159
323
340
270
485
133

486
584
270
381
372
485
495
428
506
377

200
420
479
485
133
506
377
331
639
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Algorithme 33. (Morrison et Brillhart) Toutes les variables et paramétres sont des entiers.
On utilise une table auxiliaire P, un vecteur H, et une table de hachage sq.

Macro MB_even_residue. Pas d’arguments.

Diviser 2r, — s par P, quotient q, reste r.
Mettre dans A le reste de ¢B + A par n.
Remplacer Q par Q +q(r — s).

Mettre A dans base et —(Q dans residue.

L

Macro MB_odd residue. Pas d’arguments.

Diviser 2r, — r par @), quotient q, reste r.
Mettre dans B le reste de qA + B par n.
Remplacer P par P +q(s —r).

Mettre B dans base et P dans residue.

Wb

Macro MB_check_loop. Pas d’argument. Cette macro utilise des variables locales c;, c;, ¢4, ca
et cg.
1. Au premier appel, poserc; =c; =1,ca =cqg =c, =0.
2. Sicg=4q, ca= A etcg=s, rendre 0, ¢ca boucle.
3. Sic; = ¢j, remplacer c; par 2c;, ¢; par 1, ¢, par q, cq par A et c, par s.
4. Dans les autres cas, incrémenter c;.

Procédure MB _find_largest. Argument By, By, P;, et r.

1. Soit r la valeur absolue de .
2. Soit a le pged de T et Pi.
3. Tant quea # 1
3.1. Diviser r par a.
3.2. Sir > By, rendre 0.
3.3. Remplacer a par le pged de 7 et a.

4. Sir > By, rendre 0.

5. Sinon rendrer.
Macro MB_invert. Argument b, G et n.

1. Si IV_table n’est pas initialisée, allouer un vecteur de taille 2000, le remplir avec faux.

2.1. Si G n’est pas un petit entier entre 1 et 1999, poser L = bezout(G,n). Si le premier
élément de la liste n’est pas 1, le rendre [c’est le pged, donc un facteur non trivial de
n], sinon remplacer L par le deuxiéme élément de la liste.

2.2 Si G est un petit entier, et IV_table ne contient pas faux en position G, mettre cette
quantité dans L.

2.3. Sinon, calculer L comme en 2.1, mettre L dans la table en position G.
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3.

Remplacer b par bL.  (mod n).

Procédure MB _square_free. Arguments base, residue et Py.

1. Soit a le pged entre residue et Py.

2. Soit g le pgcd entre a et le quotient de residue et a.

3. Tant que g # 1, diviser residue par ¢?, multiplier G par g, mettre dans a le pgcd entre

residue et Py, refaire 2.

4. Diviser base par G modulo n via MB_invert.

5.

Macro

Rendre les nouvelles valeurs de base et residue.

MB_update. Arguments base, residue, et [.

1. Sil #1, aller en 4.

. Soit r la valeur de residue. Si r = —1, poser l = —1, aller en 4, sinon remplacer r par sa
valeur absolue.
. Poserz=1. Tant quet < N :

3.1. Soit W le pgcd entre r et H;.
3.2. SiW =1, poseri =21, sinonr =W eti=2i+ 1.

. Si le tableau sq ne contient rien en position I, y mettre la liste (base, residue). Poser

| = 0. Fin de la macro.

. Remplacer base par le produit avec le premier terme de la liste. Diviser base par ! modulo

n via MB_invert.

6. Remplacer residue par le produit avec le second terme. Diviser par 2.

7. Poserl = 1.

Macro

MB._init. Pas d’argument.

1. Créer deux tables de hachage sq et H, et un vecteur P de taille 1000.

. Soit X = 4/l(n) x599/4 — 11, I(n) nombre de chiffres de n en base 10.

. Poser X = 10X,

4. Soit By le minimum de X? et 20X, By = X By.

. Remplir la table P avec 2, et tous les nombres premier p tels que t = n(?=1/2 = 1 mod p.

Ne prendre que ceux qui sont < X. Dans le cas t = 0, rendre p. Erreur si la table P
déborde. Soit N le nombre de premiers calculés.

6. Poser p = 1. Tant que p < N remplacer p par 2p. Décrémenter p.

. Posert= N — 1. Tant que: > 0

8.1. Soit W =1, 75=2+1.

8.2. Tant que j < N, poser W = WH;, j =2j.
83. Sij>p,s0itk=j—psinonk=N+4+j—p.
8.4. Mettre W P;, dans H;.

8.5. Décrémenter .
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8. Poser Py = Hy et P; = 1440P,.
Procédure MB. Argument n.

Poser base = 0, residue =0 r, = isqrt(n), A=0,Q@=n,5s=0,¢q=0,7 =0.
Poser P=1, B = 2.
Appeler MB_init.

oW

Tant que MB_check_loop ne fait pas sortir, et qu’aucun facteur n’a été trouvé:

4.1. Aux itérations paires appeler MB_even_residue, aux autres MB_odd_residue.
4.2. Aux itérations impaires appeler MB_check_loop.
4.3. Appeler MB_find_largest sur By, By, P; et residue. Ceci rend [.
4.4. Tant que |l est non nul
4.4.1. Appeler MB_square_free sur base, residue et Pp.
4.4.2. Siresidue est 1: si base n’est ni 1 in n, rendre le pged entre n et base — 1,
sinon poser ! = 0.

4.4.3. [residue n’est pas 1] Appeler MB_update sur base, residue et .

5.7 Lenstra

L’algorithme que nous allons présenter ici posseéde quelques ressemblances avec 'algorithme de
Pollard. On considére un groupe fini, un élément = du groupe, et un entier N tel que z%V = 1.
L’ordre du groupe n’est pas connu a priori, on va donc choisir N treés grand. Si p est un facteur
premier de n, on regarde modulo p. L’idée est de trouver un N pour lequel z¥ = 1 modulo un

seul p, ce qui nous donne p, donc un facteur non trivial de n.

Un théoreme de géométrie

Commencons par un peu de géométrie. Soient Fy et Fy deux cubiques dans le plan projectif
complexe. Les points sur la cubique sont les racines de

Az + Ba?y + Cxy® + Dy + Ez’2 + Faoyz + Gy’z+ Hz2? + Iy2® + J22 =0 (%)

ou (z,y,z) et (Az, Ay, Az) sont considérés comme étant les mémes points pour tout A non nul. Le
théoréme de Bezout dit que deux cubiques s’intersectent en 9 points, comptés avec leur multiplicité,
sauf si les cubiques ont une composante en commun, cas ou le nombre de points d’intersection est
infini.

On supposera ici que Fjy est un polynome irréductible, et qu’aucun point d’intersection avec
F5 n’est double, et les cubiques distinctes. Il y a donc exactement 9 points d’intersection. On
considere alors une troisieme cubique F', qui passe par 8 de ces 9 points. Théoreme: F' passe aussi
par le dernier point.

On va montrer un petit lemme: soit F' une cubique quelconque, Py, Ps, P, P7 et P cing
points distincts, tels que 4 d’entre eux ne soient pas alignés. Il existe alors une unique conique C'
qui passe par ces cinq points. Soit de plus Py, P», A et B quatre points alignés, non sur C. Si ces
9 points sont sur F, alors F' = 0 est formé par la réunion de la droite et de la conique. La preuve

INRIA



Implémentation en C de Uarithmétique de Sisyphe 131

est la suivante: par changement de coordonnées, on peut supposer que la droite a pour équation
z = 0. Faisons z = 0 dans 'équation (*). Il reste une équation homogene de degré 3 en y et z
qui a 4 racines, donc les 4 coefficients sont nuls, et donc z = 0 est en facteur dans F'. Le second
facteur de F' est un polynome de degré 2, disons une courbe C. Le seul point a vérifier est que C
est 'unique conique qui passe par ces points. Ceci se vérifie facilement dans une base.

La premiere partie du lemme montre que parmi les 8 points d’intersection considérés, il n’y
en a pas 4 d’alignés (le polynéme F;y est irréductible). Donc, pour tout choix de 5 points, il passe
une unique conique. Soient Py a Py ces cinq points. Je prétend qu’il existe au moins deux points,
disons P; et P, qui ne sont pas sur cette conique. La raison en est que si 7 points de F' = 0 sont
sur une conique C, alors C' est un facteur de F. La preuve est un peu plus délicate que dans le
cas d’une droite, mais est une conséquence du théoreme de Bezout: une courbe de degré 2 et une
courbe de degré 3 ont 6 points d’intersection, sauf s’il y en a une infinité.

Etant donné notre choix de P, Py, Py, a Ps, notons L la droite qui passe par P; et P, et par
C' la conique qui passe par les 5 autres points. Supposons que Ps ne soit ni sur L ni sur C. On
choisit alors A et B sur L, non sur C, distincts de Py et P». Si Ps est sur L, non sur C, on choisit
A sur L, B ni sur L, ni sur C. On est ramené au cas précédent, en échangeant B et Ps. Dans le
cas ou P; est sur C, on choisit A sur C, et B ni sur L, ni sur C. Affirmation: aucune cubique
ne passe par ces 10 points. Il y a deux cas a tester: dans le cas ou 4 des points sont alignés, on
sait que la cubique est la réunion de L et C. Donc Ps devrait étre sur cette réunion, alors que par
construction, il ne I'est pas. Dans le deuxieme cas, il y a 7 points sur une conique, la cubique est
la réunion de L et C et le résultat est le meme.

Ayant fixé les points A et B considérons F* = aF —bF; — cF5. Le systéme F*(A) = F*(B) =0
a au moins une solution non nulle en (a,b, ¢). On trouve donc F* qui passe par les dix points. Ceci
contredit ce qu’on vient de montrer plus haut. Donc F'* est identiquement nul. Le cas a = 0 est
exclus, cela signifie que Fy et Fy sont proportionnelles. On en déduit que si Fy(Py) = F5(Py) =0
alors F'(Py) = 0, et c’est ce que l'on voulait montrer.

Courbes elliptiques

Soit maintenant K un corps quelconque, A, B, C' et D des éléments de K. On considere
I'ensemble E des points P de K? qui ont des coordonnées homogenes (z,y, z) satisfaisant

Azy® =2 + Bzz® + C2°z + D2°. (0)

Dans le cas z =0, on a z = 0, donc y = 1. Ce point a l'infini sera noté O dans la suite. Pour tous
les autres points, on pourra supposer z = 1, et considérer I’équation

Ay? = 2% + B2 + Cz + D. (1)

Si P est un point de coordonnées (z,y) on notera par P le point de coordonnées (z,—y). Si P
est sur la courbe, il en sera de méme de ce nouveau point. On supposera que ’équation y = 0
n’a que des racines simples en z. Ceci signifie que la tangente & la courbe est définie en chaque
point, et que la courbe n’a pas de point double. Notons que le polynéme qui définit la courbe est
irréductible. Etant donnés deux points Py et Py, notons par P; P le troisieme point d’'intersection
de la droite passant par Py et P> avec la courbe (ou la tangente si les deux points sont confondus).
Si ce point est @, alors Q sera appelé la somme des deux points et noté P, + Ps.
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Supposons P3 = P; + P», et que les coordonnées de P; sont z; and y;. On a alors les équations:

3z} + 2B c _ |

6 = M Si Pl = P2 6 — u SinOn. (2)
2A’!/1 1 — o

Y2 +ys = 8(v2 —w3) w1+ ws 433+ B =A% (3)

Preuve: il est clair que O + P = P4+ 0O = P, et P+ P = O. On peut donc supposer qu’aucun
point n’est a l'infini.

Supposons d’abord que les deux points sont distincts. Ecrivons o3 = 25 + Az1 —z9) et —y3 =
y2 + AM(y1 — y2), la condition d’alignement. Eliminons A entre ces deux équations. On obtient
y2+y3 = §(z2 — z3). Dans le cas ol les deux points sont confondus, il faut remplacer ces équations
par z3 = o2 + I et —ys = y2 + ¥ ou le quotient de T et § est la pente de la tangente. Le résultat
est le méme.

On va maintenant dire que le point somme est sur la courbe. On considere la différence Ay2 —
Ay? = A(y2 — y3)(y2 + y3). On va 'écrire en fonction de z5 et z3, et introduire 8. Ceci donne

Ab(y2 — y3) =m§+m2m3+z§+Bmg+Bm3+C’. (%)

On ala méme équation avec z; au lieu de z5. Faisons la différence, et mettons en facteur la quantité
6 = (y2 —y1)/(z2— z1). Ceci donne la seconde équation de (3) dans le cas ot les points ne sont pas
confondus. Sils le sont, on obtient le méme résultat en faisant la différence entre I’équation (*) et
2Ay.6 = 33;% + 2Bxzs + C.

On va maintenant montrer que + définit une opération de groupe commutatif sur E. Le seul
point non trivial & montrer est l'associativité. Il s’agit de montrer que X =Y si X = P;(P> + Ps)
et Y = (P, + P)Ps. Il s’agit de montrer une grosse identité algébrique & coeflicients entiers qui
dépend des parametres A, B, C et D. Il suffit de la montrer sur les nombres complexes. Soit C
la cubique formée des trois droites L1, Lo et L3, ol Ly passe Py, P> et Py P5, Ly passe par Ps,
Py + P5 et P3(Py + P2) et L3 passe par PoP;, Py + P et O. Ces 9 points sont sur E. Soit C la
cubique formée des trois droites l1, I3 et l3, ot l; passe par Ps, Py et P3Ps, l5 passe par Py, Py + P;
et P, (Pg + P3) et I3 passe par PyPy, Py + Py et O. Ces neuf points sont aussi sur F.

Appliquons maintenant le théoreme. Les cubiques C; et E ont 9 points d’intersection, a savoir
Py, Py, P, PPy, Py 4+ P2, P,Ps;, P, + P53, O, et un neuvieme point Y. La cubique Cy passe par
les 8 premiers, et par le lemme, passe aussi par le dernier Y. Or, l'intersection de Cs et de E est
formée de 9 points, les 8 points cités précédemment, et le point X. On en déduit X =Y. Le lecteur
intéressé montrera que ce résultat est également valide si certains des points sont confondus.

Calcul de NP

Nous verrons plus loin l'intérét du calcul de NP ou N est un entier et P un point. Pour
Pinstant, nous allons donner des formules pour calculer ceci. Supposons que les coordonnées de P
sont z et y, celles de 2P sont z’ et y'. Alors

, (#2=C)?-4D(2z+ B)

= 4(z® + Bx2 + Cz+ D)~ (5)

La preuve est simple: on a 44%y?6% = (322 + 2Bz + C)%. Remplagons A§? par (3), Ay? par (1) et
développons. Supposons maintenant que P + @ est la quantité a calculer, connaissant P — Q). Si
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Zo, x3 sont les coordonnées en z de P + Q et z1, zo celles de P et @, alors

(311312 - C)Z - 2(B + 1 + mz)D

(21 — x2)?

oIz = (6)
La preuve est simple: soit § = (y1—y2)/(z1—z2) et &' = (y1+y2)/(z1—22). On sait z1+zo+z3+B =
A82, z1 + z9 + zo + B = A6, Calculons zyzs. On a besoin des quantités 62 + 62 et 626’2, donc
yi + 93 et (y? — y3)? qui sont obtenues facilement & partir de (1). Il suffit de développer.

Soit P un point et N un entier. On veut calculer N P. En général, on utilise une méthode binaire,
la méme que pour les calculs de puissance. Dans notre cas, on voudrait utiliser les relations (5) et
(6), dans la mesure ol elles ne dépendent pas de y. Si on regarde les bits de N en commencant par
le bit de poids fort (en général on fait le contraire), on voit qu’il faut calculer 2mP ou (2m + 1)P
a partir de P et mP. On suppose que (m + 1)P est également connu. Il faudra donc également
calculer 2(m + 1)P. Calculer le double d’une quantité est facile. On calcule (2m + 1) P en disant
que c’est la somme de mP et (m + 1) P, sachant que la différence est P, et donc on peut utiliser 6.

On utilise I'algorithme qui suit: Soit Ny = N. On suppose que a, b et ¢ sont trois entiers tels
que

*c=a-—0b, aN +bM = Ny.

Cette équation est (a+b)N+b(M — N) = Ng ou a(N — M)+ (a+b)M = Ny. 1l faut calculer a+ b,
mais on connait a, b et @ — b. On jette 'un des deux a, b, en fait ce sera la nouvelle valeur de c.
On choisit 'un ou lautre des transformations de sorte que N > 0 et M > 0. On choisit a = 1, et
b = 0 comme condition initiale. La quantité M est donc quelconque. Il est clair qu’il vaut mieux
la prendre < N. En fait, le rapport optimal est le nombre d’or (M et N sont deux nombres de
Fibonacci successifs). On supposera que N est premier. Alors N et M restent premiers entre eux,
et Palgorithme se termine si M = 0, donc N =1, donc a = Nj.

On calcule aP, bP et cP, et non a, b, c. Ala premiere itération, il faut calculer a+b, mais comme
b=0,il n’y a rien a faire. Les nouvelles valeurs de a et b sont donc 1 et 1. A la deuxieme itération,
il faut calculer a + b, donc 2P. C’est le seul cas ou il faut doubler un point. Le cas embétant est si
aP = bP avec a # b. Ceci signifie kP = 0, avec k < Ny. Or le but du jeu est justement de trouver
un tel k. Ceci sera expliqué plus loin. Remarque: au lieu de calculer NP, on calcule N*P ou N*
est grand, disons de 'ordre de 10°. Ceci est fait par la fonction elliptic_power.

Groupe elliptique modulo p

Soit p un nombre premier. On note F}, le corps des entiers modulo p. Fixons A, B, C et D. Ceci
nous donne une courbe E, munie d’une structure de groupe. L’ordre L de ce groupe (le nombre
d’éléments) est assez facile A calculer. Pour chaque entier 7, soit y; la quantité (¢*+ Bi®?+Ci+D)/A.
Si cette quantité est 0, il existe un point unique sur F dont la premiere coordonnée est i. Si cette

iy . . . a
quantité est un carré, il en existe 2, sinon aucun. Rappelons que (—) est le symbole de Legendre,
p

il vaut 0 si @ est 0, 1 si a est un carré modulo p, et —1 sinon. Si on n’oublie pas le point a 'infini,

l'ordre sera )
p7 .
L=1+Z[(%) +1]. (7)
1=0
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Cette relation n’est pas exploitable. Par contre, on peut montrer que

p+1-2/p<L<p+1+2/p. (8)

Tout élément de cet intervalle peut étre un ordre, et les ordres sont en général bien répartis. En
fait, nous allons choisir la courbe de facon aléatoire. L’'idée est de calculer LP pour un point P. Le
résultat sera le point a l'infini. Donc le dénominateur de la premiere coordonnée sera 0 modulo p.
Soit maintenant p un facteur de n. Avec un peu de chance, ce dénominateur ne sera pas multiple
de n, et donc le pged avec m donnera un facteur de n. Pour éviter de calculer des inverses modulo
n, on sépare numérateur et dénominateur. Bien entendu, on ne calcule pas LP, mais on multiplie
P par une puissance de 2, de 3, de 5, etc. On espere multiplier P par un facteur de L.

Choix des courbes

Au lieu de choisir une courbe elliptique quelconque, Ay? = z* + Bz? + Cz + D on peut par
changement de variables annuler B ou D, et positionner A ou C a 1. Certaines personnes utilisent
2

y? = 2° + az + b. On préfere Ay?> = 23 + Bx? + z. La raison principale est que les équations (5)
et (6) se simplifient beaucoup.

Supposons B’ = (B +2)/4, = a/b est rationnel dans (5). Alors z’ est

: (- 1)

¥ = 4ab[(a — 0)2 + 4abB]’

Ceci peut se calculer avec une multiplication de moins:

_ 1ty
 (tr —ta)[ta + B (t1 — ta)]

t1 = (a + b)2 ty = (a, - b)2 z!
De méme, (6) se simplifie. Si on suppose z1 = a/b et zo = a'/b' on a:

t1 = (a —b)(a' + V") ta = (a+b)(a =) ToT3 = (10)

On choisit la courbe de telle sorte qu’il existe un point @ de coordonnéesa et b avec 3Q = 0. Un
tel point est facile & construire: il suffit que @ et 2Q ont la méme coordonnée en z. En utilisant (5)

on obtient: . , y )
B:—Sa —6a’ +1 Az(a—l)_ (11)
4a? 4ab?
Supposons n premier a 6, ce qui est une hypotheése raisonnable. Il faut que @ soit premier a n, de
sorte que A et B soient bien définis. On demande également que a? — 1 est premier & n, de sorte
que A est non nul.

Soit P un point tel que z = +1, et P’ = 2P. On a alors 2’ = 0, donc 4P = 0. Si un
tel point existe sur la courbe, alors 'ordre du groupe est multiple de 12. Si on prend comme
condition initiale un point dont l'ordre est premier & 6, son ordre sera < L/12, et on aura plus
de chances de le calculer. La question est de savoir si le point P est sur la courbe. On suppose
d’abord que p est premier & A(B — 2)(B +2). Si A(B +2) est un carré modulo p?, alors on a une
solution y = \/A(B + 2)/A pour z = 1. Dans le cas ou A(B — 2) est un carré, on a une solution
y=+/A(B —2)/A pour z = —1. Dans le cas olt un et un seul de B & 2 est un carré, alors l'un au
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moins de A(B =+ 2) est un carré. Dans le cas contraire, B — 4 est un carré, disons B? — 4 = A%

Alors z = (—B £ A)/2 et = 0 sont trois racines de y = 0. On n’a donc pas de point d’ordre 4,
mais trois points d’ordre 2.

Dans le cas ott B2 — 4 n’est pas un carré alors y = 0 a une racine simple. Dans le cas ofl
c’est un carré, il y a trois racines. Le dénominateur de BZ — 4 est 16a® , et le numérateur est
(a® — 1)3(9a® — 1). On ajoute la condition que 9a? — 1 est premier & n, c’est la condition qui dit
que la courbe elliptique n’a pas de point double (rappel: on a déja supposé que a et a® — 1 étaient
premiers & n).

Il S’agit maintenant de trouver une condition initiale pour Py. On choisit par exemple z = 3a/4.
C’est une quantité non nulle. Pour qu’il existe y il faut que Az(z% 4+ Bz + 1) soit un carré. En
développant, on voit que 9 — 6a? doit étre un carré. On trouve que a = 6r/(r? + 6) convient.
Cette formule magique peut &tre obtenue de la fagon suivante: on dit que 9 — 6a? est le carré de
3(1 — 12/u). Tout nombre rationnel peut s’écrire sous cette forme. En développant, on voit que
©+ 6 = (au/9)2. On prend donc 7 = au/9, et on en déduit a.

Algorithme 34. (Lenstra) Toutes les variables et paramétres sont des entiers, sauf A, X et Z
qui sont des tableaux d’entiers. On notera parfois A la valeur du tableau A en position . Le but
est de factoriser n, qui est un argument implicite de toutes les procédures.

Procédure elliptic_.add. Paramétres ag, a, by, b,, ¢z, c,. [Implémente I’équation 10]
1. Poser t1 = (az — a2)(bs + b2), t2 = (az + a,)(bs — b,).
2. Réduire t1, to modulo n.
3. Calculer dy = c,(t1 +t2)?, d, = c(t1 — t2)%.
4. Réduire dy et d, modulo n.
5

. Rendre d, et d,.

Procédure elliptic_ double. Arguments a,, a,, A. [Implémente 1’'équation 9; la variable A con-
tient la quantité notée B’ dans I’équation.]

Poser ty = (a, + az)z, ty = (ag — az)z.
Réduire t, et to modulo n.
Poser Ay = t1t27 Ay = (tl — tg) * (A* (tl — tg) +t2).

Réduire a, et a, modulo n.

g ek W

Rendre a, et a,.
Procédure elliptic.mul. Paramétres N, M, a,, a, et A.

Poser by, = ¢, = ay, by, = c, = a,.
Poser N=N - M.
Appeler elliptic_double sur a,, a, et A.
Si N > M, mettre le résultat dans a, et a,, sinon dans b, et b,.
Si N > M poser N =N — M, sinon M =M — N.
Tant que M # 0
6.1. Appeler elliptic_add sur ay, a,, by, by, ¢z, c,. Résultat d,, d,.

S Tk W
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6.2. Si N > M remplacer ¢, ¢, par ay, a,, €t az, a, par dg, d,.
6.3. Sinon remplacer ¢y, ¢, par by, by, et by, b, par dy, d,.

6.4. Si N > M, remplacer N par N — M, sinon M par M — N.

7. Rendre a, et a,.
Procédure elliptic_power. Argumentsa,, a,, A, P, s, B;.

1. Poser p=P.
2. Tant que p < B,

2.1. Appeler elliptic_mul sur P, s, a;, a, et A.
2.2. Remplacer p par pP.

3. Rendre a,, a,.
Macro lenstra_main. Arguments s, p, C, By. [Si un facteur de n a été trouvé, on sort de la
procédure principale.]
1. Soit S, la partie entiére de sp, f = 1.
2. Pour0<i< C
2.1. Soita, = X;, a, = Z; et A = A;.
2.2. Appeler elliptic_power sur az, a,, A, p, Sp et B;.
2.3. Remplacer f par le reste de la division par n de fa,.
3. Remplacer f par le pgcd entre f et n.
4. Si f # 1, fin de la fonction, f est un facteur de n.
5. Sinon remplacer p par nextprime(p).

Macro lenstra_par. Argument i [Calcule les parametres de courbe en position ¢; avec de la
chance, on factorise n.]

1. Poser a = 0.

2. Poser b = a.

3. Choisir un nombre aléatoire v entre 0 et n — 1.

4. Soit D =12 +6.

5. Soit G le pged de D et n.

6. SiG# 1 et G #n, fin de la procédure, G est un facteur de n.

7. SiG =1, poser a = 6r/D mod n [Bezout]

8. Si G =n, ou si le a qu’on vient de calculer est égal 4 b, aller en 2.

9. Soit b le pged de n et a(a® — 1)(9a* — 1).

10. Sib = n, calculer le pgcd entren et a,a—1, a+1, 3a—1, 3a+1. Si on trouve un facteur

non trivial, fin de la procédure, on a un facteur de n, sinon aller en 2.. Si b # 1, fin de
la procédure, b est un facteur de n.

11. Poser b = ((—3a* — 6a® + 1)/(4a®) + 2)/4 mod n [Bezout].
12. Mettre b dans A;, 1 dans Z; et 3a/4 mod n dans X;.
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Procédure Lenstra. Argument n [trouve un facteur non trivial de n, ou échoue et rend 0]

Soit By = 10, C' = 30. [d’autres valeurs sont possibles]
Soient A, X, Z trois vecteurs de taille C.

Pour i entre 0 et C — 1, appeler lenstra_par(s).

Poser p =2, s = 0.618... [inverse du nombre d’or].

Tant que p < By, appeler lenstra_main sur s, p, By et C.
Rendre 0.

S gR WK
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