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Résumé :
Construire un mailleur anisotrope de type Delaunay nécessite le développement
d’un algorithme d’insertion de points en anisotrope dans une triangulation. Ce pa-
pier décrit cette méthode et donne, au travers de quelques exemples, les premières
conclusions sur l’efficacité de la méthode tant au regard de son coût que du respect
de l’anisotropie. On indique ensuite comment cet inserteur de points trouve sa place
dans un mailleur général.
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First experiments about automatic mesh generation of
anisotropic meshes in three dimensions

Abstract:
A Delaunay type anisotropic point insertion method is a key ingredient to develop-
ping a mesh generator suitable for anisotropic cases. This paper describes such a
point insertion method and, by means of a number of examples, reports some pre-
liminary features of such a method, both in terms of CPU effort and capabilities to
achieve a given anisotropy. Then, we discuss how to use this method to developping
a automatic anisotropic mesh generator.

Key-words: Triangulation, Anisotropic Triangulation, Delaunay, Mesh Genera-
tion, Adaptation.
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4 P.L. George et H. Borouchaki

1 Introduction

La construction de maillages anisotropes est nécessaire dans un grand nombre
de problèmes où la solution présente des propriétés directionnelles accentuées. Dans
cet esprit, on peut penser à certains problèmes en mécanique des fluides où existent
des couches limites et des zones présentant des chocs fortement directionnels. Le
recours à un maillage anisotrope permet alors, tout en minimisant de manière im-
portante (selon la nature et la localité de l’anisotropie) le nombre d’éléments, de
capter correctement la solution du problème étudié.

En deux dimensions, la construction de maillages anisotropes peut se faire re-
lativement simplement en utilisant des techniques d’optimisation de maillages. En
particulier, l’utilisation de bascules d’arêtes, la suppression d’arêtes par fusion de
leurs extrémités et le bougé de points, [11], permet de rendre anisotrope un maillage
donné.

Il existe également quelques méthodes par reconstruction complète. Par exemple,
[3] décrit une méthode de type Delaunay anisotrope largement validée sur des cas
concrets.

En trois dimensions, l’optimisation est nettement plus délicate à mettre en œuvre
et ne permet que des taux d’anisotropie relativement peu élevés, [13]. De plus, le
coût d’une méthode par optimisation est, de fait, loin d’être négligeable, [13]. Par
suite, la construction directe de maillages anisotropes est une solution a priori tout
à fait attractive tant pour obtenir des taux d’étirement élevés que pour maintenir
des coûts raisonables. Notre but est, accesoirement, de montrer qu’un remaillage
“complet” est moins couteux que les techniques par modifications locales.

Ce papier regarde donc la première étape vers la construction d’un mailleur ani-
sotrope, à savoir l’insertion d’un point dans une triangulation dans un tel contexte.
Il est à noter que la méthode retenue est de type Delaunay et qu’il ne semble pas
exister, à ce jour, de solution de ce type dans les mailleurs existants bien qu’une
méthode de ce type ait été décrite dans [10] il y a quelques années déjà. Les seuls
exemples de construction de maillages anisotropes sont en effet obtenus en utilisant
une approche frontale adaptée à ce contexte, ou via une technique plus ludique, dite
de “bubble packing”, [14], utilisée sans but de calculs évidents.

INRIA
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2 Insertion anisotrope dans une triangulation

On regarde ici comment insérer un point dans une triangulation anisotrope. Il
s’agit en effet d’une étape obligée pour concevoir un mailleur anisotrope.

2.1 Rappel sur la construction d’une cavité en isotrope

Afin de comprendre la problématique en anisotrope et pour préciser les notations
utilisées, nous revenons sur le cas isotrope. La méthode d’insertion d’un point dans
une triangulation est l’ingrédient de base des mailleurs de type Delaunay. Cette
insertion se fait via une procédure, le noyau de Delaunay, qui elle même utilise un
prédicat, la mesure de Delaunay. Le noyau de Delaunay met en jeu deux ensembles
particuliers, une cavité et une boule, qui seront explicités dans la suite.

2.1.1 Le noyau de Delaunay

Si
���

est une triangulation (isotrope) s’appuyant sur les � premiers points d’un
nuage donné, le noyau de Delaunay, qui s’écrit de manière formelle comme

�������	�
������
������	���
(1)

permet de trouver la triangulation
�������

qui résulte de l’insertion du point suivant
du nuage, le point � . Dans cette expression


��
représente la cavité et

���
désigne

la boule du point � à insérer. Sans perte de généralité, on suppose que � est in-
clus dans

���
, la triangulation actuelle. Cette triangulation

���
(supposée construite

de la même manière) permet ainsi, en insérant le point � (alias � ����� ), d’obtenir la
triangulation

�������
qui, ainsi, possède un sommet de plus.

– la cavité de � correspond à l’ensemble (l’union) des éléments de
���

dont la
boule circonscrite contient le point � ,

– la boule de � est l’ensemble des éléments formés en joignant � aux faces
externes (arêtes en deux dimensions) de la cavité définie ci-dessus.

Le résultat important et directement utilisable est que la cavité, construite de la
sorte, est étoilée par rapport au point � . Du point de vue pratique, la définition de
la cavité invoquée fait appel à la mesure de Delaunay (voir plus bas).

RT n° 0272
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Remarque : Le mot boule est utilisé dans deux acceptions différentes. La boule
d’un point est le polyèdre formé par l’union des tétraèdres ayant ce point comme
sommet. La boule d’un tétraèdre est le volume délimité par sa sphère circonscrite.

2.1.2 La mesure de Delaunay

Pour trouver la cavité associée au point � à insérer, il est nécessaire de trou-
ver les tétraèdres dont la boule circonscrite contient ce point. Ce sont en effet les
tétraèdres qui violent le critère de Delaunay. La méthode utilisée repose sur la com-
paraison de la distance de � au centre de cette boule avec le rayon de cette dernière.

On calcule donc le centre de la boule du tétraèdre � examiné. Soient donc � � ,
� ��� ��� , les 4 sommets de cet élément. On note � � ��� � �	� � les coordonnées du point
� � . Le point 
�� , de coordonnées 
�
 � 
�� � 
�� , centre de cette boule, est solution du
système � � � � 
�
���� � � � � � 
������ � � � � � 
������ �� � ��� 
�
���� � � � ��� 
������ � � � � � 
������ (2)

pour � �����	����� . Un simple calcul indique, en notant (pour � ����������� )
� � � � � � � ��� � � �� � � � � � � ���!� � �� � � � � � � ���"� � �# � ��� � � �� �$� �� �%� �� � � � � � � �$� �� �$� �� � �

que l’on est conduit à résoudre le système matriciel&'
( �

� � � � � � � �� �*)+� �*),� �*)� �.-,� �.-/� �.-
0�1
2
&'
( 
�

��
��

0�1
2 �

&'
(
# � �# �*)# �.-
0�1
2 �

(3)

dont la solution est


�
 � # � �
� � �*)3� �.- �!� �.-3� �*) � � # �*) � � � � � �.- �!� � � � �.- �� # �.- � � � � � �*) �"� � � � �*) �
�� � # � �
� � �*) � �.- �4� �.- � �*) � � # �*) � � � � � �.- �4� � � � �.- �

INRIA
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� # �.- � � � � � �*) � � � � � �*) �
�� � # � �
� � �*) � �.- � � �.- � �*) � � # �*) � � � � � �.- � � � � � �.- �� # �.- � � � � � �*)��!� � � � �*) �

qu’il convient de diviser par le déterminant,
�����

, de la matrice
� ��� � � ci-dessus

pour avoir la solution cherchée. Ainsi, on a :


�
 � 
�
����� 
�� � 
������� 
�� � 
�������	�
Le rayon, 
 � , s’obtient alors simplement en calculant la distance d’un point, par
exemple � � , le premier sommet de � , à ce centre :


 � � # ��� � � � � � 
 � �
�
Ces calculs étant faits, un point � est interne à (ou sur) la boule de centre 
 � et

de rayon 
 � si on a : # ��� � � � � 
 � ����
 ��� (4)

On définit ainsi la mesure de Delaunay de � pour � , �
� � � � � , comme la valeur

�
� � � � � � # ��� �

�
� � 
 � �

 � �

où 
 � est le rayon de l’élément � , 
�� le centre de sa boule. Alors, l’élément � est
dans la cavité de � si :

�
� � � � ��� � � (5)

En résumé, �
� � � � � permet, selon sa valeur, de savoir si l’élément � doit être mis

dans la cavité de � ou non.

2.1.3 Insertion d’un point

L’insertion d’un point dans une triangulation suit un schéma qui comprend :

– la localisation du point afin de trouver le (les) tétraèdre(s) de la triangulation
actuelle le contenant,

– la construction de la cavité du point en utilisant la mesure ci-dessus,

RT n° 0272



8 P.L. George et H. Borouchaki

– une correction éventuelle de cette cavité (afin de garantir la propriété d’étoi-
lement), cette méthode de correction a été décrite et utilisée auparavant, [?].

– le remaillage de cette cavité (corrigée le cas échéant) par la boule corres-
pondante. Les éléments de la cavité sont détruits et remplacés par ceux de
la boule de � . Cette boule est formée de l’ensemble des tétraèdres ayant �
comme sommet et dont la face opposée à � est une face externe de la cavité
de � .

2.2 Construction d’une cavité en anisotrope

Le cas anisotrope, l’insertion d’un point, suit formellement le même schéma
que dans le cas isotrope rappelé ci-dessus. La différence fondamentale réside dans
la prise en compte de la métrique du problème considéré pour calculer les longueurs
intervenant dans les différents calculs nécessaires.

2.2.1 Le noyau de Delaunay

Le noyau de Delaunay classique reste valide, toutefois la phase de correction est
ici strictement nécessaire (et non plus pour des problèmes de précision numérique
seulement).

2.2.2 Les mesures de Delaunay

L’idée est de remplacer les distances euclidiennes utilisées ci-dessus par les lon-
gueurs calculées dans la métrique du problème. Le cas où la métrique varie conduit
à un problème non linéaire dont la solution n’est pas calculable. Par suite, on va
fixer la métrique en un point. Soit � un point quelconque (pour l’instant) et soit���

la métrique en ce point. En pratique cette métrique se traduit par une matrice� � � � � symétrique définie positive de la forme

��� �
&'
(
� � � � � � � �*)
� � � � � � � � )� �*) � � ) � ) )

0�1
2 �

(6)

où, de fait � ��� � � ��� � � � , i.e., la matrice dépend de la position. Cette matrice
contient les informations relatives aux tailles et directions désirées.

INRIA
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Le système (2) qui s’écrivait, dans le cadre isotrope comme :# ��� � � � � � 
 � � # ��� � � � � � 
 � � # ��� �
�
� ) � 
 � � # ��� � � � - � 
 �

s’écrit maintenant comme

����� � � � � 
 � � ����� � � � � 
 � � ����� � � ) � 
 � � ����� � � - � 
 � � (7)

avec, ��� étant un vecteur quelconque,

����� � � � � � �	� 
 ����
� ��� ������ �

qui est la forme simplifiée de la formule générale dans laquelle la métrique varie
(ici, elle est en effet fixée en � ). Cette expression permet de calculer la longueur de�
� dans la métrique

� �
.

La distance (au carré) de � � à 
 � qui était, en isotrope,� � � � 
�
���� � � � � � 
������ � � � � � 
������
s’écrit maintenant :

� � � � � � � 
�
 ��� � � � � �
� � � � 
�
�� � � � � 
���� �%� � �*) � � � � 
�
�� � � � � 
����

� � � �
� � � � 
�� � � � � � � )

� � � � 
���� � � � � 
����
� � ) ) � � � � 
������ (8)

En notant, pour � � ���	����� ,

� � � � � � � � � � � ��� � � � � � � �
� � ���!� � � � � �*) � � � �!� � � �� � � � � � � � �

� � ���4� � � � � � �
� � ��� � � � � � � )

� � � �!� � � �� � � � � � � ) ) � � ���"� � � � � �*) � � � � � � � � � � )
� � ���!� � � �# � ��� � � � � �� � � � � � �� � � ) )�� �� � � � � � � � � � � � � �*) � � � ��� � � � )	� � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � ) )�� �� � � � � � � ��� � � � � �*) � � � � � � � � )	� ��� � � �

on retrouve formellement le même système que dans le cas isotrope. Le point
 � , noté ici 
 � car il dépend du choix de la métrique en � , prend donc la même

RT n° 0272



10 P.L. George et H. Borouchaki

forme que ci-dessus tout comme le rayon 
�� � 
 � qui est la longueur dans la
métrique du vecteur � � 
 � , sous réserve de remplacer les � � � et les

# � �
par les valeurs

indiquées ci-dessus et de prendre le déterminant associé.

À partir de ces résultats on peut définir différentes mesures de Delaunay. La plus
simple consiste à fixer � � � , c’est-à-dire à ne tenir compte que de la métrique en
� , le point en cours d’insertion, et on a :

�
� � � � � ��� � � � (9)

Une autre mesure consiste à prendre cette même relation mais en la considérant
avec une métrique moyenne

� ��� � définie comme

� ��� � � � � ��� � � ��� � (10)

Une mesure plus riche est la suivante :

�
� � � � � �	� � ���
��
� - � � � � � � ��� � ��� � (11)

Cette mesure fait intervenir, outre � , les
�

sommets du tétraèdre examiné. C’est
cette mesure qui, actuellement, est utilisée dans le code développé.

Enfin, une mesure plus précise est

�
� � � � � ��� � ���
��
� -�� � � � � � � � �	� � � � � ���
��
� -�� � � (12)

où � � est un coefficient de pondération à choisir. Cette mesure reste à analyser de
manière plus fine afin de définir les poids et de déterminer si, malgré son surcoût,
elle est plus efficace que la précédente.

2.2.3 Insertion d’un point

L’insertion d’un point suit le schéma classique compte tenu des résultats obte-
nus ci-dessus (calculs dans la métrique). Toutefois, l’algorithme de correction est
ici strictement nécessaire. Par ailleurs, compte tenu de la frontière, l’insertion est
contrainte afin de préserver les entités de cette frontière.

INRIA
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3 Vers un mailleur anisotrope automatique

Ce qui précède, la triangulation anisotrope, est l’un des composants indispen-
sable à la conception d’un mailleur anisotrope.

3.1 Construction d’un filtre anisotrope

Le contexte d’utilisation d’un mailleur anisotrope est à l’évidence une boucle de
constructions de maillage dans laquelle, à chaque étape, on dispose d’un maillage
de fond (le maillage de l’itéré précédent), une métrique définie aux sommets de
ce maillage et une surface maillée définissant le domaine en cours de maillage (on
suppose que ce maillage de surface suit 1 le champ de métrique).

Il est clair que plus le nouveau maillage hérite de l’ancien et plus le processus
est intéressant. En effet, on aura immédiatement un gain en éfficacité (temps CPU
de construction) et une minimisation des erreurs d’interpolation (lors du transfert
de la solution de l’ancien maillage sur le nouveau).

Il faut donc définir un moyen de recycler dans le nouveau maillage un maxi-
mum de points de l’ancien (le maillage de fond). Pour ce faire, il est nécessaire de
trouver, parmi les points du maillage de fond, ceux qui sont conforme vis à vis de
la métrique.

À cet effet on construit un filtre anisotrope. La technique retenue est celle du
bucket. Elle comprend plusieurs étapes :

– on construit une boîte englobant le maillage (ici le maillage de fond) à filtrer,

– on subdivise cette boîte en cubes uniformes,

– on insère les points du maillage de fond dans ces cubes ou cases. Pour ce
faire, on regarde dans quelle case tombe le point à examiner et

– si la case est vide, on code le point dans cette case,

– sinon, on lie le point au dernier point présent dans la case.

La structure de filtre étant construite, on va l’utiliser pour filtrer les points. Ceci
consiste à considérer les points un à un et, pour chacun :

– trouver dans quelle case il tombe,

– calculer, via la métrique, le nombre de cases en � , � et
�

qu’il faut examiner,

1. Si ce n’est pas le cas, les résultats obtenus seront, a priori, moins bons.

RT n° 0272



12 P.L. George et H. Borouchaki

– examiner ces cases, détecter la présence d’un point (autre), calculer la dis-
tance entre les deux points en présence, le point examiné et le point trouvé
dans un certain voisinage, la distance étant évaluée dans la métrique et ne
retenir que les points qui ne sont pas en collision (pour la métrique) avec
d’autres points.

On dispose alors, parmi les sommets du maillage analysé, de la liste de ceux que
l’on peut insérer dans le maillage actuel.

Pour réduire le coût du filtre, il faut identifier les cases pertinentes pour l’ana-
lyse. Pour ce faire, on considère la matrice&'

(
� � � � � � � �*)
� � � � � � � � )� �*) � � ) � ) )

0�1
2 (13)

instanciée en � , le point analysé. On note
�����

son déterminant et � ��� 
 � � ���3� � � ��� �
les cofacteurs relatifs à sa première ligne. Un calcul (voir plus bas) montre que, si
on pose :

� 
 �
� � ��� 
����� �

� � �
� � ��� ������ et

� � �
� � ��� ������ �

on a

����
 � � 
� 

et des expressions analogues en

�
et
�
, expressions dans lesquelles

� 
 (resp,
� � et� � ) sont les dimensions d’une case en � (resp.

�
et
�
). Par suite, si � désigne l’indice

de la case où se trouve le point � , les cases à analyser sont celles dont les indices
varient de � � �	��
 à � � �	��
 . De même, on trouve les indices en 
 et � et, ainsi, on a
l’ensemble les cases à examiner.

Notons que ce calcul revient à déterminer la boîte englobant l’ellipsoïde associée
à la métrique. Autrement dit, il s’agit de trouver les extrema (en � , � et

�
) de cette
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surface. Pour ce faire, on considère la fonction � de � ��� et
�

associée à la métrique

� � � � � ���
&'
(
� � � � � � � �*)
� � � � � � � � )� �*) � � ) � ) )

0�1
2
&'
( � � �
0�1
2 (14)

et la fonction � � � . On cherche alors les extrema de � sur � � � . Ceci revient à
dire que les gradients de ces deux fonctions sont parallèles et conduit à résoudre un
simple système dont les solutions sont

� 
 et
� � 
 . Le même raisonnement est ensuite

fait avec � � � et � � � donnant ainsi les six extrema cherchés.
Plus précisément, l’équation implicite � de l’ellipsoïde unité représentant la

métrique
�

s’écrit comme :

� ��� � � 
 � � � � � �	� � (15)

La normale à cette surface est donnée par :

 � ��� � � � � �

� (16)

La boîte englobante d’axe parallèle aux axes des coordonnées peut être déterminée
à partir des points de la surface � en lesquels le gradient


 � est parallèle aux axes
des coordonnées, c’est-à-dire :


 � ��� � ���
� � 
 � ��� � ���
� � � � ��� ) ���
� � � � (17)

où
� 
 � � � � � � est la base naturelle de � ) . En posant

� ��� � � � ��� � �	� � � , on obtient

 � ��� � ���
� � 
 � � � �	� 
 ��� ������� �

d’où � ��� � � ��� 
� ��� �

mais comme

 � � � � � � � ���

, on a � �	� �� , il en résulte alors :

� � � �����
� ��� 
 et � � �

� � ���3
����� �

où � � représente la moitié de la largeur de la boîte cherchée, la valeur notée
� 
 plus

haut. Le même raisonnement permet de trouver les autres paramètres de cette boîte.
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3.2 Longueur, volume et qualité

La manière la plus simple pour calculer la longueur d’un vecteur
�

dans un
champ de métriques est de fixer ce dernier (i.e., prendre sa valeur en un point � ) et
de remplacer��� � ��� � ��� � � ���

p � 

��� � ��� �� � � � � � � � � �	�

�
Toutefois comme

�
peut varier sur

�
, un calcul plus précis est, en général, né-

cessaire. Le calcul exact nécessite en effet une intégration. Pour simplifier on va
remplacer cette intégration par une quadrature, la formule de Simpson classique a
été choisie ici. Si

� � �
� , on approche

��� � ��� �
par�


 �
��� � ��� ����
�� �

��� � ��� ������� � � ��� � ��� ���������� � � �
en supposant que

� � 
 � �� � est l’interpolée de la métrique au milieu de ��� .

Le volume � � d’un tétraèdre, pour une métrique
�

fixée, s’écrit simplement

� � � � ����� � � ��� �

où � désigne le volume classique de l’élément. Cette relation a été établie dans [10]
pour le cas des surfaces et montrée dans [12] dans son application aux volumes. En
général, trouver le volume dans la métrique nécessite encore une intégration a priori
lourde puisque l’expression ci-dessus n’a de sens que si la métrique est supposée
constante par élément. Pour éviter un tel calcul, on considère une valeur approchée
qui consiste alors à prendre la métrique constante par élément (par exemple en pre-
nant une moyenne des métriques aux 4 sommets du tétraèdre).

Une mesure de la qualité d’un élément � dans un champ de métriques est don-
née en choisissant l’une des mesures classiques se prêtant bien à une extension au
cas anisotrope. La mesure retenue est

� � � �
� ) �
� � (18)

où
� � � � � ��
��"! �� avec ! � la longueur du côté � du tétraèdre et � �$# )� � � � � � � �&%
� �'%"%

est le coefficient de normalisation assurant une qualité de
�

au tétraèdre régulier.
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Dans le cas anisotrope, on approche
� � par cette mesure en calculant les ! �

comme ci-dessus et en calculant le volume dans la métrique comme ci-dessus. No-
tons que l’on a ici une valeur approchée (mais peu coûteuse en temps de calcul) de
la qualité cherchée.

4 Premières expériences de validation

On décrit le contexte retenu pour effectuer les validations de la méthode d’in-
sertion puis on regarde deux cas particuliers avant de discuter du cas général.

4.1 Le contexte des expériences de validation

Description des tests. Afin de construire des tests significatifs et compte tenu que
nous ne disposons,à ce jour, que d’un inserteur de points, nous allons procéder de
la façon suivante :

– on maille finement et de manière classique un domaine, [9],
– ce maillage sert de maillage de fond et sa métrique (les tailles et directions en

ses sommets) est utilisée pour construire une métrique anisotrope (voir plus
bas, les trois situations envisagées, reproduction d’un cas isotrope, métrique
uniforme alignée sur les axes puis quelques cas plus généraux),

– on considère le maillage de surface du domaine et on filtre les points du
maillage de fond (selon la métrique anisotrope). De cette manière on dispose
d’un nuage de points.

– on insère ces points, on traite la frontière et on obtient le maillage résultat.
On peut ainsi facilement définir autant de tests que voulus et faire varier simplement
la taille (en nombre d’éléments) des résultats attendus en jouant sur la nature de la
métrique.

Mesure de l’adéquation du maillage construit vis à vis de la métrique. Appré-
cier le maillage produit se fait en utilisant un indice d’efficacité. Cet indice mesure
l’écart entre la longueur des arêtes du maillage et la valeur spécifiée par la métrique.

�
� � �

��� ��
�� � ��
� � (19)
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avec
� �	� � � � �

si
� � � �

ou
� ����� � �

� � si
� � � � � Dans cette expression,

� �
est la

longueur de l’arête � dans la métrique. Une valeur proche de 1. est la cible.
La sensibilité de cette indice est indiquée dans le Tableau 1.

�
100 20 10 5 3 2 � � 1.3 1.2 1.1 1� 0.019 0.097 0.19 0.36 0.51 0.75 0.91 .9467 .9722 .9917 1.

TAB. 1 – Sensibilité de l’indice d’efficacité.

Par ailleurs, la qualité des tétraèdres (comme décrite ci-dessus) est un autre élé-
ment d’appréciation des résultats.

4.2 Reproduire un cas isotrope

La matrice de la métrique est ici diagonale et ses coefficients diagonaux sont
identiques. Elle s’écrit :

&'
(
�

� � � � � �� � �
� � � �� � � � �

� �
0�1
2 � (20)

Une longueur
�

est attendue dans toutes les directions.

Le moins que l’on puisse demander à la méthode anisotrope est qu’elle repro-
duise les cas isotropes lorsque sa métrique se réduit à de tels cas. Deux exemples de
cette situation particulière ont été traités. Les Figures 1 et 2 montrent, via une coupe
(les visualisations et coupes sont réalisées par le code Medit, [5]), la comparai-
son entre le maillage isotrope et le maillage anisotrope correspondant de ces deux
exemples. L’adéquation est évidente. Les statistiques sur les résultats confirment ce
jugement. Le nombre d’éléments (autour de

� � �
�
� pour le premier exemple et de� �
� �
�
�
pour le second) est quasiment identique, la qualité des tétraèdres présente la

même répartition (histogramme), les indices d’efficacité sont très comparables (de
l’ordre de

� ��� 
 ). La différence fondamentale est le coût. Le maillage isotrope clas-
sique est en effet construit en

� � � 
 sec (resp.
� � �"% sec.) tandis que son homologue

anisotrope demande
� � � 
 sec (resp. � � % � sec.).
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FIG. 1 – À gauche, maillage isotrope (uniforme) d’un domaine convexe (délimité
par une sphère) et, à droite, maillage “anisotrope” (avec un champ rendu artificiel-
lement isotrope) du même domaine. À gauche,

� � �
� �
éléments, temps de construc-

tion ��� � sec., à droite
� � �"%&%

éléments et
� � � 
 sec.
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FIG. 2 – À gauche, maillage isotrope d’un domaine non convexe (espace délimité
par une sphère à l’exterieur et un avion complet au centre) et, à droite, maillage
“anisotrope” (avec un champ rendu artificiellement isotrope) du même domaine. À
gauche,

% � % ��� éléments, temps de construction
� ��� � sec., à droite

% 
 
 � � éléments
et � � � � sec.
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Ces deux exemples semblent confirmer que la méthode anisotrope reproduit
correctement les résultats de la méthode isotrope et, ce, en des temps 2 qui restent
compétitifs.

4.3 Métrique uniforme alignée sur les axes

La matrice de la métrique est ici diagonale mais ses coefficients diagonaux ne
sont pas identiques. &'

(
�
� � � � � � � �� � �

� � � � � �� � � � �
� � � �

0�1
2 � (21)

Une longueur � �
est attendue dans la direction de l’axe des � , � �

en
�

et � � en
�

.

Pour obtenir une série de tests, nous procédons comme ci-dessus. Un maillage
classique fin et sa métrique (isotrope) sont utilisés. Ce maillage sert de maillage
de fond. Sa métrique est transformée en une métrique anisotrope (diagonale) et en
faisant varier les coefficients � , � et � , on simule différentes situations (à noter que
dans ces exemples, la métrique anisotrope est uniforme). Les Figures 3 à 7 donnent,
via des coupes, des vues des maillages construits selon certaines valeurs de ces
paramètres. Le Tableau 2 reporte les statistiques correspondantes.

Les résultats (nombre d’éléments, � � , indice � et temps, � ��� ) sont compa-
rables, les trois orientations différentes conduisent à des maillages relativement
“identiques” suivant la direction demandée.

Il est clair que l’indice d’efficacité sera amélioré lorsque la totalité du mailleur
sera disponible (points internes et optimisation). Remarquons que cet indice dimi-
nue quand il y a des arêtes trop courtes qui, bien que conduisant à un maillage
inutilement plus gros (en nombre d’éléments), restent acceptables au regard de la
métrique.

Les étirements vont, dans ces exemples de
� � à � � . Un exemple avec une valeur

à
� �
� � a été testé sans problème. Obtenir des valeurs supérieures reste à faire (et ne

2. Les temps reportés par la suite incluent la lecture des données, l’écriture des résultats, le coût
du filtre, le calcul de l’indice d’efficacité et de la qualité tout comme la construction de la cor-
respondance entre les points du maillage résultat et l’élément du maillage de fond les contenant
(information utile pour interpoler la solution entre le maillage de fond et le maillage actuel comme
nécessaire dans un calcul adaptatif).

RT n° 0272
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FIG. 3 – À gauche, maillage isotrope d’un domaine convexe (délimité par une
sphère) et, à droite, maillage “anisotrope” pour � � � , � � � � et � � � � du même
domaine.

- � � � � � � Figure
� � � � � � � ��� � � � � � � � � Fig. 3 (droite)
� � � � � � 
 � � � � � � � � � � Fig. 4 (gauche)
� � � � � � � 
&
 � � � � � � �
� Fig. 4 (droite)

� � � � � � � � � � � � � � � � 
 Fig. 5 (gauche)
� � � � � � � � % � % 
 % � � � 
 Fig. 5 (droite)

� � � � � � %
�
� � � � � � � �'% Fig. 6 (gauche)
� � � � � � � � � � %&% � � � % 
 Fig. 6 (droite)

TAB. 2 – Statistiques sur les exemples présentés dans le cas d’une métrique alignée
sur les axes.
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FIG. 4 – À gauche, maillage anisotrope du même domaine pour � � � , � ��� � et
� � � � , à droite, � � � � �

FIG. 5 – À gauche, maillage anisotrope du même domaine pour � ��� , � ��� � et
� � � � , à droite, � � � � �

RT n° 0272
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FIG. 6 – À gauche, maillage anisotrope du même domaine pour � ��� , � � � � et
� � � � , à droite, � � � � �
peut pas être testé actuellement avec la façon dont on a construit ces problèmes de
test particuliers).

Les temps restent raisonables et permettent de penser que le coût du mailleur
complet restera, lui aussi, compétitif.

4.4 Quelques instanciations du cas général

La matrice de la métrique est ici quelconque (tout en étant symétrique et définie
positive).

&'
(
� � � � � � � �*)
� � � � � � � � )� �*) � � ) � ) )

0�1
2 (22)
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FIG. 7 – À gauche, maillage anisotrope � � � � , � � � � et � � � � , � � � % 
 � � ,
�
� ��� � , � � � � � � 
 � . À droite, � � � � , � � � � et � � 
 � , � � � � � � � � , �

� � % � ,
� � � � � � % � .

RT n° 0272



24 P.L. George et H. Borouchaki

Notons que cette métrique s’écrit également sous la forme

�

&''
(
�
� � � � � � �� � �

� �� � �� � � � �
� ��

0�11
2 
 �

(23)

où
�

est une matrice orthogonale qui indique les directions de l’anisotropie tandis
que

� �
indique la longueur attendue dans la direction � , ces valeurs dépendant de la

position.

Les tests effectués ont été construits de la manière suivante :
– on considère une sphère maillée finement (et uniformément) qui servira de

maillage de fond,
– on construit une métrique anisotrope via une fonction analytique variant se-

lon la position. Cette métrique est discrète au sens où elle est calculée aux
sommets du maillage initial,

– on considère le maillage de la surface du domaine qui, par construction du
champ, suit la métrique (le remmaileur [4] serait à utiliser pour assurer ce
respect si tel n’etait pas le cas),

– on prend le maillage de fond, sa métrique et la surface maillée et on utilise la
méthode décrite pour construire le maillage résultat correspondant.

Deux exemples ont été construits en choisissant deux fonctions de définition de
la métrique anisotrope.

Le premier exemple utilise la fonction � � définie par :

� � �
&'
(
� � � � � � � �*)
� � � � � � � � )� �*) � � ) � ) )

0�1
2 (24)

avec
� � ��� �� � � � � � � # � � # ��� �
� � � �

�� � � � � � � # � � # � � �
� ) ) � �� � � � � � � # � � # ��� �
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� � � � � �*) � � � ) � � �
où
#

est la distance au centre du point courant. Les valeurs des coefficients � � � et �
sont respectivement � � � , � � � et

� � La valeur de
�

ets constante et correspondant à la
distance entre deux points de la surface. On obtient ainsi une métrique non uniforme
qui, dans ce premier exemple, reste alignée sur les axes. De par les choix pris, la
métrique est consistante avec le maillage de la surface du domaine (où

# � �
et par

suite la taille souhaitée est justement
�

). Le maillage résultat (dont une coupe est
l’objet de la Figure 8, à gauche) a comme caractéristiques :

� � � � ��� Figure
� � � � � ��� 
 � � � � � Fig. 8 (gauche)

Tableau 3: Statistiques pour l’exemple où la métrique définie analytiquement est
non uniforme et alignée sur les axes.

Le second exemple repose sur la fonction � � définie par :

� � � � � � 
 � �

où
�

est une rotation (uniforme) d’angle
� 


degrés autour de l’axe des � . On a ainsi
un cas où la métrique est non uniforme et non alignée sur les axes (notons, toutefois,
que la rotation est ici uniforme). Le maillage résultat (dont une coupe est l’objet de
la Figure 8, à droite) a comme caractéristiques :

� � � � ��� Figure
� � � � 
 ��� 
 � � � � � Fig. 8 (droite)

Tableau 4: Statistiques pour l’exemple où la métrique définie analytiquement ets
non uniforme et non alignée sur les axes.

5 Conclusions et perspectives

On a développé un inserteur de points dans un cadre anisotrope. Des tests ont été
construits pour le valider dans des situations représentatives de problèmes concrets.
On a montré que l’anisotropie spécifiée était correctement captée. On a vu éga-
lement que le coût restait raisonable exhibant des vitesses de l’ordre de quelques
centaines de milliers de tétraèdres à la minute (selon la nature de la métrique).

Cet inserteur de points sera le moteur du mailleur automatique anisotrope en
cours de développement. Le schéma de ce mailleur suit celui de son homologue
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FIG. 8 – À gauche, maillage anisotrope pour une métrique analytique définie par
la fonction � � . À droite, maillage relatif à la fonction � � .

FIG. 9 – À gauche, maillage anisotrope pour une métrique analytique définie avec
une direction de type (esquisse de) couche limite au niveau de la frontière. À droite,
maillage relatif à une fonction du même type plus allongée.
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isotrope. Ainsi, il reste à développer deux points importants puisque, actuellement,
seuls certains points du maillage de fond, après filtrage, forment les points internes
et ainsi, le domaine n’est pas, en général, saturé. De plus, la taille minimale dans une
direction ne peut pas être plus petite que ce qu’impose le maillage de fond faussant
partiellemment l’analyse des résultats présents.

Parmi les points à développer, l’un a trait à la création des points internes né-
cessaires à la saturation du domaine. Ces points seront alors insérés par l’inserteur
décrit ici. L’autre a trait à l’écriture des procédures d’optimisation (bascules généra-
lisées, fusions de points (suppressions d’arêtes), bougé de points) dans un contexte
anisotrope. Pour ce faire, les critères pertinents d’appréciation de la qualité d’un
élément sont à utiliser lors d ela validation des opérations d’optimisation.

Enfin, les validations sur des cas réels où la métrique est calculée à partir du
comportement de la solution d’un problème physique sont à effectuer. Dans cet
ordre d’idée, on pourra comparer les résultats avec ceux obtenus avec un mailleur
adaptatif isotrope, [8], [1]. Le résultat escompté est une capture identique, voire
meilleure, de la physique de la solution avec un nombre d’éléments nettement plus
petit. Par suite, même un surcoût au niveau de l’étape de maillage doit conduire
à un gain appréciable au niveau global (construction des maillages et calcul des
solutions).
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