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Résumé :

On rappelle ce qu’est la bascule la plus simple en trois dimensions, a savoir la
bascule face-aréte qui est la transformation dite “2-3” qui modifie deux tétraédres
en trois tétraédres en supprimant leur face commune et en créant une aréte. On étend
cette bascule au cas anisotrope. On montre ensuite comment cette simple opération
s’applique au délicat probleme du forcage d’une frontiére dans un mailleur de type
Delaunay. On évoque également des extensions et d’autres applications.

Mots-clés : Bascule, Optimisation, Forcage de frontiére, Delaunay, Maillage ani-
sotrope.
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On a 3D anisotropic flip and its applications

Abstract:
We return to the classical “2-3” flip for a tet mesh. We extend this operation in an
anisotropic context. Then we show how this simple operator applies in the crucial

boundary enforcement step in a Delaunay based mesh generator. Possible exten-
sions and other applications are introduced.

Key-words: Flip, Optimisation, Boundary enforcement, Delaunay, Anisotropic
mesh.
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4 P.L. George

1 Introduction et Motivations

Les bascules d’arétes, en deux ou en trois dimensions, sont des opérateurs topo-
logiques qui permettent de modifier un maillage simplicial en changeant des confi-
gurations locales de deux (ou plus en trois dimensions) simplexes. La bascule la
plus simple, en deux dimensions donc, s’applique a une paire de triangles formant
un quadrilatére convexe ou I’aréte commune aux deux triangles est supprimée au
bénéfice de I’autre “diagonale” du quadrilatere. On forme ainsi deux nouveaux tri-
angles valides.

Les bascules sont utilisées essentiellement dans deux types d’applications, I’op-
timisation de maillage, [8], [1], et le forcage d’une aréte dans une triangulation de
Delaunay au cas ou cette aréte n’est pas de Delaunay, [4].

Pour I’optimisation, la bascule est gouvernée par un critére de qualité, si la qua-
lité de la configuration alternative est meilleure que celle de la configuration initiale,
la bascule est appliquée. Notons, [7], que des bascules permettent également de mo-
difier une triangulation arbitraire dans le but de la rendre Delaunay, ce qui peut étre
vu comme une application de type optimisation.

Pour un probléme de type forcage, le but de la bascule est topologique, il s’agit
de supprimer une aréte en en créant une autre. Le critere est donc a priori topol-
gique, la validation de I’opération restant basée sur le fait que la configuration alter-
native reste valide (surfaces positives, i.e., quadrilatére convexe, et/ou dégradation
éventuelle de la qualité du maillage contrélée (tout en gardant la propriété de posi-
tivité)).

Ce type de probleme, le forcage d’une aréte (et d’une face en trois dimensions),
est nécessairement présent lors de la construction du maillage d’un domaine arbi-
traire via une méthode de type Delaunay (c’est-a-dire utilisant un algorithme d’in-
sertion de points basé sur I’une ou I’autre des variantes des méthodes de construc-
tion de la triangulation de Delaunay d’un nuage de points). Si la frontiére du do-
maine (son contour discrétisé en segments (en triangles en trois dimensions)) n’est
pas a priori Delaunay admissible, alors I’insertion mécanique des extrémités de
ces arétes (faces) conduit a une triangulation dans laquelle certaines de ces arétes
(faces) ne sont pas présentes. La Figure 1 montre un exemple simple, en deux di-
mensions, ou deux arétes manquent bien que leurs extrémités soient des sommets de
la triangulation. En particulier, I’aréte A, B, manque car deux arétes A, P; et A, P,
ont été construites qui coupent le segment A, B,. Il est donc évident que I’aréte

INRIA
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Ay Ao

B,
B,

FIG. 1 - Dans cet exemple bidimensionnel tres simple, on montre les triangles inter-
sectés ou voisins de deux arétes manquantes (certains triangles de la triangulation
de I’enveloppe convexe ne sont pas dessinés). De fait, I’aréte A, B, est absente de
la triangulation bien que ses extrémités soient des sommets de celle-ci.

Ay By n’existe pas dans la triangulation de Delaunay car les arétes AP, et A, P,
existent. Ces deux arétes existent pour des raisons de proximité entre les points in-
voqués, réciproquement, I’aréte qui manque n’existe pas pour ces mémes raisons.
Cette évidence est a la base de I’idée, non moins évidente, qui va étre développée.
Que faire en effet pour casser ces relations de proximité. La réponse est si simple
qu’il est surprenant que I’on y ait pas pensé auparavant. En un mot, changeons la
notion de proximité afin de rapprocher certains points entre eux tout en éloignant
d’autres points. Ceci conduit naturellement & la notion d’anisotropie.

Cette idée peut s’appliquer a I’algorithme de triangulation lui-méme et, alors,
sous réserve de définir I’anisotropie voulue, la triangulation construite contient les
arétes voulues. Ceci pose deux difficultés non négligeables, i) définir puis dévelop-
per un algorithme de triangulation anisotrope et, ii) trouver comment construire,
localement, I’anisotropie satisfaisante (avec la question de savoir si elle existe!).
Au lieu de regarder cet aspect des choses, on va appliquer cette idée aux bascules
d’arétes qui seront utilisées lors de la phase de forcage succédant a la phase de
triangulation, toutes deux parties d’un mailleur de type Delaunay complet.

L’objet de ce papier est donc de regarder cette question et, ce, en trois dimen-
sions puisque le cas de la deux dimensions est trivial et donc sans réel intérét. Par
la suite, on rappelle ce qu’est la bascule “2-3”, on en donne I’extension anisotrope
puis, sachant comment marche une méthode de forcage en trois dimensions, on
montre comment cette bascule anisotrope s’applique en exhibant, en particulier,

RT n°® 0273



6 P.L. George

la métrique anisotrope relative a I’aréte concernée. On donne quelques exemples
d’applications permettant de valider I’idée puis, pour finir, on indique quelques ex-
tensions possibles.

2 Rappel sur la bascule “2-3”

La bascule “2-3” porte sur la configuration formée par deux tétraedres parta-
geant une face. Si le polyedre ainsi défini est convexe, il existe une configuration
alternative formée de trois tétraedres qui recouvre exactement le méme volume,
Figure 2. La situation initiale est :

K1 = [MlMQMga]

KQ = [,BMlMQMg]

M M3 M M;3

B B

FIG. 2 — Le polyedre formé par les deux tétraédres M MyMso et BM Mo M3, a
droite, est convexe et peut étre remaillé au moyen des trois tétraedres M;afMs,
Mya 3 Ms et M35 M visibles a gauche.

La situation finale est:
Kf = [Mlﬁ(l/Mg]

Ky = [MyfalMsy]
K; - [Mg,@O,/Ml].

INRIA



bascule anisotrope en trois dimensions 7

Autrement dit, on obtient une coquille? de trois éléments. Notons que cette trans-
formation, du seul point de vue topologique, supprime une face et construit une
aréte.

La validation de cette transformation se fait en vérifiant que le volume des trois
tétraedres résultants est positif (autrement dit, le polyédre est convexe).

Bien que seule la positivité des volumes suffit, en pratique, pour I’application
considérée, on ajoute un contréle sur la qualité des éléments construits. En optimisa-
tion, on demande une augmentation de qualité, en forcage, on tolére une dégradation
de cette qualité en la bornant (pour éviter, par un emploi répété de cet opérateur, de
trop dégrader le maillage).

La mesure de qualité du tétraédre K est basée sur I’une des fonctions possibles,

par exemple :

. P
Rk = coef o

ou p est le rayon de la sphére inscrite dans K, A, est le diametre de K et coef un
coefficient de normalisation. Une autre mesure est donnée par la fonction :

h3

Vi’

QK = coef

6 - -

ouh = /> L?avec L; lalongueur de I’aréte i du tétraédre K et coef un coefficient
i=1

de normalisation. C’est cette deuxiéme fonction que nous retiendrons dans la suite,

pour des raisons évidentes (bien que I’autre ait notre préférence dans le cas classique

isotrope).

3 Extension anisotrope

L’extension proposée consiste simplement a gouverner I’opérateur ci-dessus via
une fonction de qualité anisotrope. On prendra donc la derniére fonction vue ci-
dessus qui se préte naturellement a cette extension.

Soit M la matrice représentant la métrique anisotrope en présence, on a alors:

3

M
Vic

M = coef

1. Une coquille d’aréte est I’union des tétraédres partageant cette aréte.

RT n°® 0273



8 P.L. George

avec, respectivement .

ou

LM = /< A, M4, >,

le symbole < .,. > dénotant le produit scalaire tandis que A; est le vecteur corres-
pondant a I’aréte 7 de K. En pratique, la matrice est supposée constante dans K.

4 Sur le forcage d’une frontiere dans un mailleur de
type Delaunay

Comme indiqué, I’application que nous envisageons est le for¢age d’une fron-
tiere en trois dimensions. Avant de voir ce que cette bascule anisotrope peut apporter
on rappelle les grandes lignes de ce qu’est cette étape de forcage.

On se donne donc un domaine défini via un maillage triangulaire de sa surface.
On immerge ce domaine dans une boite englobante. On considere les sommets des
triangles donnés comme un nuage. On insere alors ce nuage dans la boite introduite.
A I’issue de cette opération on dispose d’une triangulation de cette boite dont les
sommets d’élements sont les points du nuage ci-desssus et les coins de la boite
introduite.

Cette triangulation ne contient pas, en genéral, toutes les faces de la surface
initiale, par suite, on ne peut pas en extraire un maillage du domaine donné. En
pratique, des faces et des arétes manquent. Prenant le cas d’une aréte manquante, la
cause de ce fait est qu’il existe des faces et des arétes de la triangulation courante
qui sont coupées par le segment associé a I’aréte manqunate.

En se restreignant au cas ou seules des faces sont coupées, on applique, tant que
possible, des bascules “2-3"” aux tétraédres intersectés, en les prenant deux a deux.
On a montré dans [4] que ce simple opérateur permet, au moins dans certains cas,
de forcer I’aréte cherchée.

En pratique, ces bascules sont faites avec un certain degré d’aléatoire et en
contr6lant que le maillage ne dégénére pas trop a chaque opération (ceci pour mé-
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bascule anisotrope en trois dimensions 9

nager la suite du processus de maillage). Autrement dit, on dégrade le maillage
jusgu’a un certain niveau.

L’idée est alors de remplacer ces bascules par la bascule anisotrope introduite
en

— construisant une métrique adéquate favorisant le forcage désire,

— optimisant strictement le maillage pour la fonction de qualité associée a cette

métrique.

L’intérét de cette approche est double, i) favoriser le forgage en cours en orientant
la bascule et ii) augmenter un critere, évitant ainsi de boucler.

Il reste donc a definir la métrique a utiliser.

5 Application de la bascule anisotrope

Si M est la matrice associée a une métrique (donc une matrice 3 x 3 symetrique
définie positive), on peut écrire

M =RAR,

avec R une matrice orthogonale et A une matrice diagonale a coefficients stricte-
ment positifs.

Si AB est I’aréte que I’on cherche a forcer, on construit la métrique de la fagcon
suivante :

h=[|AB|

ho0 0

A= 0 (kh)2 (1) ) (1)

0 0 Gap
AB
h=

dy telque < di,do >=0 et |dyf =1

PV

7 ldy A da]
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avec k << 1. A partir de d;, ds et ds, on construit
R =* (dl, d2, d3) .

Ainsi M est entierement définie et posséde les bonnes propriétés (symétrie et po-
sitivité). La construction proposée rapproche artificiellement les points A et B et
éloigne donc les autres points les uns des autres, au moins temporairement. Par
ailleurs, elle privilégie la direction du vecteur support de I’aréte AB.

6 Exemples de validation

La validation de cette bascule anisotrope a été menée en utilisant le code GHS3D,
mailleur automatique en tétraédres de domaines arbitraires, [3]. A cette fin, on a mo-
difié dans I’étape de forcage de frontiére, inclue dans ce mailleur, les bascules “2-
3” actuelles (en dégradation de qualité et en “pseudo-aléatoire”) par cette bascule
anisotrope. Chaque aréte a forcer induit sa métrique particuliére et les “2-3” sont
gouvernés en qualité via cette métrique. Les résultats sont trés probants a divers
titres:

— robustesse (moins de cas, en particulier les cas trés compliqués (au sens de la

méthode), d’échec,

— qualité, la qualité globale se détériant moins, le maillage final est meilleur en
terme de qualité,

— co(t plus faible, les “bonnes” bascules étant faites, I’étape de forcage est plus
rapide et, si ce n’eat pas le cas, c’est le processus de maillage complet qui est
plus rapide.

Sans méme montrer les géométries traitées, on donne quelques résultats chiffrés

portant sur le temps CPU qui confirment ce dernier point relatif au codt.

objetsafe .38 sec versus .39
objetcylis 5.55sec versus 6.46
objet cyrain  13.19sec versus 13.25

objet ff2 82.39sec versus 165.05
objet b747  139.sec versus 215..

INRIA
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Le nombre d’éléments, pour ces exemples, est, respectivement de I’ordre de
3000, 13000, 16 000, 193000 et 150 000. Le temps reporte I’effort nécessaire a
la triangulation des points de départ ajouté a I’effort correspondant & I’étape de
forcage. Plus I’objet est grand et plus sa frontiere est compliquée, plus le gain en
temps est visible. Par ailleurs, méme un gain faible se traduit par un gain important
sur le temps d’éxécution du mailleur en entier (ainsi, pour I’exemple 1, on avait
besoin de 1.04 sec, il n’en est plus besoin que de .95).

Il est & noter que, dans certains exemples de validation, la nouvelle méthode,
bien que plus lente, conduit & un temps plus faible pour le processus de maillage
complet, les valeurs ci-dessous en sont quelques occurences. En premier, la présente
méthode n’est pas plus rapide :

objetfa 1.05sec versus .99

objetav  1.56 sec versus 1.41.

En contrepartie, le temps de construction final est, lui, meilleur :

objetfa 3.11sec versus 3.71

objetav  4.94sec versus 5.86.

Ceci confirme I’idée que le maillage, aprés forcage, est plus propice, en terme
de qualité, a la poursuite du processus de maillage. Notons, pour ces deux derniers
exemples, que le nombre d’éléments du maillage final est respectivement de 28 426
et 85004 donnant ainsi une vitesse moyenne de construction de quelques 570 000
et 1030000 tétraedres a la minute (plus le maillage est “petit”, moins la vitesse est
élevée, ce qui s’explique aisement).

Par ailleurs, sur la robustesse, une série d’exemples difficiles a été traité. On a
verifié que le taux d’échec est nettement baissé (ces exemples ayant été construits
pour servir de test de robustesse, c’est-a-dire que leur surface est particulierement
mal maillée).

RT n°® 0273
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7 Extensions

L’idée sous-jacente a cette bascule anisotrope a trés certainement bien des ap-
plications. Laissant au lecteur sagace? le soin de voir jusqu’otl on peut pousser cette
idée simple. Pour ma part, je citerait deux pistes. L’une a trait a ce méme probléme
crucial lié au forcage d’une frontiere dans une triangulation donnée, I’autre a trait a
I’optimisation anisotrope d’un maillage anisotrope.

Pour forcer des entités dans une triangulation, on peut appliquer la méme idée
aux bascules généralisées qui ne concernent plus seulement deux éléments. La pre-
miére, inverse du présent ”2-3" est le “3-2” qui bascule I’aréte commune a trois te-
traedres et reforme le motif a deux tétraedres partageant une face. Ensuite viennent
les transformations “4-4”, “5-6”, “6-8”, ..., [1]. Le but sera de valider le fait que les
nouvelles bascules anisotropes permettenet encore de diminuer le colt de létape de
forcage tout en améliorant la qualité globale des maillages ainsi construits.

Pour le probléme d’optimisation, les mémes opérateurs locaux sont utilisés (cou-
plés avec d’autres tel le bougé de points) avec, cette fois, la métrique du probléme
(et non plus, comme ici, une métrique artificiellement construite) et le souci est de
faire croitre la qualité du maillage dans le champ de métriques du probléme.
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