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ẋ(t) =v0(x) +
n∑

j=1

vj(x)uj(t),

s(t) =h(x(t)),

D�$�E

�����

�� u(t) = (u1(t), . . . , un(t)) ∈ R
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• 〈Cu(t)|ε〉 = 1 

• 〈Cu(t)|w〉 =
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 ����	� ��� ������� ���� ���� ���	
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�	��	�� �
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 pi � ��� ����� 	�� ����
�	� � ��� 
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 xi � ��� ��	������ 
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• ��� ���	
���	
 ti ����
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 ui(t) � ��� ��	������ 
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��� /���

��� ���	
���	 ��� ������ 
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• ��� �	����� ���)�	� (k1, . . . , km) ����
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xj(t)nj 	 ��� �����'��	� 
��� � ��� ������	 �� ��� 
���� xl
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�	�
 � ��� ���	
���	 ��%���� tk ����	� ��� �����	� ��������
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A� �� ��
 � 
�	��� �	��� ����� pl ���� ��� ������ �� ��
 ����� �����
 ��� ��� pj �� j
���� nj �= 0� �	� ��� ������
 � ��� ���
 �����	� � pj ��� �+����� nj �

• ��� �)�	 �����
 xi �	 ��� ��	�����	� 
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 � ��� 	�� ����
�	� � ��� �	����� �	��2
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 ��� ���
���
�����
� ���� "�'���
� ������$ 5�� ���� 	�
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��"���" �� ��� ���� ����$
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	 M = (l1, . . . , lm)$ ��� ��
��������
 �� ���
	�
�����
	 ������ �� ��� ���� 
�� �� C

( ∏m
i=1 xli

i

)
zi1 · · · zik

��� ���� C$ J� ��� ��������
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 ��� "�
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�"
�� (vtk

◦ · · · ◦ vt1 ◦ s(t)
∣∣
t=0

)zi1 · · · zik
$

3�! !� !�
� �� ��������� ��� ���G���
� �� ��� !��" zi1 · · · zik
zik+1 $ 5���� ��� �!�

�������������$ �� ��� ���
�����
 tik+1 �� 
�� (����� ���� ���G���
� �� 8���$ 5�� )�� "���������
�� w(t) = C

∏m
i=1 xi(t)li !��� ������� �� vik+1 ��
����� ���$ �� tik+1 �� (����� ���"�
	 �� ���

���&�
	 M = (p1, . . . , pm) ���
 ���� ���G���
� �� C · K(tii+1)
∏m

i=1 xpi

i $ >�����
	 vik+1 ��
w(t) !� �����
 C · K(tii+1)

∏m
i=1 xi(t)pi  ���� ��
���"�
	 ��� �����$ �
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t2

t3
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⎪⎪⎪⎩

x′ = u1xy + u2z
2

y′ = u3x
2

z′ = u4yz

s = xz
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" �� ��� ������ Sn =
∏

X
nj

j ��� ���"��� sn(t) =
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����� ���&�
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	� ��� ������ 	�
���� �������� ��� �� �� �����

�� ����� ���
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(y(t)n)′ = nu1(t)y(t)n+1, n ≥ 1

!���� ��"���� �� � ��
	�� ����
����� �,�����
 y(t)′ = u1(t)y(t)2 !��� ��� ������ ��
"����

s = y(t)$ ��
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	 �
(
��� "�
������ ������ ��

(y(t)n)′ = n(n − 1)u1(t)y(t)n+1/2, n ≥ 2

!���� ��"���� �� ��� ������ {y(t)′ = 0, u1(t)y(t) = 0}$ 5���� �� ���� 
� ����
����� "�.
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��$ 5�� ���� �� ���� ��� �
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������	 "�"� D��� ����
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	� Y Zn ��

LMn

KMn

%Mn−1 Mn

u1u2

nu3 u4
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x′(t) = u2(t)y(t)
z(t)y′(t) = u1(t)x(t)z(t) + nu3(t)w(t)

z′(t) = 0
w′(t) = u4(t)z(t)

s = y(t)z(t)n
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x(t)′ = u2(t)y(t) + u3(t)z(t)
y(t)′ = u4(t)x(t)
z(t)′ = u5(t)z(t)

s = x(t),
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"� �� ��� 
�� ����� !������ ��� ���
�����
 t1$ 5��� ���
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u1(t) = 0$
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u4(t)z(t)2w(t) = u2(t)v(t)2x(t).

�
 ���� �����$ 5��� ������������� ��
"����
 �� �������� �����
�" ��� �
� �
����� D����E ���&.
�
	$ �
�	��� "�(� =�!���� �� �� ����" �� 
���" �
 ��� ����� ����� ���
 !��
 ����� �� 
�
����
����� "�
������ ������ !���� ��
 �� "������� �����
�" ���� ��� ���� 
�� ��������� 
��� 	�
�����
	 ������ ��� ����� �� �
� �� � ����
����� "�
������ ������$ *�� �#����� ���
	�
�����
	 ������ �� �
� ���
"�" ���� 
�� �� �����
��$ �� �� ������� ���� ��� ���� ���� ���
������������ 	���� �� �
 ���� � (
��� !��	���" ��������
 �
" ���� ��� ������ ��!�� ������
����	
�8�" �� �� �� �����
��$

�  ��

�
 ! ����� 	�� 
��������
 �������� ����
�	��	�

� ���	���� ��	������ 
�
���


�	������ &��� � ����� 	�� 
�������� %��	�
 � ��� ���

 �34 �� ���� ���	
���	 ��
 	��
	� �	��� ����� ���� ��� ������ ��

�	��� &��� 5�� ������ �����
�� ������� ����
	� �� ��� ����� +�$

�	��� &��� 5�� ����� �� ���&�" 	����� �� 
�� � ������ �� +�$ 5�� �����!�
	 
�� �� ���
�������� ���
����#�����$

�����



�������� ����� 	��
 �	� ���	���� ��	������ 
�
���
 �4

K L

M %

t1t2 t3

�� �� 
�� ���" �� ��� ���� ���� ���� 
�� ��������� "��� 
�� ��������
" �� � "�
������
������ ���
 ����	� ����� ��� D"�'���
�E "�
������ ������� ��������
"�
	 �� �
� �
�����
���&�
	$

5�� �#������ ���! ���� � ���� 
�� ��������� ��� ���� � ��������
"�
	 "�
������
������ �� �� �
������ �
�� ��� ���
�����
� �� ��� ����

K L M

�
"

t1 t2 t3

!���� t1 �
" t2 ���� 
� ����� �
��� ������ !������ Y �
" Z ���� 
� ����� ������ ���
.
�����
�$ 5�� 
�
1"�'���
���� �,�����
� �
 ��� �#������ ����� ���� ���� ��� ���
�����
�
!���� �� ����� �
� �� ����� ���������� �� �������"$ *�� �#����� ��� �#����� ?$� ����� �� ���
�����!�
	 ��
C��� <

• • •

t2 t4

���
 ����	� ���� ��
C��� "��� 
�� �����
 ��� ��� �
����� ���&�
	 XZ$

������	 &�!� 5�� �#����
�� �� ������� �
��� ������ �� � ���
�����
 ��� �� ��� 
�� �� �

����������
 �� ��!����
	 �� �
 ����
����� ����$ )�� �� ��� �#����� ��
��"�� ��� �����!�
	
���� 
�� D� ���&�" 	����E <

K

L

M

t1

t2
>� ��
	 �� ����� ��� ���� ��&�
� �
 ��� ����� X  ��� ���
�����
 t1 �� ��!��� (�����$ �� !�
��
 ������� ��� ����� 
�� �� ��� �����!�
	 �,������
� 
�� <

�� ������



�: ���
� � ��
���

K

L

M

kt1

t2
!���� k �� ��� D�
�����E 
����� �� ��&�
� �
 ��� ����� X $ 5�� ������ 
�� ������� �#�����
�
 ��� ���� !�� �� ��� ������ �
� ��� �� ��������
"� "������� �� � ����
����� "�
������
������$ �
)�*	����	 &�"� � /��������0 ����� 	�� ����
�	�
 � � ���	���� ��	������ 
�
��� ��
�	� 	�� �� �� ��	 %� ���	
����� � � 	�� � ��� ���

 �34 %� �����	���	� ��� 
���'��
 ��
��� 	��
 ���� ���� 	 ���� �	��� �	� ����� ���
 �+���� �� ���
� 
���'��
�

" ���������
 ! ��	������ 
�
���
 �	� �	#����	�
 !

����� 	��


�	������ '��� ,�� Σ %� � 
�
��� � ���	��� ������	���� ������	
 x′(t) = F(t)� � ,��

������� ���� � ��� 
�
��� Σ �
 � ���� ���� � ���	
������	
 G ����	� � ��� 
���� �
�	����	��	� �	� ����	��	� �����%��
 �� ��� 
�
��� ���� ��� ������� ���� ���	���� x = f(t)
�
 � 
����	 � Σ� ���	 x = g · f(t) �
 ��
 � 
����	 � ��� 
�
��� /���� g · f(t) ��	��� ���
���� ����	0� 5	 ���� ���
� � 
������� ���� 
�	�
 
����	
 � Σ � /����0 
����	

� Σ�

�
 !��� �����!� !� !��� ��� ��� ���� H)�� ��������I �� ������ H��������I ��� ���
�
(
�������� 	�
������� �� ��� �������� 	����$ 5��� ���
� �� ���! �� �,������
� �� ��� �����
"�(
����
$ 5�� �
(
�������� 	�
������� �� ��� �������� 	���� ��� ������ (��"� ��
	�
� ��
��� ������������ "�(
�" �� ��� ������ �
 ��� ��� ����� D��� ���� "������ ��� 9�� �;E$ 5��
���������� ��� ���
" �� ������
	 ��� �����
	�" ������ (��" �� ��� �,�����
� �� ��� ������
�
" ���������
	 ��� �����
�" ������� �� ��� ������������ "�(
�" �� ��� ������ 9�� �;$

�	������ '��� �	 �	�����	� � � ���� ����	 �
 � ����'������ ��	���	 h(t,x) 
��� ����
h ≡ g · h� 5	 ���� ���
 �� ��
 	� ���	�� �	��� ��� ���� ����	�

5�� �
�����
�� ��
��� �
"�� ��� �����
 �� ��� �
(
�������� 	�
������� �� ��� 	���� �����
$
5�������� � �����" �� (
"�
	 ���� �� �������
	 ��� ������ vi(h) = 0 ��� ��� �
(
��������
	�
������� vi �� ��� 	���� �����
$

#$	�	� '��� &	
���� � �������� ����� 	�� 
�������� ��� ��� ���

 �34� -��	
i =

∑
kiN(pi) �
 �	 �	�����	� � ���
 	�� /����� N(pi) �
 ��� 	��%�� � �)�	
 �	 ���

����� pi0 �� �	� 	�� �� v =
∑

kixi
∂

∂xi
�
 � ,�� 
������� � ��� ����
�	��	� ��	������


�
���� 4��� 
��������
 ��� ������ 
����	� 
��������
�

�����



�������� ����� 	��
 �	� ���	���� ��	������ 
�
���
 �?

5�� ����� �� ��� ������� �� �����	�����!��" < �� �� ���� �� ��� ���� ��� ������ �� ��
���
�,�����
� ���" �� (
" ��� ����� �
�����
�� ��� � ���� 
�� �� ��� ���� �� ��� ������ ���" ��
(
" ��� �����
	 ���������� �� ��� ��������
"�
	 "�
������ ������$

������	 '�!�

K L

M

t1

t2

⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

x′ = u1y

y′ = u2xz

z′ = 0

#X+#Y �� ��� �
�����
� �� ��� 
�� !������ x
∂

∂x
+y

∂

∂y
�� � )�� �������� �� ��� "�
������

������$ D3��� ���� �
 ��� ������ �� )�� ���������� ��� ������ (��"� ��� ������� 
���"

a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
������ ���
 (a, b)E$

������	 '�"�

K L

M

t1

t2

�

4

�

⇐⇒
{

x′ = u1x
2yz3

y′ = u2xy2

#X−#Y �� ��� �
�����
� �� ��� 
�� !������ x
∂

∂x
−y

∂

∂y
�� � )�� �������� �� ��� "�
������

������$

+������� '�&� &	
���� � �������� ����� 	�� 
�������� ��� ��� ���

 �34� -��	
i =

∑
kiN(pi) + ktN(t) �
 �	 �	�����	� � ���
 	�� /����� N(pi) �
 ��� 	��%�� � �)�	 �	

��� ����� pi �	� N(t) ��� 	��%�� � "��� �������	
0 �� �	� 	�� �� v = ktt
∂

∂t
+

∑
kixi

∂

∂xi
�
 � ,�� 
������� � ��� ����
�	��	� 
�����"�� ��	������ 
�
��� �	 ����� ��� ��� �	���

uj(t) ��� �	
������ �	
��	��

+������� '�'� v =
∂

∂x
�
 � 
������� � � ��	������ 
�
��� �� �	� 	�� �� ����� ��� 	

�	��� ���	
���	
 �� ��� ����� X �	 ��� ����
�	��	� ����� 	���

#$	�	� '�(� 4���
� ��� �	���� f(x1, . . . , xn) �
 ��� 	�� �	�����	� � ��� ,�� 
����2
��� ���� � � ���	���� ��	������ 
�
��� ���� ��%������ �	���
 uj(t)� -��	 f(X1, . . . , Xn)
�
 � �)�	 ��
���%���	 �	 ��� ����
�	��	� ����� 	�� ����� 	�� ������
 ��
��� ����	� �	�
"��	� 
����	�� /�	 ���� ���
 �� �
 � �������� �����0� 5	 ��� ��
� ��� 	�� �	�����	� f �

���	����� �� 	��� � �	
���� ��� 
�� � �)�	
 �	 
������ ����� 	��
 ���� ��� 
��� 
����2
����� %�� ������	� �	����� ���)�	�
� 5	 ��� ��
� � � ����	�� �	�����	�� �	 ��������	� �����
	�� ��	 %� ����	 
��� ���� ���
 �	�����	� %����
 ���	�����

�� ������



�� ���
� � ��
���

5�� ����� �� ����" �
 � ������ ���� ��� )�� �������� ������$ *�� � (���1��"�� ������
�� N+P� ��� (��� "��������� �� �
 �
�����
� ��
 �� �#������" �
 ����� �� ��� ��� �
�����
��
�� ��� ������$ >� ����� �� �
�� �
� �
�����
� �
 ��� ���� �
" �� ��� ������ �� ����
����� 
�� �� �����	�����!��" �� ���
����� ���� ������ �� ��� ���� 
���$

������	 '�,� )�� �� ��
��"�� ��� �#����� �$? !������ ��� ����� M$ xy �� ��� �
�� �
�����
�

�
"�� ��� �������� x
∂

∂x
−y

∂

∂y
 ��
�� x

∂(xy)
∂x

−y
∂(xy)

∂y
= 0$ 5�� �
����� ���&�
	 XY 	����

��� �����!�
	 ������������ 	���� <

KL K2L2 K3L3 ?�

u1

u2

2u1

2u2

3u1

3u2

5��� ��� �
�� ��������� ���&�
	� ��� ��!��� �� XY $

�	��� '��-� �
 ��� ���� �� ������� �
�����
�� ��� ��������
 ������� ���� ����������"$
�
 ��� )�� �������� ������ �
� ��
������ � ��
���� ������ �� ��
����
����1�
"���
"�
�
�
�����
��$ =�!���� ��� "���������� �� �
� �
�����
� ��
 �� �#������" �� � ��
����
 ��
��� ����� �
�����
�� ��� 
�� 
���������� � ����
����� �
�$ 5��� ���"� �� �� ��� �����!�
	
"�(
����
$

�	������ '���� ,�� G � ���	
������	 ����� �� ���� � /"	���0 ������ � �	�����	�

���	������ �	����	��	�� �� �	� �	�����	� � G ��	 %� �+���

�� �
 � ���	���� �	 ���
���%��
 � ���
 ������� 6�� ���� 
��� � ������ ��� ���� %� ��	���		���� ����	��	� �
��	���	���� �	����	��	��

#$	�	� '���� ,�� Σ %� � ��	������ 
�
��� �	� ��� {v1, . . . ,vs} %� ��
 ,�� 
�������
����� 4���
� ����� �+�
�
 � ������ � ���	������'�	����	��	� ���	���� �	�����	�

{f1(x1, . . . , xn), . . . , fr(x1, . . . , xn)} � ���
 ����� -��	 f1(X1, . . . , Xn), . . . , fr(X1, . . . , Xn)
��� �������� �����
 �� ��� ����
�	��	� ����� 	�� 
���������

$  	���
�	

�
 ���� ������� !� �����
� � 
�! �������
���� ���!��
 � �������� �� ���� 
��� �
" ����
�����
"�
������ ������� ��� ����� 	�
�����
	 ������$ �� ����!� �� �� �#����� ������� ���������� ��
���� 
��� �
 ����� �� ��� ���������� �� ��� ��������
"�
	 "�
������ �������$

> �
�������
	 "�������
 �� �����! �� �� �
���	� ���� �������
���� �� � ���� 	�
���� ����� ��
���� 
��� �
" "�
������ ������$ N���� "�������
 ����" �� �� "������� ���� 
�� ����������
��������
	 �� ����� ���� �
����� ���&�
	� !���� 	�
�����
	 ������ ��������
" �� � ����
�����
"�
������ ������$

�����



�������� ����� 	��
 �	� ���	���� ��	������ 
�
���
 ��

%�&	'������	�


5�� ������� ��� �#������� ���
&��� �� ������� +���
"��� ��� �
���"���
	 �� �� ��� !�
.
"����� !���" �� ���� 
��� ��� ���!�
	 ��� �������
���� �� ��� �����1��� !��	���" 	�������
9�; �
" ��� ���� 
��� �� !��� �� ��� 	���
	 �� � ���	� 
����� �� ���� ������ ��
�� �
" �
��	���
����� ��� ���� 
���$

(�!���	��


9�; Q$ J������ �
" F$ A����
���� ,�
 
7���
 ����		����
 �� ����
 ��	����
 6����
 �B�:$

9�; R$%$ J����
 �
" �$ S���� 4��������
 �	� ������	���� ������	
 ����
	��1O����	 
�B�B$

94; S$.5$ F��
 ����%��
 � �������� ���� �	������
 �	� ��	����	��� ����
 5��
�$ >�$
6���$ ���$ �"& D�B��E 4?B14�B$

9:; S$.5$ F��
 5������� ���� �	������
 J���$ >�$ 6���$ ���$ (� D�B��E �4�1��B$

9?; 6$ *����� �	���		����
 ���
���
 		 ��	7����
 �� �	�7�����	7�
 		 ����������
 
J���$ ���$ 6���$ *��
�� �-, D�B��E 41:�$

9�; 6$ *����� 8	 ��� �	���� � ����������
 �	� -���� �+��	
�	
 �� 		��	��� �	2
���9����� 
�
���
 �
 H�PPP F�
����
�� �
 +������
 �
" F�
����I D��
 >
��
�� 
5�#��E �B�4 �:41�:�$

9�; 6$ *����� :7���
���	 ����� ��
 
�
�;��
 		 ��	7����
� ���;%��
 �� ,�� "���7�
 ���	
�2
����
 �� 
7���
 �7	7�������
 �
��
�$ 6���$ '� D�B�4E ?��1?4�$

9�; 6$ *������ �
" F$ =����� ����� ���� 
����
 �	� ���	���� ��	������ 
�
���
 
����
���� ������ �A��> ��B� D���?E$

9B; 5$ 6����� ����� 	��
 . ��������
� �	���
�
 �	� ���������	
 �����"�
	� �� ��� �PPP
'' D�B�BE ?:�1?��$

9��; $ N���� ���������	
 � ,�� ����
 � ������	���� ������	
 ����
	��1O����	 �BB4$

9��; Q$ ������
 ����� 	�� ����� �	� ��� �����	� � 
�
���
 ��
����1=��� �B��$

9��; %$ A����	 ����� 	��
 . �	 �	�������	 ����
	��1O����	 �B�?$

9�4; F$ A����
���� �
����
 ������������
 ��
 ��
���+ �� ����� 6����
 �B��$

9�:; 6$$ ���7�8�
���	�� <	 ��%�;�� �� �� ��7��� ��
 �������
 �-��
���� +������.����
� D�B?B1�B��E$

9�?; L$ %�
	 �
" P$+$ ��
��	 8	 �� ��"	���	
 � %
������	 
����
 ����$ F�
��$ )���$
�� D�B��E ��B1��B$

�� ������


