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Résumé

Depuis quelques années, la communauté I.A. affiche
un intérét croissant pour les Problémes de Satisfaction
de Contraintes (CSPs), cadre de formalisation puissant
pour de nombreux problémes du monde réel et géné-
ralement NP-complets. Les méthodes de recherche de
solutions pour les CSPs de type Forward Checking (FC)
ont été intensivement étudiées dans le cas binaire. Ces
derniéres années ont vu arriver de nombreux résultats re-
latifs aux CSPs n-aires. Notre objectif général est de dé-
velopper une bibliothéque d'algorithmes de recherche ar-
borescente distribués capables de s’attaquer & des CSPs
généraux suite a |'analyse préalable des algorithmes n-
aires d'arc-consistance et de résolution, qui permettrait
d’en sélectionner ceux qui sont les plus efficaces. Plutét
que d'utiliser des solveurs existants, nous avons déve-
loppé notre propre solveur pour mener des études expé-
rimentales sur des CSPs n-aires.

1 Introduction

Les problémes de satisfaction de contraintes (CSP
pour Constraint Satisfaction Problem) sont au coeur
de nombreuses applications en intelligence artificielle
et en recherche opérationnelle. Dans le contexte des
CSPs sur des domaines finis, les contraintes n-aires
peuvent souvent étre formulés exclusivement a ’aide
de contraintes binaires, grice a 1’équivalence bien
connue [12| entre les problémes n-aires et binaires qui
résout le probléme de recherche d’algorithmes n-aires
mais, en pratique, la complexité en temps rajoutée
est importante. Mais certains problémes restent in-
héremment n-aires dans leur formulation (le Golomb
ruler). Dans cette perspective, nous nous intéressons
a la définition d’un algorithme de recherche complet
par consistance en avant, permettant de résoudre un
CSP n-aire directement sans transformation préalable.

Nous renvoyons & [10] pour une comparaison des dé-
finitions de consistance n-aire utilisées et a [1| ou les
auteurs proposent une généralisation formelle du FC
binaire en FC n-aire. Dans notre travail de recherche,
nous avons développé un cadre pour mener des études
expérimentales des algorithmes d’arc-consistance n-
aires et d’observer les comportements des algorithmes
de résolution n-aires. Concrétement, nous proposons
un solveur n-aire composé de trois variantes d’algo-
rithmes d’arc-consistance n-aire et de cinq versions de
FC n-aire. Dans cet article, nous présentons les ré-
sultats séquentiels et des premiers résultats de réso-
lution paralléle avec OpenMP obtenus avec notre sol-
veur pour deux problémes académiques, Golomb ruler
et lemme de Schur.

2 Notions de base

Définition 1 (due & Montanari [11]) Un Probléme
de Satisfaction de Contraintes (CSP) P est un
quadruplet P = (X, D,C,R), ot :

- X est un ensemble fini de
{X1,.., X0},

— D est un ensemble de n domaines {Dq,...,D,}.
Chaque domaine D; est l’ensemble fini de valeurs
pour la variable X;.

- C est un ensemble fini de m contraintes
{C1,...,Cn}. Chaque contrainte C, est défi-
nie par lensemble de wvariables Vars(Cp) =
{Xp,, ...,Xpnp} CcX.

— R est un ensemble de m relations {Ry,..., R }.
Chaque relation R, est un sous ensemble du pro-
duit cartésien Dy, X ... X Dp, .

n  variables

L’arité d’une contrainte est le nombre de variables
sur lesquelles porte la contrainte. Un CSP n-aire (ou



non-binaire) est un CSP qui comporte des contraintes
d’arité supérieure a 2. Une solution est 'affectation
d’une valeur & I’ensemble des variables du probléme
de telle sorte que chaque contrainte soit satisfaite. Un
CSP est dit consistant (ou satisfiable) ssi il admet
une solution. Un tuple ¢ de la contrainte Ci, est dit
autorisé ssi t € R, et dit support pour une va-
leur v € D;, X; € Vars(Cp), ssi t est autorisé et t
contient v dans la position correspondante & X; dans
la contrainte. Vérifier si un tuple donné est autorisé
par une contrainte s’appelle test de consistance.
Les combinaisons possibles des instanciations des va-
riables dans un CSP créent un espace de recherche qui
peut étre vu comme un arbre, appelé ’arbre de re-
cherche.

3 Arc-consistance et Forward Checking
n-aires

L’arc-consistance reste 'une des propriétés fonda-
mentales des CSPs. Elle garantit que toute valeur du
domaine d’une variable posséde au minimum un sup-
port dans toute contrainte. Cette propriété peut étre
établie comme étape de prétraitement ou pendant la
recherche. Mackworth [9] décrit les algorithmes de base
AC1, AC2 et AC3. AC3 a connu beaucoup de suc-
cesseurs, mais il reste l'algorithme d’arc-consistance le
plus simple connu jusqu’ici. Afin de préserver la simpli-
cité de AC3 tout en améliorant son efficacité, dans [2]
les auteurs ont proposé AC2000 et AC2001 et affirmé
que ces nouvelles idées peuvent étre facilement géné-
ralisées aux versions n-aires. AC3 exige la gestion d’'un
ensemble (), mémorisant les révisions restantes a effec-
tuer, qui correspond en théorie & un ensemble d’arcs
(dans [9]). Cependant, il est également possible de le
considérer comme un ensemble de variables (dans [2])
ou un ensemble de contraintes. Récemment, dans [§],
les auteurs ont présenté trois variantes de AC3, a sa-
voir orienté-arc, orienté-variable et orienté-contrainte.
Nous avons étendu les algorithmes d’arc-consistance
aux CSP non-binaires et développé trois algorithmes
n-aires : nAC3, nAC2000 et nAC2001, basés sur le
principe de AC3, AC2000 et AC2001, respectivement,
chacun d’eux avec les variantes orientées arc, variable
et contrainte.

L’algorithme Forward Checking (FC) est un des al-
gorithmes les plus répandus de recherche en avant. Cet
algorithme, présenté dans [6], effectue des vérifications
de contraintes de type avant (look-ahead). Lors de I'ins-
tanciation d’une variable, il retire des domaines cou-
rants des variables futures toutes les valeurs incompa-
tibles avec cette instanciation. Quand une nouvelle va-
riable est considérée, on peut alors étre stir que toutes
les valeurs de son domaine courant sont consistantes

avec les variables passées. L’algorithme nFCO intro-
duit dans [14] est une premiére généralisation de 1al-
gorithme populaire FC. Plus tard, dans [1], les au-
teurs ont effectué une étude plus générale sur FC.
Ce travail fournit differentes versions de nFC1, nFC2,
nFC3, nFC4, nFC5 qui différent entre elles par la fa-
¢on dont le filtrage en avant (look-ahead) est effectué a
chaque noeud de 'arbre de recherche. Cependant, I'in-
tention des auteurs est principalement conceptuelle,
aucun détail de mise en ceuvre n’a été donné. Nous
avons implémenté la famille d’algorithmes FC n-aire,
a savoir nFCO, nFC2, nFC3, nFC4, nFC5 afin d’entre-
prendre une étude comparative et expérimentale sur
divers problémes.

4 Expérimentations

Notre solveur n-aire a été développé en langage
C-++ en utilisant le compilateur CC sous Unix. Les
résultats d’exécution présentés dans cet article sont
obtenus sur une machine de CINES, de la gamme
SGI3800 de 768 processeurs R1400 cadencés a 500
Mhz, dotée de 384 Go de mémoire centrale. Dans notre
solveur les contraintes du probléme sont stockées de fa-
con a ce qu’elles soient indépendantes des algorithmes
de recherche. Les contraintes peuvent étre d’arité non-
uniforme (I'arité n’est pas fixe), ce qui rend possible
de formaliser de vraies applications & l'avenir. Dans
nos expérimentations, nous avons mesuré : le temps
CPU (cpu), le nombre de noeuds visités (#nceuds) et
le nombre de tests de consistance (#ccks).

Dans nos expériences, nous avons étudié plusieurs
problémes de CSPLib; dans cet article nous pré-
sentons les résultats obtenus sur deux problémes
académiques : le Golomb ruler et le lemme de
Schur. Le Golomb ruler a été proposé par Peter
Van Beek comme prob006, disponible & l’adresse
http ://csplib.cs.strach.ac.uk. Il y a trois co-
dages possibles [13] de représenter ce probléme : un
modéle uniforme (contraintes 4-aires) et deux mo-
deles non-uniforme (contraintes 3-aires et binaires,
contraintes 3-aires et alldif f). Le lemme de Schur
proposé par Toby Walsh comme prob015 disponible
a4 l’adresse http ://4c.ucc.ie./"tw/csplib, peut
étre codé comme un CSP de deux maniéres : avec des
contraintes 3-aires ou contraintes 3-aires modifiées (en
ajoutant la contrainte alldif f) et avec des contraintes
3-aires et binaires.

Résultats en séquentiel

Premiérement, nous considérons l'application de
Parc-consistance comme phase de prétraitement (sans
recherche de solutions). Les expérimentations ont



Alg. Type GR-8-34 GR-9-34
h cpu #ccks cpu #ccks
AC3 arc 12.424 50.6M 19.791 78.9M
var 15.928 64.9M 25.586 102.4M
cnt 12.393 50.6M 19.758 79M
AC2001 arc 5.807 24M 9.115 37TM
var 6.051 24.7M 9.463 37.8M
cnt 5.818 24M 9.077 37TM

TAB. 1 — Arc-consistance n-aire : Golomb ruler uni-

forme

Alg. GR-8-34 GR-9-34

cpu #nceuds #ccks cpu #nceuds #ccks
nFCO 0.125 905 0.17M 21.784 102727 25M
nFC2 0.674 665 0.87M 66.667 44139 64M
nFC3 0.459 566 0.8M 64.782 35361 55M
nFC4 1.854 541 2.8M 196.553 32531 181M
nFC5 1.733 386 2.1M 181.22 26315 169M
Alg. GRM-8-34 GRM-9-34

pu Znoeuds Fcocks <pu Fnoeuds Fcocks
nFC0 6.64 20464 5M 514.487 2277728 1094.9M
nFC2 1.388 3766 1.1M 109.633 569432 251.1M
nFC3 2.154 3108 1.8M 166.831 446552 304M
nFC4 3.574 2796 4.6M 276.647 374852 839.7M
nFC5 5.214 1764 5.5M 394.215 295862 1255.5M

TAB. 2 — Forward Checking n-aire : Golomb ruler

concerné plusieurs instances des problémes. Pour illus-
trer les résultats, nous présentons ici deux instances
du probléme Golomb qui correspond a la régle de lon-
gueur 34 sur laquelle il faut placer 8 et respective-
ment 9 marques (les instances notées GR-8-34 et GR-
9-34, pour le modele uniforme). Pour ces instances,
nous avons appliqué les algorithmes nAC3 et nAC2001
énoncés dans la Section 3, avec leurs trois versions.
Les résultats sont présentés dans le tableau 1. Claire-
ment, nAC2001 est meilleur en terme de temps CPU
et nombre de vérifications de consistance. En fait, il
améliore nAC3 avec une efficacité proche de 47%.

Nous allons présenter maintenant les résultats ex-
périmentaux pour les algorithmes de la famille nFC.
Nous considérons bien évidemment comme algorithme
de filtrage le meilleur algorithme retenu dans les tests
précédents. Nous illustrons dans le tableau 2 les tests
sur les instances GR-8-34, GR-9-3/ pour le modéle
uniforme et GRM-8-84, GRM-9-3/ pour le modéle
mixte de Golomb. Le nombre maximal de marques
possibles sur une régle de longueur 34 est 8, donc GR-
9-84 et GRM-9-3/ n’ont pas de solution. Pour le mo-
déle uniforme, l'algorithme nFCO est le meilleur en
terme de temps CPU et nombre de vérifications de
consistance. En revanche, les autres algorithmes ex-
plorent moins de nceuds. En analysant les résultats du
modéle mixte, nous pouvons observer un comporte-
ment différent ; dans ce cas 1a, I’algorithme nFC2 est le
meilleur. Cela se justifie par la présence des contraintes
binaires qui font que le cout du filtrage soit moins oné-
reux. Nous pouvons conclure que nFCO est meilleur
sur des CSPs uniformes et moins performant quand il
s’agit des contraintes d’arité différente.

Résultats en paralléle avec OpenMP

OpenMP est un standard définissant un ensemble
de directives et de fonctions permettant de gérer le
partage du calcul entre plusieurs processeurs. L’inter-
face OpenMP utilise la notion de threads. Un thread
est un processus léger qui partage des données. Du
point de vue du programmeur, celui-ci dispose de n
threads, cela équivaut virtuellement & n processeurs
qui peuvent effectuer du calcul en paralléle.

La résolution paralléle des CSPs peut étre abordée
de trois facons différentes : la décomposition structu-
relle du CSP telle que le Tree Clustering 4], la décom-
position des domaines (7, 3] et la division de arbre de
recherche. L’arbre de recherche est divisé a des pro-
fondeurs différentes en fonction de la granularité de
parallélisme visée, 1'idée étant de générer un nombre
de taches indépendantes, supérieur au nombre de pro-
cesseurs. Dans le cas de la résolution des CSPs, il suffit
de donner une valeur & un certain nombre de variables.
Le choix de ces variables initiales fixées et leur nombre
peut faire appel a différentes stratégies (voir [5]). Pour
le nombre de ces variables, il suffit qu’il y ait suffisam-
ment de problémes & distribuer aux processeurs. Nous
avons choisi d’instancier en premier les variables les
plus contraintes.

Le tableau 3 montre respectivement les résultats ob-
tenus pour différentes instances du lemme de Schur
avec 4 boites et 5 boites, pour trouver toutes les solu-
tions, avec ’algorithme nFCO0, en faisant varier d’une
part le niveau de division de I’arbre de recherche de 2 &
4 (la colonne D) et d’autre part le nombre de threads
de 4 & 64 (les colonnes E,, pour lefficacité); la co-
lonne T4 indique le temps séquentiel nécessaire pour
la résolution et la colonne #tsk, le nombre des taches
générées. On constate que pour les instances avec 4
boites, c’est la profondeur 2 qui donne les meilleurs ré-
sultats, tandis que pour 5 boites la profondeur 3 est la
meilleure. Nous pouvons en déduire raisonnablement
que plus le probléme est difficile, plus il est intéressant
d’augmenter la granularité du parallélisme, et donc la
profondeur de division. Concernant les efficacités, nous
observons des accélérations super linéaires en tous les
cas.

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons mené une étude ex-
périmentale sur plusieurs algorithmes n-aires d’arc-
consistance de la famille AC et de résolution de type
FC, en utilisant notre propre solveur qui inclut une
bibliothéque d’algorithmes pour les CSPs n-aires. La
maquette obtenue nous a permis de mettre en évi-
dence que les algorithmes d’arc-consistance tels que



Ibox | D Tseq Ftsk 22 Eg Fig E3g Foa
23 2 1881 16 0.95 | 0.89 | 0.78 - -
3 64 091 | 0.82 | 0.81 | 0.77 | 0.72
4 256 0.88 | 0.82 | 077 | 0.74 | 0.70
24 2 2736 16 0.94 | 0.88 | 0.78 B B
3 64 0.90 [ 0.82 | 0.81 | 0.77 | 0.73
4 256 0.88 | 0.81 | 077 | 0.74 | 0.69
5box | D Tseq Ztsk Fy Eg Eig E3g Eoa
16 2 7221 25 0.92 | 0.84 | 0.75 B B
3 125 0.96 | 0.93 | 0.91 | 0.87 | 0.83
4 625 091 | 090 | 0.88 | 0.85 | 0.80
17 2 26542 25 0.93 | 0.83 | 0.77 B B
3 125 0.96 | 0.92 | 0.90 | 0.86 | 0.82
4 625 0.90 | 0.80 | 0.88 | 0.85 | 0.81

TAB. 3 — Probléme de Schur avec 4 et 5 boites en
paralléle

nAC2001 donnent des meilleurs résultats lors de I’ap-
plication en phase de prétraitement, ainsi que pendant
la recherche des solutions. En ce qui concerne les algo-
rithmes de résolution de type nFC, leurs performances
dépendent de plusieurs éléments : le cott du filtrage,
Parité des contraintes, I'uniformité des problémes. ..
L’algorithme nF'CO s’est avéré comme étant le meilleur
sur les CSPs uniformes, tandis que ’algorithme nFC2
semble étre le meilleur sur les CSPs non-uniformes.
Certes, ces algorithmes méritent d’étre confrontés avec
des problémes variés et, surtout, avec des problémes
réels. Ensuite, afin d’améliorer les performances, nous
avons utilisé la technique de parallélisation par “divi-
sion de l'arbre de recherche” basée sur OpenMP.

Les résultats présentés ici laissent entrevoir un cer-
tain nombre de perspectives pour des recherches fu-
tures. Les CSPs en extension étant trés gourmands
en mémoire, il serait intéressant de les représenter de
fagon optimale, en passant & la représentation en in-
tention. Il peut s’avérer nécessaire de définir des nou-
velles heuristiques plus orientées n-aire qui soient a la
fois performantes et suffisament diverses pour amélio-
rer Defficacité des algorithmes de résolution et le choix
des variables a instancier lors de la division de ’arbre
de recherche pour ’exécution en paralléle. Nous pro-
jetons de nous orienter prochainement vers un autre
modéle de parallélisme tel que MPI.
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