
A
tes JFPC 2005Elimination des symétries dans les problèmesinje
tifsJean-François PugetILOG9 Avenue de Verdun94253 Gentilly Cedexpuget�ilog.frRésuméL'ajout de 
ontraintes est utilisé depuis longtempspour éliminer les symétries dans les CSP. Par exemple,on peut enlever toutes les symétries dans le problèmedu 'pigeon hole� en ordonnant les variables. Nous avonsgénéralisé 
e résultat à tous les problèmes inje
tifs, 
'est-à-dire où les variables doivent prendre des valeurs toutesdistin
tes. Dans 
e 
as il est possible d'éliminer toutesles symétries ave
 un ordre partiel sur les variables.Nous montrons 
omment automatiquement 
al
uler untel ordre en utilisant des algorithmes sur les groupes �-nis. Nous montrons également que 
et ordre partiel peutêtre 
ombiné ave
 une méthode éliminant les symétriesde valeurs. Des expérien
es variées montrent l'intérêtpratique de notre méthode.Abstra
tAdding symmetry breaking 
onstraints is one of theoldest ways of breaking variable symmetries for CSPs.For instan
e, it is well known that all the symmetriesfor the pigeon hole problem 
an be removed by orde-ring the variables. We have generalized this result to allCSPs where the variables are subje
t to an all di�erent
onstraint. In su
h 
ase it is possible to remove all va-riable symmetries with a partial ordering of the variables.We show how this partial ordering 
an be automati
ally
omputed using 
omputational group theory (CGT). Wefurther show that partial orders 
an be safely used toge-ther with the GE-tree method of [10℄. Experiments showthe e�
ien
y of our method.1 Introdu
tionUne symétrie pour un problème de satisfa
tion de
ontraintes (CSP, Constraint Satisfa
tion Problem)est une fon
tion du CSP sur lui même qui préserve

sa stru
ture et ses solutions. Si un CSP a des symé-tries, il se peut que toutes les variantes symétriquesd'un é
he
 soient testés avant de trouver une solution.Même si le problème est fa
ile à résoudre, toute va-riante symétrique d'une solution est une solution, et ilpeut être impossible de les lister.L'ajout de 
ontraintes est une des méthodes lesplus an
iennes pour éliminer des symétries [9℄. Parexemple, il est montré dans [1℄ qu'il est possible d'éli-miner toutes les symétries de variables en ajoutantune 
ontrainte lexi
ographique par symétrie. Malheu-reusement, 
ette méthode n'est pas pratique 
ar ilpeut y avoir un nombre exponentiel de symétries. Ilest d'ailleurs montré dans [11℄ qu'il n'est pas pos-sible en général d'éliminer toutes les symétries ave
un nombre polynomial de 
ontraintes. Dans [2℄, unnombre linéaire de 
ontraintes est utilisé pour éliminerles symétries dans des problèmes pouvant se représen-ter par une matri
e de variables. Comme le nombre de
ontraintes ajoutées est polynomial, 
ertaines symé-tries ne sont pas éliminées. Toutefois, dans 
ertains 
asparti
uliers, il peut être possible d'éliminer toutes lessymétries ave
 un nombre polynomial de 
ontraintes.Par exemple, dans [9℄, nous montrons que le problèmedu �pigeon hole� peut être fa
ilement résolu en ordon-nant toutes les variables.Dans 
et arti
le nous 
onsidérons une 
lasse de pro-blèmes plus générale : les problèmes inje
tifs. Il s'agitde problèmes où les variables doivent prendre desvaleurs di�érentes deux à deux, par exemple par
equ'une 
ontrainte �tous di�érents� est présente dansle problème. Dans 
e 
as, la fon
tion ayant pour do-maine les variables et pour image les valeurs est inje
-tive. Nous montrons dans la se
tion 3 que dans 
e 
astoutes les symétries de variables peuvent être éliminées



ave
 n − 1 
ontraintes binaires, n étant le nombre devariables.Dans [10℄ une méthode générale pour éliminer toutesles symétries de valeurs est présentée. Nous montronsdans la se
tion 4 
omment 
ombiner 
ette méthodeave
 les 
ontraintes éliminant les symétries de va-riables.Dans la se
tion 5 nous appliquons notre méthode àquelques problèmes 
omplexes, et nous 
on
luons dansla se
tion 6.2 Symétries, Graphes et CSPsLes symétries que nous 
onsidérons sont des permu-tations, 
'est-à-dire des bije
tions d'un ensemble �nisur lui même. Sans perte de généralité nous pouvonsnous restreindre à l'étude des permutations de In, ave

In = {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Par exemple, nous pouvonsindexer les variables d'un CSP ave
 des entiers, de fa-çon à 
e que toute symétrie de variables soit dé�niepar une permutation des indi
es des variables. Ce
iest formalisé 
omme suit.2.1 Algorithmes de théorie des groupesSoit Sn l'ensemble des permutations de In. L'imagepar i par la permutation σ est notée iσ. Une permu-tation σ ∈ Sn est entièrement dé
rite par le ve
teur
[0σ, 1σ, . . . , (n − 1)σ]. La 
omposition de deux permu-tations σ et θ est dé�nie par i(σθ) = (iσ)θ.Etant donné i ∈ In et un groupe de permutations
G ⊆ Sn, l'orbite de i dans G, notée iG, est l'ensembledes images de i par les éléments de G :

iG = {iσ|σ ∈ G}Etant donné i ∈ In et un groupe de permutations
G ⊆ Sn, le stabilisateur de i dans G, noté iG, estl'ensemble des éléments de G qui laissent i invariant :

iG = {σ ∈ G|iσ = i}2.2 CSP et symétriesUn CSP P ave
 n variables est un triplet P =
(V ,D, C) où V est un ensemble �ni de variables
(vi)i∈In , D un ensemble �ni d'ensembles �nis (Di)i∈In ,et 
haque 
ontrainte de C un sous ensemble du pro-duit 
artésien ⊗

i∈In Di. Sans perte de généralité, nouspouvons supposer que Di ⊆ Ik pour k donné k.Un assignement est un ve
teur de valeurs (ai)i∈Intel que ai ∈ Di pour tout i ∈ In, et est noté (vi =
ai)i∈In . Un assignement partiel est un sous ve
teurd'un assignement.

Une solution de (V ,D, C) est un assignement qui sa-tisfait toutes les 
ontraintes.Etant donné une permutation σ de In, on dé�nit unepermutation de variables sur les assignements (partielsou non) par :
((vi = ai)i∈In)σ = ((viσ = ai)i∈In)De telles permutations sont des symétries de va-riables si elles envoient les solutions sur des solutions.Etant donné une permutation θ de Ik, on dé�nit unepermutation de valeurs sur les assignements (partielsou non) par :
((vi = ai)i∈In)θ = ((vi = aθ−1

i )i∈In)De telles permutations sont des symétries de valeurssi elles envoient les solutions sur des solutions.2.3 Un 
oloriage de graphesL'exemple qui suit va être utilisé pour illustrer notreméthode. Un graphe ave
 m arêtes est dit gra
ieux s'ilexiste un étiquetage f de ses sommets tel que :� 0 ≤ f(i) ≤ m pour tout sommet i,� f est inje
tive,� les valeurs abs(f(i), f(j)) pour toutes les arêtes
(i, j) sont toutes di�érentes.Ce
i peut se modéliser naturellement 
omme un CSPave
 une variable vi par sommet [4℄. Les symétriesdu problème sont induites par les automorphismes dugraphe. Il y a une symétrie de valeurs non triviale, quienvoie v sur m − v. Pour plus d'information sur lessymétries des graphes gra
ieux voir [7℄, [8℄.
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0 2 3 51 4Figure 1. Le graphe K3 × P2.Considérons le graphe de la �gure 1. Le groupe dessymétries de variables pour le CSP 
orrespondant estéquivalent au groupe des symétries du graphe. Untel groupe peut être 
al
ulé ave
 un logi
iel tel queNauty[5℄. Ce groupe G est :
{[0, 1, 2, 3, 4, 5], [0, 2, 1, 3, 5, 4], [1, 0, 2, 4, 3, 5],

[1, 2, 0, 4, 5, 3], [2, 0, 1, 5, 3, 4], [2, 1, 0, 5, 4, 3],

[3, 4, 5, 0, 1, 2], [3, 5, 4, 0, 2, 1], [4, 3, 5, 1, 0, 2],

[4, 5, 3, 1, 2, 0], [5, 3, 4, 2, 0, 1], [5, 4, 3, 2, 1, 0]}



3 Elimination des symétries de variablesComme nous l'avons dit, l'ajout de 
ontraintes estune méthode 
onnue pour éliminer les symétries devariables.3.1 Contraintes lexi
ographiquesDans [1℄, il est montré que toutes les symétries devariables pouvaient être éliminées ave
 les 
ontraintessuivantes.
∀σ ∈ G, V � Vσ (1)Pour une symétrie σ donnée, la 
ontrainte (V � Vσ)est équivalent à la disjon
tion des 
ontraintes :

v0 < v0σ

v0 = v0σ ∧ v1 < v1σ...
v0 = v0σ ∧ . . . ∧ vi−1 = v(i−1)σ ∧ vi < viσ...

v0 = v0σ ∧ . . . ∧ vn−2 = v(n−2)σ ∧ vn−1 < v(n−1)σ

v0 = v0σ ∧ . . . ∧ vn−2 = v(n−2)σ ∧ vn−1 = v(n−1)σSi la dernière 
ontrainte est omise, l'ensemble des
ontraintes est noté V ≺ Vσ.Dans notre exemple, les 
ontraintes données par [1℄sont :
(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v0, v1, v2, v3, v4, v5)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v0, v2, v1, v3, v5, v4)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v1, v0, v2, v4, v3, v5)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v1, v2, v0, v4, v5, v3)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v2, v0, v1, v5, v3, v4)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v2, v1, v0, v5, v4, v3)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v3, v4, v5, v0, v1, v2)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v3, v5, v4, v0, v2, v1)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v4, v3, v5, v1, v0, v2)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v4, v5, v3, v1, v2, v0)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v5, v3, v4, v2, v0, v1)

(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v5, v4, v3, v2, v1, v0)3.2 Un nombre polynomial de 
ontraintesLe nombre de 
ontraintes (1) peut être exponentielave
 le nombre de variables V . Ce nombre peut êtregrandement réduit en utilisant l'utilisation de l'inje
-tivité de la fon
tion des variable vers les valeurs. Pre-nons une des symétries de notre exemple :
σ = [0, 2, 1, 3, 5, 4]

La 
ontrainte éliminant 
ette symétrie est :
(v0, v1, v2, v3, v4, v5) � (v0, v2, v1, v3, v5, v4)Puisque v0 = v0 est trivialement vraie, et puisque

v1 = v2 ne peut pas être vrai par inje
tivité, 
ette
ontrainte peut se simpli�er en :
v1 < v2Cette simpli�
ation est vraie en général, et peut êtreformalisée 
omme suit. Etant donné une permutation

σ, notons s(σ) le plus petit i tel que iσ 6= i, et notons
t(σ) l'image de (s(σ)) par σ.Lemme 1. Etant donné un CSP (V,D,C) inje
tif,et un groupe de symétries de variables G pour le CSP,alors toutes les symétries de G peuvent être éliminéespar les 
ontraintes suivantes :

∀σ ∈ G, vs(σ) < vt(σ) (2)Preuve. Par dé�nition, kσ = k si k < s(σ), et
s(σ)σ 6= s(σ). Examinons la 
ontrainte V � Vσ. L'in-je
tivité du CSP implique vi = viσ si et seulement si
iσ = i. En parti
ulier, vk = vkσ for all k < s(σ), et
vs(σ) 6= v(s(σ))σ . Don
 un seul élément de la disjon
tionpeut être vrai. Il s'agit de :
v0 = v0σ ∧ . . . ∧ vs(σ)−1 = v(s(σ)−1)σ ∧ vs(σ) < v(s(σ))σComme kσ = k pour k < s(σ) et s(σ)σ = t(σ), 
e
ipeut être simpli�er en vs(σ) < vt(σ). 2Notons que nous n'avons utilisé qu'une propriétéplus faible que l'inje
tivité. En efet, pour que le lemmesoit vrai, il su�t que vs(θ) et vt(θ) soient di�érentes.Notons également que si deux permutations σ et θsont telles que s(σ) = s(θ) et t(σ) = t(θ), alors les
ontraintes éliminant 
es symétries sont identiques. Ilsu�t don
 d'ajouter une seule 
ontrainte pour 
haquepaire i, j telle qu'il existe une permutation σ ave
 i =
s(σ) et j = t(σ).L'ensemble de 
es paires peut être 
al
ulé ave
l'algorithme de S
hreier Sims [12℄. Cet algorithme
onstruit une suite de stabilisateurs G0, G1, . . . , Gn
omme suit :

G0 = G

∀i ∈ In, Gi = (i − 1)Gi−1Par dé�nition,
Gi = {σ ∈ G : 0σ = 0 ∧ . . . ∧ (i − 1)σ = i − 1}

Gn ⊆ Gn−1 ⊆ . . . G1 ⊆ G0



L'algorithme de S
hreier Sims 
al
ule aussi les en-sembles de représentant Ui qui sont les orbites de idans Gi :
Ui = iGiPar dé�nition, Ui est l'ensemble des images de i parles permutations de G qui laissent 0, . . . , (i − 1) inva-riants.Nous supposerons désormais que les groupes sontdé
rits par une suite de stabilisateurs et par les repré-sentants asso
iés.Dans notre exemple, la suite de stabilisateurs est :

G0 = G

G1 = 0G0
= {[0, 1, 2, 3, 4, 5], [0, 2, 1, 3, 5, 4]}

G2 = 1G1
= {[0, 1, 2, 3, 4, 5]}Tous les stabilisateurs suivants G3, G4, G5 sont égauxà G2.Les représentants sont :

U0 = 0G0 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}

U1 = 1G1 = {1, 2}

U2 = 2G2 = {2}

U3 = 3G3 = {3}

U4 = 4G4 = {4}Théorème 2. Etant donné un CSP inje
tif ave
 nvariables V, et étant donné des représentants Ui pourle groupe des symétries de variables du CSP, alorstoutes les symétries de G peuvent être éliminées par auplus n(n − 1)/2 
ontraintes binaires. Ces 
ontraintessont données par :
∀i ∈ In, ∀j ∈ Ui, i 6= j → vi < vj (3)Preuve. Par dé�nition, pour 
haque élément j ∈

Ui, il existe au moins une permutation σ ∈ Gi telle que
iσ = j et j = t(σ). La ré
iproque est vraie : s'il existeune permutation σ telles que i = s(σ) et telle j = t(σ),alors j ∈ Ui. Don
, par le lemme 1, la 
ontrainte (2)peut être réé
rite en :

∀i ∈ In, ∀j ∈ Ui, i 6= j → vi < vjIl y a au plus ∑n−1
i=0 (|Ui|−1) 
ontraintes. Toutes lespermutations Gi laissent 0, . . . , i − 1 invariants. Don


Ui est un sous ensemble de {i, . . . , n− 1}. Don
 |Ui| −
1 ≤ n − i − 1, et le nombre de 
ontraintes est bornésupérieurement par ∑n−1

i=0 (n − i − 1) = n(n − 1)/2. 2Notons que d'après la première remarque du lemme1, 
ette preuve n'utilise pas l'inje
tivité en général. Il

su�t que les variables d'une même orbite soient dis-tin
tes. Le résultat reste vrai si le problème n'est pasinje
tif, mais si la 
ondition suivant est vraie :
∀i, j, k, j ∈ Ui ∧ k ∈ Ui → vj 6= vk (4)Dans notre exemple, les 
ontraintes du théorème 2sont :

v0 < v1, v0 < v2, v0 < v3, v0 < v4, v0 < v5, v1 < v2Notons que 
ertaines de 
es 
ontraintes sont redon-dantes. Par exemple, la 
ontrainte v0 < v2 est im-pliquée par la première et la dernière 
ontrainte, partransitivité. Nous pouvons don
 la supprimer. Cetteremarque est générale 
omme nous allons le voir dansla se
tion suivante.3.3 Un nombre linéaire de 
ontraintesLe résultat pré
édent peut être amélioré en utilisantla transitivité de la relation d'ordre. Etant donné j ∈
In, il se peut que j appartienne à plusieurs Ui. Dans
e 
as, dé�nissons r(j)le plus grand i di�érent de j telque j appartienne à Ui. Si j n'appartient à au
un Uiautre que Uj , alors r(j) = j.Avant d'énon
er notre résultat prin
ipal, prouvons
e qui suit.Lemme 3. Ave
 les notations qui pré
èdent, si j ∈
Ui et i 6= j alors r(j) ∈ Ui et r(j) < jPreuve. Supposons que j ∈ Ui et i 6= j. Par dé-�nition de Ui il existe une permutation σ ∈ Gi telleque iσ = j. Posons k = r(j). Par dé�nition de r(j),
i ≤ k et j ∈ Uk. Don
, il existe une permutation
θ ∈ Gk telle que kθ = j. Posons ν = σθ−1. alors,
iν = iσθ−1

= jθ−1

= k. De plus, ν ∈ Gi 
ar σ ∈ Gi et
θ ∈ Gk ⊆ Gi. Don
, k ∈ Ui. Le fait que r(j) < j estune 
onséquen
e immédiate de la dé�nition de r(j).2Nous pouvons maintenant énon
er notre résultatprin
ipal.Théorème 4. Ave
 les notations qui pré
èdent,étant donné un CSP inje
tif ave
 n variables V, alorstoutes les symétries de variables peuvent être éliminéesave
 au plus n−1 
ontraintes binaires. Ces 
ontraintessont données par :

∀j ∈ In, r(j) 6= j → vr(j) < vj (5)Preuve. Le nombre de 
ontraintes (5) est au plus
n par dé�nition. Comme r(0) = 0 par dé�nition, lenombre de 
ontraintes est au plus n − 1. Examinons



une des 
ontraintes de (3) c = (vi < vj), ave
 j ∈ Uiet i 6= j. Nous 
her
hons à prouver que c est impli-quée par les 
ontraintes (5). Considérons la séquen
e
(j, r(j), r(r(j)), r(r(r(j))), . . .). Supposons qu'elle neren
ontre jamais i. Nous avons j ∈ Ui et i 6= j. D'aprèsle lemme 3, r(j) ∈ Ui et r(j) < j. Comme r(j) 6= ipar hypothèse, le lemme 3 peut être appliqué de nou-veau. Par des appli
ations répétées de 
e lemme, nous
onstruisons une séquen
e dé
roissante in�nie in
lusedans Ui. Ce
i est impossible 
ar Ui est �ni. Don
 ilexiste k tel que i = rk(j). De plus, nous avons éta-bli que rk(j) 6= rk−1(j), . . . , r(r(j)) 6= r(j), r(j) 6= j.Don
 les 
ontraintes vrk(j) < vrk−1(j), . . . vr(r(j)) <
vr(j), vr(j) < vj sont dans (5). Ensemble, elles im-pliquent vrk(j) < vj qui est la 
ontrainte c. Nousavons don
 prouvé que l'ensemble des 
ontraintes de(3) est impliqué par les 
ontraintes de (5). Comme (5)est un sous ensemble de (3), 
es deux ensembles sontéquivalents. Don
, par appli
ation du théorème 2, les
ontraintes (5) éliminent toutes les symétries. 2Notons que 
e résultat reste valable si la 
ondition(4) est vraie même si le problème n'est pas inje
tif :Corollaire 5. Ave
 les notations qui pré
èdent,étant donné un CSP ave
 n variables V tel que (4)est vrai, alors toutes les symétries de variables peuventêtre éliminées ave
 au plus n − 1 
ontraintes binaires.Ces 
ontraintes sont données par (5).Dans notre exemple nous avons :
r(0) = 0, r(1) = 0, r(2) = 1, r(3) = 0, r(4) = 0, r(5) = 0Don
 les 
ontraintes (5) du théorème 4 sont :

v0 < v1, v0 < v3, v0 < v4, v0 < v5, v1 < v2Notons que la 
ontrainte v0 < v2 n'apparaît plus.Pour illustrer l'utilité du 
orollaire 5, prenonsl'exemple des n×n reines. Il s'agit de 
olorier un é
hi-quier de n 
ases de 
�té ave
 n 
ouleurs de façon à
e qu'au
une ligne, 
olonne ou diagonale ne 
ontiennedeux fois la même 
ouleur. Ce
i peut être vu 
omme lare
her
he de n solutions disjointes au problème des nreines. Chaque solution est donnée par les 
ases d'une
ouleur donnée. Ce problème peut-être modélisé parune CSP ave
 n2 variables, une par 
ase de l'é
hiquier,et une 
ontrainte tous di�érents par ligne, 
olonne etdiagonale. Nous ordonnons les variables ligne par ligne(voir �gure 2).
v0 v1 . . . vn−1

vn vn+1 . . . v2n−1... ... ... ...
vn(n−1) . . . . . . vn2−1Figure 2. Un é
hiquier.

Les symétries de variables proviennent des 8 symé-tries du 
arré. Cal
ulons l'orbite de la première va-riable, v0. Cette variable est dans un 
oin, et peutêtre envoyée sur n'importe quel autre 
oin. Don
 nousavons :
U0 = {0, n− 1, n2 − 1, n(n − 1)}Ensuite nous 
al
ulons le stabilisateur de v0. Laseule symétrie non triviale qui laisse le premier 
oininvariant est une ré�exion sur la première diagonale.L'orbite de v1 dans 
e stabilisateur est don
 :

U1 = {1, n}Les stabilisateurs suivants sont réduits à l'identité.Les 
ontraintes du problème sont telles que la 
ondi-tion (4) est satisfaite. En e�et, deux 
oins donnés sontsur une même ligne, don
 doivent prendre des valeursdi�érentes. De plus, les 
ase de v1 et vn sont sur unemême diagonale, don
 leurs valeurs doivent être dis-tin
tes. Nous pouvons don
 appliquer le 
orollaire 5pour obtenir les 
ontraintes suivantes :
v0 < vn−1, v0 < vn(n−1), v0 < vn2−1, v1 < vnCes 
ontraintes éliminent toutes les symétries de va-riables pour 
e problème.4 Elimination des symétries de variableset de valeursUne méthode générale pour éliminer les symétriesde valeurs est présentée dans [10℄. Cette méthode uti-lise le groupe des symétries de valeurs du CSP. Nousallons prouver que 
ette méthode peut être utilisée enmême temps que l'ajout de 
ontraintes pour éliminerles symétries de variables.Soit un CSP inje
tif P ave
 n variables vi, et desdomaines in
lus dans Ik. Une méthode pour transfor-mer toutes les symétries de valeurs en symétries devariables est présentée dans [2℄. Un nouveau CSP P ′est 
réé en ajoutant n × k variables binaires xij à P .Ces variables sont reliées aux variables originelles parles 
ontraintes suivantes :

∀i ∈ In, j ∈ Ik, (xij = 1) ≡ (vi = j)La variable xij égale 1 si et seulement si la variable
vj égale j. L'ajout de 
es variables et de 
es 
ontraintesne 
hange pas les solutions du CSP. De plus, les sy-métries de variables de P sont équivalentes aux per-mutations des lignes de la matri
e xij , alors que lessymétries de valeurs de P sont équivalentes aux per-mutations des 
olonnes de 
ette même matri
e.



Soit X le ve
teur de variables obtenu en 
on
até-nant les lignes de la matri
e xij . Dans 
e ve
teur, lesvariables xij sont triées par ordre 
roissant de i puisde j.Considérons une symétrie de valeur θ de P . θ estune permutation des 
olonnes de la matri
e. Cette sy-métrie est éliminée par la 
ontrainte [1℄ :
X � Xθ (6)Soit Xi le ve
teur des variables dans la ligne i de lamatri
e. La symétrie de valeurs θ envoie les variablesd'une ligne de la matri
e sur des variables de la mêmeligne :

Xi = (xi0, xi1, . . . , xi(k−1))

(Xθ)i = (x
i0θ−1 , xi1θ−1 , . . . , xi(k−1)θ−1)Par dé�nition de �, nous avons que (6) est équi-valent à la disjon
tion des 
ontraintes suivantes :
X0 ≺ (Xθ)0

X0 = (Xθ)0 ∧ X1 ≺ (Xθ)1...
X0 = (Xθ)0 ∧ . . . ∧ Xi−1 = (Xθ)i−1 ∧ Xi ≺ (Xθ)i...

X0 = (Xθ)0∧. . .∧Xn−2 = (Xθ)n−2∧Xn−1 ≺ (Xθ)n−1

X0 = (Xθ)0∧. . .∧Xn−2 = (Xθ)n−2∧Xn−1 = (Xθ)n−1Comparons Xi ave
 (Xθ)i. Soit ai la valeur a�e
téeà vi. Alors xi(ai) = 1 et xij = 0 for j 6= ai. De même,
x

i(j)θ−1 = 1 si et seulement si jθ−1 = ai, 
'est-à-dire
aθ

i = j. Don
, Xi = (Xθ)i si et seulement si ai = (ai)
θ,et Xi ≺ (Xθ)i si et seulement si ai < (ai)

θ.Don
 (6) est équivalent à la disjon
tion des
ontraintes :
a0 < (a0)

θ

a0 = (a0)
θ ∧ a1 < (a1)

θ...
a0 = (a0)

θ ∧ . . . ∧ ai−1 = (ai−1)
θ ∧ ai < (ai)

θ...
a0 = (a0)

θ ∧ . . . ∧ an−2 = (an−2)
θ ∧ an−1 < (an−1)

θ

a0 = (a0)
θ ∧ . . . ∧ an−2 = (an−2)

θ ∧ an−1 = (an−1)
θExaminons l'un des termes de la disjon
tion, parexemple :

a0 = (a0)
θ ∧ . . . ∧ ai−1 = (ai−1)

θ ∧ ai < (ai)
θCe
i indique que θ laisse invariant a0, a1, . . . , ai−1.Dans 
e 
as ai doit être le minimum parmi les valeurs

sur lesquelles θ peut l'envoyer. Nous avons démontréle résultat suivant.Lemme 6. Ave
 les notations 
i-dessus, ai est mi-nimal dans son orbite pour le groupe des symétries devaleurs qui laissent a0, a1, . . . ai−1 invariants.Ce
i est équivalent à la méthode GE-tree [10℄ quandles variables et les valeurs sont testées en ordre 
rois-sant pendant la re
her
he.D'après [1℄, il est 
orre
t de d'ajouter toutes les
ontraintes (1) pour P ′. En parti
ulier, il est 
orre
td'ajouter les 
ontraintes (1) pour les symétries de va-riables de P ave
 toutes les 
ontraintes (6). D'après lelemme 6, l'ensemble des 
ontraintes (6) est équivalentà la méthode GE-tree pour éliminer les symétries devaleurs. Nous avons don
 prouvé le résultat suivant.Théorème 7. Etant donné un CSP, son groupe desymétries de variables G1, et son groupe de symétriesde valeurs G2, alors la 
ombinaison de la méthode GE-tree ave
 les 
ontraintes (1) 
al
ule un ensemble desolutions S tel que :
∀S ∈ sol(P), ∃σ ∈ G1, ∃θ ∈ G2, ∃S′ ∈ S, Sσθ = S′Le 
orollaire du théorème 4 dit que l'ensemble des
ontraintes (1) est équivalent aux 
ontraintes (5) pourles problèmes satisfaisant la 
ondition (4). Ce
i donne :Corollaire 8. Etant donné un CSP véri�ant (4),son groupe de symétries de variables G1, et son groupede symétries de valeurs G2, alors la 
ombinaison de laméthode GE-tree ave
 les 
ontraintes (1) 
al
ule unensemble de solutions S tel que :
∀S ∈ sol(P), ∃σ ∈ G1, ∃θ ∈ G2, ∃S′ ∈ S, Sσθ = S′5 Résultats expérimentauxNous avons implanté un algorithme similaire àNauty[5℄ pour 
al
uler les automorphismes de graphes,ainsi qu'un algorithme de S
hreier Sims [12℄. Ces al-gorithmes ont été utilisés dans les exemples suivants.Dans notre implantation nous n'avons pas implémentétoute la méthode GE-tree, 
ar elle requiert plus d'al-gorithmes de groups �nis que 
e que nous avons im-plémenté. Nous n'avons que 
odé le 
al
ul des orbitesdans le groups G2 des symétries de valeurs. Ensuite,seule la valeur minimale dans 
haque orbite est lais-sée dans le domaine de la variable v0. Nous appe-lons notre méthode SBC (pour �Symmetry BreakingConstraints�) dans 
e qui suit, a�n de la distinguerdes méthodes pré
édemment publiées.



5.1 Graphes gra
ieuxNous avons testé notre appro
he sur les graphes de[7℄ [8℄. Les symétries de variables sont éliminées parles 
ontraintes (5). Il y a une seule symétrie de va-leurs non triviale, qui envoie a sur e − a, où e est lenombre d'arêtes du graphe. Les orbites pour les symé-tries de valeurs sont don
 les ensembles {a, e−a} pour
0 ≤ a ≤ e/2. Don
 on peut restreindre le domaine de
v0en gardant la plus petite valeur dans 
ha
une de 
esorbites.Pour 
haque graphe nous donnons le nombre de so-lutions du CSP (sol), la taille de l'arbre de re
her
he(noeud) et le temps de réponse. Les variables et lesvaleurs sont testées en ordre 
roissant. Nous donnons
es informations pour une re
her
he sans éliminationde symétrie (no sym) et pour notre méthode (SBC).Dans 
e 
as le temps de réponse in
lue le temps né
es-saire pour la re
her
he des automorphismes du grapheet pour l'algorithme de S
hreier Sims. Les temps deréponse sont mesurés sur un PC portable Dell Lati-tude D800 a 1.4 MHz sous Windows XP. Le CSP estrésolu ave
 ILOG Solver 6.0[3℄.graph no sym SBCsol noeud temps sol noeud temps

K3 × P2 96 1518 0.12 8 83 0.01
K4 × P2 1440 216781 13.6 30 1863 0.27
K5 × P2 480 34931511 4454 2 53266 6.5
K6 × P2 0 1326585 305Table 1. Cal
ul de toutes les solutions pour les graphes gra
ieux.Les tempes de réponse sont 30 fois plus petits que
eux obtenus par les méthodes GAP-SBDD et GAP-SBDS[8℄ sur un ordinateur environ 2 fois plus lent quele notre. La division par 15 du temps de réponse nepeut pas être entièrement imputée à la di�éren
e delogi
iel de programmation par 
ontraintes utilisé. Cetexemple montre que l'ajout de 
ontraintes est beau-
oup plus e�
a
e que les méthodes modi�ant la re-
her
he de solution. Toutefois, notre méthode trouvedeux fois plus de solutions. Voyons pourquoi sur legraphe K5×P2. Ce graphe a 10 sommets et 25 arêtes.Nous donnons la valeur des 10 variables du CSP 
or-respondant pour les deux solutions trouvées :

(0, 4, 18, 19, 25, 23, 14, 6, 3, 1)

(0, 6, 7, 21, 25, 24, 22, 19, 11, 2)L'appli
ation de la symétrie de valeurs non trivialeà la deuxième solution donne :
(25, 19, 18, 4, 0, 1, 3, 6, 14, 23)Appliquons la symétrie de variables suivante à 
ettesolution :

[4, 3, 2, 1, 0, 9, 8, 7, 6, 5]Cela nous donne la première solution !

Cet exemple montre que nous n'éliminons pas toutesles symétries qui sont la 
omposition d'une symétrie devariables ave
 une symétrie de valeurs bien que 
haquetype de symétrie soit éliminé séparément.
5.2 Carrés magiques plus parfaitsLes 
arrés magiques plus parfaits (�most perfe
t ma-gi
 squares�), étudiés dans [6℄, sont donnés 
ommeexemple de CSP ave
 des symétries de valeurs 
om-plexes dans [10℄. Les auteurs ont dé
idé d'utiliser unereprésentation duale pour que les symétries de va-riables du problème deviennent des symétries de va-leurs, a�n d'utiliser la méthode GE-tree. Il est prouvédans [6℄ que les 
arrés magiques plus parfaits étaient enbije
tion ave
 les 
arrés réversibles. Un 
arré réversibleest un 
arré de n 
ellules de 
�té (n = 0 modulo 4) rem-plit des nombres 1 . . . n2 tel que (i) la somme de deux
oins diagonalement opposés dans n'importe quel sousre
tangle est égale à la somme des deux autres 
oins(ii) dans 
haque ligne ou 
olonne, la somme du premieret dernier nombre égale la somme du deuxième et del'avant dernier, et
 (iii) la somme de deux nombresdiamétralement opposés fait n2 + 1.Toute solution a 2n+1((n/2)!)2 variantes symé-triques [6℄. Pour n = 16 
e
i fait environ 2.13e+14.Le modèle naturel pour 
e problème a une va-riable par 
ellule du 
arré de domaine {1, 2, .., n2}.Une 
ontrainte tous di�érents est ajoutée en plus des3 
ontraintes listées plus haut. Comme le problèmeest inje
tif, nous pouvons utiliser notre méthode pouréliminer les symétries de variable. Nous donnons pourdi�érentes tailles de problème le temps né
essaire pour
al
uler les symétries du problème ainsi que le tempsné
essaire pour 
al
uler toutes les solutions non symé-triques. Nous donnons également les temps de [10℄, ob-tenus ave
 GAP-SBDD et la méthode GE-tree sur unordinateur deux fois plus lent que le notre. Une 
om-paraison dire
te est di�
ile 
ar le CSP utilisé n'est pasexa
tement le même. Toutefois, nous pouvons 
ompa-rer le temps de 
al
ul lié au groupe de symétries 
aril s'agit du même groupe dans les deux 
as. Notre mé-thode requiert beau
oup moins de temps 
ar le 
al
uln'a besoin d'être fait qu'une fois, avant de lan
er larésolution du CSP.



Méthode n sols sym sear
hSBC 4 3 0.01 0.028 10 0.09 0.3912 42 0.44 22.216 35 4.6 275.6GAP-SBDD 4 3 0.3 0.38 10 5.4 125.412 42 2745 12518GE-tree 4 3 0.2 0.18 10 0.7 90.012 42 29.1 10901.8Table 2. Cal
ul de toutes les solutions pour les 
arrésmagiques plus parfaits.6 Con
lusionNous avons établi deux résultats (i) toutes les symé-tries de variables pouvaient être éliminées pas au plus
n − 1 
ontraintes binaires pour les CSP inje
tifs ave

n variables (ii) la méthode GE-tree peut être utiliséeen même temps que l'ajout de 
ontraintes éliminantles symétries de variables.Notre méthode peut être entièrement automatiséeen utilisant des logi
iels de 
al
ul d'automorphismede graphes tels que Nauty[5℄ et des algorithmes surles groupes �nis [12℄. Nous avons implémenté 
es al-gorithmes. Des expérien
es variées en montrent l'inté-rêt pratique. Toutefois, il est bon de noter que bienque notre méthode élimine toutes les symétries de va-riables et toutes les symétries de valeurs, elle n'enlèvepas leurs 
ombinaisons. Il nous semble judi
ieux de
her
her à améliorer 
et aspe
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