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Résumé

L'ajout de contraintes est utilisé depuis longtemps
pour éliminer les symétries dans les CSP. Par exemple,
on peut enlever toutes les symétries dans le probléme
du 'pigeon hole” en ordonnant les variables. Nous avons
généralisé ce résultat a tous les problémes injectifs, c'est-
a-dire ou les variables doivent prendre des valeurs toutes
distinctes. Dans ce cas il est possible d'éliminer toutes
les symétries avec un ordre partiel sur les variables.
Nous montrons comment automatiquement calculer un
tel ordre en utilisant des algorithmes sur les groupes fi-
nis. Nous montrons également que cet ordre partiel peut
étre combiné avec une méthode éliminant les symétries
de valeurs. Des expériences variées montrent |'intérét
pratique de notre méthode.

Abstract

Adding symmetry breaking constraints is one of the
oldest ways of breaking variable symmetries for CSPs.
For instance, it is well known that all the symmetries
for the pigeon hole problem can be removed by orde-
ring the variables. We have generalized this result to all
CSPs where the variables are subject to an all different
constraint. In such case it is possible to remove all va-
riable symmetries with a partial ordering of the variables.
We show how this partial ordering can be automatically
computed using computational group theory (CGT). We
further show that partial orders can be safely used toge-
ther with the GE-tree method of [10]. Experiments show
the efficiency of our method.

1 Introduction

Une symétrie pour un probléme de satisfaction de
contraintes (CSP, Constraint Satisfaction Problem)
est une fonction du CSP sur lui méme qui préserve

sa structure et ses solutions. Si un CSP a des symé-
tries, il se peut que toutes les variantes symétriques
d’un échec soient testés avant de trouver une solution.
Méme si le probléme est facile a résoudre, toute va-
riante symétrique d’une solution est une solution, et il
peut étre impossible de les lister.

L’ajout de contraintes est une des méthodes les
plus anciennes pour éliminer des symétries [9]. Par
exemple, il est montré dans [1] qu’il est possible d’éli-
miner toutes les symétries de variables en ajoutant
une contrainte lexicographique par symétrie. Malheu-
reusement, cette méthode n’est pas pratique car il
peut y avoir un nombre exponentiel de symétries. Il
est d’ailleurs montré dans [11] qu’il n’est pas pos-
sible en général d’éliminer toutes les symétries avec
un nombre polynomial de contraintes. Dans [2], un
nombre linéaire de contraintes est utilisé pour éliminer
les symétries dans des problémes pouvant se représen-
ter par une matrice de variables. Comme le nombre de
contraintes ajoutées est polynomial, certaines symé-
tries ne sont pas éliminées. Toutefois, dans certains cas
particuliers, il peut étre possible d’éliminer toutes les
symétries avec un nombre polynomial de contraintes.
Par exemple, dans [9], nous montrons que le probléme
du “pigeon hole” peut étre facilement résolu en ordon-
nant toutes les variables.

Dans cet article nous considérons une classe de pro-
blémes plus générale : les problémes injectifs. Il s’agit
de problémes ou les variables doivent prendre des
valeurs différentes deux a deux, par exemple parce
qu'une contrainte “tous différents” est présente dans
le probléme. Dans ce cas, la fonction ayant pour do-
maine les variables et pour image les valeurs est injec-
tive. Nous montrons dans la section 3 que dans ce cas
toutes les symétries de variables peuvent étre éliminées



avec n — 1 contraintes binaires, n étant le nombre de
variables.

Dans [10] une méthode générale pour éliminer toutes
les symétries de valeurs est présentée. Nous montrons
dans la section 4 comment combiner cette méthode
avec les contraintes éliminant les symétries de va-
riables.

Dans la section 5 nous appliquons notre méthode a
quelques problémes complexes, et nous concluons dans
la section 6.

2 Symétries, Graphes et CSPs

Les symétries que nous considérons sont des permu-
tations, c’est-a-dire des bijections d’un ensemble fini
sur lui méme. Sans perte de généralité nous pouvons
nous restreindre a 1’étude des permutations de I™, avec
I" =1{0,1,2,...,n — 1}. Par exemple, nous pouvons
indexer les variables d’'un CSP avec des entiers, de fa-
con & ce que toute symétrie de variables soit définie
par une permutation des indices des variables. Ceci
est formalisé comme suit.

2.1 Algorithmes de théorie des groupes

Soit S™ I’ensemble des permutations de I™. L’image
par i par la permutation o est notée i°. Une permu-
tation o € S™ est entiérement décrite par le vecteur
[09,17,...,(n —1)?]. La composition de deux permu-
tations o et # est définie par (79 = (57)°.

Etant donné ¢ € I"™ et un groupe de permutations
G C 8™, Dorbite de i dans G, notée i€, est ensemble

des images de ¢ par les éléments de G :
i% = {i|o € G}

Etant donné ¢ € I"™ et un groupe de permutations
G C 8™, le stabilisateur de i dans G, noté ig, est
I’ensemble des éléments de G qui laissent 4 invariant :

ic = {o € Gli¥ =1}

2.2 CSP et symétries

Un CSP P avec n variables est un triplet P =
(V,D,C) o V est un ensemble fini de variables
(vi)iern, D un ensemble fini d’ensembles finis (D;)icn,
et chaque contrainte de C un sous ensemble du pro-
duit cartésien X, ;» D;. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que D; C I*¥ pour k donné k.

Un assignement est un vecteur de valeurs (a;);esn
tel que a; € D; pour tout i € I", et est noté (v; =
a;)icrn- Un assignement partiel est un sous vecteur
d’un assignement.

Une solution de (V, D, C) est un assignement qui sa-
tisfait toutes les contraintes.

Etant donné une permutation ¢ de I", on définit une
permutation de variables sur les assignements (partiels
ou non) par :

((vi = ai)ier)” = ((vie = a;)iern)

De telles permutations sont des symétries de va-
riables si elles envoient les solutions sur des solutions.

Etant donné une permutation 6 de I*, on définit une
permutation de valeurs sur les assignements (partiels
ou non) par :

—1

((vi = ai)ie]")e = ((v; = af Jiern)

De telles permutations sont des symétries de valeurs
si elles envoient les solutions sur des solutions.

2.3 Un coloriage de graphes

L’exemple qui suit va étre utilisé pour illustrer notre
méthode. Un graphe avec m arétes est dit gracieuz s’il
existe un étiquetage f de ses sommets tel que :

— 0 < f(i) < m pour tout sommet i,

— f est injective,

— les valeurs abs(f(7), f(j)) pour toutes les arétes

(i,7) sont toutes différentes.
Ceci peut se modéliser naturellement comme un CSP
avec une variable v; par sommet [4]. Les symétries
du probléme sont induites par les automorphismes du
graphe. Il y a une symétrie de valeurs non triviale, qui
envoie v sur m — v. Pour plus d’information sur les
symétries des graphes gracieux voir [7], [8].
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Figure 1. Le graphe K3 x P2.

Considérons le graphe de la figure 1. Le groupe des
symétries de variables pour le CSP correspondant est
équivalent au groupe des symétries du graphe. Un
tel groupe peut étre calculé avec un logiciel tel que
Nauty[5]. Ce groupe G est :

{[0,1,2,3,4,5],[0,2,1,3,5,4],[1,0,2,4, 3, 5],
[1,2,0,4,5,3],[2,0,1,5,3,4],[2,1,0,5,4, 3],
[3,4,5,0,1,2],[3,5,4,0,2,1],[4,3,5,1,0,2],
4,5,3,1,2,0],1[5,3,4,2,0,1],[5,4,3,2,1,0] }



3 Elimination des symétries de variables

Comme nous l'avons dit, I'ajout de contraintes est
une méthode connue pour éliminer les symétries de
variables.

3.1 Contraintes lexicographiques

Dans [1], il est montré que toutes les symétries de
variables pouvaient étre éliminées avec les contraintes
suivantes.

Vo € G, V=V (1)

Pour une symétrie o donnée, la contrainte (V < V7)
est équivalent 4 la disjonction des contraintes :

Vo < Voo
Vg = Voo NV1 < V1o

Vo =Vge N ... \NVj—1 = U(i—1) N V; < Vjo

Vo = Voo N\ ... AUp—2 = Vn—2)s NUn—1 < U(n—1)°
Vo = Voo N ... \Up—2 = V(n—2)c N Un—1 = U(n_1)

Si la derniére contrainte est omise, ’ensemble des
contraintes est noté V < V7.

Dans notre exemple, les contraintes données par [1]
sont :

(vo,v1,v2,v3,04,v5) = (vo,V1,V2,V3,V4,0V5)
(vo,v1,v2,v3,04,v5) = (vo,V2,V1,V3,Vs5,04)
(vo,v1,v2,v3,v4,v5) = (v1,v0,v2,V4,V3,05)
(vo,v1,v2,v3,v4,v5) = (v1,2,v0,V4,Vs5,V3)
(vo,v1,v2,v3,04,v5) = (v2,v0,V1,V5,V3,04)
(vo,v1,v2,v3,v4,v5) = (v2,V1,v0,Vs,V4,03)
(v0,v1,V2,V3,04,05) = (v3,V4,Vs5,V0,V1,V2)
(vo,v1,v2,v3,v4,v5) = (v3,0s, V4,00, V2,01)
(vo,v1,v2,v3,04,v5) = (v4,V3,V5,01,0,V2)
(v0,v1,V2,V3,04,05) = (v4,V5,V3,V1,V2,)
(v0,v1,V2,V3,04,05) = (vs,V3,04,V2,V0,V1)
(vo,v1,v2,v3,04,v5) = (vs,V4,V3,V2,V1,%)

3.2 Un nombre polynomial de contraintes

Le nombre de contraintes (1) peut étre exponentiel
avec le nombre de variables V. Ce nombre peut étre
grandement réduit en utilisant l'utilisation de 'injec-
tivité de la fonction des variable vers les valeurs. Pre-
nons une des symétries de notre exemple :

o=1[0,21,3,5,4]

La contrainte éliminant cette symétrie est :

(’Uo,’Ul,’UQ, U3, U4, 1)5) = (’007’025 U1, 1)3,’05,’04)

Puisque vg = vg est trivialement vraie, et puisque
v1 = vy ne peut pas étre vrai par injectivité, cette
contrainte peut se simplifier en :

V1 < Vg

Cette simplification est vraie en général, et peut étre
formalisée comme suit. Etant donné une permutation
o, notons s(o) le plus petit 7 tel que i” # i, et notons
t(o) 'image de (s(o0)) par o.

Lemme 1. Etant donné un CSP (V,D,C) injectif,
et un groupe de symétries de variables G pour le CSP,
alors toutes les symétries de G peuvent étre éliminées
par les contraintes suivantes :

Vo € G,US(U) < V(o) (2)

Preuve. Par définition, k7 = k si k < s(0), et
s(0)? # s(o). Examinons la contrainte ¥V < V,. L’in-
jectivité du CSP implique v; = v;s si et seulement si
1% = i. En particulier, vy = vge for all & < s(0), et
V(o) 7 U(s(o))~ - Donc un seul élément de la disjonction
peut étre vrai. Il s’agit de :

Vo = Voo N ... NVUs(5)—1 = V(s(0)=1)" N Us(o) < U(s(o))o

Comme k% = k pour k < s(o) et s(0)? = t(0), ceci
peut étre simplifier en v () < V(5. O

Notons que nous n’avons utilisé qu’une propriété
plus faible que l'injectivité. En efet, pour que le lemme
soit vrai, il suffit que vy(g) et vy(g) soient différentes.

Notons également que si deux permutations o et 6
sont telles que s(o) = s(0) et t(o) = ¢(), alors les
contraintes éliminant ces symétries sont identiques. Il
suffit donc d’ajouter une seule contrainte pour chaque
paire i, j telle qu’il existe une permutation o avec i =
s(o) et j =t(o).

L’ensemble de ces paires peut étre calculé avec
Palgorithme de Schreier Sims [12]. Cet algorithme
construit une suite de stabilisateurs Go,G1,...,Gp
comme suit, :

Go = G
Viel", G; = (i—1)g,_,
Par définition,

Gi={ceG:07=0A...AN(i—-1)=i-1}
G,CGr1C...G1 C Gy



L’algorithme de Schreier Sims calcule aussi les en-
sembles de représentant U; qui sont les orbites de ¢
dans G; :

U; =%
Par définition, U; est I’ensemble des images de i par
les permutations de G qui laissent O, ..., (i — 1) inva-
riants.

Nous supposerons désormais que les groupes sont
décrits par une suite de stabilisateurs et par les repré-
sentants associés.

Dans notre exemple, la suite de stabilisateurs est :

Go = G
Gy = 0g,={[0,1,2,3,4,5],[0,2,1,3,5,4]}
G2 = 1G1 :{[07152735475]}
Tous les stabilisateurs suivants G3, G4, G5 sont égaux

a Goa.
Les représentants sont :

Uy = 09 =1{0,1,2,3,4,5}
U, = 19 ={1,2}
U, = 292={2}
Us = 3% ={3}
Uy = 4% ={4}

Théoréme 2. Ftant donné un CSP injectif avec n
variables V, et étant donné des représentants U; pour
le groupe des symétries de variables du CSP, alors
toutes les symétries de G peuvent étre éliminées par au
plus n(n — 1)/2 contraintes binaires. Ces contraintes
sont données par :

Vie]n,VjGUi,i%iji<’Uj (3)

Preuve. Par définition, pour chaque élément j €
U, il existe au moins une permutation o € G, telle que
i? = j et j =t(o). La réciproque est vraie : s’il existe
une permutation o telles que i = s(o) et telle j = t(0),
alors j € U;. Donc, par le lemme 1, la contrainte (2)
peut étre réécrite en :

Vie I™" V) e U, i?éj—>’Ui<’Uj

Il'y a au plus 2?2_01(|Ui| — 1) contraintes. Toutes les
permutations G; laissent 0,...,7 — 1 invariants. Donc
U; est un sous ensemble de {i,...,n—1}. Donc |U;| —
1 <n—1i—1, et le nombre de contraintes est borné
supérieurement par Z?:_Ol(n —i—1)=n(n-1)/2.0

Notons que d’aprés la premiére remarque du lemme
1, cette preuve n’utilise pas 'injectivité en général. 1l

suffit que les variables d’'une méme orbite soient dis-
tinctes. Le résultat reste vrai si le probléme n’est pas
injectif, mais si la condition suivant est vraie :

Vi’jakajeUi/\kjeUi_)'Uj#’Uk; (4)

Dans notre exemple, les contraintes du théoréme 2
sont :

Vo < V1, Vg < V2, Vg < V3, Vg < Vg, Vg < Vs, V1 <V

Notons que certaines de ces contraintes sont redon-
dantes. Par exemple, la contrainte vy < vy est im-
pliquée par la premiére et la derniére contrainte, par
transitivité. Nous pouvons donc la supprimer. Cette
remarque est générale comme nous allons le voir dans
la section suivante.

3.3 Un nombre linéaire de contraintes

Le résultat précédent peut étre amélioré en utilisant
la transitivité de la relation d’ordre. Etant donné j €
I™, il se peut que j appartienne & plusieurs U;. Dans
ce cas, définissons r(j)le plus grand ¢ différent de j tel
que j appartienne a U;. Si j n’appartient & aucun U;
autre que Uj, alors r(j) = j.

Avant d’énoncer notre résultat principal, prouvons
ce qui suit.

Lemme 3. Avec les notations qui précédent, si j €
U, eti#j alors r(j) € U; et r(j) < j

Preuve. Supposons que j € U; et ¢ # j. Par dé-
finition de U; il existe une permutation o € G; telle
que i° = j. Posons k = r(j). Par définition de r(j),
i < k et j € Ug. Donc, il existe une permutation
6 € Gy telle que k? = j. Posons v = of~!. alors,
v =i =% =k Deplus, v € G; car 0 € G; et
0 € G, C G;. Donc, k € U;. Le fait que r(j) < j est
une conséquence immeédiate de la définition de r(j).0

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat
principal.

Théoréme 4. Avec les notations qui précédent,
étant donné un CSP injectif avec n variables V, alors
toutes les symétries de variables peuvent étre éliminées
avec au plus n—1 contraintes binaires. Ces contraintes
sont données par :

VielI", r(j) #j — vy <y (5)

Preuve. Le nombre de contraintes (5) est au plus
n par définition. Comme 7(0) = 0 par définition, le
nombre de contraintes est au plus n — 1. Examinons



une des contraintes de (3) ¢ = (v; < v;), avec j € U;
et i # j. Nous cherchons & prouver que ¢ est impli-
quée par les contraintes (5). Considérons la séquence
(4,r(3),r(r(),r(r(r(4))),...). Supposons qu’elle ne
rencontre jamais i. Nous avons j € U; et i # j. D’aprés
le lemme 3, r(j) € U; et r(j) < j. Comme 7(j) # 4
par hypothése, le lemme 3 peut étre appliqué de nou-
veau. Par des applications répétées de ce lemme, nous
construisons une séquence décroissante infinie incluse
dans U;. Ceci est impossible car U; est fini. Donc il
existe k tel que i = 7%(j). De plus, nous avons éta-
bli que 7%(j) £ *71(5),- .., r(r(j)) # r(j),r(G) # J-
Donc les contraintes v,k < Upk=1(j),- - Up(r(j)) <
Ur(j), Ur(j) < v; sont dans (5). Ensemble, elles im-
pliquent v,k;y < v; qui est la contrainte c. Nous
avons donc prouvé que ’ensemble des contraintes de
(3) est impliqué par les contraintes de (5). Comme (5)
est un sous ensemble de (3), ces deux ensembles sont
équivalents. Donc, par application du théoréme 2, les
contraintes (5) éliminent toutes les symétries. O

Notons que ce résultat reste valable si la condition
(4) est vraie méme si le probléme n’est pas injectif :

Corollaire 5. Avec les notations qui précédent,
étant donné un CSP avec n wvariables V tel que (4)
est vrai, alors toutes les symétries de variables peuvent
étre éliminées avec au plus n — 1 contraintes binaires.
Ces contraintes sont données par (5).

Dans notre exemple nous avons :
r(0)=0,r(1) =0,7(2) =1,7(3) =0,r(4) =0,r(5) =0
Donc les contraintes (5) du théoréme 4 sont :

Vo < V1, Vg < V3, Vg < V4, Vg < V5, V1 < V2

Notons que la contrainte vy < v9 n’apparait plus.

Pour illustrer l'utilité du corollaire 5, prenons
I’exemple des n x n reines. Il s’agit de colorier un échi-
quier de n cases de coté avec n couleurs de facon a
ce qu’aucune ligne, colonne ou diagonale ne contienne
deux fois la méme couleur. Ceci peut étre vu comme la
recherche de n solutions disjointes au probléme des n
reines. Chaque solution est donnée par les cases d’une
couleur donnée. Ce probléme peut-étre modélisé par
une CSP avec n? variables, une par case de I’échiquier,
et une contrainte tous différents par ligne, colonne et
diagonale. Nous ordonnons les variables ligne par ligne
(voir figure 2).

Vo U1 Un—1
Un Un+1 Von—1
vn(n—l) NN Un2_1

Figure 2. Un échiquier.

Les symétries de variables proviennent des 8 symé-
tries du carré. Calculons l'orbite de la premiére va-
riable, vg. Cette variable est dans un coin, et peut
étre envoyée sur n’importe quel autre coin. Donc nous
avons :

Up={0,n—1,n* —1,n(n—1)}

Ensuite nous calculons le stabilisateur de vg. La
seule symétrie non triviale qui laisse le premier coin
invariant est une réflexion sur la premiére diagonale.
L’orbite de v; dans ce stabilisateur est donc :

U1 = {1,71}

Les stabilisateurs suivants sont réduits a ’identité.

Les contraintes du probléme sont telles que la condi-
tion (4) est satisfaite. En effet, deux coins donnés sont
sur une méme ligne, donc doivent prendre des valeurs
différentes. De plus, les case de v1 et v, sont sur une
méme diagonale, donc leurs valeurs doivent étre dis-
tinctes. Nous pouvons donc appliquer le corollaire 5
pour obtenir les contraintes suivantes :

Vo < Un—1,V0 < Un(n-1),V0 < Up2_1,V1 < Un

Ces contraintes éliminent toutes les symétries de va-
riables pour ce probléme.

4 Elimination des symétries de variables
et de valeurs

Une méthode générale pour éliminer les symétries
de valeurs est présentée dans [10]. Cette méthode uti-
lise le groupe des symétries de valeurs du CSP. Nous
allons prouver que cette méthode peut étre utilisée en
méme temps que l'ajout de contraintes pour éliminer
les symétries de variables.

Soit un CSP injectif P avec n variables v;, et des
domaines inclus dans I*¥. Une méthode pour transfor-
mer toutes les symétries de valeurs en symétries de
variables est présentée dans [2]. Un nouveau CSP P’
est créé en ajoutant n x k variables binaires z;; a P.
Ces variables sont reliées aux variables originelles par
les contraintes suivantes :

Viel",jelk, (ziyj=1)= (v =7)

La variable z;; égale 1 si et seulement si la variable
v; égale j. L’ajout de ces variables et de ces contraintes
ne change pas les solutions du CSP. De plus, les sy-
métries de variables de P sont équivalentes aux per-
mutations des lignes de la matrice z;;, alors que les
symétries de valeurs de P sont équivalentes aux per-
mutations des colonnes de cette méme matrice.



Soit X le vecteur de variables obtenu en concaté-
nant les lignes de la matrice x;;. Dans ce vecteur, les
variables x;; sont triées par ordre croissant de 4 puis
de j.

Considérons une symétrie de valeur 6 de P. 6 est
une permutation des colonnes de la matrice. Cette sy-
meétrie est éliminée par la contrainte [1] :

X =< Xx? (6)

Soit X; le vecteur des variables dans la ligne i de la
matrice. La symétrie de valeurs # envoie les variables
d’une ligne de la matrice sur des variables de la méme
ligne :

Xi = (@i, T, ..
(X% =

7$i(k—1))

(T 0015 Tig0-15 -+ Tih—1yo=1)

Par définition de =<, nous avons que (6) est équi-
valent a la disjonction des contraintes suivantes :

XO =< (X9)0
XO = (Xe)o /\X1 < (X9)1

Xo = (XG)O AN NXiZ1= (Xe)i,1 A X; < (XG)Z

Xo = (XA . .AX o = (
Xo = (XA . .AX 9 = (

Xe)n72/\Xn71 =< (Xe)nfl
Xe)n72/\Xn71 = (Xe)nfl

Comparons X; avec (XG)Z-. Soit a; la valeur affectée
a v;. Alors z;(,,) = 1 et x;; = 0 for j # a;. De méme,
;01 = 1 si et seulement si %1 = a;, c’est-a-dire
af = j. Donc, X; = (X?); si et seulement si a; = (a;)?,
et X; < (X?); si et seulement si a; < (a;)°.

Donc (6) est équivalent & la disjonction des
contraintes :

ag < (a0)9

ag = (a0)9 Nar < (al)e

apg = (ao)e AN Nai—1 = (ai,1)9 Na; < (ai)e

ap = ( )Z Ao Nan—o=(an2)° Nan_1 < (an_1)°
AN

ao
ag = (a0) AN\ Qp_g = (an72)6 ANap-1 = (anfl)e

Examinons l'un des termes de la disjonction, par
exemple :

ag = (ao)e N...Naj—1 = (ai_l)e Na; < (ai)e

Ceci indique que @ laisse invariant ag, ai,...,a;_1.
Dans ce cas a; doit étre le minimum parmi les valeurs

sur lesquelles 6 peut I'envoyer. Nous avons démontré
le résultat suivant.

Lemme 6. Avec les notations ci-dessus, a; est mi-
nimal dans son orbite pour le groupe des symétries de
valeurs qui laissent ag, aq,...a;_1 invariants.

Ceci est équivalent & la méthode GE-tree [10] quand
les variables et les valeurs sont testées en ordre crois-
sant pendant la recherche.

D’apreés [1], il est correct de d’ajouter toutes les
contraintes (1) pour P’. En particulier, il est correct
d’ajouter les contraintes (1) pour les symétries de va-
riables de P avec toutes les contraintes (6). D’apreés le
lemme 6, 'ensemble des contraintes (6) est équivalent
a la méthode GE-tree pour éliminer les symétries de
valeurs. Nous avons donc prouvé le résultat suivant.

Théoréme 7. Etant donné un CSP, son groupe de
symétries de variables G1, et son groupe de symétries
de valeurs G, alors la combinaison de la méthode GE-
tree avec les contraintes (1) calcule un ensemble de
solutions S tel que :

VS € s0l(P), 30 € G1,30 € Go,35" € S, 57 = &'

Le corollaire du théoréme 4 dit que I’ensemble des
contraintes (1) est équivalent aux contraintes (5) pour
les problémes satisfaisant la condition (4). Ceci donne :

Corollaire 8. Etant donné un CSP wvérifiant (4),
son groupe de symétries de variables G, et son groupe
de symétries de valeurs Gs, alors la combinaison de la
méthode GE-tree avec les contraintes (1) calcule un
ensemble de solutions S tel que :

VS € sol(P),30 € G1,30 € G5,35" € S, 57 = &

5 Résultats expérimentaux

Nous avons implanté un algorithme similaire a
Nauty[5] pour calculer les automorphismes de graphes,
ainsi qu'un algorithme de Schreier Sims [12]. Ces al-
gorithmes ont été utilisés dans les exemples suivants.
Dans notre implantation nous n’avons pas implémenté
toute la méthode GE-tree, car elle requiert plus d’al-
gorithmes de groups finis que ce que nous avons im-
plémenté. Nous n’avons que codé le calcul des orbites
dans le groups G2 des symétries de valeurs. Ensuite,
seule la valeur minimale dans chaque orbite est lais-
sée dans le domaine de la variable vg. Nous appe-
lons notre méthode SBC (pour “Symmetry Breaking
Constraints”) dans ce qui suit, afin de la distinguer
des méthodes précédemment publiées.



5.1 Graphes gracieux

Nous avons testé notre approche sur les graphes de
[7] [8]. Les symétries de variables sont éliminées par
les contraintes (5). Il y a une seule symétrie de va-
leurs non triviale, qui envoie a sur e — a, ou e est le
nombre d’arétes du graphe. Les orbites pour les symé-
tries de valeurs sont donc les ensembles {a, e —a} pour
0 < a < e/2. Donc on peut restreindre le domaine de
voen gardant la plus petite valeur dans chacune de ces
orbites.

Pour chaque graphe nous donnons le nombre de so-
lutions du CSP (sol), la taille de I’arbre de recherche
(noeud) et le temps de réponse. Les variables et les
valeurs sont testées en ordre croissant. Nous donnons
ces informations pour une recherche sans élimination
de symeétrie (no sym) et pour notre méthode (SBC).
Dans ce cas le temps de réponse inclue le temps néces-
saire pour la recherche des automorphismes du graphe
et pour l'algorithme de Schreier Sims. Les temps de
réponse sont mesurés sur un PC portable Dell Lati-
tude D800 a 1.4 MHz sous Windows XP. Le CSP est
résolu avec ILOG Solver 6.0[3].

graph no sym SBC
sol noeud  temps | sol noeud  temps
K3 X Py 96 1518 0.12 8 23 0.01
Ky X Py 1440 216781 13.6 30 1863 0.27
K5 X Py 480 34931511 4454 2 53266 6.5
Kg X Py 0 1326585 305

Table 1. Calcul de toutes les solutions pour les graphes gracieux.

Les tempes de réponse sont 30 fois plus petits que
ceux obtenus par les méthodes GAP-SBDD et GAP-
SBDS[8] sur un ordinateur environ 2 fois plus lent que
le notre. La division par 15 du temps de réponse ne
peut pas étre entiérement imputée & la différence de
logiciel de programmation par contraintes utilisé. Cet
exemple montre que ’ajout de contraintes est beau-
coup plus efficace que les méthodes modifiant la re-
cherche de solution. Toutefois, notre méthode trouve
deux fois plus de solutions. Voyons pourquoi sur le
graphe K5 x P». Ce graphe a 10 sommets et 25 arétes.
Nous donnons la valeur des 10 variables du CSP cor-
respondant pour les deux solutions trouvées :

(0,4,18,19,25,23,14,6,3,1)

(0,6,7,21,25,24,22,19,11,2)

L’application de la symétrie de valeurs non triviale
& la deuxiéme solution donne :

(25,19,18,4,0,1,3, 6,14, 23)

Appliquons la symétrie de variables suivante a cette
solution :

4,3,2,1,0,9,8,7,6,5]

Cela nous donne la premiére solution !

Cet exemple montre que nous n’éliminons pas toutes
les symétries qui sont la composition d’une symétrie de
variables avec une symétrie de valeurs bien que chaque
type de symétrie soit éliminé séparément.

5.2 Carrés magiques plus parfaits

Les carrés magiques plus parfaits (“most perfect ma-
gic squares”), étudiés dans [6], sont donnés comme
exemple de CSP avec des symétries de valeurs com-
plexes dans [10]. Les auteurs ont décidé d’utiliser une
représentation duale pour que les symétries de va-
riables du probléme deviennent des symétries de va-
leurs, afin d’utiliser la méthode GE-tree. Il est prouvé
dans [6] que les carrés magiques plus parfaits étaient en
bijection avec les carrés réversibles. Un carré réversible
est un carré de n cellules de coté (n = 0 modulo 4) rem-
plit des nombres 1...7n2 tel que (i) la somme de deux
coins diagonalement opposés dans n’importe quel sous
rectangle est égale & la somme des deux autres coins
(ii) dans chaque ligne ou colonne, la somme du premier
et dernier nombre égale la somme du deuxiéme et de
Pavant dernier, etc (iii) la somme de deux nombres
diamétralement opposés fait n? + 1.

Toute solution a 2"*1((n/2)!)? variantes symé-
triques [6]. Pour n = 16 ceci fait environ 2.13e+14.

Le modéle naturel pour ce probléme a une va-
riable par cellule du carré de domaine {1,2,..,n%}.
Une contrainte tous différents est ajoutée en plus des
3 contraintes listées plus haut. Comme le probléme
est injectif, nous pouvons utiliser notre méthode pour
éliminer les symétries de variable. Nous donnons pour
différentes tailles de probléme le temps nécessaire pour
calculer les symétries du probléme ainsi que le temps
nécessaire pour calculer toutes les solutions non symé-
triques. Nous donnons également les temps de [10], ob-
tenus avec GAP-SBDD et la méthode GE-tree sur un
ordinateur deux fois plus lent que le notre. Une com-
paraison directe est difficile car le CSP utilisé n’est pas
exactement le méme. Toutefois, nous pouvons compa-
rer le temps de calcul lié au groupe de symétries car
il s’agit du méme groupe dans les deux cas. Notre mé-
thode requiert beaucoup moins de temps car le calcul
n’a besoin d’étre fait qu’une fois, avant de lancer la
résolution du CSP.



| Méthode |n sols sym search |

SBC 4 3 0.01 0.02
8 10 0.09 0.39
12 42 0.44 222
16 35 4.6 275.6

GAP-SBDD |4 3 0.3 0.3
8 10 5.4 125.4
12 42 2745 12518
GE-tree 4 3 0.2 0.1

8 10 0.7 90.0
12 42 29.1 10901.8

Table 2. Calcul de toutes les solutions pour les carrés
magiques plus parfaits.

6 Conclusion

Nous avons établi deux résultats (i) toutes les symé-
tries de variables pouvaient étre éliminées pas au plus
n — 1 contraintes binaires pour les CSP injectifs avec
n variables (ii) la méthode GE-tree peut étre utilisée
en méme temps que l'ajout de contraintes éliminant
les symétries de variables.

Notre méthode peut étre entiérement automatisée
en utilisant des logiciels de calcul d’automorphisme
de graphes tels que Nauty[5] et des algorithmes sur
les groupes finis [12]. Nous avons implémenté ces al-
gorithmes. Des expériences variées en montrent l'inté-
rét pratique. Toutefois, il est bon de noter que bien
que notre méthode élimine toutes les symétries de va-
riables et toutes les symétries de valeurs, elle n’enléve
pas leurs combinaisons. Il nous semble judicieux de
chercher & améliorer cet aspect.
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