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Ates JFPC 2005Expliation systématique des ontraintesindexialesLudovi Langevine∗Sis, Uppsala Siene Park, SE-75183 Uppsala, Suèdelangevin�sis.seRésuméPlusieurs solveurs de ontraintes sur domaines �nis,tels GNU-Prolog ou SICStus Prolog, utilisent les indexi-aux pour dé�nir leurs ontraintes primitives. Un indexi-al exprime un ensemble de valeurs onsistantes pourune variable donnée et peut être ompilé en un algo-rithme de �ltrage e�ae.L'expliation d'un retrait de valeurs est un sous-ensemble du store qui su�t à justi�er e retrait. Lesexpliations permettent de traiter des problèmes sur-ontraints ou dynamiques, et de mettre en ÷uvre di-verses méthodes de reherhe.Traditionnellement, il faut onevoir un algorithmede alul des expliations pour haque algorithme de �l-trage. Cet artile montre que, pour les ontraintes spé-i�ées par des indexiaux, il est possible de dériver auto-matiquement les algorithmes d'expliation. Dans le asde SICStus Prolog, il est même possible de tirer partiede l'implémentation existante pour optimiser e alul.AbstratSeveral onstraint solvers over �nite domains, suhas GNU-Prolog or SICStus Prolog, use indexials to de-�ne their primitive onstraints. An indexial spei�es aset of onsistent values for a given variable and an beompiled into an e�ient �ltering algorithm.The explanation of a value withdrawal is a set ofonstraints that is su�ient to justify this withdrawal.Explanations enable the handling of over-onstrained ordynami problems, and allow the development of newsearh methods.Traditionally, an explanation algorithm has to be de-signed for eah �ltering algorithm. This paper showsthat explanation algorithms an be automatially derivedfrom indexial onstraints. In the ase of SICStus Pro-log, explanation omputation an also bene�t from theexisting implementation.
∗Travail onduit pendant un séjour post-dotoral ERCIM.

1 IntrodutionLes expliations sont une variété de tehniques quigardent trae des déisions du solveur de ontraintes,prinipalement pour améliorer la puissane et l'in-telligene de la proédure de reherhe. Les explia-tions ont montré leur e�aité pour aélérer la ré-solution de ertaines lasses de problèmes di�iles,omme la plani�ation hautement disjontive [13℄.Elles permettent également de traiter les problèmesdynamiques et surontraints au sein d'un même ou-til. De plus, Ferrand et oll. [11℄ ont montré que lesexpliations peuvent être utilisées pour déboguer unprogramme qui ne fournit pas une solution attendue.Malgré leurs diverses appliations, les expliationsrestent peu utilisées. Peu de solveurs fournissent ettefontionalité, omme le remarquent Douene et Jus-sien [8℄. Le méanisme de alul des expliations estintrusif : le ode soure du résolveur doit être instru-menté. Le prinipal obstale semble être le out dee développement dans le ÷ur du solveur, mais aussidans les algorithmes de �ltrage des ontraintes primi-tives. Douene et Jussien proposent d'utiliser la pro-grammation orientée aspets pour éviter la modi�a-tion direte du ode soure du résolveur. Quoi qu'il ensoit, l'algorithme d'expliation d'une ontrainte don-née doit être on�u et développé. C'est une tâhe aiséemais fastidieuse pour les ontraintes simples, et bienplus ardue pour les ontraintes globales. De plus, l'uti-lisateur doit expliquer les ontraintes qu'il dé�nit.Certains solveurs utilisent un langage dédié pour dé-�nir leurs ontraintes primitives. Ces dé�nitions sontensuite ompilées ou interprétées dynamiquement. Lesindexiaux sont un moyen pour dérire es ontraintes.Introduits par Van Hentenryk et oll. [19℄ dans leadre de (fd), il en existe deux mise en ÷uvresnotables : les plateformes de programmation logique



GNU Prolog [7℄ et SICStus Prolog [3℄. Les indexiauxsont à la fois délaratif et opérationnels : ils spéi-�ent le niveau de onsistane à appliquer et o�rent unmoyen simple de réaliser le �ltrage orrespondant.À notre onnaissane, auune implémentation desindexiaux ne fournit d'expliations. Dans et artile,nous présentons d'abord un shéma trivial d'explia-tion des ontraintes indexiales. Puis nous proposonsd'utiliser la struture du langage indexial pour alu-ler des expliations plus préises. Ce shéma est sys-tématique : il évite la oneption manuelles d'algo-rithmes d'expliation. Nous montrons également om-ment béné�ier de l'implémentation existante des in-dexiaux pour limiter les aluls. Les expliations al-ulées ne sont pas minimales pour l'inlusion, maissont préises pour un large sous-ensemble du langageindexial.La setion 2 motive notre travail en rappelant lesprinipes des expliations et leurs prinipales applia-tions. La setion 3 présente les ontraintes indexialesque nous voulons expliquer et leurs implantation las-siques. Nous exposons un shéma d'expliation trivialeen setion 4. Un shéma plus préis est ensuite intro-duit en setion 5. Les travaux onnexes sont disutésen setion 6, avant de onlure en 7.2 Expliations en PPC(DF)Une expliation est un sous-ensemble desontraintes du problème à résoudre su�t à justi-�er une ation du solveur. Deux types d'expliationssont largement utilisés : l'expliation de retrait devaleurs et l'expliations d'éhe. La première expliquepourquoi une valeur donnée, ou un ensemble devaleurs, doit être retiré du domaine d'une variable.La seonde est un ensemble on�ituel qui rend leproblème insoluble. Cette setion dé�nit d'abordles expliations en 2.1, puis la setion 2.2 détaillequelques unes de leurs propriétés. En�n, nous présen-tons quelques appliations motivantes des expliationsen 2.3.2.1 Dé�nitions formellesConsidérons la dé�nition traditionnelle d'un CSP(onstraint satisfation problem) : un ensemble V devariables, une fontion de domaine D qui assoie àhaque variable x un ensemble �ni de valeurs pos-sibles D(v), et un ensemble C de ontraintes. D estle domaine de alul, ensemble des valeurs possiblespour toutes les variables. Les domaines initiaux desvariables, quand di�érents de D, sont inlus dans Csous forme de ontraintes unaires.

Une ontrainte est omplètement dé�nie par les ré-dutions de domaines qu'elle opère. Dans et artile,nous utilisons le formalisme de Ferrand et oll. [10℄ :la propagation est modélisée par le alul de la l�turedesendante de l'ensemble des opérateurs de onsis-tane loale assoiés à C. Ce formalisme apture l'in-omplétude des solveurs basés sur la propagation. Parsoui de simpli�ation, nous noterons CL ↓ (V , C) lafontion de domaine sur V résultant de la propagationdes ontraintes de C.Déf. 2.1 (Expliation de retrait) Une expliationdu retrait de la valeur d pour la variable v est un en-semble de ontraintes E ⊆ C tel que :
d /∈ CL↓(V , E)(v)En d'autres termes, la propagation des ontraintes de

E est su�t à justi�er l'élimination de la valeur d de
D(v).Quand les expliations sont alulées pendant lapropagation, à la volée, l'expliation du retrait de dde D(v) ontient la ontrainte qui a proédé au �l-trage. Elle ontient également les ontraintes respon-sables des retraits de haque support de la valeur etles expliations du retrait de haque support. Ce rai-sonnement onduit à une dé�nition réursive élégantede l'expliation, omme un arbre de preuve de re-traits de valeurs [10℄ (expliations-arbres). Ii, nousadoptons une formalisation plus simple où les explia-tions sont des ensembles de ontraintes (expliations-ensembles) [15℄).Déf. 2.2 (Expliation d'éhe) Une expliationd'éhe de (V , C) est un ensemble de ontraintes
E ⊆ C tel que :

∃v ∈ V · CL↓(V , E)(v) = ∅.En d'autres termes, le sous-ensemble de ontraintes Eest un on�it : il n'admet auune solution.Dans la suite, parlant indi�éremment d'expliationde retrait ou d'éhe, nous noterons � expliation d'unedéision �.2.2 Caratérisation des expliationsNous notons E l'ensemble des expliations déjà al-ulées. E est une fontion partielle de V×D dans P(C),où P(C) est l'ensemble des parties de C. Nous utilisonsla notation ensembliste : E ∈ V×D×P(C)Propriété 2.1 (Expliation de tout retrait)
E est une fontion partielle dont le domaine estl'ensemble des retraits opérés :

∀v ∈ V · ({d ∈ D | ∃(v, d, E) ∈ E} = (D−D(v)))



Pour une déision du solveur donnée, plusieurs expli-ations peuvent être trouvées. Premièrement, si E ex-plique une déision, alors tout sur-ensemble E′ de Edans C est également une expliation de ette déision,par suite de la monotoniité des opérateurs de rédu-tion. Ainsi, C est une expliation triviale de toute dé-ision du résolveur. Deuxièmement, plusieurs explia-tions di�èrentes de la même déision peuvent oexis-ter du moment qu'il existe deux expliations E1 ⊆ Cet E2 ⊆ C telles que E1 ∩E2 n'est pas une expliationde ette déision.Ågren [1℄ dé�nit la plus �ne expliation d'une de-ision omme l'expliation qui implique un minimumde variables. Un ritère plus ourant est la minima-lité pour l'inlusion d'une expliation [14℄. Ii, ommeformalisé par Ferrand et oll. [10℄, nous onstruisonsles expliations à partir d'expliations existantes, ajou-tant la ontrainte délenhant la déision :Propriété 2.2 (Expliation onstrutive)Chaque expliation de E ∈ E est onstituée de laontrainte c et d'un ensemble (éventuellement vide)d'expliations. Formellement, haque (v, d, E) de Eest tel que :
E = {c} ∪

n
⋃

i=1

EiDe plus, haque Ei onerne des variables de var(c) (àause de loalité du alul) :
∀i ∈ J1, nK, ∃vi ∈ var(c), ∃di ∈ D · (vi, di, Ei) ∈ Eave var(c) l'ensemble des variables impliquées dans c.Par suite, nous onsidérons la minimalité loale pourl'inlusion [14℄. Une expliation est loalement mini-male pour l'inlusion si elle utilise un minimum d'ex-pliations antérieures Ei.2.3 Appliations motivant les expliationsNous sommes intéressés par quatre appliationsprinipales des expliations, à savoir : le débogage, letraitement des problèmes dynamiques, la résolution deproblèmes surontraints et l'enrihissement de la pro-édure de reherhe. Nous allons résumer es quatrepoints a�n de motiver notre ontribution. Ne préten-dant nullement prouver l'intérêt des expliations, nousrenvoyons le leteur aux travaux ités pour des détailstehniques ou quantitatifs.Premièrement, les expliations aident à déboguerun programme inorret. Elles sont un moyen detrouver la raison d'une réponse manquante. Quandune solution attendue d'un problème n'est pas trou-vée par la reherhe, ela signi�e qu'un ensemble deontraintes interdit ette solution. Une ou plusieurs de

es ontraintes peuvent être fausses. Un solveur alu-lant des expliations peut exhiber un ensemble on�i-tuel préis, 'est-à-dire un ensemble de ontraintes jus-ti�ant le rejet de la solution. Le programmeur peutainsi se onentrer sur e on�it a�n de trouver l'ori-gine du bogue. Ferrand et oll. [11℄ ont adapté le dé-bogage algorithmique en e sens.Deuxièmement, le même prinipe permet de gérerles problèmes surontraints. Quand un problème or-retement formulé et programmé est insoluble, desontraintes doivent être relâhées. Ouis et oll. [17℄montrent omment les expliations aident l'utilisateurà hoisir les ontraintes à relâher. L'utilisation deleur outil par un utilisateur �nal ne néessite auuneonnaissane de la programmation par ontraintes.Troisièmement, les expliations améliorent le traite-ment des problèmes dynamiques, où les ontraintes àprendre en ompte peuvent hanger au ours de l'exé-ution. Certaines ontraintes peuvent être relâhées,d'autres ajoutées. De tels problèmes se renontrentdans des systèmes onfrontés à une demande ou unenvironnement hangeant. Les expliations permettentau solveur de relâher n'importe quelle ontrainte touten annulant ses e�ets passés, et ei ave un minimumde aluls. De plus, l'état après le relâhement est sou-vent prohe de l'anien état. C'est ainsi qu'Elkhyari etoll. [9℄ gèrent di�érents problèmes dynamiques d'or-donnanement où les ativités et ressoures peuventêtre ajoutées ou supprimées, et où les ontraintes depréédenes peuvent être modi�ées. Leurs résultats surde larges instanes montrent l'e�aité de la méthodeet la stabilité des ordonnanements proposés par l'ou-til. De la même manière, l'outil d'emploi du temps deCambazard et oll. [2℄ prend en ompte l'aspet dyna-mique inhérent aux ressoures humaines.En�n, les expliations libèrent le solveur du ar-an du retour-arrière hronologique. Le solveur pou-vant relâher n'importe quelle ontrainte, la proé-dure de reherhe n'est plus néessairement un par-ours d'arbre. À haque éhe, un on�it peut être ex-trait. Les on�its extraits durant l'exéution peuventêtre analysés a�n d'adapter l'heuristique. Ii, les expli-ations ont un double intérêt. Elles permettent d'ap-prendre la ause des éhes et d'e�etuer un bak-traking dynamique. Cette intégration de la propaga-tion de ontraintes dans le � baktraking intelligent �évite de répéter les mêmes impasses. La plus onnuedes tehiques de e type est MAC-DBT (MaintainingAr-Consisteny with Dynami Baktraking), propo-sée par Jussien et oll. [15℄.



plus(X,Y,Z) +:X in min(Z) - max(Y) .. max(Z) - min(Y),Y in min(Z) - max(X) .. max(Z) - min(X),Z in min(X) + min(Y) .. max(X) + max(Y).Fig. 1 � Spéi�ation de la onsistane de bornes pourla ontrainte X + Y = Z (syntaxe SICStus Prolog)plus(X,Y,Z) +:X in dom(Z) - dom(Y),Y in dom(Z) - dom(X),Z in dom(X) + dom(Y).Fig. 2 � Spéi�ation de la onsistane d'hyper-arpour X + Y = Z3 Contraintes indexialesNous rappelons ii les bases des indexiaux : leur ex-pressivité (se. 3.1), syntaxe (se. 3.2), ainsi que leursshémas de ompilation et de propagation (se. 3.3).La setion 3.4 présente quelques aspets tehniquesde leurs implémentations. De plus amples détails sontdonnés par Carlsson et oll. [4℄ pour SICStus Prologet Codognet et Diaz [5℄ pour GNU Prolog.initial paperby Van3.1 Expressivité des indexiauxUn indexial est une ontrainte de la forme V in R,où V est une variable de domaine et R une expres-sion de hamp, représentant un ensemble de valeurs1.L'expression R peut inlure des informations sur lesdomaines d'autres variables, telles leurs bornes, leurensemble de valeurs, leur valeur �nale ou leur ardina-lité (noté respetivement min, max, dom, val, et card).Ainsi, le domaine de V doit être un sous-ensemblede R(D), évaluation de R dans l'état des domaines
D. L'indexial spéi�e don un ensemble de valeursvalides pour V . Comme expliqué en 3.3, un indexi-al peut être ompilé en un algorithme de �ltrage.De nombreuses ontraintes standards (arithmetiques,booléennes ou symboliques) peuvent être expriméespar la onjontion de plusieurs indexiaux, à raisond'un indexial par variable. En SICStus, les indexiauxsont également utilisés pour spéi�er les tests d'impli-ation et de satis�abilité.Les indexiaux peuvent oder plusieurs niveaux deonsistane. Par exemple, la �gure 1 présente ommentspéi�er la onsistane de bornes pour la ontrainte1Nous traduirons le terme anglais range par � hamp � danse ontexte, omme hamp de valeurs possibles.

arithmetique X+Y=Z, grâe à des intervalles délimitéspar les bornes des variables (A..B est l'intervalle entreA et B). La onsistane d'hyper-ar peut être spéi�éeen utilisant l'addition et la soustration point-à-point,omme le montre la Figure 2.L'intérêt des indexiaux est triple : leur langage estsimple à maîtriser, ils sont simples à onevoir et àomprendre, et ils sont des spéi�ations exéutables.De plus, il est possible de les implémenter très e�ae-ment. Même s'ils manquent d'expressivité, inapablesd'exprimer les algorithmes omplexes des ontraintesglobales, ils onstituent un outil puissant pour dérireun large éventail de ontraintes simples. Pour preuve,la totalité de la bibliothèque domaines �nis de GNUProlog est implémentée en utilisant les indexiaux. Lesindexiaux permettent aussi de développer rapidementdes résolveurs spéialisés.3.2 Une syntaxe uni�ée des indexiauxL'expressivité et la syntaxe exates des indexiauxvarient légèrement suivant les implémentations. Parexemple, GNU Prolog propose la multipliation point-à-point entre deux hamps de valeurs [6, Se. 7.3.1℄tandis que SICStus permet des évaluations ondition-nelles. Ii, nous onsidérons l'union des onstrutionsde es deux implémentations, adoptant si possible lasyntaxe de SICStus, et elle de GNU Prolog pour lesonstrutions qui lui sont spéi�ques.Dans un indexial V in R, l'expression de hamp
R est une onstrution du langage dérit en table 1.Ce langage a deux niveaux d'expression : les termes(valeurs individuelles dans D), qui peuvent être om-binés en hamps (sous-ensembles de D). Les valeursde hamps élémentaires sont soit le domaine d'unevariable, une énumération de termes ou un intervalentre deux termes. Les hamps peuvent être ombi-nés en utilisant des opérations ensemblistes (union,intersetion, omplément) ou l'arithmétique point-à-point (P(D)2 →P(D)). Les opérations arithmétiquespeuvent également ombiner un hamp et un terme(P(D)×D→P(D)). Les termes élémentaires sont : uneborne inférieure ou supérieure, la ardinalité ou la va-leur instaniée d'un domaine, ou bien une onstantede D. Les termes peuvent être ombinés arithmétique-ment. La sémantique dénotationnelle de es onstru-tions est dérite dans [5℄. La table 1 rappelle quatrefontionnalités avanées. Tout d'abord, l'appel d'unefontion C (aspet non doumenté de GNU Prolog),ave des termes ou hamps pour paramètres. La fon-tion f doit renvoyer un hamp de valeurs. C'est ainsiqu'est implémentée la ontrainte element en GNUProlog. Ensuite, SICStus propose deux onstrutionsd'évaluation onditionnelle où le hamp évalué dépendde la valeur d'une autre expression (? et switch). En-



Construtiontype Syntaxe DesriptionValeurs dehamps dom(V ) état ourant de D(V )
{T1, . . . , Tk} ensemble de termes(S)
T1 .. T2 intervalle JT1, T2K ⊆ DCompositionde hamps

R = R1 op R2

R1 /\ R2 intersetion
R1 \/ R2 union
R1 + R2 addition pàp.
R1 − R2 soustration pàp.
R1 ∗ R2 multipliation pàp.(G)
R1 / R2 division pàp. (G)
R1 mod R2 modulo pàp. (S)Op. sur unhamp \ R1 omplément
− R1 négation pàp. (S)Composerun hampet un terme

R = R1 op T1

R1 + T1 addition pàp.
R1 − T1 soustration pàp.
R1 ∗ T1 multipliation pàp.
R1 /< T1 division entière pàp.(défaut) (G)
R1 /> T1 division entière pàp.(exès) (G)Valeurs determes min(V ) borne inf. de D(V )
max(V ) borne sup. de D(V )
card(V ) ardinalité de D(V )(S)
val(V ) valeur �nale de D(V )
n entier, n ∈ D

inf borne inf. de D

sup borne sup. de DCompositionde termes
T = T1 op T2

− T1 négation (S)
T1 + T2 addition entière
T1 − T2 soustration entière
T1 ∗ T2 multipliation entière
T1 /< T2 division entière (dé-faut)
T1 /> T2 division entière (ex-ès)
T1 mod T2 modulo entierFontionsavanées

R = f(. . .)

f(a1, . . . , ak) appel de fontion, les
ai sont des termes ouhamps (G)

R1 ? R2 égal à R2 si R1 6= ∅, ∅sinon (S)
switch(T, L) égal à L(T ) (S)
unionof(x, R1, R2) = ∪d∈R1

(R2[x← d])(S)Key : R, R1 et R2 sont des hamps.
T , T1 et T2 sont des termes.
V est une variable de var(V in R).
x est une variable loale
R[x← d] est la substitution de x par d dans R

L liste de (i, Ri) ave i=j ⇒ Ri =Rj , et L(i) = Ri(G) signale une spéi�ité GNU Prolog.(S) signale une spéi�ité SICStus Prologpàp. signi�e � point-à-point �Tab. 1 � Syntaxe uni�ée des ontraintes indexiales

�n, � union � alule, en SICStus, l'union des évalua-tions de R2 pendant qu'une variable loale x parourtles valeurs de R1 [3, Se. 34.10.2℄.3.3 Compilation et Propagation des indexiauxLes indexiaux ont un shéma de ompilation et depropagation simple. Chaque indexial V in R est om-pilé en un moyen d'évaluer R(D) (f. 3.4). Le réveild'un indexial provoque ette évaluation, puis le al-ul de l'intersetion entre l'ensemble résultant et le do-maine ourant de V . Cette intersetion R(D) ∩ D(V )devient le nouveau domaine de V . Un éhe est détetélorsque ette intersetion est vide.Le réveil d'un indexial est provoqué par toute miseà jour d'un des éléments-domaines impliqués dans sonhamp R. Par exemple, un indexial dont le hampse réfère à min(X), max(Y ), et dom(Z) sera réveillé àhaque augmentation de la borne inférieure de D(X),diminution de max(Y ) et tout retrait dans D(Z). Laorretion de e shéma de propagation néessite lamonotoniité des hamps des indexiaux.Propriété 3.1 (Monotoniité) Un hamp R estmonotone ssi R(D) ⊆ R(D′), pour toute paire de fon-tions domaine (D,D′) sur V telle que ∀v ∈ var(R) ·
D(v) ⊆ D′(v). Lorsque R est non-monotone, l'évalua-tion de R(D) est retardée jusqu'à e que D assure ettemonotoniité.La stratégie exate dépend de l'implémentation [4, 5℄.Ii, nous supposerons qu'un indexial ne peut e�e-tuer de retrait de valeurs que quand sa monotoniitéest ertaine. Cette propriété est appelée monotoniitépour la propagation.3.4 Évaluation des indexiauxEn SICStus, le hamp d'un indexial est ompilé ennotation post-ordre puis en un ode pour mahine àpile. Quand un indexial V in R est reveillé, la ma-hine à pile évalue R(D), suivant l'état ourant des do-maines. Le résolveur alule alors la position relativede R(D) par rapport à D(V ), l'intersetion n'étant pasdiretement alulée. Si les deux ensembles se révèlentdisjoints, un éhe est délenhé. Sinon, les valeurs in-onsistantes sont retirées de D(V ). En 5, nous propo-sons de tirer parti de ette implémentation : évaluationde R(D) par une mahine à pile et omparaison ave
D(V ) ensuite.En GNU Prolog, haque indexial est ompilé en unefontion C alulant R(D). Lors du réveil de l'indexi-al, ette fontion est appelée. Si le hamp résultat estnon vide, l'intersetion R(D) ∩ D(V ) est alulée parun et bit-à-bit, et a�etée à D(V ). Il n'y a don pas de



omparaison direte entre R(D) et D(V ). Cette om-pilation native est un des points lés de GNU Prologet permet une évaluation plus rapide (f. la omparai-son de [4℄). Les ontraintes primitives béné�ient ainsides optimisations du ompilateur C, au prix d'un odeplus volumineux (par rapport au byteode orrespon-dant). Un autre inonvénient est la reompilation obli-gatoire du solveur FD lorsque l'utilisateur veut dé�nirune nouvelle ontrainte primitive.4 Expliations triviales des indexiauxComme nous l'avons détaillé en 3, le langage indexi-al se réfère aux domaines de inq manières, notées :
min(V ), max(V ), dom(V ), val(V ) and card(V ). Appe-lons éléments-domaines es référenes aux (parties de)domaines. L'évaluation d'une expression-hamp dé-pend des éléments-domaines qu'elle ontient. Plus pré-isément, R est une fontion de ses éléments-domaines.L'absene d'une valeur dans R(D) peut s'expliquer parl'état ourant des éléments-domaines présents dans R.Nous dé�nissons quelques raouris pour expliquerl'état ourant des éléments-domaines : Emin(V ) estl'expliation de la valeur de min(D(V )), Emax(V ) estl'expliation de la valeur de max(D(V )), et Edom(V )est l'expliation de l'ensemble de D(V ). Leur dé�ni-tion est simple :

Emin(V ) =
⋃

d∈D∧ d<min(D(V ))

E(V, d)

Emax(V ) =
⋃

d∈D∧ d>max(D(V ))

E(V, d)

Edom(V ) =
⋃

d∈D∧ d/∈D(V )

E(V, d)La ardinalité de D(V ), à l'instar de sa valeur ins-taniée, dépend de tous les retraits e�etués dans
D(V ) : Eval(V ) = Ecard(V ) = Edom(V ).En évaluant c ≡ V in R, nous expliquons le retraitde D(V ) − R(D) de D(V ) par :
T (V, R,D) = {c} ∪





⋃

v∈var(R)

(

∪e∈elements(R,v)Ee(v)
)



où elements(R, v) est l'ensemble des éléments-domaines se rapportant à la variable v dans R.Théorème 4.1 (Corretion du shéma trivial)Si un indexial V in R est monotone pour la propa-gation (f. 3.3), alors T (V, R,D) est une expliationorrete du retrait de valeurs dû à et indexial.Ce résultat peut être prouvé par indution forte sur lataille de T (V, R,D). Le as de base est une expliationsingleton, signi�ant que V in R est unaire, ou que tout

les éléments-domaines de R ont leur valeur nominale(i.e. min(D) ∈ D(X) pour min(X), max(D) ∈ D(X)pour max(X), D(X) = D sinon). L'étape d'indutionest évidente pour les éléments du type dom, val et card(d'après la propriété 2.2). En�n, notons que la monoto-niité de R implique la monotoniité pour l'augmenta-tion de haun des éléments min, et pour la diminutiondes éléments de type max.
R(D) = ∅ provoquant un éhe, les expliationstriviales peuvent être utilisées omme expliationsd'éhe (évident d'après déf. 2.2) :Théorème 4.2 (Expliation d'éhe) Si un in-dexial V in R est évalué et que R(D) ∩ D(V ) = ∅,alors Edom(V )∪T (V, R,D) est une expliation d'éhepour (V , C).Ces expliations ne sont pas minimales, mais ellessont failes à intégrer dans le proessus d'évalua-tion. L'ensemble ∪v∈var(R)elements(R, v) étant onnuau moment de la ompilation, le alul de l'explia-tion peut être intégré statiquement dans l'évaluationde l'indexial. Le seul alul supplémentaire est dûà l'opération ∪ sur P(C)2. La setion 5 propose unshéma donnant d'autres expliations non minimales,mais plus préises néanmoins.5 Expliations préises aux bornesNous proposons maintenant un shéma systéma-tique de alul d'expliations, plus préis que les expli-ations triviales. Ce shéma tire parti de la struturede l'indexial exéuté et repose sur une partition desvaleurs à retirer. Cette partition privilégie les bornesdu domaine. Après avoir motivé e hoix (se. 5.1),nous dé�nissons les expliations alulées (se. 5.2) etprésentons le shéma en regard de la syntaxe des in-dexiaux (se. 5.3).5.1 Bornes des domaines et PropagationLes bornes des domaines ont souvent un r�le parti-ulier dans les algorithmes de �ltrage. Nombre d'entreeux sont basés sur la onsistane de bornes, qui ap-proxime haque domaine D(v) par son plus petit inter-valle englobant, 'est-à-dire Jmin(D(v)), max(D(v))K.Cette tehnique fait peu de as des � trous � des do-maines et o�re un niveau de onsistane plus faibleque l'hyper-ar onsistane. Mais sa rapidité de alulen fait souvent un bon ompromis élagage/vitesse.Comme nous le détaillerons, pour beauoup desonstrutions du langage indexial, la mise à jour desbornes d'un domaine est la onséquene de mises à jourde bornes d'un ou plusieurs autres domaines. Cela estégalement valable pour ertaines onstrutions aom-plissant l'hyper-ar onsistane.
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Domaine de X
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Valeurs retiréesFig. 3 � Partition des valeurs retirées basée sur lesbornes de R(D)5.2 Expliations partiulièrement préises auxbornesSoit ∆V l'ensemble des valeurs à retirer de D(V )dû à l'indexial V in R, ∆V = D(V )−R(D). Nouspartitionnons ∆V en trois ensembles (éventuellementvides) :1. ∆min
V = {δ ∈ ∆V | δ < min(R(D))} ;2. ∆max
V = {δ ∈ ∆V | δ > max(R(D))} ;3. ∆int
V = ∆V −

(

∆max
V ∪ ∆min

V

).La �gure 3 illustre es dé�nitions. Les domaines sontun ensemble de arrés blans, les parties noires étantles valeurs manquantes. ∆min
V (resp. ∆max

V ) est l'en-semble des valeurs dont le retrait est dû à la borneinférieure (resp. supérieure) de R(D). ∆int
V est l'en-semble des valeurs retirées entre es bornes. Triviale-ment, ∆min

V , ∆max
V , et ∆int

V est une partition de ∆V .Nous proposons d'expliquer haque partie ∆i

V sé-parément. Dans la suite, nous herhons à expliquerles bornes du hamp de valeurs onsidéré, adoptantl'extension terminologique suivante :Déf. 5.1 (Expliquer une expression indexiale)
E ⊆ C est une expliation de la propriété P d'uneexpression (hamp ou terme) e du langage indexialssi e(CL↓(V , E)) satisfait P .Pour une expression de hamp R1, Emin(R1) est l'expli-ation de la valeur de min(R1(D)), Emax(R1) explique
max(R1(D)). Eint(R1) explique les � trous � de R1(D).Pour une expression terme T1, Eval(T1) explique la va-leur de T1(D).Propriété 5.1 (Expliquer la partition ∆V ) {c}∪
Emin(R) (resp. {c} ∪ Emax(R)) est une expliation duretrait de ∆min

V (resp.∆max
V ) de D(V ), ave c≡XinR.

{c} ∪ Eint(R) est une expliation du retrait de ∆int
V de

D(V ).

Expression e Eval(e)

min(V ) Emin(V )
max(V ) Emax(V )
card(V ) Edom(V )
val(V ) Edom(V )

n, inf, sup ∅
−T1 Eval(T1)

T1 [+,−,/<,/>] T2 Eval(T1) ∪ Eval(T2)

Eval(T1 ∗ T2) =

8

<

:

Eval(T1) si T1 = 0
Eval(T2) si T2 = 0 ∧ T1 6= 0
Eval(T1) ∪ Eval(T2) sinon

Eval(T1 mod T2) =

8

<

:

Eval(T1) si T1 = 0
Eval(T2) si T2 = 1 ∧ T1 6= 0
Eval(T1) ∪ Eval(T2) sinonTab. 2 � Expliations préises aux bornes pour lestermes5.3 Shéma de alulPour un indexial donné V in R, le alul de

Emin(R), Emax(R) et Eint(R) est ompositionnel, sui-vant la struture de l'expression R : les expliationssont des attributs synthétisés de l'arbre syntaxique as-soié à R. Pour haque onstrution de la table 1, nousspéi�ons omment synthétiser les expliations à par-tir de elles des sous-expressions. La table 2 présentele shéma de alul pour le niveau des valeurs termes,reprenant les notations de 4. Le résultat d'une opéra-tion binaire est expliqué par l'union des expliationsdes deux opérandes. Quand il existe un élément ab-sorbant (tel 0 pour × et omme opérande gauhe de
mod, 1 omme opérande droit de mod), le terme pre-nant pour valeur l'élément absorbant su�t à expliquerle résultat (le même raisonnement s'applique à l'opé-rande gauhe de /< et /<).La table 3 présente le shéma de alul pour lesvaleurs de hamps. Par manque de plae, nous n'endétaillons qu'un éhantillon représentatif. Le mêmeprinipe général s'applique aux onstrutions man-quantes : nous tentons d'utiliser les expliations desbornes des opérandes pour expliquer les bornes du ré-sultat.Certaines onstrutions perdent la préision auxbornes de nos expliations. Ainsi, pour {T1, . . . , Tk}les bornes du résultat peuvent être dues à n'importequel Ti. Ra�ner le alul néessiterait plus d'informa-tions sur les Ti. D'autres onstrutions onservent tou-jours la préision aux bornes, telles R1+R2. Pour /\,les bornes de R1 ∩ R2 peuvent parfois être expliquéespar les bornes d'un des deux opérandes. A�n de garderune omplexité raisonnable, Eint(e) est l'union des ex-pliations des deux hamps, e qui manque souvent depréision. Cela évite que la omplexité ne dépende de



Expression e Emin(e) Emax(e) Eint(e)

dom(V ) Emin(V ) Emax(V ) Eint(V )
T1 .. T2 Eval(T1) Eval(T2) ∅
{T1, . . . ,Tk}

S

i∈J1,kK Eval(Ti)

− R1 Emax(R1) Emin(R1) Eint(R1)

R1 + R2 Emin(R1) ∪ Emin(R2) Emax(R1) ∪ Emax(R2) Edom(R1) ∪ Edom(R2)
R1 − R2 Emin(R1) ∪ Emax(R2) Emax(R1) ∪ Emin(R2) Edom(R1) ∪ Edom(R2)

R1 /\ R2

Emin(e) =

8

<

:

Emin(R1) si min(R1) ∈ R2

Emin(R2) si min(R2) ∈ R1

Edom(R1) ∪ Edom(R2) sinon
Emax(e) =

8

<

:

Emax(R1) si max(R1) ∈ R2

Emax(R2) si max(R2) ∈ R1

Edom(R1) ∪ Edom(R2) sinon
Eint(e) = Eint(R1)

R1 ? R2

Emin(e) =



Edom(R1) si R1 = ∅
Emin(R2) sinon

Emax(e) =



Edom(R1) si R1 = ∅
Emax(R2) sinon

Eint(e) =



∅ si R1 = ∅
Eint(R2) sinonTab. 3 � Expliations partiulièrement préises aux bornes d'expressions de hamps (éhantillon représentatif)la ardinalité des hamps, pour l'arithmétique point-à-point notamment.La orretion de e shéma se prouve par indutionforte sur la taille des expliations, omme en 4. Ii, leas de base et l'étape d'indution doivent être prouvéspar indution sur la struture de R, néessitant un aspour haque onstrution du langage.Quand les indexiaux sont évalués par une mahineà pile, omme pour SICStus Prolog, la mise en ÷uvrede e shéma est direte : une pile d'expliations estajoutée à la mahine. À haque empilement d'une va-leur terme ou hamp e(D), un triplet d'expliations

(Emin(e)(D), Emax(e)(D), Eint(e)(D)) est empilé sur lapile d'expliations. Quand la mahine applique uneopération, les expliations des opérandes sont dépilées,elles du résultats sont alulées suivant l'opérationappliquée et empilées.5.4 Variante paresseuseAu moins la moitié des évaluations d'indexiauxsont inutiles, le résultat R(D) étant un surensemblede D(V ) [5℄.L'implantation proposée i-dessus alule trois ex-pliations pour haque onstrution. Si, au �nal, au-une rédution de domaine n'est e�etuée, es alulsse révèlent inutiles. Et si une rédution de domaine estnéessaire, ertaines des expliations alulées peuventdemeurer inutiles. Nous proposons d'adapter le shémapour aluler paresseusement les expliations utiles,après s'être assuré que ∆min
V , ∆max

V ou ∆int
V soient non

vides. Premièrement, une instrumentation légère de lafontion d'évaluation garde trae des résultats inter-médiaires. Ensuite, si néessaire, les expliations utilessont alulées grâe à ette trae.Instrumentation de l'évaluation. Tandis que la ma-hine à pile évalue R(D), les résultats intermédiaires(termes ou hamps) sont stokés dans un arbre.Chaque opération de la mahine rée un n÷ud deet arbre, ontenant le byteode de l'opération et sesrésultats intermédiaires. Cet arbre a don la mêmestruture que l'indexial. Reylant des résultats in-termédiaires, le seul surout est dû à la onstrutionde l'abre. La �gure 4 présente ette proédure ins-trumentée. I est le �ot d'instrutions de la mahine,
S la pile d'évaluation, E un ensemble ordonné den÷ud représentant la trae des opérations déjà exé-utées. new_leaf insère une nouvelle feuille dans E.
new_node extrait les arity(i) derniers n÷uds de Eet insère un nouveau n÷ud, père des n÷uds extraits.La fontion est prinipalement une boule exéutantles instrutions de la mahine à pile. À la �n de lafontion, E ontient la raine de l'arbre et R ontient
R(D).Calul à rebours Aussit�t l'évaluation de R(D) ter-minée, le résolveur alule ∆min

V , ∆max
V et ∆int

V . Si né-essaire, nous alulons réursivement les expliationsnéessaires. Pour ela, nous utilisons les résultats in-termédiaires stokés dans l'arbre. Ainsi, nous alu-lons seulement les expliations néessaires et évitons



funtion evaluation(I, D), returns R,E
S ← ∅
E← ∅while 〈I〉 6= ∅ do

i← dequeue(I)swith i

load_min:
X ← deref_var(dequeue(I))
push(S, min(X))
new_leaf(E, Emin(X), int(min(X)))

load_max:
X ← deref_var(dequeue(I))
push(S, max(X))
new_leaf(E, Emax(X), int(max(X)))

load_val:
X ← deref_var(dequeue(I))
push(S, val(X))
new_leaf(E, Edom(X), int(v_x))

load_dom:
X ← deref_var(dequeue(I))
push(S,D(X))
new_leaf(E, Edom(X), set(D(X)))

load_int:
t← deref_int(dequeue(I))
push(S, t)
new_leaf(E, ∅, int(t))

load_set:
r ← deref_set(dequeue(I))
push(S, r)
new_leaf(E, ∅, set(r))default:
R← ompute(S, i)push(S,R)
new_node(E, i, arity(i), R)end swithend while

R← pop(S)end funtionFig. 4 � Proédure d'évaluation instrumentéeles parties non pertinentes de l'expression R.6 Travaux onnexesÅgren [1℄ a onçu et mis en ÷uvre un méanismed'expliation pour SICStus Prolog. Ce travail est l'unedes premières grandes tentatives d'expliation desontraintes globales d'un véritable résolveur. Ågren aégalement mis au point des algorithmes pour alulerles expliations les plus �nes de quelques ontraintesglobales lassiques, telles que all_distint (réalisa-tion de l'hyperar-onsistane pour la di�érene deuxà deux d'une liste de variables), iruit (ontraintequ'un ensemble de sommets d'un graphe forme uniruit hamiltonien). Malheureusement, e méanismefait partie d'une branhe � reherhe � de SICStus Pro-log, non distribuée à e jour. À notre onnaissane,les raisons qui expliquent et abandon sont les outsd'élaboration de e méanisme ainsi que la néessitéd'expliquer les ontraintes indexiales.

Ferrand et oll. [12℄ ont proposé un proédé géné-rique pour aluler les expliations à partir d'une traepréise de l'exéution du solveur. Ce proédé n'est pasintrusif, tant que le solveur fournit un tel traeur. Onpeut iter quatre de es traeurs, à savoir pour GNU-Prolog [16℄, Choo, PaLM (qui trae déjà des expli-ations) et CHIP. Si l'on onsidère le as de GNU-Prolog, les expliations issues de et algorithme se-raient moins préises que les n�tres. Comme la traene dit pas quelles informations de domaine l'indexi-al évalué utilise, leurs expliations doivent prendreen onsidération toutes les rédutions de domaine desvariables impliquées dans la ontrainte, depuis le dé-but de l'exéution. Ce alul ne prend don en ompteque les expliations Edom(X) déjà dé�nies dans notreshéma trivial (Se. 4). À e jour, auune implémen-tation de et algorithme n'est disponible.7 ConlusionCet artile a présenté un shéma de prodution au-tomatique d'expliations pour les solveurs basés surles indexiaux. Ce shéma utilise la struture des in-dexiaux pour expliquer leurs �ltrages. Il propose unompromis entre préision et out de l'expliation, in-sistant sur l'expliations des bornes des domaines.Notre shéma permet l'expliation automatique deplusieurs résolveurs existants. Il peut également trai-ter les ontraintes que l'utilisateur dé�nit par indexi-aux. Les ontraintes que nous gérons sont limitées parl'expressivité des indexiaux, exluant les ontraintesglobales. Cependant, l'utilisation d'un langage spéi-�que pour dérire les ontraintes globales, tel les pro-priétés de graphes de ontraintes, permet d'imaginerun shéma aussi systématique. De premiers résultatsen e sens ont été obtenus réemment par Rohart etJussien [18℄.Remeriements L'auteur tient à remerierl'équipe de SICStus Prolog pour son aide, notammentMats Carlsson et Per Mildner. Certaines idées ontémergées suite à d'agréables disussions ave Naren-dra Jussien, Pierre Deransart, Guillaume Rohart etAlexandre Tessier. Un remeriement tout partiulierpour Mireille Duassé, dont l'enre a reouvert unbrouillon de et artile, et pour Grégory Lafay, qui aexeré ses talents de traduteur sur une partie de laversion �nale.Référenes[1℄ M. Ågren � � Traing and explaining the exe-ution of lp(fd) programs in sistus prolog �,
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